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Introduction0.1 R�esum�eLes g�eom�etries de Zariski ont �et�e introduites par E. Hrushovski et B. Zil'ber commemod�elesabstraits de courbes alg�ebriques pour disposer d'une classe de structures qui satisfasse �a latrichotomie de Zil'ber. Dans ma th�ese, je d�e�nis une g�en�eralisation de ces g�eom�etries deZariski aux dimensions �nies quelconques et j'en entreprends une �etude syst�ematique.Une g�eom�etrie de Zariski est donn�ee par une famille de topologies noeth�eriennes telle quela dimension topologique v�eri�e certaines propri�et�es de la dimension en g�eom�etrie alg�ebrique(chapitre 1). De plus, on exige que les propri�et�es importantes passent aux extensions �el�e-mentaires. Les g�eom�etries de Zariski sont alors des structures @0-stables o�u les propri�et�estopologiques et mod�ele{th�eoriques sont fortement li�ees (chapitre 2).�A part les structures triviales et lin�eaires, la classe d'exemples la plus importante estform�ee des vari�et�es alg�ebriques sur un corps alg�ebriquement clos (chapitre 4).Une description structurelle des g�eom�etries de Zariski demande une connaissance profondedes structures qui y sont interpr�etables. Le comportement des topologies sur les ensemblesd'imaginaires s'av�ere être assez complexe. Cette analyse m�ene �a une d�e�nition de vari�et�eau-dessus d'une g�eom�etrie de Zariski et �a la notion appropri�ee de morphisme. Les types devari�et�es les plus importantes, les vari�et�es lisses et les vari�et�es compl�etes, sont �etudi�es �a part(chapitre 3).Comme application des techniques d�evelopp�ees jusqu'ici, je d�emontre un th�eor�eme destructure pour les groupes de Zariski (qui sont d�e�nis au-dessus des g�eom�etries de Zariskicomme les groupes alg�ebrique le sont au-dessus d'un corps). Je montre qu'il n'existe pasde mauvais groupe de Zariski lisse. Moyennant un th�eor�eme de Zil'ber, ceci implique quetout groupe de Zariski simple et lisse interpr�ete un corps alg�ebriquement clos. Ce th�eor�emeprouve la moiti�e de la conjecture de Cherlin pour les groupes de Zariski lisses et fournitpresque une caract�erisation abstraite des groupes alg�ebriques simples. 7



Introduction0.2 ZusammenfassungZariski{Geometrien wurden von E. Hrushovski und B. Zil'ber eingef�uhrt als abstrakte Mo-delle algebraischer Kurven, um �uber eine Klasse von Strukturen zu verf�ugen, in denen dieZil'bersche Trichotomie gilt. In meiner Doktorarbeit de�niere ich eine beliebig endlich{dimensionale Verallgemeinerung jener Zariski{Geometrien und beginne eine systematischeUntersuchung dieser Strukturen.Eine Zariski{Geometrie ist eine durch mehrere noethersche Topologien bestimmte Struk-tur, in denen der topologische Dimensionsbegri� Axiomen gen�ugt, welche Eigenschaftender Dimension in algebraischen Mannigfaltigkeiten sind (Kapitel 1). Au�erdem wird gefor-dert, da� die wichtigsten Eigenschaften unter elementaren Erweiterungen erhalten bleiben.Zariski{Geometrien sind dann @0 -stabile Strukturen, in denen die topologischen Eigenschaf-ten eng mit den modelltheoretischen verwoben sind (Kapitel 2).Neben trivialen und linearen Strukturen bilden algebraische Mannigfaltigkeiten �uber al-gebraisch abgeschlossenen K�orpern die wichtigste Beispielklasse (Kapitel 4).Eine strukturelle Beschreibung der Zariski{Geometrien verlangt eine genaue Kenntnis derdarin interpretierbaren Strukturen. Das Verhalten der Topologien auf de�nierbaren Mengenimagin�arer Elemente erweist sich als sehr komplex. Aus diesen Untersuchungen ergibt sicheine De�nition von Mannigfaltigkeiten �uber Zariski{Geometrien und der zugeh�origen Mor-phismen. Als wichtige Typen werden glatte und vollst�andige Mannigfaltigkeiten de�niertund gesondert betrachtet (Kapitel 3).Als Anwendung der bislang entwickelten Techniken beweise ich einen Struktursatz f�urZariski{Gruppen. Dabei sind Zariski{Gruppen in gleicher Weise �uber Zariski{Geometriende�niert wie algebraische Gruppen �uber K�orpern. Ich zeige, da� keine sogenannten schlech-ten glatten Zariski{Gruppen existieren. Mit Hilfe eines Satzes von Zil'ber besagt dies, da�jede einfache glatte Zariski{Gruppe einen algebraisch abgeschlossenen K�orper interpretiert.Damit ist Cherlins Vermutung f�ur glatte Zariski{Gruppen zur H�alfte bewiesen, und fast eineabstrakte Charakterisierung einfacher algebraischer Gruppen �uber algebraisch abgeschlos-senen K�orpern gewonnen.
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Introduction0.3 AbstractZariski geometries were introduced by E. Hrushovski and B. Zil'ber as abstract models ofalgebraic curves to get a class of structures where the Zil'ber trichotomy holds. In my thesis,I de�ne a higher dimensional generalization of the notion of Zariski geometry and I startthe systematic study of these structures.A Zariski geometry is given by a family of Noetherian topologies such that the topologicaldimension shares several properties of the concept of dimension in algebraic geometry (chap-ter 1), and such that the essential properties are preserved under elementary extensions. Itfollows that Zariski geometries are special @0-stable structures where topological and modeltheoretical properties are closely linked (chapter 2).Besides trivial and linear structures, algebraic varieties over algebraically closed �eldsform the most important class of examples (chapter 4).A structural description of Zariski geometries requires a deep knowledge of the interpre-table structures. Chapter 3 of this thesis shows that the topological behaviour of imaginarysets is quite complex. This analysis leads to the de�nition of a variety over a Zariski geo-metry and to the appropriate notion of morphisms. Special important types of varieties aresmooth and complete varieties. They are de�ned and studied separately.As an application of the techniques developed so far, I prove a structure theorem forZariski groups (de�ned over Zariski geometries as algebraic groups over �elds), namely thatthere are no bad smooth Zariski groups. Combinig this result with a theorem of Zil'ber, oneconcludes that every simple smooth Zariski group interprets an algebraically closed �eld.This proves one half of Cherlin's conjecture for smooth Zariski groups and almost providesan abstract characterization of simple algebraic groups over algebraically closed �elds.
9



Introduction0.4 IntroductionUn peu d'histoire ...L'objectif de la th�eorie de la stabilit�e (ou de la th�eorie des mod�eles en g�en�eral) est laclassi�cation et la description des mod�eles d'une th�eorie �el�ementaire (que l'on supposeracompl�ete du premier ordre). G�en�eralement on consid�ere le th�eor�eme de Morley sur les th�eo-ries �-cat�egoriques comme la naissance de la th�eorie de la stabilit�e ([Mo], 1965). Dans unpremier temps, elle poursuivit la voie indiqu�ee par ce th�eor�eme ; on introduisit di��erentesnotions de (( stabilit�e )) d'une th�eorie, et selon la position d'une th�eorie par rapport �a cesnotions, on arriva �a attribuer des invariants aux mod�eles d'une th�eorie et �a les compter ainsi.Ce programme culmine dans le (( th�eor�eme de structure{non-structure )) de Shelah ([She],1970{90).Puis les logiciens appliqu�erent les nouvelles notions et techniques �a des (( th�eories concr�etes ))et ils obtinrent des descriptions explicites des mod�eles dans certains cas. �A citer le th�eor�emede Macintyre sur les corps @0-stables ([M2], 1971) et la description des groupes (fortement)minimaux par Reineke ([R], 1975). Cherlin attaqua alors le cas plus g�en�eral des groupes@0-stables de petit rang de Morley. Suite �a ses travaux, il �etablit la conjecture suivante, dite(( de Cherlin )) ([Ch1], 1979) :Tout groupe @0-stable simple est un groupe alg�ebrique sur un corps alg�ebrique-ment clos (interpr�etable dans le groupe).Elle est rendue plausible par le fait que beaucoup de propri�et�es des groupes alg�ebriques seg�en�eralisent au cas des groupes @0-stables de rang �ni ; p.ex. la d�e�nissabilit�e et l'additivit�edu rang (= la dimension), l'existence d'une composante connexe [M1], la d�e�nissabilit�e decertains sous-groupes (venant du th�eor�eme des ind�ecomposables de Zil'ber [Z2]).Moyennant un th�eor�eme de Zil'ber [Z3] qui permet d'interpr�eter un corps alg�ebrique-ment clos dans tout groupe @0-stable de rang �ni, connexe, r�esoluble et non nilpotent, laconjecture de Cherlin se d�ecompose naturellement en deux parties : prouver l'inexistencedes (( mauvais groupes )) o�u tout sous-groupe d�e�nissable connexe et r�esoluble est nilpotent ;puis montrer que le groupe est alg�ebrique sur le corps qu'il interpr�ete. Ces deux questionssont encore ouvertes.En même temps, Zil'ber, qui venait de d�emontrer qu'une th�eorie totalement cat�egoriquen'est pas �niment axiomatisable, commen�ca �a �etudier les th�eories @1-cat�egoriques en g�en�e-ral. Elles sont largement d�etermin�ees par leurs parties fortement minimales dont chacunedonne lieu �a une g�eom�etrie combinatoire en consid�erant l'op�eration de clôture alg�ebrique.10



IntroductionZil'ber montra que l'on peut distinguer trois types de th�eories @1 -cat�egoriques suivantles g�eom�etries combinatoires que l'on y trouve : elles sont ou bien toutes triviales (et aucungroupe in�ni n'est interpr�etable dans la structure), ou bien elles sont toutes localementmodulaires non triviales (et on peut interpr�eter des groupes in�nis, mais pas de corps in�ni),ou bien toutes les g�eom�etries sont non localement modulaires. Zil'ber conjectura alors quedans le troisi�eme cas, un corps in�ni (donc alg�ebriquement clos) �etait interpr�etable dans lastructure, et que la structure venait essentiellement de ce corps ([Z1], 1983). Cette conjecturerejoint celle de Cherlin vu qu'un groupe @0-satur�e simple est une structure @1 -cat�egoriquenon localement modulaire. 1L'essentiel de cette (( conjecture de Zil'ber )) est donn�e par la version suivante qui porteuniquement sur les structures fortement minimales :Une structure fortement minimale non localement modulaire est bi-interpr�etableavec un corps alg�ebriquement clos.De nouveau, la conjecture comporte deux parties : trouver un corps �a l'int�erieur de la struc-ture fortement minimale ; puis re-interpr�eter la structure dans le corps.Contrairement au cas des groupes, les deux parties ont �et�e r�efut�ees par Hrushovski vers la�n des ann�ees 80. Dans [Hr2] il construit une structure fortement minimale non localementmodulaire qui n'interpr�ete même pas de groupe in�ni ; puis dans [Hr1] il donne un exempled'une structure fortement minimale qui interpr�ete deux corps alg�ebriquement clos de carac-t�eristiques di��erentes | la structure n'est donc certainement pas interpr�etable dans un desdeux corps.Les g�eom�etries de ZariskiPuis Hrushovski et Zil'ber cherch�erent des conditions suppl�ementaires pour qu'une structurefortementminimale non localementmodulaire soit bi-interpr�etable avec un corps in�ni (doncalg�ebriquement clos). Si c'est le cas, alors la structure est �a peu de choses pr�es une vari�et�esur ce corps, en particulier il existe une topologie sur la structure, �a savoir la topologie deZariski.L'id�ee d'ajouter ces topologies, c.-�a-d. de distinguer parmi les ensembles d�e�nissables cer-tains que l'on appelle (( ferm�es )), s'est av�er�ee fructueuse. Dans [HZ2] et [HZ1], Hrushovski etZil'ber d�e�nissent des structures fortement minimales particuli�eres qu'ils ont appel�ees des(( g�eom�etries de Zariski )), et ils arrivent �a d�emontrer qu'une g�eom�etrie de Zariski non loca-lement modulaire interpr�ete un corps alg�ebriquement clos. En outre, la g�eom�etrie de Zariski1: Alors que la conjecture de Cherlin est toujours ouverte, Baudisch a r�ecemment construit un groupe@1 -cat�egorique nilpotent non localement modulaire qui n'interpr�ete pas de corps in�ni ([Bau], 1995). 11



Introductionest bi-interpr�etable avec ce corps si et seulement si une certaine condition g�eom�etrique estsatisfaite, �a savoir que la g�eom�etrie est (( tr�es ample )) (voir [HZ2]).Intuitivement, les g�eom�etries de Zariski axiomatisent les topologies de Zariski des courbesalg�ebriques ; elles caract�erisent abstraitement une classe de courbes alg�ebriques contenanttoutes les courbes sans singularit�es. Techniquement, une g�eom�etrie de Zariski est la donn�eed'une structure fortement minimale Z et d'une topologie noeth�erienne sur chaque Zn tellesque trois conditions soient v�eri��ees :� les parties d�e�nissables sont exactement les combinaisons bool�eennes de ferm�es ;� les topologies sont (( compatibles )) entre elles (cf. 1.12) ;� les ferm�es satisfont �a une certaine condition sur la dimension des intersections.Les g�eom�etries de Zariski n'ont pas seulement fait avancer la classi�cation des struc-tures fortement minimales ; Hrushovski les a remarquablement utilis�ees dans sa preuve dela conjecture de Mordell{Lang [Hr3]. Ce sont deux raisons su�santes pour s'int�eresser deplus pr�es �a ces structures. Malgr�e la force de la th�eorie de Hrushovski{Zil'ber, plusieursprobl�emes restent ouverts, et plusieurs questions nouvelles se posent, p.ex. :� Peut-on �etendre la d�e�nition des g�eom�etries de Zariski pour obtenir une caract�erisationde toutes les courbes alg�ebriques?� Peut-on g�en�eraliser la d�e�nition des g�eom�etries de Zariski �a la dimension sup�erieure?De plus, on pourrait esp�erer qu'une �etude d�etaill�ee des g�eom�etries de Zariski permette desimpli�er la preuve du th�eor�eme de Hrushovski et Zil'ber ou d'en donner une d�emonstrationplus transparente.D'autre part, il serait int�eressant de mieux comprendre l'importance des topologies quel'on ajoute aux structures. Beaucoup d'exemples de structures fortement minimales portentnaturellement des topologies. Peut-on les caract�eriser? Quelle est la propri�et�e essentielle quifait marcher la preuve de Hrushovski{Zil'ber?Une troisi�eme direction de recherche est donn�ee par le parall�ele entre les conjectures deCherlin et de Zil'ber. Peut-on appliquer les techniques des g�eom�etries de Zariski avec lemême succ�es au cas des groupes de rang �ni?Description de la th�eseDans mon travail, je suis parti des di��erentes d�e�nitions de (( structures de Zariski )) (�asavoir les (( Zariski geometries )) et les (( Zariski{type structures )) respectivement de [HZ1]et de [Z4]). Le premier but �etait de trouver une bonne d�e�nition de g�eom�etries de Zariski dedimension sup�erieure, g�en�eralisant �a la fois les (( Zariski geometries )) et les (( Zariski{typestructures )) tout en gardant leurs propri�et�es essentielles.12



IntroductionPuis une grande partie de mon travail est consacr�ee �a l'analyse des notions topologiquesintroduites dans le contexte de la th�eorie des mod�eles. Cela m'a naturellement conduit auprobl�eme di�cile d'examiner la structure topologique sur les ensembles imaginaires pourd�egager une bonne notion de (( vari�et�e )).Ensuite, comme illustration de l'utilit�e de ce travail, les notions et techniques d�evelopp�eessont appliqu�ees aux groupes. Comme r�esultat principal je d�emontre qu'un groupe de Zariskisimple et lisse interpr�ete un corps alg�ebriquement clos.Plus en d�etail, le plan de la th�ese est comme suit :Le chapitre 1 contient une premi�ere approche des g�eom�etries de Zariski. Une premi�eresection sert �a introduire le vocabulaire topologique et les propri�et�es fondamentales des es-paces topologiques noeth�eriens. La deuxi�eme section donne une d�e�nition de (( pr�eg�eom�etriesde Zariski )) (d�e�nition 1.18). Cette d�e�nition rassemble le minimum d'axiomes de carac-t�ere topologico{combinatoire satisfaits par les topologies de Zariski des vari�et�es alg�ebriquespermettant de parler de (( structure de Zariski )).Dans le premier chapitre on ne consid�ere qu'une seule structure, il ne contient donc pasde th�eorie des mod�eles. En revanche, les propri�et�es qui vont jouer un rôle important dansla suite sont d�ej�a analys�ees dans cette seule structure. En section 1.3, ce sont des propri�et�esde (( richesse )) des topologies, qui permettront de comparer la dimension topologique avecle rang de Morley d'une part, et qui, d'autre part, donneront aussi des informations surla complexit�e de la g�eom�etrie, car aucune condition de non-trivialit�e ou de non-modularit�en'est impos�ee dans la d�e�nition d'une pr�eg�eom�etrie. Finalement, la section 1.4 traite lad�e�nissabilit�e et l'additivit�e de la dimension, propri�et�es importantes pour la d�e�nition desg�eom�etries de Zariski.Le Chapitre 2 �etudie la th�eorie des mod�eles des pr�eg�eom�etries de Zariski. La premi�eresection introduit les langages appropri�es pour les pr�eg�eom�etries de Zariski (d�e�nition 2.1)et examine les propri�et�es des pr�eg�eom�etries de Zariski qui passent aux extensions �el�emen-taires. On peut caract�eriser les pr�eg�eom�etries de Zariski �el�ementaires (celles dont toutes lesextensions �el�ementaires sont naturellement des pr�eg�eom�etries de Zariski) par une conditionde châ�ne (th�eor�eme 2.13).Les pr�eg�eom�etries de Zariski �el�ementaires sont des structures @0-stables (th�eor�eme 2.16).Le reste du chapitre 2 relie des notions topologiques et des notions de stabilit�e. Certainespropri�et�es topologiques se traduisent dans le langage de la th�eorie des mod�eles et vice versa.Le lien le plus important est donn�e par le th�eor�eme 2.27, qui d�emontre que la trace destopologies d'un grand mod�ele sur un petit mod�ele donne exactement les topologies de celui-13



Introductionci, ce qui g�en�eralise un r�esultat bien connu en g�eom�etrie alg�ebrique.La derni�ere section 2.4 reprend la d�e�nissabilit�e et l'additivit�e de la dimension, propri�et�esimportantes en g�eom�etrie alg�ebrique aussi bien que dans les structures fortement minimales(en particulier dans les (( Zariski geometries ))). C'est aussi un des axiomes dans la caract�e-risation des groupes de rang �ni comme groupes de Borovik [P2]. Contrairement �a ces cas,la d�e�nissabilit�e de la dimension n'est pas automatique dans les structures @0 -stables quel-conques ; il faut donc l'ajouter �a la d�e�nition des g�eom�etries de Zariski (d�e�nition 2.39) quine sont autres que des pr�eg�eom�etries de Zariski �el�ementaires o�u la dimension est d�e�nissableet �egale au rang de Morley. En revanche, l'additivit�e de la dimension se d�eduit des autresaxiomes (th�eor�eme 2.41).Le chapitre 3 examine le comportement des topologies sur les �el�ements imaginaires, avecl'objectif de trouver une bonne notion de (( vari�et�e )), i.e. des ensembles imaginaires quipartagent les propri�et�es topologiques importantes avec la g�eom�etrie de Zariski de d�epart.Un ensemble imaginaire muni d'une structure topologique qui vient naturellement dela g�eom�etrie de Zariski de base est appel�ee une (( pr�evari�et�e )). Malheureusement, il y a eng�en�eral plusieurs possibilit�es de munir un ensemble imaginaire d'une structure de pr�evari�et�e.Alors que ce ph�enom�ene n'a pas d'inuence sur la d�e�nition des morphismes (d�e�nition 3.4),l'existence du produit n'est assur�ee que pour les (( pr�evari�et�es admissibles )) (th�eor�eme 3.10).La section suivante (3.2) examine le passage des propri�et�es des g�eom�etries de Zariski auxpr�evari�et�es. La condition d'admissibilit�e est de nouveau utile pour r�esoudre le premier pro-bl�eme important : celui de l'�elimination des quanteurs (th�eor�eme 3.29). L'additivit�e de ladimension n�ecessite l'introduction d'une condition suppl�ementaire, mais �nalement on ob-tient une classe de pr�evari�et�es, appel�ees (( vari�et�es )), qui se comportent bien (d�e�nition 3.36,th�eor�emes 3.38 et 3.39).La section 3.3 met en �evidence les propri�et�es des morphismes. Puis les sections 3.4 et 3.5sont consacr�ees �a deux types de vari�et�es particuli�eres : les vari�et�es compl�etes et les vari�et�eslisses. Les premi�eres jouent un rôle important en g�eom�etrie alg�ebrique (surtout dans lath�eorie des groupes alg�ebriques), et aussi dans l'approche de Zil'ber des structures de Zariski[Z4], tandis que la lissit�e est essentielle dans les approches de [HZ1] et [Z4] aussi bien quedans l'�etude des groupes de Zariski dans cette th�ese. Finalement, la derni�ere section 3.6expose le comportement des vari�et�es et des morphismes quant au passage aux extensions�el�ementaires.Chapitre 4 : Les premiers trois chapitres n'ont pas �et�e accompagn�es d'exemples, ils sonttous rassembl�es dans ce chapitre 4. �Evidemment, il n'y a que les exemples standard |une bonne partie des conjectures en question dit pr�ecis�ement qu'il n'y en a pas d'autres.14



IntroductionLa deuxi�eme section donne des exemples de structures qui sont presque des g�eom�etries deZariski, c.-�a-d. qui v�eri�ent tous les axiomes sauf un ; ceci pour souligner la n�ecessit�e desaxiomes. Puis, la derni�ere section de ce chapitre indique plusieurs constructions g�en�eralesqui permettent de construire de nouvelles g�eom�etries de Zariski �a partir d'une ou plusieursg�eom�etries de Zariski donn�ees. Faute de place, elle ne contient que quelques constructionsplutôt simples.En�n, le chapitre 5 donne une application de tout ce qui a �et�e d�evelopp�e jusqu'ici aucas des groupes. Comme les g�eom�etries de Zariski sont une version abstraite des vari�et�esalg�ebriques, les (( groupes de Zariski )) forment une version abstraite des groupes alg�ebriques.Ceux-ci peuvent être d�e�nis de deux fa�cons di��erentes. Soit on voit les groupes alg�ebriquescomme des vari�et�es alg�ebriques munies de deux morphismes, multiplication et passage �al'inverse d'une loi de groupe, et alors on d�e�nit en analogie les (( groupes de Zariski )) enrempla�cant (( vari�et�e alg�ebrique )) par (( g�eom�etrie de Zariski )). Soit on les voit comme desgroupes interpr�etables dans un corps alg�ebriquement clos, et on peut consid�erer les groupesinterpr�etables dans une g�eom�etrie de Zariski. Si l'on suppose que l'interpr�etation n'est pasquelconque, mais qu'elle donne une vari�et�e, alors on se trouve dans le cas des (( vari�et�es degroupes )) qui sont �egalement trait�ees.La premi�ere section reprend quelques propri�et�es fondamentales des groupes alg�ebriques.Quelques-unes de ces propri�et�es ont �et�e g�en�eralis�ees auparavant au cas des groupes @0-stables de rang �ni. Ce n'est donc ni le r�esultat, ni la preuve (souvent celle de la g�eom�etriealg�ebrique) qui pr�esentent vraiment de l'int�erêt, mais le fait de distinguer les propri�et�esentrâ�n�ees par la seule structure topologique de celles qui n�ecessitent la structure alg�ebrique.La section 5.2 d�emontre que les sous-groupes d�e�nissables et les quotients par des sous-groupes d�e�nissables donnent des vari�et�es. La lissit�e, condition essentielle, passe sans pro-bl�eme aux quotients ; pour les sous-groupes, il faut une condition suppl�ementaire : la (( ri-chesse )) (section 5.3).Une description structurelle des groupes de Zariski commence avec la section 5.4. Jed�emontre la g�en�eralisation de certains th�eor�emes de la g�eom�etrie alg�ebrique : tout groupede Zariski contient un unique sous-groupe d�e�nissable connexe maximal complet, qui estcentral (th�eor�eme 5.33) ; sous une condition de lissit�e, tout groupe de Zariski contient ununique sous-groupe minimal parmi les sous-groupes normaux d�e�nissables paraboliques(th�eor�eme 5.41). En revanche, le th�eor�eme de Borel a�rmant que les sous-groupes d�e�-nissables connexes r�esolubles maximaux sont exactement les sous-groupes paraboliques mi-nimaux ne se d�emontre que dans le cas particulier d'un mauvais groupe (proposition 5.47).Toutefois, cela su�t pour prouver qu'il n'existe pas de mauvais groupe de Zariski lisse. Au-15



Introductiontrement dit, tout groupe de Zariski connexe, non nilpotent, lisse et riche interpr�ete un corpsalg�ebriquement clos (th�eor�eme 5.48).NotationsUne liste des notations se trouve �a la �n de la th�ese, pages 157 et 158. Les conventions lesplus importantes sont les suivantes :� Tout symbole de pr�e-ordre ressemblant au symbole d'inclusion est utilis�e dans deuxvariantes :- l'une avec barre, comme ((� )), incluant l'�egalit�e ;- l'autre sans barre, comme ((� )), d�esignant le pr�e-ordre strict associ�e.� Les structures sont not�ees par des lettres gothiques M, N, V, W, X, Y, Z ; leurs en-sembles de bases par les lettres latines correspondantes M;N; V;W;X; Y; Z .� (( D�e�nissable )) veut toujours dire (( d�e�nissable avec param�etres )), sauf si le contraire(p.ex. (( ;-d�e�nissable ))) est sp�eci��e.� Le signe (( � )) marque le d�ebut et la �n des preuves ; les d�emonstrations de faits ou delemmes �a l'int�erieur d'une preuve sont entour�ees des signes (( � )).

(Cette th�ese a �et�e �ecrite en LaTEX en utilisant french.sty (version 3.27) de Bernard Gaulle,commutative diagrams (version 3.83) de Paul Taylor et fancyheadings.sty (version 1.0) de Pietvan Oostrum.)16
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Chapitre 1 Pr�eg�eom�etries de Zariski1.1 Topologies Noeth�eriennesCette premi�ere section est consacr�ee �a l'introduction du vocabulaire topologique, qui est,ou bien standard, ou bien librement copi�e sur la g�eom�etrie. Les r�esultats fondamentauxconcernant les espaces noeth�eriens sont expos�es ; ils seront constamment utilis�es dans lasuite sans mention particuli�ere.Je ne connais pas de r�ef�erence qui traite les espaces noeth�eriens en d�etails | on trouvebeaucoup de propri�et�es dans les manuels de g�eom�etrie alg�ebrique ou d'alg�ebre commutative,p.ex. [Ha] (chapitre 1, section 1) ou [Bbk] (chapitre 2, x4 no 2). On y trouvera aussi la plupartdes preuves, qui sont d'ailleurs souvent faciles (bien que quelques fois un peu astucieuses).Puisqu'elles apportent peu �a la compr�ehension des g�eom�etries de Zariski, elles seront omisesici.D�e�nition 1.1 Un espace topologique est noeth�erien ssi toute châ�ne de ferm�es strictementdescendante est �nie.Quelques propri�et�es des espaces noeth�eriens :� Un espace topologique est noeth�erien ssi toute partie est quasi-compacte (pour la to-pologie induite).� Un espace noeth�erien est Hausdor� ( T2 ) ssi il est �ni et porte la topologie discr�ete.� Une partie d'un espace noeth�erien (avec la topologie induite) est encore noeth�erien.� Une image continue d'un espace noeth�erien est encore noeth�erien. (En particulier unetopologie quotient reste noeth�erienne).Une partie d'un espace topologique sera toujours consid�er�ee avec la topologie induite. Ainsi,si T est un espace topologique et X une partie de T , une expression comme (( une partieU ouverte dans X )) ou (( U un ouvert de X )) signi�era que U est ouvert pour la topologieinduite. 19



Pr�eg�eom�etries de ZariskiIrr�eductibilit�eD�e�nition 1.2 Une partie d'un espace topologique est irr�eductible si elle n'est pas r�eunionde deux sous-ensembles propres relativement ferm�es.Remarque : Pour des raisons pratiques, l'ensemble vide n'est pas consid�er�e comme �etantirr�eductible.Fait 1.3 (D�ecomposition en composantes irr�eductibles) Toute partie X d'un es-pace noeth�erien est r�eunion de ses parties irr�eductibles maximales, appel�ees les composantesirr�eductibles. Elles sont en nombre �ni et relativement ferm�ees dans X .Notation:� Si X est irr�eductible, j'�ecris Y �� X pour Y � X et Y � X (c.-�a-d. Y n'est pasdense dans X ; dans un certain sens, Y est (( petit )) par rapport �a X )� X = X1 t � � � t Xk ou X = kFi=0Xi signi�e la d�ecomposition de X en composantesirr�eductibles Xi .Faits 1.4 (Propri�et�es des irr�eductibles)� X est irr�eductiblessi toute partie ouverte non vide de X est dense dans Xssi l'intersection de deux ouverts non vides de X n'est pas vide.� X est irr�eductible ssi X est irr�eductible.X = X1 t � � � tXk ssi X = X1 t � � � tXk .� Si X = X1 t � � � t Xk , alors l'ensemble des composantes irr�eductibles de Y \ X estinclus dans le r�eunion des ensembles des composantes irr�eductibles des Y \Xi .� En particulier, un ensemble irr�eductible Y inclus dans X est inclus dans une compo-sante irr�eductible de X .� L'image continue d'un irr�eductible est irr�eductible.D�e�nition 1.5 Une propri�et�e des �el�ements d'un ensemble irr�eductible est dite g�en�erique-ment vraie (ou une propri�et�e g�en�erique) si elle est vraie pour au moins une partie ouvertenon vide. Un �el�ement est dit g�en�erique (par rapport �a cette propri�et�e) si la propri�et�e estv�eri��ee dans un voisinage de cet �el�ement.Ainsi une conjonction �nie de propri�et�es g�en�eriques reste-t-elle g�en�erique et, dans un lan-gage appropri�e, toute famille de propri�et�es g�en�eriques pourra être r�ealis�ee dans un espacesu�samment satur�e.20



Topologies Noeth�eriennesDimensionFixons pour la suite un espace topologique noeth�erien T . Tous les ensembles consid�er�esseront des parties de cet espace.D�e�nition 1.6 Un drapeau (de longueur � ) dans X est une châ�ne X0 �� � � � �� X�de parties irr�eductibles de X .Une châ�ne X0 � � � � � X� d'ensembles irr�eductibles est donc un drapeau ssi X0 � � � � �X� . En particulier, tout drapeau dans X donne lieu �a un drapeau de même longueur form�ede ferm�es relatifs de X .D�e�nition 1.7 La dimension (topologique) d'un ensemble X est d�e�nie par la r�ecurrencesuivante :- dimX > 0 ssi X 6= ; ;- dimX > �+ 1 ssi il existe une partie Y �� X telle que dimY > � ;- si � est un ordinal limite, alors dimX > � ssi dimX > � pour tout � < � .Alors on pose dimX = supf� j dimX > �g .En fait , si dimX 6 ! , alors dimX est le supremum des longueurs des drapeaux dans X .Dans un espace noeth�erien, la dimension d'une partie quelconque est un ordinal biend�e�ni. La dimension d'un ensemble X calcul�ee en T est la même que celle calcul�ee dansla topologie induite sur X . Par d�e�nition, on pose dim(;) = �1 .On dit qu'un ensemble est de dimension pure k si tous ses composantes irr�eductibles sontde dimension k .Si X � Y sont des ensembles irr�eductibles (de dimensions �nies), la codimension de Xdans Y , not�ee codim YX , est le supremum de longueur de drapeaux dans Y partant deX\Y . Pour des ensembles X;Y quelconques, on pose codim YX := minfcodim YiXi jX =FXi; Y = FYi;Xi � Yig .D�e�nition 1.8 Une hypersurface de T est un ferm�e irr�eductible H tel que dimH + 1 =dimT . L'ensemble des hypersurfaces de T est not�e H(T ) .Attention, un ferm�e irr�eductible de codimension 1 n'est pas forc�ement une hypersurface !Ceci se produit uniquement si tout drapeau se compl�ete en un drapeau de longueur dimT .En particulier c'est le cas en g�eom�etrie alg�ebrique o�u les topologies noeth�eriennes sontcat�enaires, i.e. tous les drapeaux maximaux ont la même longueur.Faits 1.9 (Propri�et�es de la dimension)� dimX = 0 ssi X est �ni. 21



Pr�eg�eom�etries de Zariski� X1 � X2 implique dimX1 6 dimX2 ;si F � X , F ferm�e et X irr�eductible, alors dimF < dimX .� dim(Si2IXi) > maxi2I fdimXig et on a �egalit�e si chaque Xi est ouvert dans la r�eunion.� dimX = maxfdimXi jX = FXig ;en particulier dim(F1 [ � � � [ Fk) = max16i6kfdimFig pour des ferm�es Fi .� dimX + codim YX 6 dimY .Ensembles constructiblesD�e�nition 1.10 Un ensemble constructible est un �el�ement de l'alg�ebre de Boole engendr�eepar les ferm�es.Notation: Pour un ensemble X , soit @0X := X et inductivement @n+1X := @nX n@nX .De plus, soit @X := @1X .Alors X est constructible ssi il existe n tel que @n+1X = ; . Le plus petit entier n estappel�e degr�e de constructibilit�e. X est ferm�e ssi n = 0 , et X est localement ferm�e (=intersection d'un ferm�e et d'un ouvert) ssi n = 1 .Faits 1.11 (Propri�et�es des constructibles)� Tout ensemble constructible Q est r�eunion disjointe d'ensembles localement ferm�es, p.ex.Q = [i>0 @iQ n @i+1Q:En d�ecomposant les @iQ en composantes irr�eductibles, on obtient une �ecriture Q =S�ni(Fi n Gi) avec des ferm�es irr�eductibles Fi et des ferm�es Gi � Fi . Une telle �ecrituren'est pas unique, mais Q = SFi et @Q = SGi .� Tout constructible Q contient un localement ferm�e qui est dense dans Q :Q n @Q � Q � Q = Q n @Q:� Si @nQ 6= ; , alors dim@n+1Q 6 dim@n+1Q < dim@nQ .� Un ensemble quelconque ne peut pas être une r�eunion disjointe de deux parties densesrelativement constructibles.Une application entre espaces topologiques est dite ferm�ee (ouverte, constructible) si l'imagede tout ferm�e (ouvert, constructible) est encore ferm�ee (ouverte, constructible).Attention : une application d�e�nissable est une application dont le graphe est d�e�nissable.22



Familles de topologies noeth�eriennes1.2 Familles de topologies noeth�eriennesSi V est une vari�et�e alg�ebrique, alors le produit V n est naturellement muni d'une structurede vari�et�e. Mais en g�en�eral la topologie de Zariski sur V n est plus riche que la topologieproduit de la topologie de Zariski sur V . C'est �evident si V est une courbe C : les ferm�esde C sont les ensembles �nis et C , mais d�ej�a C2 contient �enorm�ement de courbes qui nesont pas de la forme fag � C ou C � fag , p.ex. la diagonale �(C) .Toutefois, les topologies de Zariski sur V et sur V n ne sont pas sans rapports, elles v�eri-�ent certaines propri�et�es de compatibilit�e. Si l'on veut mod�eliser abstraitement les vari�et�esalg�ebriques, on est oblig�e de se donner une topologie sur V n pour tout n et d'exiger leurcompatibilit�e.Compatibilit�eD�e�nition 1.12� Une famille de topologies noeth�eriennes de base fTi j i 2 Ig est la donn�ee d'une topologienoeth�erienne sur tout produit Ti1 � � � � � Tin (n 2 !; ij 2 I) .� Une application de compatibilit�e est une application f = (f1;:::; fm) : Ti1 � ::: � Tin !Tj1 �:::� Tjm telle que : soit fk(t1;:::; tn) = ak 2 Tjk , soit fk(t1;:::; tn) = tj �a conditionque Tij = Tk .� Les topologies d'une famille de topologies noeth�eriennes sont compatibles, ou par abus,une famille de topologies noeth�eriennes est compatible ssi toutes les applications de com-patibilit�e sont continues.Cette d�e�nition est plus g�en�erale que ce qui est n�ecessaire pour la d�e�nition des pr�eg�eom�e-tries de Zariski o�u l'on aura une famille de topologies noeth�eriennes dont la base est r�eduit�a un ensemble. Mais les familles quelconques apparaissent naturellement, p.ex. dans le cha-pitre 3, o�u encore pour r�eduire le cas d'une g�eom�etrie de Zariski r�eductible aux g�eom�etriesde Zariski irr�eductibles.Les deux lemmes suivants donnent des versions plus intuitives de la compatibilit�e :Lemme 1.13 Une famille de topologies noeth�eriennes de base fTi j i 2 Ig est compatiblessi pour tout n et tous i0; : : : ; in 2 I , les application suivantes sont continues :- les projections� : Ti0 � Ti1 �:::� Tin ! Ti1 �:::� Tin , (t0; t1;:::; tn) 7! (t1;:::; tn) ; 23



Pr�eg�eom�etries de Zariski- les permutations�� : Ti1 �:::� Tin ! Ti�1 �:::� Ti�n , (t1;:::; tn) 7! (t�1;:::; t�n) pour tout � 2 Sn ;- les (( augmentations ))"a : Ti1 �:::� Tin ! Ti0 � Ti1 �:::� Tin , (t1;:::; tn) 7! (a; t1;:::; tn) pour tout a 2 Ti0 ;- les applications diagonales�i1 : Ti1 �:::� Tin ! Ti1 � Ti1 �:::� Tin , (t1;:::; tn) 7! (t1; t1;:::; tn) .� Toutes les applications dont on exige la continuit�e dans l'�enonc�e du lemme sont desapplications de compatibilit�e. Dans l'autre sens, soit f = (f1;:::; fk) : Ti1 � ::: � Tin !Tj1 �:::� Tjm une application de compatibilit�e. Puisque les permutations des coordonn�eessont des hom�eomorphismes, on peut raisonner �a l'ordre des coordonn�ees pr�es. Il y a deuxcas :ou bien f est l'application constante (t1;:::; tn) 7! �a , alors f se d�ecompose enTi1 �:::� Tin �- Tin "a1 � � � � � "an - Tj1 �:::� Tjm � Tin �- Tj;ou bien f se compose des applications suivantes :- une projection de Ti1 � ::: � Tin sur un produit de Tj o�u chaque Ti 2 fTi1; � � � ; Tingapparâ�t une seule fois ;- chaque fois que ij = i0j pour j 6= j0 , on compose avec une application diagonale (tij ; �t) 7!(tij ; tij ; �t) ;- �nalement on compose avec des applications �t 7! (aj; �t) chaque fois que fj(�t) = aj .Dans chacun des cas, f s'�ecrit comme composition d'applications continues. �Lemme 1.14 Une famille de topologies noeth�eriennes est compatible ssi{ toutes les projections � sont continues ;{ toutes les permutations �� sont des hom�eomorphismes ;{ si � : Ti0 � Ti1 �:::� Tin ! Ti0 est une projection et a 2 Ti0 , alors ��1(a) est hom�eo-morphe �a Ti1 � � � � � Tin via la projection �? orthogonale �a � ;{ les projections de �(Ti0)�Ti1�:::�Tin sur Ti0�Ti1�:::�Tin sont des hom�eomorphismes.� La direction (( ( )) est imm�ediate �a partir du lemme 1.13. Dans l'autre sens, il su�tde d�emontrer les deux derni�eres assertions. Les applications �? et (�?)�1 = "a sontdes applications de compatibilit�e, donc continues, et leurs restrictions �a ��1(a) restentcontinues.Pour les diagonales, c'est similaire. �24



Familles de topologies noeth�eriennesPropri�et�es des familles de topologies noeth�eriennesFixons pour la suite une famille de topologies noeth�eriennes compatibles de base fTg .L'hypoth�ese que la base est r�eduite �a un seul ensemble sert uniquement �a simpli�er les�ecritures ; les r�esultats s'appliquent aussi aux familles quelconques, avec les mêmes preuves :il su�t de remplacer les puissances T n par des produits Ti1 �:::� Tin .Supposons en outre que les points (t1;:::; tn) 2 T n soient ferm�es. (Comme le montre laproposition 1.17 (a), il su�t de le demander pour les points dans T ).Notation: Soient X � T n et � : T n ! T k une projection. Les ensembles ��1(�a) \Xpour �a 2 �[X] sont appel�es les (�-) �bres de X . Souvent la projection � n'est pas explicit�eeet la �bre au-dessus de �a est not�ee X(�a) .Lemme 1.15 Les �bres d'un ferm�e sont ferm�ees.� Imm�ediat d'apr�es la d�e�nition. �Une remarque importante : le lemme 1.14 permet de parler d'une �-�bre X(�a) pour � :T n ! T k sans avoir �a sp�eci�er si l'on la consid�ere comme une partie de T k ou de T n : elleest ferm�ee dans l'un ssi elle est ferm�ee dans l'autre. Ceci est faux sans la compatibilit�e.Proposition 1.16 (Propri�et�es des projections)Soient X � T n et � : T n ! T k une projection. Alors(a) Si X est irr�eductible, alors �[X] est irr�eductible. Si �[X] est irr�eductible, il existeune composante irr�eductible X 0 de X telle que �[X 0] soit dense dans �[X] .(b) Les projections sont des applications ouvertes.(c) �[X ] � �[X] = �[X ] .(d) Si X est irr�eductible, alors dim�[X] 6 dimX .� (a) Si X est irr�eductible, �[X] est l'image continue d'un irr�eductible, donc irr�educ-tible. Si X = X1 t � � � tXk et �[X] est irr�eductible, alors �[X] = �[X1][ � � � [�[Xk] . Parirr�eductibilit�e de �[X] , il existe un i tel que �[X] = �[Xi] .(b) Soient U � T n ouvert, F := T n n U et �? : T n ! T n�k la projection orthogonale �a� . Alors T k n �[U ] est l'intersection de tous les �?-�bres de F , donc un ferm�e.(c) L'inclusion �[X ] � �[X] est une cons�equence de la continuit�e de � , puisque ��1[�[X] ]est un ferm�e qui contient X . Donc �[X ] � �[X] . L'inclusion �[X] � �[X ] est �evidente.(d) Par r�ecurrence sur � = dim�[X] : les cas � = 0 et � limite sont clairs. 25



Pr�eg�eom�etries de ZariskiSoit donc F une hypersurface de �[X] . Il est clair que X \��1[F ] �� X (sinon F seraitdense dans �[X] par (c)), donc par r�ecurrence appliqu�ee aux composantes irr�eductibles deX \ ��1[F ] , dimX > dim(X \ ��1[F ]) + 1 > dimF + 1 = dim�[X] . �Les parties (a),(c) et (d) n'utilisent que la continuit�e de � ; elles sont donc valables pourtoute fonction continue.Proposition 1.17 (Propri�et�es des produits) Soit Xi � T ni pour i = 1; 2 .(a) X1 �X2 est ferm�e ssi X1 et X2 sont ferm�es.(b) X1 �X2 = X1 �X2 .(c) X1 �X2 est irr�eductible ssi X1 et X2 sont irr�eductibles.Plus g�en�eralement, si X = FXi et Y = FYj , alors X � Y = F(Xi � Yj) .(d) dim(X1 �X2) > dimX1 + dimX2 .� (a) Soit �i : T n1�T n2 ! T n1 la ii�eme projection. Alors X1�X2 = ��11 [X1]\��12 [X1]est ferm�e par continuit�e des projections.Inversement, si X1 �X2 est ferm�e, X1 est hom�eomorphe �a toute �2-�bre de X1 �X2 ,donc ferm�e ; c'est pareil pour X2 .(b) Soit Z = X1 �X2 . Puisque X1 �X2 est ferm�e, on a Z � X1 �X2 . Toute �2-�brede Z est ferm�ee, donc contient X1 ; de la même fa�con, toute �1-�bre de Z contient X2 .Donc Z � X1 �X2 .(c) Il su�t de d�emontrer la deuxi�eme assertion. �A cause de (b), on peut supposer X et Yferm�es. Si l'un des deux est r�eductible, disons X = F1[F2 , alors X�Y = (F1�Y )[(F1�Y )est r�eductible.Supposons que X et Y soient irr�eductibles et X �Y = F1[F2 . Puisque toute �2-�brede X � Y est hom�eomorphe �a X qui est irr�eductible, la �bre est soit inclus dans F1 ,soit dans F2 . Donc Y � G1 [ G2 o�u Gi est le ferm�e T ni n �i[T n1+n2 n Fi] . Mais Y estirr�eductible, donc Y = Gi pour un i , c.-�a-d. X � Y = Fi .(d) R�ecurrence sur dimX1 et sur dimX2 :Si H est une hypersurface dans X1 , alors H �X2 �� X1 �X2 , et doncdim(X1 �X2) > dim(H �X2) + 1 > dimH + dimX2 + 1 = dimX1 + dimX2:Les autres cas (i.e. dimX1 = 0 ou dimXi limite) sont similaires ou triviaux. �26



Familles de topologies noeth�eriennesD�efinition des pr�eg�eom�etries de ZariskiLa d�e�nition suivante donne un minimum d'axiomes de caract�ere combinatoire et topo-logique pour qu'une structure ressemble raisonnablement �a une vari�et�e alg�ebrique. Je lesappelle plutôt (( pr�eg�eom�etries de Zariski )) que (( g�eom�etries de Zariski )) puisque d'un pointde vue de la th�eorie des mod�eles, ces structures ne se comportent pas bien. (Bien sûr, il n'ya aucun rapport avec les pr�eg�eom�etries que sont les matro��des !)Il y aura encore trois axiomes : un premier exigeant que la structure de pr�eg�eom�etrie deZariski passe aux extensions �el�ementaires, et deux autres qui demandent que la dimensionsoit d�e�nissable et �egale au rang de Morley. Le terme de (( g�eom�etrie de Zariski )) resteraainsi r�eserv�e aux structures plus importantes.D'ailleurs, les pr�eg�eom�etries de Zariski correspondent �a peu pr�es aux (( Z{structures ))mentionn�ees dans [HZ1] 3.10.D�e�nition 1.18 Une pr�eg�eom�etrie de Zariski est la donn�ee d'un ensemble in�ni Z et d'unetopologie noeth�erienne �n[Z] sur Zn pour tout n tels queirr�eductibilit�e : Z est irr�eductible (dans la topologie �1[Z]) ;compatibilit�e : la famille de topologies (�n[Z])n2! est compatible ;s�eparation 1 : la diagonale �(Z) est ferm�ee ;�elimination des quanteurs 2 : les projections sont des applications constructibles.La pr�eg�eom�etrie de Zariski est de dimension �nie si les Zn sont de dimension (topologique)�nie pour tout n .En principe, il est inutile de consid�erer la topologie �0[Z] = f;; f;gg sur Z0 = ; ; c'est unecommodit�e qui permet de dire (( pour tout n 2 ! )) dans les �enonc�es au lieu de (( pour toutn > 1 )).Tous ces axiomes sont naturels du point de vue de la logique, cf. section 2.1 o�u leslangages des pr�eg�eom�etries de Zariski seront d�e�nis. N�eanmoins, presque chaque axiome,vu s�epar�ement, est contestable et se prête �a des g�en�eralisations. Mais l'ensemble me parâ�tun choix coh�erent.L'axiome d'irr�eductibilit�e semble être le moins indispensable. Toutefois, en d�ecomposantl'ensemble de base en composantes irr�eductibles, on peut se ramener au cas irr�eductible.L'axiome de s�eparation correspond �a l'habitude de la th�eorie des mod�eles de ne consid�ererque des langages avec �egalit�e. Malgr�e son apparence innocente, il joue un rôle relativement1: Ceci est vocabulaire de la g�eom�etrie alg�ebrique, en analogie avec le fait qu'un espace topologique ests�epar�e (dans le sens de Hausdor�) ssi la diagonale est ferm�ee dans la topologie produit.2: Le terme d'(( �elimination des quanteurs )) s'expliquera plus tard, cf. 2.2. 27



Pr�eg�eom�etries de Zariskiimportant, comme d'ailleurs en g�eom�etrie alg�ebrique o�u l'on rencontre aussi des exemplesde pr�eg�eom�etries de Zariski non-s�epar�ees.L'axiome de compatibilit�e semble être le plus compliqu�e | il s'av�erera qu'il est le plusnaturel et le moins contestable, cf. la remarque 2.2.Il me semble que l'abandon de l'axiome de l'�elimination des quanteurs, qui �nalementdira que toute partie d�e�nissable est constructible, est la g�en�eralisation la plus int�eressante.Il y a des exemples de structures o�u l'on trouve une famille de parties d�e�nissables ayantles propri�et�es des ferm�es, sauf que l'alg�ebre de Boole engendr�ee n'est pas celle de toutes lesparties d�e�nissables. On pourrait imaginer des (( g�eom�etries de Zariski partielles )) (ce quipermettrait de quitter le cadre des th�eories @0-stables | cf. la remarque en bas de la page144 de [P2]).En�n, presque toutes les pr�eg�eom�etries de Zariski consid�er�ees seront de dimension �nie. Ilserait naturel de donner une d�e�nition g�en�erale. L'�etude des g�eom�etries de Zariski de dimen-sion in�nie sera sûrement tr�es int�eressante, une fois les g�eom�etries de Zariski de dimension�nie bien comprises.Le lemme suivant montre que les r�esultats de la section pr�ec�edente s'appliquent auxpr�eg�eom�etries de Zariski. En fait, on pourrait ajouter un axiome �a la d�e�nition des pr�eg�eo-m�etries de Zariski qui demande que les points soient ferm�es. Il n'est pas moins naturel queles autres, c'est par pur souci d'�economie qu'il a �et�e omis.Lemme 1.19 Les points (t1;:::; tn) 2 T n sont ferm�es.� Soit f l'application de compatibilit�e T ! T 2; t 7! (t; a) . Alors fag = f�1[�(T )] estferm�e. Le fait que fa1;:::; ang = fa1g � � � � � fang soit ferm�e vient de la continuit�e desprojections (proposition 1.17). �Remarques sur l'�elimination des quanteursL'axiome d'(( �elimination des quanteurs )) est souvent di�cile �a v�eri�er. Les crit�eres suivantspeuvent être utiles.Soit toujours une famille de topologies noeth�eriennes compatibles de base fTg �x�ee.Lemme 1.20(a) Les projections sont constructibles ssi pour tout n , tout constructible Q � T n+1 ettoute projection � : T n+1 ! T n , on a @�[Q] �� �[Q] .(b) Les projections envoient des ferm�es sur des constructibles ssi la condition ci-dessusest vraie pour tous les ferm�es.28



Propri�et�es de la dimension� (a) Par induction sur dimQ : On a�[Q] = ��[Q] n @�[Q]� [ �hQ \ ��1h @�[Q]iiMais par hypoth�ese, dim@�[Q]< dim�[Q] , donc dim(Q \ ��1[@�[Q]]) < dimQ et �[Q\��1@�[Q]] est constructible par induction.La preuve de (b) est la même en ne consid�erant que des ferm�es Q . �Souvent on a beaucoup d'informations sur les ferm�es, on aimerait donc r�eduire le probl�emed'�elimination des quanteurs aux ferm�es, c.-�a-d. montrer qu'on a l'�elimination des quanteursd�es que tous les ferm�es sont envoy�es sur des constructibles par les projections. En essayantune r�ecurrence sur la dimension des constructibles on rencontre un seul cas qui fasse obstaclece qui, dans di��erentes formulations, conduit au lemme suivant :Lemme 1.21 Supposons que les projections envoient les ferm�es sur des constructibles.Alors les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :(a) Les projections sont des applications constructibles ;(b) �[F ] n �[F n G] �� �[F ] pour tous ferm�es G � F avec F irr�eductible ;(c) f�a 2 �[F ] jF (�a) = G(�a)g �� �[F ] pour tous ferm�es G � F avec F irr�eductible ;(d) l'ensemble f�a 2 �[F ] jF (�a) = G(�a)g est constructible pour tous ferm�es G � F avecF irr�eductible.� Puisque tout constructible s'�ecrit comme r�eunion �nie de localement ferm�es irr�educ-tibles, pour qu'une projection soit constructible, il su�t de montrer que �[F n G] estconstructible pour des ferm�es G � F avec F irr�eductible.Comme �[F ] = �[F n G] .[ f�a 2 �[F ] jF (�a) = G(�a)g , les �equivalences (a), (d) et(b), (c) sont triviales.(b)) (a) D'apr�es le lemme 1.20 (b), on sait que @�[F ] �� �[F ] . Mais@�[F n G] � @�[F ] [ ��[F ] n �[F n G] �donc par hypoth�ese @�[F n G] �� �[F ] ce qui donne l'�elimination des quanteurs par lelemme 1.20 (a).(d)) (c) �[F n G] = �[F n G ] = �[F ] d'apr�es 1.16 (c). Puisque de deux parties disjointesconstructibles, seulement une peut être dense (1.11), on a (c). �29



Pr�eg�eom�etries de Zariski1.3 Propri�et�es de la dimensionDimension et rang de CantorD�e�nition 1.22 Le rang de Cantor RC d'une partie constructible d'un espace topologiqueest d�e�ni par l'induction suivante :- RC(Q) > 0 ssi Q 6= ; ;- RC(Q) > �+1 ssi pour tout n 2 ! , il y a des sous-ensembles constructibles disjointsQ0; : : : ; Qn de Q tels que RC(Qi) > � pour tout 0 6 i 6 n ;- si � est un ordinal limite, alors RC(Q) > � ssi RC(Q) > � pour tout � < � .Alors RC(Q) = maxf� jRC(Q) > �g est bien d�e�ni. Pour �eviter tout embarras possibleavec l'ensemble vide, on pose RC(;) := �1 .Si RC(Q) = � , le degr�e de Cantor de Q est le plus grand entier n tel qu'il existe nparties constructibles disjointes de Q de rang de Cantor � . Cet entier existe grâce �a laderni�ere clause dans la d�e�nition du rang.Alors on a les propri�et�es suivantes :� Q1 � Q2 implique RC(Q1) 6 RC(Q2) ;� RC(Q1 [Q2) = maxfRC(Q1);RC(Q2)g ;� RC(Q) = 0 ssi Q est �ni.Vu les d�e�nitions similaires de la dimension topologique et du rang de Cantor, une com-paraison des deux s'impose. Elle sera particuli�erement int�eressante au chapitre 2 o�u le calculdu rang de Cantor dans une extension �el�ementaire @0-satur�ee permettra de trouver le rangde Morley.Proposition 1.23 Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski (�eventuellement de dimension in-�nie). Alors pour toute partie d�e�nissable X , le rang de Cantor de X est born�e par ladimension.� Par r�ecurrence sur le rang de Cantor : Si RC(Q) = 0 , alors Q est �ni, donc dimQ = 0 .Si RC(Q) = � un ordinal limite, alors par r�ecurrence dimQ > � pour tout � < � , doncdimQ > � .Soit RC(Q) = �+1 . Une des composantes irr�eductibles de Q , disons Q0 , est du mêmerang �+1 . Par d�e�nition du rang de Cantor, on peut trouver deux constructibles disjointsQ1; Q2 � Q0 de rang � . En prenant des composantes irr�eductibles appropri�ees, on peut30



Propri�et�es de la dimensionsupposer qu'ils sont irr�eductibles. Puisque Q1 et Q2 sont disjoints, ils ne peuvent pas êtretous les deux denses dans Q0 . Disons que Q1 6= Q0 . Alors dimQ > dimQ0 > dim(Q1\Q0) >dimQ1 et par r�ecurrence dimQ1 > RC(Q1) = � . �En g�en�eral, il n'y a pas de raison pour que le rang de Cantor soit �egal �a la dimension :Exemple 1.24 (Cf. l'exemple 4.8) Soit Z un ensemble in�ni muni d'une relation d'�equi-valence E qui n'ait que des classes �nies. En prenant E ferm�ee, on obtient une structurede pr�eg�eom�etrie de Zariski sur Z . Alors le rang de Cantor de E est 1, mais la dimension2, puisqu'on a le drapeau f(z; z)g �� �(Z) �� E (pour tout z 2 Z )Le lemme suivant donne des crit�eres pour leur �egalit�e. Rappelons que H(X) est l'ensembledes hypersurfaces dans X .Lemme 1.25 Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski. Alors on a �equivalence entre :(a) RC(Q) = dimQ pour tout constructible Q � Zn .(b) dimQ = dimQ pour tout constructible Q � Zn .(c) H(F ) est in�ni pour tout ferm�e irr�eductible in�ni F � Zn .(d) RC(F ) > dimF pour tout ferm�e irr�eductible F � Zn .(e) Le degr�e de Cantor de tout ferm�e irr�eductible F � Zn est 1.(f) Si G � F � Zn sont des ferm�es irr�eductibles, alors RC(G) < RC(F ) .Une remarque avant de commencer la preuve : si la condition (c) est satisfaite pour un ferm�eirr�eductible F et si F 0 est une partie propre ferm�ee de F , alors il est possible de trouverune in�nit�e d'hypersurfaces G 2 H(F ) telles que G n F 0 soit dense dans G :Par l'irr�eductibilit�e de G , ou bien G \ F 0 est dense dans G , ou bien G n F 0 l'est.Dans le premier cas, G = G \ F 0 � F 0 , mais dimF 0 6 dimF � 1 = dimG , donc G estforc�ement une composante irr�eductible de F 0 , ce qui n'est possible que pour un nombre �nide G 2 H(F ) .Par passage au compl�ementaire, la même propri�et�e s'exprime comme suit :si Q � F est dense dans F , alors il existe une in�nit�e de G 2 H(F ) telles que G \Q = G .� Le cas de dimension 0 est toujours clair, puisque dimQ = 0 ssi dimQ = 0 ssiRC(Q) = 0 ssi Q est �ni.Les implications (a) ) (e) ) (f) ) (d) sont �evidentes.(d)) (a) Induction sur dimQ pour Q constructible irr�eductible :maxfRC(@Q;RC(Q)g= RC(Q) > dimQ > dimQ > RC(Q); 31



Pr�eg�eom�etries de Zariskimais par r�ecurrence, RC(@Q) = dim@Q < dimQ , donc on a �egalit�e partout.(a)) (b) Vu que dimQ n Q < dimQ , on obtientdimQ = RC(Q) = maxfRC(Q);RC(Q n Q)g = maxfdimQ;dim(Q n Q)g = dimQ:(b)) (c) Supposons que H(F ) = fG1; : : : ; Gkg soit �ni. Alors F n (G1 [ � � � [Gk) = F ,donc dim[F n (G1 [ � � � [ Gk)] = dimF et on trouve une partie irr�eductible relativementferm�ee G � F n (G1 [ � � � [Gk) de dimension dimF � 1 . Donc G 2 H(F ) par hypoth�ese.Mais �evidemment G 6= Gi : contradiction !(c)) (b) R�ecurrence sur dimQ . Il su�t de consid�erer des constructibles irr�eductibles Q .D'apr�es la remarque ci-devant, il existe un G 2 H(Q) tel que G \ Q soit dense dans G .Alors dimQ > dim(G \Q) , et par r�ecurrence dim(G \ Q) = dimG = dimQ� 1 .(b),(c)) (a) De nouveau par r�ecurrence sur dimQ , et de nouveau il su�t de consid�ererdes constructibles irr�eductibles Q . Soit dimQ = n + 1 .Toujours d'apr�es la remarque pr�ec�edant la preuve, on peut choisir une in�nit�e d'hyper-surfaces di��erentes Gi 2 H(Q) telles que Gi \Q = Gi . Il su�t de les rendre disjointessans que la dimension d�ecroisse :soit Q0 := Q \ G0 et inductivement Qk+1 := Q \ Gk+1 n (G0 [ � � � [ Gk) . Alors les Qisont disjoints, par cons�equent RC(Q) > RC(Qi) + 1 ; et Qi = Gi , donc par r�ecurrenceRC(Qi) = dimQi = dimQi = n . �Propri�et�es d'homog�en�eit�eLes topologies de Zariski des vari�et�es alg�ebriques proviennent des anneaux de polynômessur un corps, donc elles re�etent les propri�et�es particuli�eres dues �a la structure alg�ebrique.En particulier, ces anneaux sont cat�enaires, i.e. toutes les châ�nes maximales d'id�eaux ontla même longueur. D'o�u la d�e�nition suivante :D�e�nition 1.26 Une pr�eg�eom�etrie de Zariski Z est cat�enaire ssi pour tout n , tout dra-peau maximal dans Zn est de longueur dimZn .Dans une pr�eg�eom�etrie de Zariski cat�enaire, un certain nombre de propri�et�es sont v�eri��ees :� dimX+codimXY = dimY pour tous constructibles X � Y (ceci est même �equivalent�a être cat�enaire).� X = SH(X) pour tout constructible irr�eductible in�ni X .� H(X) est in�ni pour tout constructible irr�eductible in�ni X .32



D�efinissabilit�e et additivit�e de la dimensionLa derni�ere propri�et�e est particuli�erement importante �a cause du lemme 1.25 (et donc de2.18) ; elle m�erite donc une d�e�nition :D�e�nition 1.27 Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski. Un ferm�e irr�eductible F � Zn estconforme ssi H(F ) est in�ni ou F est �ni.Un espace topologique noeth�erien est conforme ssi tout ferm�e irr�eductible l'est ; et unepr�eg�eom�etrie Z est conforme ssi toutes les topologies �n[Z] le sont, c.-�a-d. de nouveautout ferm�e irr�eductible l'est.Toutes ces propri�et�es d�ecrivent une certaine richesse des topologies (( vers le haut )). Dansl'autre direction, essentiellement �a cause du Hauptidealsatz de Krull, les topologies de Zariskides vari�et�es alg�ebriques satisfont des propri�et�es qui sont, dans un certain sens, duales decelles mentionn�ees en haut :� TH(X) = ; pour tout constructible irr�eductible in�ni X .� TfH 2 H(X) j �a 2 Hg = f�ag pour tout constructible irr�eductible X et tout �a 2 X .Ces propri�et�es auront une certaine importance plus tard (section 3.5, proposition 3.58).En fait, elles ressemblent �a des conditions de non-modularit�e (comme la propri�et�e d'être(( ample )) dans [HZ2]).D�e�nition 1.28 Un constructible irr�eductible X est riche autour de a 2 X ssi l'en-semble TfH 2 H(X) j �a 2 Hg est �ni. Une pr�eg�eom�etrie de Zariski est riche si toutconstructible irr�eductible est riche autour de chacun de ses points.Conditions de châ�neLemme 1.29 Une pr�eg�eom�etrie de Zariski satisfait �a la(a) condition de châ�ne descendante (DCC) pour les ensembles ferm�es :il n'y a pas de châ�ne in�ni strictement descendante de ferm�es.(b) condition de châ�ne d'intersections (ICC) pour les ensembles ferm�es :toute intersection de ferm�es est �egale �a une sous-intersection �nie.(c) Si la pr�eg�eom�etrie est de dimension �nie, alors les ferm�es irr�eductibles satisfont �a lacondition de châ�ne ascendante.� Traduction de la noeth�erianit�e, de la quasi-compacit�e et de (( dimension �nie )). �33



Pr�eg�eom�etries de Zariski1.4 D�efinissabilit�e et additivit�e de la dimensionDans cette section, toutes les topologies noeth�eriennes sont suppos�ees de dimension �nie.D�efinissabilit�e de la dimensionSoit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski, X � Zn et � : Zn ! Zk une projection. Pour toutm 2 ! , on d�e�nit les ensembles suivants :� �[X;m] := f�a 2 �[X] j dim(��1(�a) \X) = mg� �[X; �m] := f�a 2 �[X] j dim(��1(�a)\X)�mg o�u � est un des symboles >;>; 6=;6; <D�e�nition 1.30 (D�e�nissabilit�e de la dimension)La dimension est d�e�nissable pour une collection d'ensembles E par rapport �a une famillede projections � , si �[X;m] est constructible pour tous k; n;m 2 ! , toute projection� : Zn ! Zk dans � et tout X 2 E \P(Zn) .Par d�efaut, E sera la collection de toutes les parties constructibles et � la famille detoutes les projections. La dimension est appel�ee k-d�e�nissable si � est la famille de toutesles projections Zn+k ! Zn ( n 2 ! ).Pour les vari�et�es alg�ebriques, la d�e�nissabilit�e de la dimension est une propri�et�e essentielle.Il serait di�cile de vouloir copier des raisonnement de la g�eom�etrie alg�ebrique sans d�e�nissa-bilit�e de la dimension. Aussi en th�eorie des mod�eles, la d�e�nissabilit�e du rang de Morley joueun rôle important dans l'�etude des structures fortement minimales ou des groupes @0-stablesde rang �nis. Elle sera donc un axiome indispensable dans la d�e�nition des g�eom�etries deZariski.Plusieurs questions se posent assez naturellement :(1) Peut-on trouver une (( petite )) collection E telle que la d�e�nissabilit�e pour E l'impliquepour tous les constructibles?(2) En particulier, est-ce que la d�e�nissabilit�e pour les ferm�es su�t?(3) Peut-on se restreindre �a certaines projections, p.ex. �a la 1-d�e�nissabilit�e?(4) Qu'est-ce qu'on peut dire sur la dimension des �bres non-g�en�eriques?Les r�eponses aux deux premi�eres questions pourraient servir pour la v�eri�cation des axiomesdans un cas concret. Des informations sur les �bres non-g�en�eriques sont souvent importantes34



D�efinissabilit�e et additivit�e de la dimensionpour les calculs, p.ex. dans la preuve du th�eor�eme 1.45 on utilise le lemme 1.41 qui donne unbon contrôle des �bres de grande dimension. Plus important encore est la semi{continuit�e,propri�et�e de la dimension des vari�et�es alg�ebriques : elle sera d�e�nie plus tard.En ce qui concerne la question (3), on voit sans probl�eme le fait suivant :Remarque 1.31 La k + 1-d�e�nissabilit�e de la dimension implique la k-d�e�nissabilit�e.� Soit � : Zn+k ! Zn et X � Zn+k . Alors les �-�bres de X sont isomorphes aux(�0 � �)-�bres de X � fag , o�u �0 : Zn+k+1 ! Zn+k et a 2 Z quelconque. Donc ladimension est d�e�nissable pour X par rapport �a � ssi elle est d�e�nissable pour X � fagpar rapport �a �0 � � . �Inversement, si la dimension est d�e�nissable par rapports �a � et �0 , est-ce qu'elle estd�e�nissable par rapport �a �0 � � ? Pour que cela soit vrai, il faudrait que la dimensiondes (�0 � �)-�bres d'un constructible X soit contrôl�ee par la dimension des �-�bres deX et des �0-�bres de �[X] . Un tel rapport est donn�e par l'additivit�e de la dimension.Le th�eor�eme 1.45 donnera une r�eponse �a la question (3), ainsi que la proposition 1.42 �a laquestion (2).Lemme 1.32 Si la dimension est d�e�nissable pour une collection E , alors elle l'est aussipour les r�eunions �nies d'�el�ements de E .� Si X = X1 [ � � � [Xl avec Xi 2 E , alors �[X;> m] = �[X1;> m] [ � � � [ �[Xl;> m]car dimX(�a) = dim(X1(�a) [ � � � [Xl(�a)) = maxfdimX1(�a); : : : ;dimXl(�a)g . �En particulier, la dimension est d�e�nissable pour les ferm�es ssi elle est d�e�nissable pourles ferm�es irr�eductibles ; elle est d�e�nissable pour les constructibles ssi elle est d�e�nissablepour les localement ferm�es irr�eductibles.Le lemme suivant donne �a la fois une version plus intuitive de la d�e�nissabilit�e et uncrit�ere utile pour la v�eri�er :Lemme 1.33(a) Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski et � : Zn ! Zk une projection. La dimensionest d�e�nissable (pour les ferm�es) par rapport �a � ssi les �-�bres des constructiblesirr�eductibles (ferm�es) de Zn sont g�en�eriquement de la même dimension.(b) Les ensembles �[X;m] sont constructibles ssi les ensembles �[X;> m] le sont.� (a) (( ) )) Soit X � Zn un constructible (ferm�e) irr�eductible. 35



Pr�eg�eom�etries de ZariskiAlors �[X] = Sd6dimX�[X; d] est irr�eductible, les �[X; d] sont disjoints et constructiblesd'apr�es l'hypoth�ese, donc il y a un et un seul d tel que �[X; d] soit dense dans �[X] . Parcons�equent, �[X; d] contient un ouvert non vide de �[X] , c.-�a-d. les �-�bres de X sontg�en�eriquement de dimension d .(( ( )) Induction sur dimX pour X � Zn constructible (ferm�e). Il su�t de consid�ererdes X irr�eductibles (voir le lemme 1.32). Soit d la dimension g�en�erique des �-�bres deX . Alors par hypoth�ese, l'ensemble des �bres non-g�en�eriques est petit dans �[X] , �a savoirG := �[X] n �[X; d] �� �[X] . Donc dim(��1[G] \ X) < dimX et on sait par inductionque la dimension est d�e�nissable pour ��1[G] \X . Alors�[X; d] = (�[X] n G) [ �[��1[G] \X; d] et �[X; d0] = �[��1[G] \X; d0](pour tout d0 6= d ) sont des ensembles constructibles.(b) �[X;m] = �[X;> m] n �[X;> m+ 1]et �[X;> m] = �[X;m] [ �[X;m+ 1] [ � � � [ �[X;dimX]: �Notation: Supposons que la dimension soit d�e�nissable pour X par rapport �a � etque �[X] soit irr�eductible. La dimension g�en�erique des �-�bres de X , c.-�a-d. l'unique dtel que �[X; d] soit dense dans �[X] , est appel�ee la dimension �-g�en�erique de X et not�ee�-gdimX .De plus, je noterai �[X; gen] := �[X;�-gdimX] et �[X;:gen] := �[X; 6= �-gdimX] .Remarque 1.34 Si la dimension est d�e�nissable par rapport �a � et si �[F ] est irr�educ-tible, alors il existe une composante irr�eductible F 0 de F telle que �[F 0] soit dense dans�[F ] et telle que �-gdimF 0 = �-gdimF .(Car la dimension �-g�en�erique de F est le maximum des dimension �-g�en�eriques descomposantes irr�eductibles de F dont l'image sous � est dense dans �[F ] .)Semi{continuit�eD�e�nition 1.35 (Semi{continuit�e de la dimension) La dimension est semi{continuepour une collection d'ensembles E par rapport �a une famille de projections � , si �[X;>m]est ferm�e dans �[X] pour tous k; n;m 2 ! , toute projection � : Zn ! Zk dans � et toutX 2 E \P(Zn) .De nouveau, E est la collection de toutes les parties constructibles et � la famille de toutesles projections si rien n'est mentionn�e. La dimension est appel�ee k-semi{continue si � estla famille de toutes les projections Zn+k ! Zn ( n 2 ! ).36



D�efinissabilit�e et additivit�e de la dimensionRemarque 1.36� La k + 1-semi{continuit�e implique la k-semi{continuit�e.� La dimension est semi{continue pour les ferm�es ssi elle est semi{continue pour les ferm�esirr�eductibles.� On ne peut pas esp�erer avoir la semi{continuit�e pour les constructibles quelconques. Ilsu�t d'enlever presque enti�erement une �bre de dimension g�en�erique pour trouver uncontre-exemple :soit X = [Z2 n (fag � Z)] [ f(a; a)g et � la projection sur la premi�ere coordonn�ee.Par contre, sous certaines conditions, la semi{continuit�e pour les ferm�es passe auxlocalement ferm�es, p.ex. dans le cas des vari�et�es alg�ebriques.Le lemme suivant est l'analogue du lemme 1.33 pour la semi{continuit�e :Lemme 1.37 Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski et � : Zn ! Zk une projection. La di-mension est semi{continue pour les ferm�es par rapport �a � ssi pour tout ferm�e irr�eductibleF de Zn , la dimension minimale des �-�bres est g�en�erique.� (( ) )) D'abord, la dimension est d�e�nissable par le lemme 1.33 (a). Soit d la dimensionminimale des �-�bres de F . Alors �[F; d] 6= ; et �[F;> d] est ferm�e dans �[F ] , donc�[F; d] contient un ouvert non vide de �[F ] , c.-�a-d. que d est la dimension g�en�erique des�-�bres de F .(( ( )) Induction sur dimF . Soit d 2 ! et soit G := �[F;> d] . Supposons en plus que Gne soit ni vide, ni dense dans �[F ] , les deux cas �etant triviaux. Alors dim(��1[G] \ F ) <dimF .Pour toute composante irr�eductible G0 de G et toute composante irr�eductible F 0 deF \��1[G0] , on sait que �[F 0;> d] est ferm�e dans G0\�[F ] par r�ecurrence. Par cons�equent,�[F;> d] = G = SF 0 �[F 0;> d] est ferm�e dans SG0 \ �[F ] = G \ �[F ] , ce qui veut dire queG est ferm�e dans �[F ] . �Additivit�eIl est naturel de se demander s'il existe un rapport entre dimX , dim�[X] et la dimensiondes �-�bres de X . D�ej�a dans le cas le plus simple o�u X = �[X] � �?[X] , c.-�a-d. o�utoutes les �-�bres sont isomorphes, on ne peut pas d�eduire dimX = dim�[X]+dim�?[X](l'exemple est toujours 1.24)Mais l'in�egalit�e de 1.17 (d) se g�en�eralise : 37



Pr�eg�eom�etries de ZariskiLemme 1.38 La dimension est semi{additive pour les constructibles irr�eductibles; i.e. siX � Zn est constructible irr�eductible et � : Zn ! Zk une projection, alorsdimX > dim�[X] + mina2�[X ]fdim(��1(a) \X)g:Si la dimension est d�e�nissable, alorsdimX > dim�[X; gen] + �-gdimX;en particulier, si �[X] est conforme, alorsdimX > dim�[X] + �-gdimX:� Un drapeau Y0 �� � � � �� Yk dans �[X] se remonte en un drapeau ��1[Y0] \X �� � � � �� ��1[Yk] dans X , donc dimX > k+dim��1[Yk] , ce qui donne le premierr�esultat si le drapeau est de longueur maximal.Dans le deuxi�eme cas, on a dim�[X] = dim�[X; gen] par conformit�e de �[X] , donc onpeut remplacer X par X \��1[�[X; gen]] , et le r�esultat s'ensuit par la premi�ere partie. �Question: Est-ce que la semi{additivit�e dimX > dim�[X] + m est vraie pour tout mtel que �[X;m] soit dense dans �[X] ?La propri�et�e que l'on aimerait avoir, et qui est v�eri��ee pour la dimension dans le cas desvari�et�es alg�ebriques, pour le rang de Morley dans les structures fortement minimales ou dansdes groupes de rang de Morley �ni, est la suivante :D�e�nition 1.39 (Additivit�e de la dimension)La dimension est additive pour une collection d'ensembles E par rapport �a une famille deprojections � , si elle est d�e�nissable pour E par rapport �a � et sidimX = dim�[X] + �-gdimXpour tous k; n 2 ! , toute projection � : Zn ! Zk dans � et tout X 2 E \P(Zn) .Ici, si rien n'est sp�eci��e, E sera la collection de toutes les parties constructibles irr�eductibles,et � la famille de toutes les projections. La dimension est appel�ee k-additive si � est lafamille de toutes les projections Zn+k ! Zn ( n 2 ! ).Je dirai aussi (( � est additive )) pour (( la dimension est additive par rapport �a � )).Remarque 1.40� La k + 1-additivit�e de la dimension implique la k-additivit�e.38



D�efinissabilit�e et additivit�e de la dimension� L'additivit�e ne peut pas être vraie pour tous les constructibles ou tous les ferm�es, mêmesi la dimension g�en�erique des �bres existe :Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski de dimension 2 et F � Z un ferm�e irr�eductible dedimension 1, soit X = (fag�F )[(Z�fbg) et � la projection sur la deuxi�eme coordon-n�ee. Alors dimX = maxfdimZ;dimFg = 2 , dim�[X] = dimF = 1 et �-gdimX = 0 .Dans une phrase comme (( la dimension est additive pour les ferm�es )), il sera toujourssous-entendu qu'il s'agit de ferm�es irr�eductibles.� N�eanmoins, dans les deux cas suivants, l'additivit�e pour un constructible X est v�eri��eed�es qu'elle est vraie pour toutes les composantes irr�eductibles de X :- toutes les �-�bres de X ont la même dimension;- les images de toutes les composantes irr�eductibles de X sous � sont denses dans�[X] .Alors on peut reprendre les questions qu'on a pos�ees pour la d�e�nissabilit�e :(5) Peut-on trouver une (( petite )) collection E telle que l'additivit�e pour E l'impliquepour tous les constructibles?(6) En particulier, est-ce que la d�e�nissabilit�e pour les ferm�es su�t?(7) Peut-on se restreindre �a certaines projections, p.ex. �a la 1-additivit�e?L'additivit�e permet de donner des r�eponses plus satisfaisantes �a ces questions, mêmes �a cellespos�ees �a propos de la d�e�nissabilit�e : pour les questions (3) et (7), c'est le th�eor�eme 1.45 quidonne une r�eponse a�rmative; (6) est vrai, sous des hypoth�eses de conformit�e, voir 1.42 et1.44. En�n une r�eponse partielle �a (4) est donn�ee par le lemme suivant :Lemme 1.41 Soit � additive, X un constructible irr�eductible et Xk := X \��1[�[X; k]] .(a) dimXk = dim�[X; k] + k .(b) dim�[X] > k + dim�[X; k + �-gdimX] pour tout k > 1 .(c) dim�[X] > k + dim�[X;> k + �-gdimX] pour tout k > 1 .� (a) Soit Xk = Y0 t � � � t Yl . Alors dimXk = maxfdimYig et, par l'additivit�e de � ,dimYi = dim�[Yi] + �-gdimYi 6 dim�[Xk] + �-gdimX = dim�[X; k] + k .Dans l'autre sens, un drapeau Z0 �� � � � �� Zm dans �[X; k] se rel�eve en X \��1[Z0] � � � � � X \ ��1[Zm] � Xk , dont on peut extraire un drapeau de même longueur.Donc dimXk > m + dim(X \ ��1[Z0]) > m + k , ce qui donne dimXk > dim�[X; k] + kpour un drapeau de longueur maximale.(b) Si k > 1 , alors �[X; k + �-gdimX] �� �[X] , d'o�u Xk �� X . Doncdim�[X] + �-gdimX = dimX > dimXk = dim�[X; k + �-gdimX] + k + �-gdimX: 39



Pr�eg�eom�etries de Zariski(c) Pour tout l > 0 , on a doncdim�[X] > k + l + dim�[X; k + l + �-gdimX] > k + dim�[X; k + l + �-gdimX] etdim�[X] > k +maxfdim�[X; k + l+ �-gdimX]g = k + dim�[X;> k + �-gdimX]: �Proposition 1.42 Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski et � : Zn ! Zk une projectionadditive pour les ferm�es irr�eductibles. Si tous les ferm�es dans Zk et dans Zn�k sontconformes, alors � est d�e�nissable et additive pour les constructibles irr�eductibles.� Par r�ecurrence sur dimX pour un constructible X qu'il su�t de supposer irr�eductible.Pour la d�e�nissabilit�e, il su�t de montrer que les �-�bres de X sont g�en�eriquement de lamême dimension (lemme 1.33 (a)) :Si �[@X] �� �[X ] , les �-�bres de X sont g�en�eriquement celles de X , donc de mêmedimension.Sinon Y := �[ @X; gen]\�[X; gen] est g�en�erique dans �[X] . Par r�ecurrence on sait queles �-�bres de @X sont g�en�eriquement de la même dimensiondim@X � dim�[@X] < dimX � dim�[@X] = dimX � dim�[X] = �-gdimX:Puis, si a 2 Y , on a X(a) n @X(a) � X(a) � X(a) donc dimX(a) = dimX(a) parconformit�e.Alors la semi{additivit�e 1.38 impliquedim�[X] + �-gdimX 6 dimX 6 dimX = dim�[X] + �-gdimX:Puis dim�[X] = dim�[X] par conformit�e et �-gdimX = �-gdimX d'apr�es le raisonne-ment ci-dessus. �Lemme 1.43 Si � est une projection additive et F un ferm�e irr�eductible tel que �[F ]soit conforme, alors F est conforme.� Par conformit�e, �[F ] contient une in�nit�e d'hypersurfaces Hi telles que �[F; gen] soitdense dans Hi (1.25). Alors par additivit�e de � , on trouve quedim(��1[Hi] \ F ) = dimHi + �-gdimF = dim�[F ]� 1 + �-gdimF = dimF � 1:Par cons�equent, une composante irr�eductible de ��1[Hi] \ F de dimension maximale estune hypersurface de F , donc il y en a une in�nit�e, ce qui donne la conformit�e de F . �Corollaire 1.44(a) Si la dimension est 1-additive et si tout ferm�e irr�eductible F � Z est conforme, alorsZ est conforme.40



D�efinissabilit�e et additivit�e de la dimension(b) Si la dimension est additive pour les ferm�es et si tout ferm�e irr�eductible F � Z estconforme, alors la dimension est additive pour les constructibles.Th�eor�eme 1.45 Si la dimension est 1-additive, alors elle est additive. Si en plus elle est1-semi{continue, alors elle est semi{continue.� Soit Zn+m+1 �2- Zn+m �1- Zn une suite de projections. Par r�ecurrence, on peutsupposer que la dimension est additive par rapport �a �1 ; elle est additive par rapport �a �2par hypoth�ese. Soit X � Zn+m+1 un constructible irr�eductible, et soient d2 := �2-gdimXet d1 := �1-gdim�2[X] les dimensions g�en�eriques.Il su�t de d�emontrer qu'il existe un ouvert U de �1�2[X] tel que les �1�2-�bres de Xau-dessus de U soient de dimension constante.(1) Consid�erons seulement les points au-dessus desquels les �1-�bres sont g�en�eriques :soit U1 := �1h�2[X]; geni .(2) Il n'est pas possible de se restreindre aux �2-�bres g�en�eriques, car il se peut que�1h�2[X;:gen]i soit dense dans �1�2[X] . Mais on peut enlever les points au-dessusdesquels les �1-�bres ont une grande partie, c.-�a-d. de dimension > d2 , form�ee depoints ayant des �2-�bres non-g�en�eriques :soit U2 := U1 n �1h�2[X;:gen];>geni .(3) C'est presque su�sant ; encore faut-il enlever les points au-dessus desquels les �1-�bresont une partie trop grande de points ayant des �2-�bres de grandes dimensions :soit Vk := �1h�2[X; d2 + k];>d1 � ki .(Alors pour k > 0 , on a Vk �� �1�2[X] d'apr�es 1.41, cardim�2[X; d2 + k] < dim�2[X]� k = dim�1�2[X] + d1 � k:Donc ou bien �1h�2[X; d2+k]i �� �1�2[X] , ou bien l'additivit�e, appliqu�ee composantepar composante, donne �1-gdim (�2[X; d2 + k]) < d1 � k .)Soit �nalement U := U2 n Sk>1Vk . Puisque la r�eunion des Vk est une r�eunion �nie, U estd�e�nissable, non vide et ouvert dans �1�2[X] .Prenons a 2 U et supposons que ��11 (a)\�2[X] = Y0t� � �tYl . Donc (�1�2)�1(a)\X =lSi=0(��12 [Yi] \X) . D'apr�es l'�etape (1), dim(�1)�1(a) \ �2[X]) = maxfdimYig = d1 , c.-�a-d.dimYi 6 d1 pour tout i . De plus, la condition (2) donne dimYi = d1 ssi �2[X; gen] estdense dans Yi . Alors trois cas sont possibles :� soit �2[X; gen] est dense dans Yi et alors dimYi = d1 , d'o�udim(��12 [Yi] \X) = dimYi + �2-gdimX = d1 + d2 ; 41



Pr�eg�eom�etries de Zariski� soit �2[X; d] est dense dans Yi pour un certain d < d2 , alorsdim(��12 [Yi] \X) = dimYi + d < d1 + d2 ;� soit �2[X; k + d2] est dense dans Yi pour un certain k > 0 , alors dimYi < d1 � kd'apr�es (3) et donc dim(��12 [Yi] \X) = dimYi + k + d2 < d1 + d2 .Puisque le premier cas apparâ�t au moins une fois, on trouve comme r�esultat des calculs :dim((�1�2)�1(a) \X) = d1+ d2 . Autrement dit, la dimension �1�2-g�en�erique de X existeet v�eri�e l'�equation : �1�2-gdimX = �2-gdimX + �1-gdim�2[X]:Ceci donne imm�ediatement l'additivit�e, cardimX = dim�2[X] + �2-gdimX= dim�1�2[X] + �1-gdim�2[X] + �2-gdimX= dim�1�2[X] + �1�2-gdimX:Finalement, si la dimension est 1-semi{continue, on peut supposer par induction qu'elleest semi{continue par rapport �a �1 . Soit a =2 �1�2[X; gen] et Yi comme ci-dessus. Laminimalit�e de d1 et d2 donn�ee par le lemme 1.37 implique quedim((�1�2)�1(a) \X) = maxfdim(��12 [Yi])g6 maxfdimYi + d2g = maxfdimYig+ d2 6 d1 + d2:Donc la dimension �1�2-g�en�erique de X et la dimension minimale des �1�2-�bres, ce quidonne la semi{continuit�e de la dimension par rapport �a �1�2 , toujours par le lemme 1.37.�
42



Chapitre 2 Th�eorie �el�ementaire2.1 Langages des g�eom�etries de Zariski�Etant donn�ee une pr�eg�eom�etrie de Zariski, on voudrait la consid�erer comme une structured'un langage du premier ordre de fa�con que les structures �el�ementairement �equivalentesdeviennent elles aussi des pr�eg�eom�etries de Zariski. Cela n'est possible que si l'on arrive �aidenti�er syntaxiquement les parties d'une g�eom�etrie qui sont topologiquement d�etermin�ees,c.-�a-d. qu'il faut un crit�ere syntaxique pour qu'une formule d�e�nisse un ouvert ou un ferm�e.Il s'av�ere plus simple de se concentrer sur les ferm�es.D'un côt�e, les propri�et�es fondamentales d'une pr�eg�eom�etrie de Zariski d�elimitent le choixd'une classe de formules pouvant d�e�nir les ferm�es. Une telle classe doit être close par :conjonction �nie, disjonction �nie, substitution de variables par des param�etres ; elle doitcontenir l'�egalit�e et les singletons.D'un autre côt�e, il convient de se laisser guider par les exemples naturelles pour garderdes axiomatisations famili�eres si possible.Toutes ces consid�erations conduisent �a choisir une axiomatisation telle que les ferm�escorrespondent exactement aux r�ealisations des formules positives sans quanteurs avec para-m�etres.D�e�nition 2.1� Une formule ferm�ee est une formule positive sans quanteurs (avec param�etres).� Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski. Un langage de g�eom�etrie de Zariski pour Z est unensemble de symboles de relations contenant l'�egalit�e et tel que les ferm�es des Zn soientexactement les r�ealisations des formules ferm�ees avec param�etres dans Z .Maintenant on peut regarder les axiomes de la d�e�nition d'une pr�eg�eom�etrie sous un autreaspect :Remarque 2.2� L'axiome de s�eparation veut dire que le symbole ((= )) est dans le langage. 43



Th�eorie �el�ementaire� L'axiome d'�elimination des quanteurs devient une vraie �elimination des quanteurs dela structure. Autrement dit, il exige que tous les ensembles d�e�nissables soient construc-tibles. Puisque r�eciproquement, les constructibles sont �evidemment d�e�nissables, on pour-rait l'exprimer par l'�equation (( constructible = d�e�nissable )).(Ici, la d�e�nissabilit�e est toujours avec param�etres. Il faudrait choisir le langage avec plusde soins pour avoir l'�elimination des quanteurs sans param�etres, c.-�a-d. telle que toute;-formule �equivaut �a une combinaison bool�eenne de ;-formules atomiques.)� En plus, on comprend mieux l'enjeu de la compatibilit�e. En consid�erant p.ex. la versiondonn�ee par le lemme 1.14, la continuit�e des projections correspond �a la possibilit�e d'ajou-ter des variables muettes ; les permutations sont des hom�eomorphismes puisqu'on peut�echanger les variables sans changer le caract�ere syntaxique ; les derni�eres deux propri�et�esexpriment les �equivalences` 9�y �'(�x; �y) ^ �y = �a �$ '(�x; �a) et ` 9�y �'(�x; �y) ^ �x = �y �$ '(�x; �x):En somme, la compatibilit�e est la propri�et�e qui permet de caract�eriser syntaxiquementles ferm�es.� Puisque les structures consid�er�ees ne sont pas r�eduites �a un seul �el�ement, on peut expri-mer l'ensemble vide de la topologie �n[Z] par une formules ferm�ee �x = �a ^ �x = �b pourdes n-uples �a 6= �b si n > 0 , et par une formule ferm�ee a = b avec a 6= b si n = 0 .Si l'on voulait �eviter les param�etres, il faudrait supposer que le langage contienne lesymbole de relation 0-aire ? , qui serait une formule ferm�ee par d�e�nition.Quelques exemples de langages possibles :Exemple 2.3 Le langage maximal Lmax : Pour tout n et tout ferm�e F de Zn , le lan-gage contient un symbole de relation n-aire �F interpr�et�e par F . Le lemme 1.15 et laproposition 1.17 (a) montrent qu'il s'agit bien d'un langage.On peut facilement r�eduire ce langage sans changer les mod�eles : soit Lirr l'ensemble dessymboles �F pour tout ferm�e irr�eductible F . En plus, il su�t de prendre un seul symbolepour tous les ferm�es qui sont conjugu�es sous les permutations de coordonn�ees.Il est �evident qu'un mod�ele de Lmax ou de Lirr est toujours une extension de la pr�eg�eo-m�etrie de d�epart, puisque tous ses points sont nomm�es dans le langage.Avant d'introduire d'autres langages, il est utile d'avoir quelques notions suppl�ementaires :D�e�nition 2.4� Un ferm�e est trivial ssi il est d�e�nissable avec param�etres dans le langage f=g .44



Langages des g�eom�etries de Zariski� Un ferm�e est premier ssi il est irr�eductible et n'est ni trivial, ni un produit cart�esien dedeux ferm�es.� Un ferm�e est absolument irr�eductible ssi il est premier et n'est pas une �bre d'un autreferm�e premier.Exemple 2.5 Le langage Lprm comporte des symboles �F pour tout ferm�e premier F ,comme ci-dessus �a permutation pr�es. Un mod�ele pour ce langage n'est plus forc�ement uneextension de la pr�eg�eom�etrie de d�epart.On pourrait essayer de continuer : est-ce que l'ensemble des symboles �F pour les ferm�esabsolument irr�eductibles forme un langage ? Le seul probl�eme est le suivant : chaque foisqu'un ferm�e premier F � Zn est une �bre d'un autre ferm�e premier F 0 � Zm , alorsm > n . En continuant, rien n'empêche qu'on tombe sur une suite in�nie de ferm�es premiers,chacun �etant une �bre du suivant.Les symboles �F interpr�et�es par des ferm�es absolument irr�eductibles forment un lan-gage Labs ssi cette situation de suite in�nie ne se produit pas. Alors Labs est un langageminimale (canonique).Quelques exemples de langages de pr�eg�eom�etries de Zariski naturels :Exemple 2.6� L'ensemble in�ni sans structure : Labs = f=g .� Une relation d'�equivalence : Labs = f=; Eg .� Les espaces vectoriels : un langage possible est celui qui contient des symboles de relationspour tous les sous-espaces de codimension 1.� Les groupes de rangs de Morley �ni un-bas�es : un langage possible est celui qui contientun pr�edicat pour tout sous-groupe d�e�nissable.Lemme 2.7 Soit L un langage de g�eom�etrie de Zariski pour une pr�eg�eom�etrie de ZariskiZ , et soit � un automorphisme de la L-structure Z . Alors les applications (�;:::; �) :Zn ! Zn sont des �n[Z]-hom�eomorphismes.� �Evident. �Extensions des topologiesFixons un langage de g�eom�etrie de Zariski L pour la g�eom�etrie de Zariski Z , et soit Y uneL-structure �el�ementairement �equivalente �a Z . Est-ce qu'on peut munir Y d'une structurede g�eom�etrie de Zariski naturelle? 45



Th�eorie �el�ementaireSi ce que (( naturel )) devrait signi�er n'est pas forc�ement clair, il est �evident qu'unestructure de g�eom�etrie de Zariski sur Y qui est sans rapport avec celle sur Z n'est pas tr�esutile. Une fa�con de d�e�nir (( naturel )) est impliqu�ee par la d�e�nition d'un langage :Une structure de g�eom�etrie de Zariski sur Y (en tant que structure �el�ementairement�equivalente �a la g�eom�etrie de Zariski donn�ee Z ) est naturelle si L est aussi un langage deg�eom�etrie de Zariski pour Y . Autrement dit :D�e�nition 2.8� Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski, L un langage de g�eom�etrie de Zariski pour Z �x�eet Y � Z dans ce langage. Alors �n[Y ] est la collection des parties de Y n d�e�nies pardes formules positives, sans quanteurs, �a param�etres dans Y .� Si (Y; (�n[Y ])n2!) est une pr�eg�eom�etrie de Zariski, on dira que c'est la structure naturellede pr�eg�eom�etrie de Zariski sur Y ou que Y est naturellement une pr�eg�eom�etrie deZariski.Cette d�e�nition soul�eve un certain nombre de questions :(1) Quelles propri�et�es des pr�eg�eom�etries de Zariski sont v�eri��ees par (Y; (�n[Y ])n2!) ?(2) Quelles sont les conditions pour que tout Y � Z soit naturellement une pr�eg�eom�etriede Zariski?(3) Dans quelle mesure cette propri�et�e d�epend-elle du langage?On pourrait aussi se poser la question de trouver une d�e�nition plus intrins�eque de (( naturel ))qui d�epende moins du choix de la d�e�nition d'un langage. Une possibilit�e serait de demanderque si Y 4 Z sont des pr�eg�eom�etries de Zariski, alors les topologies �n[Y ] et �n[Z] �Y nsont les mêmes. En fait, cette propri�et�e est vraie :La d�e�nition 2.8 implique�evidemment �n[Y ] � �n[Z] �Y n ; l'inclusion inverse sera montr�eepar le th�eor�eme 2.27.Notation: Si L est un langage de g�eom�etrie de Zariski pour Z , les ferm�es de base sontles ferm�es d�e�nis par une formule atomique.Si X est un ensemble ;-d�e�nissable, soit �X une ;-formule qui d�e�nit X . Inversement,si  est une formule �a n variables libres, je note  [Z] := f(z1;:::; zn) jZ �  (z1;:::; zn)g .Soit donc Y une structure �el�ementairement �equivalente �a Z dans L . Appelons (( ferm�es ))de Y n les �el�ements des �n[Y ] et (( constructibles )) de Y n les combinaisons bool�eennes deferm�es de Y n . Une application Y n ! Y k est dite (( continue )) si l'image r�eciproque d'unferm�e est ferm�ee.46



Langages des g�eom�etries de ZariskiLa proposition suivante r�epond �a la question (1) :Proposition 2.9(a) Y est (( irr�eductible )), c.-�a-d. Y n'est pas r�eunion propre de deux ferm�es.(b) La diagonale �(Y ) est ferm�ee.(c) Les applications de compatibilit�e sont continues.(d) Les projections sont des applications constructibles.� (a) Supposons que Y s'�ecrive comme r�eunion propre F (a1;:::; ak) [ G(b1;:::; bn) avecai; bj 2 Y et F;G des ferm�es de base. Ceci se traduit par une formule :Y � 9y1;:::; yk 9z1;:::; zn � 8x [�F (x; y1;:::; yk) _ �G(x; z1;:::; zn)] ^9x [:�F (x; y1;:::; yk)) ^ 9x (:�G(x; z1;:::; zn)] �:Mais cette formule reste vraie dans Z , ce qui contredit l'irr�eductibilit�e de Z .(b) La diagonale est d�e�nie par la formule x1 = x2 , qui est positive sans quanteurs, doncqui d�e�nit un ferm�e.(c) Comme expliqu�e dans la remarque 2.2, la compatibilit�e est devenue une propri�et�epurement syntaxique, donc v�eri��ee par d�e�nition même des ferm�es de Y .(d) La preuve se fait en plusieurs �etapes :� Remarquons d'abord que la constructibilit�e d'un ensemble ;-d�e�nissable est exprimablepar une formule du premier ordre, donc vraie dans Y d�es qu'elle l'est dans Z .� Alors l'�elimination des quanteurs est vraie pour les ferm�es de Y :Soit � : Y n+1 ! Y n une projection et F (�a) un ferm�e de Y o�u F est un ferm�ede base et �a 2 Y <! . Alors �[F (�a)] = �[F ](�a) et il su�t de montrer que �[F ] estconstructible ce qui est clair par la premi�ere remarque.� Si Q est un constructible ;-d�e�nissable, alors Q(�a) est un constructible de Y pourtout �a 2 Y <! (car si Q = SFi n Gi avec des ferm�es ;-d�e�nissables Fi et Gi , alorsQ(�a) = SFi(�a) n Gi(�a) ).� Pour �nir, appliquons le crit�ere du lemme 1.21 (d) :Soient F (a1;:::; ak) et G(b1;:::; bl) deux ferm�es de Y n+1 o�u F et G sont des ferm�es;-d�e�nissables. Consid�erons les ferm�es F 0; G0 � Y n+1+k+l tels que�F 0(�x; �y; �z) $ �F (x0;:::; xn; y1;:::; yk) ^ z1 = z1 ^ � � � ^ zl = zlet �G0(�x; �y; �z) $ �G(x0;:::; xn; z1;:::; zl) ^ y1 = y1 ^ � � � ^ yk = yk 47



Th�eorie �el�ementaireet supposons que la projection � corresponde �a 9x0 . L'ensemblen(x1;:::; xn; �y; �z) ���Y � 8x0[�F 0(x0; x1;:::; xn; �y; �z)$ �G0(x0; x1;:::; xn; �y; �z)]oest ;-d�e�nissable, donc constructible puisqu'il l'est dans Z d'apr�es le lemme 1.21. Sup-posons qu'il soit d�e�ni par la formule  (x1;:::; xn; �y; �z) . Alorsn(c1;:::; cn) jY � ��1(�c) \ F (�a) = ��1(�c) \G(�b)oest d�e�ni par  (x1;:::; xn; �a;�b) , donc est un constructible de Y n d'apr�es la remarquepr�ec�edente.Le lemme 1.21 fait une r�ecurrence sur la dimension, donc on ne peut l'appliquer que siles ferm�es satisfont �a la condition de châ�ne descendante. C'est le seul cas qui est vraimentint�eressant et qui sera utilis�e dans la suite. Mais en fait, on pourrait se passer du lemme 1.21en s�eparant les param�etres d'une combinaison bool�eenne de Q0(�a0); : : : ; Qm(�am) de la mêmemani�ere que ci-dessus a�n de retrouver une �bre Q(�a0� �a1� � � �� �am) d'un constructible ; -d�e�nissable Q . C'est seulement plus encombrant �a �ecrire. �Corollaire 2.10 Y est naturellement une pr�eg�eom�etrie de Zariski (�eventuellement de di-mension in�nie) ssi toutes les �n[Y ] sont des topologies noeth�eriennes ssi toutes les �n[Y ]satisfont �a la condition de châ�ne ascendante.� D'apr�es la proposition 2.10, la seule propri�et�e qui manque pour que Y soit naturelle-ment une pr�eg�eom�etrie de Zariski est que les �n[Y ] doivent être des topologies noeth�eriennes.Il est facile de voir qu'une collection � � P(X) est une topologie noeth�erienne sur unensemble X ssi dans � il n'y a pas de châ�ne in�nie strictement croissante. �Attention toutefois : rien ne garantit que la dimension reste �nie !!Corollaire 2.11 Une sous-structure �el�ementaire d'une pr�eg�eom�etrie de Zariski (de dimen-sion �nie) est une pr�eg�eom�etrie de Zariski (de dimension �nie).� Les ferm�es de la sous-structure sont des ferm�es de la pr�eg�eom�etrie de Zariski de d�epart,donc la condition de châ�ne est h�erit�ee par la sous-structure. �
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Pr�eg�eom�etries de Zariski �el�ementaires2.2 Pr�eg�eom�etries de Zariski �el�ementairesD�e�nition 2.12 Soit L un langage de g�eom�etrie de Zariski pour une pr�eg�eom�etrie deZariski Z . Alors Z est dite L-�el�ementaire ssi Y est naturellement une pr�eg�eom�etrie deZariski pour tout Y �L Z .La question (2) de la section pr�ec�edente se reformule alors :(2 0 ) Sous quelles conditions une pr�eg�eom�etrie de Zariski est-elle �el�ementaire?Disons que Z satisfait �a la condition de châ�ne descendante born�ee ssi il n'y a pas de châ�nesde ferm�es, strictement descendantes, arbitrairement longues et uniform�ement d�e�nis. Pluspr�ecis�ement, cette condition exige qu'il n'y ait pas de formules positives sans quanteurs 'iet de param�etres �aij 2 Z<! tels que pour tout k 2 ! :Z � '0(�x; �a0k) � '1(�x; �a1k) � � � � � 'k(�x; �akk)(o�u ((� )) n'est pas le symbole d'implication de Peano mais une abr�eviation pour l'implicationstricte renvers�ee).Th�eor�eme 2.13 Les trois �enonc�es suivants sont �equivalents :(a) Z est une pr�eg�eom�etrie de Zariski L-�el�ementaire.(b) Z satisfait �a la condition de châ�ne descendante born�ee.(c) Il existe une L-structure @0-satur�ee, �el�ementairement �equivalente �a Z , qui est natu-rellement une pr�eg�eom�etrie de Zariski.� (a)) (c) est trivial et : (a)): (b) est direct par compacit�e.: (b)): (c) Supposons que Y � Z soit @0-satur�e. Par compacit�e, il existe une extensionZ� de Z , su�samment satur�ee, avec des param�etres �ak telle que Z� � '0(�a0) � � � � �'k(�ak) � � � � . Alors on peut r�ealiser tp(�a0) dans Y par �b0 , et choisir inductivement �bk+1dans Y tel que tp(�bk+1=�b0; : : : ;�bk) soit le conjugu�e de tp(�ak+1=�a0; : : : ; �ak) , ce qui donneY : '0(�b0) � � � � � 'k(�bk) � � � � . �Ce r�esultat permet aussi de r�epondre �a la question (3) de la section pr�ec�edente :Corollaire 2.14 La propri�et�e d'une pr�eg�eom�etrie de Zariski d'être �el�ementaire ne d�ependpas du langage de g�eom�etries de Zariski choisi. 49



Th�eorie �el�ementaire� La condition de châ�ne descendante born�ee ne d�epend pas du langage, on peut la re-formuler comme suit : il n'y a pas de ferm�es Fi et de param�etres �aij 2 Z<! tels queF0(�a0k) � F1(�a1k) � � � � � Fk(�akk) pour tout k 2 ! . �Alors une pr�eg�eom�etrie de Zariski est dite �el�ementaire si elle est L-�el�ementaire pour unlangage de g�eom�etrie de Zariski, donc pour tous. La th�eorie d'une pr�eg�eom�etrie de Zariski�el�ementaire est appel�ee une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski. (Une th�eorie de pr�eg�eom�etriede Zariski est toujours suppos�ee compl�ete.)L'�enonc�e (( Z � Y sont des pr�eg�eom�etries de Zariski )) voudra dire qu'il existe un langagede g�eom�etrie de Zariski �x�e (mais pas explicit�e) tel que Z et Y soient naturellement despr�eg�eom�etries de Zariski et �el�ementairement �equivalentes pour ce langage.Question: Est-ce que les extensions d'une pr�eg�eom�etrie de Zariski �el�ementairede dimension�nie restent de dimension �nie?Proposition 2.15 Soit T une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski, Z � T et A � Z .Alors T (A) est une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski.� Soit Z� un mod�ele @0 + jAj+-satur�e de T . Alors l'expansion de Z� �a une L(A)-structure reste une pr�eg�eom�etrie de Zariski, puisqu'on ne fait que nommer quelques ferm�esen plus, et en tant que L(A)-structure Z� reste @0-satur�ee. Donc par le th�eor�eme 2.13,T (A) est une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski. �Stabilit�e et rangTh�eor�eme 2.16 Une pr�eg�eom�etrie de Zariski �el�ementaire (dans un langage de g�eom�etriede Zariski L ) est totalement transcendante et �-stable pour tout � > @0 + jLj .� Le rang de Morley est �egal au rang de Cantor dans une extension @0-satur�ee o�u il estborn�e par la dimension d'apr�es la proposition 1.23. Donc toute formule est rang�ee par lerang de Morley : la th�eorie est totalement transcendante. Le r�esultat de stabilit�e pour uneth�eorie totalement transcendante vient de [P1] 17.12. �Corollaire 2.17(a) Si T est une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski, alors �T 6 dimZ Z pour tout Z quiest un mod�ele @0-satur�e de T .(b) Dans un langage d�enombrable, une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski est @0-stable.50



Pr�eg�eom�etries de Zariski �el�ementairesLa proposition suivante est un corollaire imm�ediat du lemme 1.25 :Proposition 2.18 Dans une pr�eg�eom�etrie de Zariski @0-satur�ee, le rang de Morley est�egal �a la dimension ssi la pr�eg�eom�etrie est conforme.Plus pr�ecis�ement, les �equivalences du lemme 1.25 sont valables dans une pr�eg�eom�etrie deZariski @0-satur�ee si l'on remplace (( rang de Cantor )) par (( rang de Morley )). Le degr�ede Morley d'un constructible est �egal au nombre de composantes irr�eductibles de dimensionmaximale.En g�en�eral, rien n'assure que la dimension d'un mod�ele @0-satur�e soit �egale au rang deMorley ; et même si cela est vrai, la dimension d'un mod�ele quelconque peut di��erer du rangde Morley | voir les exemples 4.8 et 4.10.Le reste de ce chapitre sera consacr�e �a la comparaison des topologies et des dimensionsdans deux mod�eles di��erents d'une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski, et au comportementdes propri�et�es importantes comme la conformit�e ou la d�e�nissabilit�e de la dimension parpassage aux extensions �el�ementaires. La question directrice pour la suite de cette section,et qui sera reprise dans la section 2.4, est donc la suivante :Question: Qu'est-ce qu'on peut dire en g�en�eral sur le rapport des dimensions et des rangsdans di��erents mod�eles d'une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski?Pour pr�eciser, je noterai dimZ la dimension topologique d'un constructible calcul�ee dans lapr�eg�eom�etrie de Zariski Z . Pour commencer, un lemme important qui dit que le fait d'êtreirr�eductible ne d�epend que du type des param�etres :Lemme 2.19 Soient Y � Z et �a 2 Y <! , �b 2 Z<! tels que tp(�a=;) = tp(�b=;) . Si '(�x; �y)est une ;-formule, alors '[Y; �a] est irr�eductible dans Y ssi '[Z;�b] l'est dans Z .� Par l'absurde, si '[Y; �a] est r�eductible, alors il existe des ferm�es ;-d�e�nissable F;F 0tels que '[Y; �a] soit r�eunion propre de deux �bres F (�b) et F 0(�c) . Donctp(�a=;) ` 9�y 9�z � 8�x h'(�x; �a)! ��F (�x; �y) _ �F 0(�x; �z)�i^ 9�x h'(�x; �a) ^ :�F (�x; �y)i ^ 9�x h'(�x; �a) ^ :�F 0(�x; �z)i �:Par hypoth�ese, cette formule est dans tp(�b=;) , ce qui dit que '[Z;�b] est r�eductible. �En particulier, si Y 4 Z sont des pr�eg�eom�etries de Zariski, alors un constructible Q quiest Y -d�e�nissable est irr�eductible dans Y ssi il l'est dans Z . On en d�eduit directement leCorollaire 2.20 Si Y 4 Z sont des pr�eg�eom�etries de Zariski et Q un constructible Y -d�e�nissable, alors dimYQ 6 dimZQ . 51



Th�eorie �el�ementaire� D'apr�es le lemme 2.19, un drapeau Y -d�e�nissable reste un drapeau dans Z . �Disons que les dimensions co��ncident (pour les ferm�es) dans deux pr�eg�eom�etries de ZariskiY � Z ssi dimY �[Y ] = dimZ �[Z] pour toute (Y \Z)-formule (ferm�ee). Le lemme suivantest �evident :Lemme 2.21 Soient Y 4 Z et ' une Y -formule.Alors dimY '[Y ] = 0 ssi dimZ '[Z] = 0 ssi ' est une formule alg�ebrique.Lemme 2.22 Soient Y � Z deux pr�eg�eom�etries de Zariski @0-satur�ees et Q un ensemble;-d�e�nissable. Si �a 2 Y <!;�b 2 Z<! ont le même type sur ; , alors dimYQ(�a) = dimZQ(�b) .� Puisque, �a isomorphisme pr�es, Y et Z ont une extension �el�ementaire @0-satur�ee com-mune, il su�t de consid�erer le cas Y 4 Z . De plus on peut supposer �a = �b : les deux uplessont conjugu�es par un automorphisme (�a l'int�erieur d'un grand mod�ele satur�e) qui pr�eservela dimension (puisque l'image d'un drapeau sous un automorphisme reste un drapeau).L'in�egalit�e dimY 6 dimZ est g�en�eral ; l'in�egalit�e inverse sera montr�ee par r�ecurrence surdimZ :Pour dimZQ = 0 c'est donn�e par le lemme 2.21 ; et pour les �etapes limites, c'est clairpar r�ecurrence.Supposons dimZQ = � + 1 et Q irr�eductible : il existe un ferm�e relatif F (�a) � Q telque F soit ;-d�e�nissable, �a 2 Z<! et dimZ F (�a) = � . Alors on peut r�ealiser le type de �apar �b dans Y . Par r�ecurrence, dimY F (�b) > dimZ F (�a) , d'o�u dimYQ > �+ 1 . �Corollaire 2.23(a) Les dimensions co��ncident dans deux pr�eg�eom�etries de Zariski @0-satur�ees �el�ementai-rement �equivalentes.(b) Soit T une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski dans un langage L .Alors dimZ �[Z] < (@0 + jLj)+ pour tout mod�ele Z de T et toute Z -formule � .� (a) est imm�ediat par le lemme pr�ec�edent.Pour (b), soit Z� une extension @0-satur�ee de Z . Alors dimZ �[Z] 6 dimZ� �[Z�] . Puis,par stabilit�e de la th�eorie, il existe un mod�ele Y qui est @0 -satur�e et de cardinalit�e @0+jLj .Il y a au plus (@0 + jLj)+ ensembles Y -d�e�nissables, donc pour toute Y -formule � , on adimY �[Y ] < (@0 + jLj)+ . En�n, on peut r�ealiser le type des param�etres de � dans Y , eton peut conclure avec le lemme 2.22. �52



Comparaison de topologiesConditions de châ�neLemme 2.24 Une pr�eg�eom�etrie de Zariski �el�ementaire satisfait aux conditions de châ�nesuivantes :(a) Pour toute formule ferm�ee ' , il existe un entier n' tel que toute châ�ne strictementdescendante de ferm�es d�e�nis par des formules '(�a) soit de longueur au plus n' .(b) Pour toute formule ferm�ee ' , il existe un entier m' tel que toute châ�ne strictementdescendante de ferm�es d�e�nis par des intersections �nies de formules '(�a) soit delongueur au plus m' .� Sinon, par compacit�e, on contredit facilement la condition de châ�ne descendante born�eedu th�eor�eme 2.13. �2.3 Comparaison de topologiesA-topologiesSupposons que T soit une th�eorie compl�ete de pr�eg�eom�etries de Zariski et soit Z un mod�elemonstre de T .Si A est un ensemble de param�etres, alors les ferm�es A-d�e�nissables dans Zn formentune topologie sur Zn , appel�ee la A-topologie et not�ee �n[A] . Puisque la A-topologie estune sous-topologie de �n[Z] , elle est noeth�erienne. Le pr�e�xe ((A- )) se r�ef�ere alors �a laA-topologie. En particulier, la A-adh�erence XA d'une partie X � Zn qui est le plus petitferm�e A-d�e�nissable contenant X , est d�e�nissable. Un A-constructible est une combinaisonbool�eenne de A-ferm�es. Mais en g�en�eral, une partie A-d�e�nissable n'a aucune raison d'êtreA-constructible !�Evidemment, si A � B , alors XB � XA . Si rien n'est sp�eci��e, l'adh�erence sera prisedans le mod�ele monstre Z , i.e. X = XZ .Lemme 2.25 Les composantes d'une partie A-d�e�nissable sont acleq(A)-d�e�nissables.� Soit X = X1t� � �tXk A-d�e�nissable et soit � un automorphisme du mod�ele monstrequi �xe A point par point. Comme ��1 est un hom�eomorphisme, les ��1[Xi] sont irr�educ-tibles. Par cons�equent, il existe une composante irr�eductible Xj telle que ��1[Xi] � Xj .Donc Xi = ���1[Xi] � �[Xj] . Mais �[Xj ] est aussi irr�eductible, d'o�u Xi = �[Xj ] . Puis-qu'il n'y a qu'un nombre �ni de possibilit�es pour �[Xj] , il est acleq(A)-d�e�nissable. �53



Th�eorie �el�ementaireQuestion: Quels sont les ensembles de param�etres A tels que la famille (�n[A])n2! (ouA tout court) admette (( l'�elimination des quanteurs )), c.-�a-d. tels que toute partie A-d�e�nissable soit A-constructible? (C'est vrai si A est un mod�ele d'apr�es la proposition 2.9.)Topologies de Zariski sur les typesSi p 2 Sn(A) , notons p+ la partie de p form�ee de formules ferm�ees : p+ := f' 2p j' ferm�eeg . Si A (( admet l'�elimination des quanteurs )), alors la partie ferm�ee d�etermineun type complet, c.-�a-d. si p; q 2 Sn(A) tels que p+ = q+ , alors p = q .Les topologies �n[A] induisent des (( topologies de Zariski )) sur les espaces de typesSn(A) : les ferm�es de base sont donn�es par les ensembles <'> := fp 2 Sn(A) j' 2 pgpour les A-formules ferm�ees ' . L'adh�erence de Zariski d'une partie P � Sn(A) est donn�eepar [f<'> j 9p 2 P; ' 2 p; ' ferm�eeg:En particulier, la topologie de Zariski sur Sn(A) est moins �ne que la topologie usuelle(aussi appel�ee topologie constructible) et elle est noeth�erienne.Supposons pour la suite que A soit l'ensemble de base d'un mod�ele.D�e�nition 2.26 Soit X � Zn un constructible irr�eductible A-d�e�nissable. Alors le typeg�en�erique de X , not�e tpX , est l'unique type dans Sn(A) prolongeant l'ensemblefx 2 Xg [ fx =2 F jF ferm�e relatif A-d�e�nissable �� Xg:Alors la topologie de Zariski sur Sn(A) a la propri�et�e suivante : pour toute partie P deSn(A) qui est Zariski{ferm�ee et irr�eductible, il y a un et un seul point qui est dense dansP , (( son point g�en�erique )). Sn(A) avec la topologie de Zariski est donc un (( espace deZariski )) comme il est d�e�ni dans [Ha] p. 93 sq.Inversement, tout type p est le type g�en�erique d'un ferm�e irr�eductible A-d�e�nissable, �asavoir la A-adh�erence des r�ealisations de p dans Z (ou dans n'importe quelle extension�el�ementaire de A su�samment satur�ee).En fait, on peut voir Sn(A) de mani�ere ensembliste comme �etant la r�eunion de An (=les types r�ealis�es) avec un point pour tout ferm�e irr�eductible A-d�e�nissable (= les typesg�en�eriques). C'est exactement de la même fa�con que l'on construit le spectre de l'anneaudes fonctions d'une vari�et�e alg�ebrique.La dimension d'un ferm�e irr�eductible est �egale �a la dimension topologique de l'adh�erencede son point g�en�erique dans l'espace des types. Plus pr�ecis�ement, on a un ordre partiel p  qsur Sn(A) , (( p se sp�ecialise en q )), si q est un �el�ement de l'adh�erence de Zariski de p .54



Comparaison de topologiesCeci donne un ordre partiel discret et noeth�erien sur Sn(A) . Les points minimaux sont lestypes r�ealis�es, l'unique type maximal (car An est irr�eductible) est le type g�en�erique de An .Puis la dimension d'un ferm�e irr�eductible est donn�ee par la hauteur de son type g�en�eriquedans cet ordre.Derni�ere remarque : les propri�et�es g�en�eriques des �el�ements d'un ferm�e irr�eductible sontcelles qui sont v�eri��ees par le point g�en�erique.Continuit�e des injections �el�ementairesNotation: Si M 4 N sont des mod�eles d'une th�eorie stable, et si X � Nk est N -d�e�nissable, alors on sait que X \Mk est d�e�nissable dans M par une formule qui seranot�ee dMX . Si X est d�e�ni par la N -formule � , je noterai aussi dMX = dM� .En particulier, on a (dM�)[M ] = �[M ] .Soient Y 4 Z deux mod�eles d'une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski. Cette section a pourbut de montrer le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.27 Les topologies �n[Y ] et �n[Z] �Y n sont les mêmes (sur Y n ).� Par d�e�nition des topologies �n[Y ] et �n[Z] , on a l'inclusion �n[Y ] � �n[Z] �Y n . Ilreste �a montrer que les inclusions in : Y n ! Zn sont �n[Y ]{�n[Z]{continues :Soit F un ferm�e Z -d�e�nissable de Zn . Il su�t donc de d�emontrer que F \Y n est ferm�edans Y , c.-�a-d. que dYF est (�equivalente �a) une Y -formule ferm�ee. Il existe une ;-formule� et des param�etres �a 2 Z<! tels que F = �[Z; �a] . Alors d'apr�es [P1], proposition 12.25,dYF est une combinaison bool�eenne positive d'instances de � (�a param�etres dans Y ).Chaque instance �etant une Y -formule ferm�ee, dYF est ferm�ee. �Dans la suite, je vais donner une deuxi�eme preuve de ce th�eor�eme.Lemme 2.28 Si � est une Y -formule, alors �[Y ] est Z -dense dans �[Z] .� Supposons d'abord que � soit une formule ferm�ee, donc que �[Y ] soit ferm�e dans Y .On peut supposer que �[Y ] est irr�eductible : pour le cas g�en�eral, il su�t de d�ecomposer encomposantes irr�eductibles.R�ecurrence sur dimY �[Y ] :� Si dimY �[Y ] = 0 , alors � est de la forme �x = �a , donc �[Y ] = �[Z] = f�ag .� Soit donc dimY �[Y ] > 0 et supposons que �[Y ]Z � �[Z] . Soit � une ;-formule ferm�eeet �a 2 Z<! tels que �[Y ]Z = �[Z; �a] . Soit n maximal tel qu'il existe une châ�ne; 6= �[Z; �a1] � � � � � �[Z; �an] = �[Z; �a] � �[Z] 55



Th�eorie �el�ementaireavec des �ai 2 Z<! . Ce maximum existe d'apr�es la condition de châ�ne 2.24 (a) puisque l'onse trouve dans une th�eorie de pr�eg�eom�etries �el�ementaires.L'existence de cette châ�ne s'exprime par une formule du premier ordre. On peut donctrouver des param�etres �bi 2 Y <! ( �b := �bn ) tels que; 6= �[Y;�b1] � � � � � �[Y;�bn] = �[Y;�b] � �[Y ]:En particulier, �[Y;�b] � �[Y ] = �[Y ] \ �(Y; �a) . Alors il n'y a que deux possibilit�es :� ou bien �[Z;�b] 6� �[Z; �a] , et alors on a dimY �[Y;�b] < dimY �[Y ] parce que �[Y ] estirr�eductible. De plus,�[Y;�b]Z � �[Y ] \ �(Y; �a)Z � �[Y ]Z \ �(Y; �a)Z = �[Z;�b] \ �[Z; �a] � �[Z;�b];donc l'hypoth�ese de r�ecurrence s'applique �a �[Y;�b] : contradiction.� ou bien �[Z;�b] � �[Z; �a] . Alors on a une châ�ne; 6= �[Z;�b1] � � � � � �[Z;�bn] = �[Z;�b] � �[Z; �a] � �[Z]ce qui contredit la maximalit�e de n .Pour le cas g�en�eral d'une Y -formule � quelconque, on peut se restreindre aux localementferm�es irr�eductibles. Soient donc � une Y -formule et ' et  des Y -formules ferm�eestelles que �[Y ] = '[Y ] n  [Y ] et telles que '[Y ] soit irr�eductible. Alors'[Z] = '[Y ]Z = �[Y ]Z [  [Y ]Z = �[Y ]Z [  [Z]:Mais '[Y ] est irr�eductible, donc '[Z] aussi (voir lemme 2.19) et  [Z] 6= '[Z] , d'o�u�[Y ]Z = '[Z] � �[Z] . �Remarque 2.29� On ne peut pas esp�erer avoir cette propri�et�e pour des Z -formules quelconques :si a 2 Z n Y et � est la formule x = a , alors �[Y ] = ; , mais �[Z] = fag .� La preuve du th�eor�eme utilise le fait que la th�eorie des pr�eg�eom�etries de Zariski consid�e-r�ees est �el�ementaire. Est-ce que le th�eor�eme reste vrai si Y 4 Z sont deux pr�eg�eom�etriesde Zariski non �el�ementaires?D'apr�es le lemme 2.28, �[Y ]Z = �[Z]Z . De plus, �[Y ]Y = �[Z]Y est clair, puisque tout estY -d�e�nissable. On peut donc parler de l'adh�erence d'une formule :�Y sera la Y -formule d�e�nissant �[Y ]Y et �Z la Z -formule d�e�nissant �[Y ]Z .Maintenant il est facile de prouver que les adh�erences dans Y et Z co��ncident :Proposition 2.30(a) Soit � est une formule �a param�etres dans Y , alors �[Y ]Y = �[Y ]Z = �[Z]Y = �[Z]Z .56



Comparaison de topologies(b) Soit X � Y n . Alors on a XY = XZ (dans Z ).� (a) On sait que �[Y ]Y = �[Z]Y � �[Y ]Z = �[Z]Z . Quitte �a prendre des composantesirr�eductibles, on peut supposer que �[Y ] soit irr�eductible (dans Y ). Donc �[Y ]Y = �[Z]Yest aussi irr�eductible, dans Y ainsi que dans Z (lemme 2.19). Mais�[Z]Y n �[Z]Z � �[Z]Y n �[Z] � @Y �[Z] � �[Z]Ydonc par l'irr�eductibilit�e on trouve �[Z]Y = �[Z]Z .(b) On peut remplacer X par � := dY(XZ) , les adh�erences resteront les mêmes. AlorsXZ = �[Y ]Z et XY = �[Y ]Y , et (a) s'applique �a � . �Donc pour des parties Y -d�e�nissables, il n'y a pas de di��erence entre l'adh�erence dans lepetit et dans le grand mod�ele. La proposition suivante indique ce qu'on peut dire sur lesparties Z -d�e�nissables ; en particulier la partie (a) red�emontre le th�eor�eme 2.27.Proposition 2.31(a) Soit ' une Z -formule ferm�ee. Alors dY' est ferm�ee et (dY')[Z] � '[Z] .(b) Soit � une Z -formule quelconque. Alors on a dY�[Z] � �[Z]Z et�[Y ] � dY(�[Y ]Z)[Z] �= �[Y ]Z = �[Y ]Y = dY�Y [Z] = dY�Z [Z]j\ j\ j\ j\�[Z] � dY(�[Z]Z)[Z] � �[Z]Z � �[Z]Y(Ici, toutes les adh�erences sont prises dans Z )� (a) Les inclusions et �egalit�es suivantes sont soit �evidentes, soit d�ej�a d�emontr�ees :(dY')[Z] � (dY')[Z]Z 2:28= (dY')[Y ]Z = '[Y ]Z � '[Z]Z = '[Z]:Puis on sait (proposition 2.30) que Z � 8�x� dY'Y (�x)$ dY'Z(�x)! '(�x) � , doncdY'Y [Y ] � '[Y ] = (dY')[Y ] � dY'Y [Y ]d'o�u dY'= dY'Y puisque les deux sont des Y -formules.(b) On a dY�[Z] � dY(�[Z]Z)[Z] , donc il su�t de d�emontrer dY(�[Z]Z)[Z] � �[Z]Z .Les 3 �egalit�es �a droite de la premi�ere rang�ee viennent directement de la proposition 2.30,puisque par d�e�nition �[Y ] = (dY�)[Y ] .Les inclusions dY(�[Y ]Z)[Z] � �[Y ]Z et dY(�[Z]Z)[Z] � �[Z]Z sont donn�ees par (a).57



Th�eorie �el�ementairePuis �[Y ] � �[Y ]Z implique Y � dY� ! dY�[Y ]Z . La derni�ere formule �etant ferm�eepar (a), ceci donne Y � dY�Z ! dY�[Y ]Z ce qui veut dire dY�Z[Z] � dY�[Y ]Z[Z] . Doncon a l'�egalit�e � . Toutes les autres inclusions sont g�en�erales. �Lemme 2.32 Soit � une Z -formule, alors dimZ(dY�[Z] n �[Z]) < dimZ �[Z]Z .� D'apr�es 2.31 (b), on a dY�[Z] n �[Z] � �[Z]Z n �[Z] � @�[Z]et donc dimZ(dY�[Z] n�[Z]) 6 dimZ @�[Z] < dimZ �[Z]Z: �2.4 Les g�eom�etries de ZariskiD�efinissabilit�e et conformit�e sous extensions �el�ementairesLes r�esultats de la section pr�ec�edente permettent de reprendre la question de la section 2.2sur la comparaison des dimensions dans di��erents mod�eles d'une th�eorie de pr�eg�eom�etries deZariski. Il n'y a pas de r�eponse g�en�erale satisfaisante puisque les ph�enom�enes de conformit�e(= �egalit�e de la dimension avec le rang de Cantor), d'�egalit�e des dimensions dans di��e-rents mod�eles, d'�egalit�e des rangs de Cantor dans di��erents mod�eles, de d�e�nissabilit�e de ladimension etc. interagissent d'une fa�con peu contrôlable. Plus pr�ecis�ement, c'est l'absenced'une de ses propri�et�es qui empêche de d�emontrer des r�esultats positifs.Pour donner une id�ee : si Y 4 Z sont des pr�eg�eom�etries de Zariski et Z est conforme,alors on aimerait bien montrer que Y aussi est conforme. Si Q est un constructible Y -d�e�nissable, alors dimZQ = dimZQ . En plus, on sait que l'adh�erence Q est la même dansY et Z . Pour pouvoir conclure, il faudrait savoir que dimZ = dimY .Soit pour la suite T une th�eorie de pr�eg�eom�etries de Zariski �x�ee. Toutes les pr�eg�eom�etriesde Zariski consid�er�ees seront des mod�eles de T .Les lemmes suivants donnent des r�esultats concernant les rapports entre l'�egalit�e desdimensions et la conformit�e, puis entre l'�egalit�e des dimensions et la d�e�nissabilit�e desdimensions.Lemme 2.33(a) Si Y 4 Z , les dimensions co��ncident et Z est conforme, alors Y est conforme.58



Les g�eom�etries de Zariski(b) Si Y et Z sont @0-satur�ees, alors Y est conforme ssi Z est conforme.(c) Si Y 4 Z , les dimensions co��ncident pour les ferm�es et Y est conforme, alors lesdimensions co��ncident pour tous les constructibles.� (a) Soit Q constructible Y -d�e�nissable, alors dimYQ = dimZQ = dimZQ = dimYQcar l'adh�erence dans Y et dans Z est la même : voir proposition 2.30.(b) En prenant une extension @0-satur�ee commune, on peut supposer que Y 4 Z , l'unedes deux conforme.� Si Z est conforme, alors dimY = dimZ par le corollaire 2.23 et Y est conforme par (a).� Si Y est conforme, Q un constructible ;-d�e�nissable et �a 2 Z<! , on peut r�ealiserle type de �a par �b dans Y . Alors il existe � 2 Aut(Z) tel que �(�a) = �b . PuisdimZQ(�a) = dimZQ(�b) = dimYQ(�b) = dimYQ(�b) = dimZQ(�b) = dimZ �(Q(�b)) =dimZQ(�a) puisqu'un automorphisme est un hom�eomorphisme.(c) Si Q est un constructible Y -d�e�nissable, alors dimYQ = dimYQ = dimZQ > dimZQ >dimYQ , on a donc �egalit�e partout. �Lemme 2.34(a) Si Y 4 Z , dimZ est d�e�nissable et dimY = dimZ , alors dimY est d�e�nissable.(b) Si Y et Z sont @0-satur�ees, alors dimY est d�e�nissable ssi dimZ est d�e�nissable ;et en ce cas les deux sont d�e�nissables par les mêmes formules.� D'abord il est n�ecessaire de pr�eciser la notation �[Q; k] introduite en section 1.4 enindiquant le mod�ele dans lequel on calcule la dimension des �-�bres. Soit donc �M[Q; k]l'ensemble des points de �[Q] tels que dimM(��1(a)\Q) = k (�eventuellement vu �a l'int�e-rieur d'un mod�ele plus grand).(a) Puisque les dimensions dimY et dimZ co��ncident, on a �Y[Q; k] = �Z[Q; k] \ Y <! =dY(�Z[Q; k]) ce qui est Y -d�e�nissable par stabilit�e de la th�eorie.(b) Vu que les dimensions dans Y et Z co��ncident par le corollaire 2.23 (a), c'est presque�evident. Il su�t de consid�erer le cas Y 4 Z en passant �a une extension @0-satur�ee commune.� Si dimZ est d�e�nissable, alors (a) donne la d�e�nissabilit�e de dimY .� Supposons donc que dimY soit d�e�nissable. Soit Q un constructible ; -d�e�nissable, kun entier �x�e et A � Y un ensemble �ni de param�etres qui permet de d�e�nir �Y[Q; k] .Si �a 2 �Y[Q; k] (mais pas forc�ement dans Y <! ), alors par saturation, il existe �b 2 Y <!tel que tp(�a=A) = tp(�b=A) . Comme �a et �b sont conjugu�es par un Z-automorphisme�xant A , donc �Y[Q; k] , on a �b 2 �Y[Q; k] . Donc le lemme 2.22 donne dimZQ(�a) = k ,c.-�a-d. �Y[Q; k] � �Z[Q; k] . 59



Th�eorie �el�ementaireSoit maintenant �b 2 �Z[Q; k] . On peut envoyer �b dans Y par un automorphisme� �xant A . Toujours par le lemme 2.22, on trouve dimYQ(�(�a)) = k , donc �(�a) 2�Y[Q; k] . Puisque � laisse �Y[Q; k] invariant, on peut conclure que �b 2 �Y[Q; k] .En somme, on obtient �Z[Q; k] = �Y[Q; k] . En particulier, les dimensions sont d�e�nis-sables par les mêmes formules. �D�efinissabilit�e uniforme de la dimensionD�e�nition 2.35 La dimension est uniform�ement d�e�nissable dans un mod�ele de T ou d�e-�nissable dans T ssi elle est d�e�nissable dans tous les mod�eles.Remarque 2.36 D'apr�es le lemme 2.34 (b), si la dimension est uniform�ement d�e�nissable,alors dans tout mod�ele @0-satur�e elle est d�e�nie par les mêmes formules qui seront simple-ment not�ees �[Q; k] . La preuve du lemme 2.34 (a) montre en plus que dans un mod�ele Mquelconque, la dimension est d�e�nie par les formules �M[Q; k] = dM(�[Q; k]) .Lemme 2.37(a) Si la dimension est uniform�ement d�e�nissable, alors les dimensions co��ncident danstous les mod�eles.(b) Si la dimension est uniform�ement d�e�nissable, alors fdimQ(�a) j �a 2 Zg est �ni pourtout constructible Q et tout mod�ele Z de T .� (a) Les dimensions co��ncident dans les mod�eles @0-satur�es d'apr�es le corollaire 2.23 (a).Puis, soit Y un mod�ele quelconque et Z une extension @0-satur�ee. Soit Q un constructible; -d�e�nissable et �a 2 Y <! . AlorsdimYQ(�a) = k ssi �a 2 �Y[Q; k] \ Y <! = dY(�[Q; k])\ Y <! = �[Q; k]\ Y <!ssi dimZQ(�a) = k:(On peut toujours s'arranger pour qu'il y ait des param�etres : si Q est ; -d�e�nissable, alorsQ = Q0(a) pour tout a 2 Y o�u Q0 := Q� Y ).(b) Supposons que �[Q] = S�2I �Z[Q; ki] ne soit pas une r�eunion �nie dans un mod�ele Z .Vu que les dimensions co��ncident dans tous les mod�eles, on peut supposer que Z est @0-satur�ee : le passage �a une extension @0-satur�ee ne fait qu'ajouter �eventuellement quelquesdimensions de �-�bres en plus.Donc, dans une extension su�samment satur�ee de Z , on peut r�ealiser f�x 2 �[Q]; x =2�[Q; ki] j 8i 2 Ig . Mais �x ayant un conjugu�e dans Z , la dimension de la �-�bre de Q60



Les g�eom�etries de Zariskiau-dessus de �x est un certain ki pour i 2 I : contradiction �a la d�e�nissabilit�e uniformedes dimensions dans les mod�eles @0-satur�es ! �Th�eor�eme 2.38 S'il existe une pr�eg�eom�etrie de Zariski Z @0-satur�ee, conforme, et danslaquelle la dimension est d�e�nissable, alors tout mod�ele de Th(Z) est conforme, et danstout mod�ele la dimension co��ncide avec le rang de Cantor et le rang de Morley.� Soit d'abord Y un autre mod�ele @0 -satur�e. Alors les dimensions dimZ et dimYco��ncident d'apr�es le corollaire 2.23 (a). Puis la dimension est d�e�nissable dans Y parle lemme 2.34 (b) et Y est conforme par le lemme 2.33 (b), en particulier la dimensiondans Y co��ncide avec le rang de Cantor, qui est �egal au rang de Morley puisque Y est@0-satur�e.Soit maintenant Y un mod�ele quelconque. On peut supposer qu'il est sous-structure�el�ementaire de Z . Les dimension dans Y et Z co��ncident d'apr�es la remarque 2.36, doncle lemme 2.33 (a) s'applique, c.-�a-d. Y est conforme. En particulier sa dimension est �egale�a son rang de Cantor, et on a aussi �egalit�e avec le rang de Morley, car dimY = dimZ = RM .Finalement, la dimension dans Y est d�e�nissable �a cause du lemme 2.34 (a). �D�efinition des g�eom�etries de ZariskiD�e�nition 2.39 Une g�eom�etrie de Zariski est une pr�eg�eom�etrie de Zariski Z telle que� Z est �el�ementaire dans un langage d�enombrable ;� la dimension est uniform�ement d�e�nissable et �nie ;� tous les mod�eles de Th(Z) sont conformes.Th�eor�eme 2.40(a) Si Z est une g�eom�etrie de Zariski et Y � Z , alors Y est naturellement une g�eom�etriede Zariski.(b) Une g�eom�etrie de Zariski est une structure @0-stable de rang de Morley �ni. Le rangde Morley est �egal �a la dimension topologique.� Tout est fait pour ! �Th�eor�eme 2.41 La dimension est additive dans une g�eom�etrie de Zariski.� Le th�eor�eme d�ecoule du lemme suivant, en appliquant le th�eor�eme 1.45. �61



Th�eorie �el�ementaireLemme 2.42 Soit Z une pr�eg�eom�etrie de Zariski �el�ementaire et conforme et soit � :Zn ! Zk une projection. Si la dimension est uniform�ement d�e�nissable par rapport �a � ,alors � est additive.� D'abord l'in�egalit�e dimQ > dim�[Q]+ �-gdimQ est donn�ee par la semi{additivit�e dulemme 1.38. Puis montrons l'autre in�egalit�e par r�ecurrence sur dim�[Q] :� Si dim�[Q] = 0 , c.-�a-d. �[Q] = fag , alors Q = Q(a) , donc dimQ = 0 + dimQ(a) =dim�[Q] + �-gdimQ .� Soit donc dim�[Q] > 0 . Supposons, par l'absurde, que dimQ > dim�[Q] + �-gdimQavec dimQ minimale. Soit d := �-gdimQ .Par conformit�e, il existe une in�nit�e d'hypersurfaces Hi (i 2 !) de Q . On peut en plussupposer que �[Q; gen] est dense dans �[Hi] pour tout i . Par r�ecurrence et minimalit�e dedimQ , la dimension est additive pour tous les Hi . Doncdim�[Q] + �-gdimQ 6 dimQ� 1 = dimHi =dim�[Hi] + �-gdimHi 6 dim�[Q] + �-gdimQmontre que dim�[Hi] = dim�[Q] et �-gdimHi = �-gdimQ = d pour tout Hi .Alors pour tout n 2 ! , on peut trouver un ouvert Un de �[Q] tel que :� Un � �[H1; gen] \ � � � \ �[Hn; gen] \ �[Q; gen] pour i = 1; : : : ; n et� dim(Hi(�b) \Hj(�b) ) < d pour tout �b 2 Un et 1 6 i < j 6 n .La premi�ere condition est possible parce que �[H1; gen] \ � � � \ �[Hn; gen] \ �[Q; gen] estun ouvert de �[Q] . Pour la deuxi�eme condition, soit on a �[Hi \Hj] �� �[Q] et il su�td'�eviter cette intersection ; soit dim�[Hi\Hj ] = dim�[Q] . Alors l'additivit�e appliqu�ee auxcomposantes irr�eductibles de Hi \Hj donne �-gdim (Hi \Hj) < d , et il su�t de prendreUn � �[Hi \Hj; gen] .Soit �a une r�ealisation du type g�en�erique de �[Q] dans une extension su�samment satu-r�ee. Alors �a 2 Tn2!Un . En particulier, �a 2 �[Q; gen]\ T�2I �[Hi; gen] �a cause de la premi�erecondition, ce qui entrâ�ne dimQ(�a) = dimHi(�a) = d pour tout i 2 ! par la d�e�nissabi-lit�e uniforme de la dimension. Mais la deuxi�eme condition donne dim(Hi(�a) \Hj(�a)) < dpour tous i 6= j , et �evidemment Hi(�a) � Q(�a) pour tout i 2 ! . Donc dimQ(�a) > d :contradiction. �Ce th�eor�eme est �a rapprocher �a la preuve du th�eor�eme 2.15 dans [P2], page 55, o�u Poizatmontre que l'additivit�e du rang d'un groupe de Borovik se d�eduit des autres axiomes.62



Deuxi�eme partieCONSTRUCTIONS
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Chapitre 3 Vari�et�es et Morphismes�Etant donn�ee une g�eom�etrie de Zariski, il est naturel de consid�erer des structures interpr�e-tables dans cette g�eom�etrie. Il y a plusieurs motivations pour cela : D'abord la constructionde T eq s'est av�er�ee tr�es importante en th�eorie de la stabilit�e pour la compr�ehension d'uneth�eorie �el�ementaire. Puis, toutes les branches plus ou moins g�eom�etriques des math�ema-tiques ont rencontr�e la n�ecessit�e de d�e�nir des vari�et�es, qui ne sont autres que des structuresimaginaires d'un comportement g�eom�etrique particuli�erement bon. En particulier c'est lecas pour la g�eom�etrie alg�ebrique, o�u p.ex. le passage de l'espace a�ne �a l'espace projectifest fondamental. Les groupes quotient d'un groupe alg�ebrique donnent un autre exemple.Finalement, une derni�ere motivation vient directement de la probl�ematique des conjecturesde Zil'ber et Cherlin : s'il s'agit de prouver l'interpr�etabilit�e d'un corps dans une g�eom�etriede Zariski, il est indispensable de connâ�tre les structures imaginaires.De ces trois motivations d�ecoulent trois probl�emes relatifs aux interpr�etations :� Examiner la structure topologique sur les �el�ements imaginaires.� D�e�nir une notion raisonnable de vari�et�e.� Examiner les g�eom�etries interpr�etables dans une g�eom�etrie de Zariski donn�ee.Le probl�eme de la d�e�nition des vari�et�es est �etroitement li�e �a celui de la d�e�nition desmorphismes puisque d'une certaine fa�con, les deux d�eterminent (( l'essentiel )) de la structureg�eom�etrique. Sur un plan plus technique, on a des interf�erences comme la suivante : pourpouvoir d�e�nir proprement le produit de deux vari�et�es, il faut connâ�tre les morphismes ;mais on voudrait que les morphismes soient des applications de graphe ferm�e, pour cela ilfaut avoir une notion de produit.Par cons�equent, il est impossible de traiter les morphismes et les vari�et�es s�epar�ement. Lesd�e�nitions et les th�eor�emes montrant leurs propri�et�es seront forc�ement imbriqu�es.La notion de morphisme d�e�nie dans ce chapitre se comporte tr�es bien, elle a de bellespropri�et�es fonctorielles. En revanche, la d�e�nition des vari�et�es s'av�erera di�cile et peu ca-nonique. Une vaste partie de ce chapitre sera consacr�ee �a l'�etude des structures topologiquesinterpr�etables dans une g�eom�etrie de Zariski. La d�e�nition de vari�et�e qui en r�esulte nemanque pas d'arbitraire, mais elle est bien adapt�ee �a certains cas. 65



Vari�et�es et Morphismes3.1 La cat�egorie des pr�evari�et�esPr�evari�et�esSoit Z une g�eom�etrie de Zariski �x�ee.Notation: Un ensemble imaginaire V est une partie d�e�nissable W d'une puissance Zkquotient�ee par une relation d'�equivalence d�e�nissable E sur W .La surjection canonique W ! W=E sera not�ee pE (ou simplement p si la relationd'�equivalence est claire d'apr�es le contexte).Une partie X �W � Y est appel�ee E -satur�ee (ou encore pE -satur�ee) ssiX = (pE � id Y )�1h (pE � id Y )[X] ic.-�a-d. si X est satur�ee pour la relation d'�equivalence E ��(Y ) (�a une permutation descoordonn�ees pr�es). La E -saturation de X sera not�ee XE .Quand on regarde la d�e�nition de certaines propri�et�es importantes de la g�eom�etrie alg�e-brique, p.ex. la compl�etude, ou si l'on essaie de donner une d�e�nition raisonnable de mor-phisme entre g�eom�etries de Zariski, on s'aper�coit que ce n'est pas seulement la topologie surl'ensemble V qu'il faut consid�erer, ni sur ses puissances V n , mais la famille des topologiessur les produits V � Zn .La d�e�nition d'une (( pr�evari�et�e )) est une premi�ere approche des vari�et�es. Une pr�evari�et�eest un ensemble imaginaire V muni d'une famille interpr�etable de topologies noeth�eriennessur les produits V � Zn . Pr�ecis�ement :D�e�nition 3.1� Zk est la pr�evari�et�e d'ensemble de base Zk et de topologie �k+n[Z] sur Zk � Zn .� Une sous-Z-pr�evari�et�e d'une pr�evari�et�e V est une partie d�e�nissable W avec les topo-logies induites sur W � Zn (notation : W = V �W� V ).� Une Z-pr�evari�et�e quotient d'une pr�evari�et�e V est le quotient de V par une relationd'�equivalence d�e�nissable E avec les topologies quotient sur V=E�Zn (notation : V=E).� Une Z-pr�evari�et�e V est un �el�ement de la plus petite classe de structures close par sous-pr�evari�et�es et quotients et contenant les Zk .S'il est clair au contexte de quelle g�eom�etrie de Zariski de base (ici Z ) il s'agit, je parleraiplus simplement de (( pr�evari�et�e )) au lieu de (( Z-pr�evari�et�e )). La même convention serad'ailleurs valable pour toutes les d�e�nitions dans ce style.66



La cat�egorie des pr�evari�et�esSi V est une Z-pr�evari�et�e, alors toutes les topologies sur V � Zn sont noeth�eriennes ;elles sont de dimension �nie si les dimensions des Zk+n sont �nies.Remarque 3.2 La d�e�nition compliqu�ee est n�ecessaire puisqu'on ne peut pas toujoursidenti�er les pr�evari�et�es avec leurs ensembles (imaginaires) de base. Bien que, par un th�eo-r�eme de la th�eorie des mod�eles qui dit que (Zeq)eq = Zeq , tout ensemble de base soit dela forme W=E o�u W est une partie d�e�nissable d'un Zk et E une relation d'�equiva-lence d�e�nissable sur W , il est imaginable qu'on trouve des topologies di��erentes selon laconstruction :Supposons que E soit une relation d'�equivalence d�e�nissable sur W , que W 0 soit unepartie d�e�nissable de W , et que V = W 0=(E �W 0) . Alors on peut avoir deux structures depr�evari�et�es sur V :(3:2) W==������ }ZZZZZZ�W=E W 0KAAAAA� ������V ========id � W 0 = (E �W 0)En prenant les topologies induites et quotient rendant les �eches continues, on obtient deuxtopologies a priori distinctes sur V . La topologie induite par la topologie quotient (�a gauchedans le diagramme) �etant incluse dans la topologie quotient de la topologie induite (�a droitedans le diagramme), l'identit�e de V est continue dans le sens de la �eche en bas.Les deux topologies peuvent être di��erentes �a cause du ph�enom�ene suivant : Un ferm�e Fde W 0=(E �W 0) provient d'un ferm�e eF de W 0 qui est E �W 0 -satur�e. Pour que F soit aussiferm�e dans l'autre topologie, il faudrait qu'il existe un ferm�e E -satur�e F 0 de W tel queF = F 0 \W 0 , ce qui n'est pas le cas a priori.(C'est le cas p.ex. si W 0 est ferm�e dans W , ou si l'adh�erence de eF dans W est encoreE -satur�ee.)D�e�nition 3.3 Une construction d'une pr�evari�et�e V est une suite �nie V0;:::;Vn de pr�e-vari�et�es et c 2 f0; 1g tels que- Vn = V et V0 = Zk pour un certain k ;- Vi+1 est une sous-pr�evari�et�e propre de Vi pour i � c (mod 2) ;- Vi+1 est une pr�evari�et�e quotient propre de Vi pour i � c+ 1 (mod 2) . 67



Vari�et�es et MorphismesIl est clair d'apr�es la d�e�nition que toute pr�evari�et�e poss�ede une construction, mais une pr�e-vari�et�e (�a isomorphisme pr�es) peut avoir plusieurs constructions. Toute propri�et�e fonctorielledoit être ind�ependante d'une construction particuli�ere. Supposons toutefois une constructionV0;:::;Vn choisie pour toute pr�evari�et�e V de fa�con que V0;:::;Vn�1 soit la constructionchoisie pour Vn�1 .Il est aussi clair qu'une pr�evari�et�e quelconque n'a aucune raison d'avoir un bon compor-tement. C'est surtout une terminologie utile pour la suite, p.ex. pour pouvoir d�e�nir desmorphismes en toute g�en�eralit�e avant d'entrer dans les d�etails de la d�e�nition des vari�et�es(voir section 3.2).D�efinition des MorphismesLa premi�ere id�ee qui vient �a l'esprit quand on veut d�e�nir les morphismes, c'est de prendreles applications d�e�nissables et continues. Il est clair que c'est le minimum qu'il faut exi-ger : (( d�e�nissable )) pour que les applications soient accessibles �a la th�eorie des mod�eles ;(( continue )) pour qu'elles respectent la structure topologique. Mais avec cette d�e�nition onn'est pas capable de montrer qu'un produit de deux morphismes est encore un morphisme(cf. 3.12). C'est pr�ecis�ement la propri�et�e qu'il faut ajouter �a la d�e�nition :D�e�nition 3.4 Un Z-morphisme entre Z-pr�evari�et�es V1 et V2 est une application d�e�-nissable f : V1 ! V2 telle que l'application f � id Zn : V1 � Zn ! V2 � Zn soit continuepour tout n 2 ! .Rappelons qu'une application est dite (( d�e�nissable )) si son graphe est d�e�nissable. Enprenant n = 0 , un morphisme est en particulier une application continue. De nouveau, sila g�eom�etrie de Zariski de base est clair, le pr�e�xe (( Z- )) sera omis.Exemple 3.5� Toute application de compatibilit�e Zk ! Zm est un morphisme� Si W est une sous-Z-pr�evari�et�e de la Z-pr�evari�et�e V , alors l'inclusion i : W ,! V estun Z-morphisme.� Si V est une Z-pr�evari�et�e et E une relation d�e�nissable sur V , alors la surjectioncanonique pE : V � V=E est un Z-morphisme.On pourrait même reformuler la compatibilit�e plus proprement :Remarque 3.6 Une g�eom�etrie de Zariski est compatible ssi les applications suivantes sontdes morphismes : les projections, les permutations de coordonn�ees, les applications diago-nales, et les applications constantes.68



La cat�egorie des pr�evari�et�esProposition 3.7 Les Z-pr�evari�et�es avec les Z-morphismes forment une cat�egorie Z-Pvt(ou Pvt tout court).� Pour toute pr�evari�et�e V , l'identit�e idV est un morphisme : idV�id Zn est trivialementcontinue. La d�e�nissabilit�e se d�emontre par r�ecurrence sur la longueur de la construction :�idZn = �(Zn) est d�e�nissable ; si V �W , alors �idV = �idW \ (V � V ) est d�e�nissable ;�nalement, si V =W=E , alors (pE � pE)�1[�idV] = E est d�e�nissable.Puis, soient f : V ! W et g :W ! X deux morphismes, alors (g � f) � id Zn = (g �id Zn)�(f � id Zn) est continue comme composition d'applications continues, et �evidemmentg � f est d�e�nissable. �Produits de pr�evari�et�esRemarque 3.8 Malheureusement, le fait qu'on ne puisse pas identi�er une pr�evari�et�e avecson ensemble de base empêche une d�e�nition simple du produit. P.ex. si l'on suppose queV0 �W0 existe, si V = V0=E et W � W0 , alors on a la même situation que dans laremarque 3.2 :(3:8) V0 �W0������� > ZZZZZZ~V 0 �W V �W 0AAAAAUU �������V �W id - V �W  Toutes les �echessont continues. !Il est facile de voir que les deux topologies sur V �W rendent les projections sur V etW continues. S'il existe un produit V �W et si son ensemble de base est V �W , alorsle produit ne peut être que la structure sur V �W �a droite dans le diagramme.Pour montrer que ceci donne un produit dans la cat�egorie Pvt , il faudrait montrerqu'�etant donn�es deux morphismes f : X ! V et g : X ! W , l'application (f; g) : X !V�W est encore un morphisme. On la d�ecompose facilement enX �X- X �X f � idX- V �X id V � g- V �W;ce qui r�eduit le probl�eme �a montrer que f � idX est encore un morphisme pour toutmorphisme f : V1! V2 et toute pr�evari�et�e X . (L'application diagonale � ne pose pas deprobl�eme). Ceci n�ecessite la d�e�nition des produits Vi�X pour toute pr�evari�et�e X . On est69



Vari�et�es et Morphismesdonc oblig�e de montrer la propri�et�e de continuit�e et de construire les produits simultan�ementpar r�ecurrence sur les constructions. Mais selon l'�etape de r�ecurrence (premier ou deuxi�emefacteur du produit), on aurait besoin des deux structures de produit de 3.8 ce qui est exclu.Cet obstacle apparâ�t même dans le cas des puissances V�:::�V d'une pr�evari�et�e, il mesemble in�evitable. Par contre, le produit de n'importe quelle pr�evari�et�e V avec Zk existe.L'ensemble de base est V �Zk et les topologies sont celles de la pr�evari�et�e V . La propri�et�ede continuit�e vient alors de la d�e�nition des morphismes.Question: La cat�egorie Pvt , admet-elle des produits �nis?Cependant, il est indispensable d'avoir une notion de produit de vari�et�es. Plusieurs solutionssont envisageables : soit on ajoute des conditions techniques pour faire marcher la preuve(D et E), soit on se restreint �a une sous-cat�egorie Pvt0 telle que le foncteur d'oubliU : Pvt0 ! Ens devienne injectif (A �a C).(A) On pourrait se restreindre �a des sous-pr�evari�et�es ferm�ees. Alors le probl�eme 3.2 n'ap-parâ�t pas : toute sous-pr�evari�et�e d'un quotient est un quotient d'une sous-pr�evari�et�e eton peut identi�er une pr�evari�et�e avec son ensemble de base.(B) On pourrait d�e�nir les pr�evari�et�es comme des quotients de sous-pr�evari�et�es des Zk ,sans admettre de sous-pr�evari�et�es.(C) Une variante plus astucieuse de la derni�ere solution serait de red�e�nir la notion desous-pr�evari�et�e :Si V � W=E , alors au lieu de munir V �Zn de la topologie induite, on remonte �aeV := p�1E [V ] , on prend la topologie induite sur eV �Zn et puis la topologie quotientde pE � eV �id Zn : eV � Zn � V � Zn .Alors toute pr�evari�et�e s'�ecrirait comme un quotient d'une partie d'un Zk ; l'inclusionV ,!W=E resterait toujours un morphisme.(D) On pourrait d�e�nir les morphismes comme �etant des applications f telles que f� idWsoit continue pour toute pr�evari�et�e W . Alors on peut d�emontrer qu'il y a des produitsdans Pvt .(E) On pourrait se restreindre �a certaines relations d'�equivalence. Une possibilit�e est de neconsid�erer que des relations d'�equivalence (( admissibles )) qui seront d�e�nies plus loin.(D) est une mauvaise solution puisqu'il devient pratiquement impossible de v�eri�er si uneapplication est un morphisme ; et il n'est pas clair qu'il reste assez de morphismes. (A) �a (C)sont des variantes de la même id�ee, mais (A) me semble trop restrictif, et ne pas disposer desous-pr�evari�et�es pose des probl�eme en pratique. La solution (C), qui est plus g�en�erale que70



La cat�egorie des pr�evari�et�es(A) et (B), a le d�efaut plutôt esth�etique que les sous-pr�evari�et�es ne sont pas d�e�nies d'unefa�con intrins�eque.C'est la solution (E) que je vais adopter ici puisque la restriction aux relations d'�equiva-lence admissibles s'imposera aussi pour d'autres raisons (cf. 3.28). N�eanmoins, la conditiond'admissibilit�e n'est pas enti�erement satisfaisante, vu qu'elle est plus technique qu'intuitiveet qu'il est possible qu'elle s'av�ere di�cilement v�eri�able dans des cas particuliers.Pr�evari�et�es admissiblesD�e�nition 3.9� Une relation d'�equivalence d�e�nissable E sur une pr�evari�et�e W est admissible si l'ad-h�erence de Q est E-satur�ee pour tout n et tout constructible E-satur�e Q � W � Zn .� Une pr�evari�et�e admissible est une pr�evari�et�e qui admet une construction dont tous lesquotients sont des quotients par des relations d'�equivalence admissibles.De fa�con �equivalente (par passage au compl�ementaire), on pourrait demander dans la d�e�-nition d'(( admissible )) que l'int�erieur de tout constructible E -satur�e soit encore E -satur�e.Les pr�evari�et�es admissibles, avec les morphismes de pr�evari�et�es, forment une cat�egorienot�ee Adm (ou Z{Adm ).Th�eor�eme 3.10 La cat�egorie Adm admet des produits �nis.� Toutes les pr�evari�et�es consid�er�ees seront dans Adm . Soit ht(V) la longueur de laconstruction �x�ee de V . D'abord, je d�e�nirai une pr�evari�et�e V �W par r�ecurrence sur(ht(V);ht(W)) . Cette d�e�nition n�ecessite les propri�et�es (a) et (b) d�e�nies plus loin quiseront montr�ees par r�ecurrence �egalement. Les deux r�ecurrences sont imbriqu�ees, mais pourdes raisons de clart�e je les traite s�epar�ement.Puis je montrerai qu'il s'agit d'un produit dans la cat�egorie Adm , ce qui entrâ�nera enparticulier que la d�e�nition de V�W est ind�ependante des constructions choisies.D�e�nition du produit :� Si V est une pr�evari�et�e admissible quelconque et W = Zk , alors soit V�W la pr�evari�et�edont l'ensemble de base est V �W = V �Zk et dont la topologie sur (V �W )�Zn =V � Zk+n est celle de la pr�evari�et�e V .Si V = Zk et W est quelconque, alors soit V�W la pr�evari�et�e isomorphe �a W�Vvia l'application (v;w) 7! (w; v) . 71



Vari�et�es et Morphismes� Supposons que ht(V) 6= 0 6= ht(W) , et soient V0;W0 les pr�evari�et�es pr�ec�edant V resp.W dans les constructions choisies. Supposons le produit V0 �W0 d�e�ni par r�ecurrence.Il y a trois cas :{ Si V � V0 et W �W0 , alors posons V�W := (V0 �W0) �V �W .{ Si V = V=E1 et W =W0=E2 , alors posons V �W := (V0 �W0)=(E1 � E2) .{ Si l'on a une situation mixte, p.ex. V = V=E et W � W0 comme en 3.8, alors onmontrera que l'identit�e dans 3.8 est un isomorphisme, c.-�a-d. que la topologie induitesur V �W par la topologie quotient sur V 0�W est la même que la topologie quotientde la topologie induite sur V �W 0 . Le produit V �W sera alors l'unique pr�evari�et�esur V �W que l'on obtient �a partir de V0 �W0 en prenant des topologies induites etquotient.Cette d�e�nition des produits est sym�etrique en V et W , c.-�a-d. V �W est isomorphe �aW�V via l'application (v;w) 7! (w; v) .Unicit�e du produit dans la situation 3.8 :Montrons par r�ecurrence sur (ht(V);ht(W)) les propri�et�es suivantes :(a) Soient V;W dans Adm et E une relation d'�equivalence admissible sur V . Suppo-sons que le produit V�W soit d�e�ni. Alors pour tout constructible E -satur�e Q deV�W , l'adh�erence de Q est encore E -satur�ee.(b) Si l'on a la situation 3.8 dans Adm , alors l'identit�e est un hom�eomorphisme.Soient V0 et W0 comme ci-dessus.� Par d�e�nition d'(( admissible )), (a) est vrai au niveau (n; 0) pour tout n .� Supposons que V0 �W0 soit d�e�ni, que l'on ait la situation 3.8 et que (a) soit vraiepour (V0;W0) . Soit F un ferm�e de V �W (( �a gauche )), c.-�a-d. il existe un ferm�e eFde V0 �W0 tel que Q := eF \ (V 0 �W ) soit E -satur�e et (pE�V 0 � idW )[Q] = F .Alors par (a), Q (dans V0�W0 ) est encore E -satur�e, donc (pE� idW )[Q] est ferm�e,c.-�a-d. F = (pE � idW )[Q] \ (V �W ) est ferm�e | (( �a droite )) ! Cela d�emontre (b) etpermet de d�e�nir le produit V�W .� Supposons que (a) soit vraie pour (V;W0) et pour (V0;W) , et que (b) soit vraie pour(V0;W0) . Montrons alors que (a) est vraie pour (V;W) . Il y a deux cas :{ supposons d'abord que W �W0 . Par r�ecurrence, V �W est d�e�nie et porte la topo-logie induite de V �W0 . Si Q � V �W est un constructible E -satur�e, il est aussiconstructible E -satur�e dans V �W0 , donc par l'hypoth�ese, son adh�erence Q dans72



La cat�egorie des pr�evari�et�esV�W0 est encore E -satur�e. L'adh�erence de Q dans V�W �etant Q\ (V �W ) , ellereste E -satur�ee.{ Dans le deuxi�eme cas, soit W =W0=E0 . Cette fois-ci, V�W est d�e�nie comme �etantle quotient de V�W0 . Soit Q � V �W un constructible E -satur�e, (id V � pE0)�1[Q]est donc un constructible E 0 � E -satur�e de V �W0 . Par hypoth�ese, la propri�et�e (a)s'applique �a E et �a E 0 . Par cons�equent l'adh�erence de (id V � pE0)�1[Q] est encoreE 0 � E -satur�e, et Q = (id V � pE0)h (id V � pE0)�1[Q] i est E -satur�e.La r�ecurrence marchera �nalement le long du sch�ema suivant : les couples indiquent leniveau (ht(V);ht(W)) et les num�eros des arcs l'ordre des �etapes de la r�ecurrence.(0; 0) 0 - (0; 1) 1 - (0; 2) (0; 3) (0; 4) (0; 5) :::���0���3����0����7������0������� +���2���������3������1+���4�����������6��������*+���7����������������10�������������*+��11��(1; 0) (1; 1) (1; 2) (1; 3) (1; 4) (1; 5) :::+���5��� +���8��� +��12��(2; 0) (2; 1) (2; 2) (2; 3) (2; 4) (2; 5) :::+���9��� +��13��(3; 0) (3; 1) (3; 2) (3; 3) (3; 4) (3; 5) :::... ... ... ... ... ...Le produit est une pr�evari�et�e admissible :Le seul point qu'il faut v�eri�er c'est que le produit de deux relations d'�equivalence admis-sibles est encore admissible. C'est la propri�et�e (a) qui permet de le prouver :Soient Vi dans Adm et soit Ei une relation d'�equivalence admissible sur Vi ( i = 1; 2 ).Si Q est un constructible (E1 � E2)-satur�e de V1 �V2 � Zn , alors par la propri�et�e (a),Q est �a la fois E1-satur�e et E2-satur�e, donc (E1 � E2)-satur�e.Le produit est un produit de la cat�egorie Adm :Fait 3.11 Les projections �i : V1 �V2 ! Vi sont des morphismes.� Elles sont �evidemment d�e�nissables ; la continuit�e se montre par r�ecurrence sur la lon-gueur des constructions :� Si V = Zk et W = Zm , alors c'est dans compatibilit�e (p.ex. 1.14).� Supposons que Vi �Wi o�u soit Vi =Wi , soit Wi pr�ec�ede Vi dans la construction.Alors par d�e�nition du produit, V1 �V2 = (W1 �W2) �V1 � V2 . 73



Vari�et�es et MorphismesSi F est un ferm�e de Vi � Zn (diagramme �a gauche), alors(�i � id Zn)�1[F ] = (V1 � V2 � Zn) \ (�0i � id Zn)�1h i[F ]iest ferm�e dans V1 �V2 � Zn par r�ecurrence.V1 � V2 � Zn � !W1 �W2 � Zn V1 � V2 � Zn ��pE1�pE2�idZn W1 �W2 � ZnVi � Zn�i�idZn? � i !Wi � Zn�0i�idZn? Vi � Zn�i�idZn? �� pEi�idZn Wi � Zn�0i�idZn?� Supposons comme dernier cas que Vi =Wi=Ei o�u soit Vi =Wi , soit Wi pr�ec�ede Vidans la construction. Alors par d�e�nition du produit, V1�V2 = (W1�W2)=(E1�E2) .Si F est un ferm�e de Vi�Zn (diagramme �a droite), alors (�0i�id Zn)�1�(pEi�id Zn)�1[F ]est un ferm�e de W1 �W2 � Zn par r�ecurrence, et par ailleurs E1 �E2-satur�e, donc(�i � id Zn)�1[F ] = (pE1 � pE2 � id Zn) � (�0i � id Zn)�1 � (pEi � id Zn)�1[F ]est ferm�e. �Supposons maintenant qu'il existe une autre pr�evari�et�e W avec deux morphismes fi :W!Vi . Alors il faut montrer que l'application (f1; f2) : W ! V1 � V2 est un morphisme.(L'unicit�e de cette application est d�ej�a claire au niveau ensembliste !) Elle se d�ecompose enW � - W �W f1 � idW- V1 �W id V1 � f2- V1 � V2;donc il su�t de d�emontrer que l'application diagonale � et les applications f � id :: sontdes morphismes, ce qui sera fait en 3.12 et 3.13.Fait 3.12 Soient V1;V2;W dans Adm et f : V1 ! V2 un morphisme, alors l'applica-tion f � idW : V1 �W! V2 �W est un morphisme.� Il su�t de montrer que cette application est continue (la d�e�nissabilit�e �etant claire), cequi se fait par r�ecurrence sur la longueur de la construction de W :� Si W = Zn , c'est la d�e�nition de morphisme (et c'est ici le seul endroit o�u elle estn�ecessaire).� Si W �W0 et F est un ferm�e de V2 �W , alors (diagramme �a gauche)(f � idW )�1[F ] = (V1 �W ) \ (f � idW 0)�1[iF ]74



La cat�egorie des pr�evari�et�esest ferm�e par r�ecurrence.V1 �W 0 f�idW 0 - V2 �W 0 V1 �W 0 f�idW 0 - V2 �W 0V1 �W[6 f�idW - V2 �Wi[6 V1 �WidV1�p?? f�idW - V2 �W??idV2�p� Si W =W0=E et F un ferm�e de V2�W , alors (f � idW 0)�1 � (id V2 � p)�1[F ] est unferm�e par r�ecurrence, et d'ailleurs E -satur�e, donc(f � idW )�1[F ] = (id V2 � p) � (f � idW 0)�1 � (id V2 � p)�1[F ]est ferm�e (diagramme �a droite). �Fait 3.13 Pour toute pr�evari�et�e admissible V , l'application diagonale � : V! V2 , v 7!(v; v) est un morphisme.� De nouveau, la d�e�nissabilit�e est claire, et la continuit�e sera prouv�ee par r�ecurrence surla longueur de la construction de V :� Si V = Zk , c'est dans la compatibilit�e (voir p.ex. 1.14).� Si V � W et F est un ferm�e de V �V � Zn , alors ��1V [F ] = V \ ��1W [iF ] est ferm�epar r�ecurrence (diagramme �a gauche).V � V � Zn � i - W �W � Zn V � V � Zn �� p�p�idZn W �W � ZnV � Zn�V�idZn6 � - W � Zn�W�idZn6 V � Zn�V �idZn6 �� p�idZn W � Zn�W�idZn6� Si V =W=E et F est un ferm�e de V�V�Zn , alors (�W � id Zn)�1 � (p� id Zn)�1[F ]est ferm�e par r�ecurrence, et E -satur�e, donc(�V � id Zn)�1[F ] = (p� id Zn) � �W � id Zn)�1 � (p� id Zn)�1[F ]est ferm�e (diagramme �a droite). �Vu que le produit a les propri�et�es fonctorielles, il est clair maintenant que la d�e�nition estind�ependante des constructions choisies d'avance pour les pr�evari�et�es, ce qui �nit la preuvedu th�eor�eme. �75



Vari�et�es et MorphismesRemarque 3.14 Bien que par le th�eor�eme pr�ec�edent, on �evite la situation 3.8, on n'�evitepas pour autant celle de 3.2, c.-�a-d. le foncteur d'oubli U : Adm ! Ens n'est pasforc�ement injectif :Si (dans 3.2) F � W 0=E0 est ferm�e, alors p�1E0 [F ] = W 0 \ p�1E [F ] o�u p�1E [F ] est un ferm�ede W . Il faudrait que p�1E [F ] soit E -satur�e pour que F devienne ferm�e dans V , ce quiserait le cas si p�1E [F ] �etait E -satur�e. Mais cela n'est pas n�ecessairement le cas, puisqueW 0 n'est pas forc�ement E -satur�e.La solution (C)D�e�nition 3.15 Soit Pvt0 la sous-cat�egorie de Pvt des pr�evari�et�es de la forme W=Eo�u W � Zk pour un certain k et E est une relation d'�equivalence d�e�nissable sur W .Proposition 3.16 La cat�egorie Pvt0 admet des produits �nis.� Dans le cas de Pvt0 , on peut identi�er une pr�evari�et�e avec son ensemble de base (lefoncteur d'oubli U : Pvt0 ! Ens est injectif) ; j'�ecris donc V au lieu de V .Soient Vi =Wi=Ei deux pr�evari�et�es, Wi � Zki , tout d�e�nissable. Alors E1�E2 est unerelation d'�equivalence d�e�nissable sur W1 �W2 , donc il existe une pr�evari�et�e d'ensemblede base (W1 �W2)=(E1 � E2) dans Pvt0 que je note V1 � V2 .Pour montrer qu'il s'agit vraiment d'un produit, on d�emontre les faits 3.12 et 3.13 et puisle th�eor�eme 3.10 avec exactement les mêmes preuves. �3.2 Vari�et�esCette section est consacr�ee �a l'analyse des propri�et�es d'une pr�evari�et�e et �a la d�e�nition desvari�et�es. La notion de (( vari�et�e )) devrait r�epondre �a plusieurs exigences :� Une vari�et�e doit satisfaire un maximum des propri�et�es des g�eom�etries de Zariski.� Les produit de vari�et�es doivent exister.� La notion doit comprendre les exemples (( naturels )) : p.ex. les vari�et�es alg�ebriques, lesgroupes quotient.� Il faut une compatibilit�e avec les morphismes.Pour le premier point, reprenons les propri�et�es essentielles des g�eom�etries de Zariski.On a une famille de topologies noeth�eriennes de dimensions �nies telle que : l'ensemble de76



Vari�et�esbase est irr�eductible ; la famille est compatible ; la diagonale est ferm�ee ; la famille admetl'�elimination des quanteurs ; la dimension est d�e�nissable et additive ; le rang de Morley est�egal �a la dimension.Les derni�eres de ces propri�et�es concernent des projections. �Etant donn�ee une pr�evari�et�eV quelconque, il y a les projections V � Zn+k ! V � Zk et V � Zn+k ! Zk �a examiner.Mais puisqu'on veut que les produits de vari�et�es existent, il est raisonnable de se limiter �aune sous-cat�egorie de pr�evari�et�es admettant des produits et d'examiner toute la famille destopologies de base fZ; V g , ou encore des projections V �W ! V pour des pr�evari�et�es Vet W , c.-�a-d. la famille des topologies noeth�eriennes de base fV jV une Z-pr�evari�et�e dansla sous-cat�egorie g .Souvent il y aura donc deux sortes de r�esultats : ceux concernant les projections du typeV � Zn+k ! V � Zk et V �Zn+k ! Zk ; et ceux concernant les projections V1 � V2 ! Vipour des pr�evari�et�es admissibles Vi .Irr�eductibilit�eJ'ai d�ej�a soulign�e que l'irr�eductibilit�e n'�etait pas un axiome de grande importance. En ce quiconcerne les vari�et�es alg�ebriques, il y a une tendance �a r�eserver le mot (( vari�et�e )) pour desstructures irr�eductibles qui n'est pas partag�ee par tous les auteurs. Surtout dans le cas desgroupes (qui vont occuper une grande partie de cette th�ese) o�u (( irr�eductible )) correspond�a (( connexe )), il est parfois utile de disposer de sous-groupes ou de quotients non connexe.Je n'exigerai donc pas qu'une vari�et�e soit irr�eductible.La question de savoir quand une pr�evari�et�e est irr�eductible est n�eanmoins int�eressante :Lemme 3.17(a) Une sous-pr�evari�et�e V d'une pr�evari�et�e W est irr�eductible ssi V est irr�eductiblecomme partie de W .(b) V = W=E est irr�eductible ssi W ne s'�ecrit pas comme r�eunion de deux partiespropres, ferm�ees dans W et E-satur�ees.(c) En particulier, si W est irr�eductible, alors V l'est aussi.� Facile : voir les g�en�eralit�es sur les espaces noeth�eriens en section 1.1. �S�eparationRappelons que (( s�eparation )) veut dire que la diagonale est close. Pour que cela ait un sens,il faut se placer dans une sous-cat�egorie de Pvt ayant des produits. Pour simpli�er, les77



Vari�et�es et Morphismesr�esultats seront pr�esent�es pour Adm .D�e�nition 3.18 Une pr�evari�et�e admissible V est s�epar�ee ssi la diagonale �(V ) est fer-m�ee dans V �V .Proposition 3.19(a) Une sous-pr�evari�et�e d'une pr�evari�et�e s�epar�ee est s�epar�ee.(b) Le quotient V=E d'une pr�evari�et�e V est s�epar�e ssi la relation d'�equivalence E estferm�ee dans W �W .(c) Le produit de deux pr�evari�et�es s�epar�ees est s�epar�e.� (a) Si V �W , alors �(V ) = �(W ) \ (V � V ) est ferm�ee.(b) V=E est s�epar�ee ssi �(V=E) est ferm�ee ssi p�1E [�(V=E)] = E est ferm�ee dansV � V .(c) Par d�e�nition du produit V �W , les projections �V et �W sont continues, donc�(V �W ) = ��1V [�(V )] \ ��1W [�(W )] est ferm�ee. �Corollaire 3.20 Les points sont ferm�es dans une pr�evari�et�e s�epar�ee.� R�ecurrence sur la construction : la propri�et�e passe �evidemment aux sous-pr�evari�et�es.Pour les quotients, les points de V = W=E sont ferm�es ssi p�1E (v) est ferm�e pour toutv 2 V . Mais p�1E (v) est une �bre de E , donc ferm�ee si V est s�epar�ee. �La propri�et�e de s�eparation est importante �a cause de la proposition 3.42. Il convient donc dedemander que seulement les quotients par des relations d'�equivalence ferm�ees soient admispour former les vari�et�es.Compatibilit�eLes propri�et�es de compatibilit�e passent sans probl�eme aux pr�evari�et�es, ce qui vient du faitque les topologies sur les pr�evari�et�es sont d�e�nies d'une fa�con canonique (les applicationsnaturelles, inclusions ou surjections canoniques, sont des morphismes), et tout commute.Dans le cas g�en�eral, on garde le maximum de compatibilit�e possible :Proposition 3.21 Une pr�evari�et�e est compatible dans ce sens que toute application de com-patibilit�e de type V � Zn+k ! V � Zk ou V � Zn+k ! Zk est continue.78



Vari�et�esLa d�emonstration marche cas par cas par r�ecurrence sur la longueur de la construction deV . Puisqu'elle n'est pas essentiellement di��erente de la preuve de la proposition suivante,je me contente de montrer le r�esultat suivant qui est plus int�eressant :Proposition 3.22 La famille de topologies noeth�eriennes de base fV jV une Z-pr�evari�et�eadmissible g est compatible (dans le sens de la d�e�nition 1.12).� Appliquons le crit�ere donn�e par le lemme 1.13. Tout produit V1 �:::�Vn o�u les Visont dans Adm est encore une pr�evari�et�e. Donc il su�t de d�emontrer que pour toutespr�evari�et�es Vi les applications suivantes sons continues :- la projection � : V1 � V2 ! V1 ;- les permutations �� : V1 � � � � � Vn ! V�1 � � � � � V�n pour tout � 2 Sn ;- les augmentations "a : V2 ! V1 � V2 , v 7! (a; v) pour tout a 2 V1 ;- l'application diagonale � : V1 � V2 ! V1 � V1 � V2 , (v;w) 7! (v; v; w) .Pour la projection, l'application diagonale et les permutations, la continuit�e vient du th�eo-r�eme 3.10 | voir aussi la proposition 3.40. En ce qui concerne les augmentations, il su�t demontrer que les applications constantes ~a : V ! W , v 7! a , sont des morphismes, puisquel'on peut �ecrire "a = (~a � id V2) � �V2 . Comme d'habitude, la preuve se fait par r�ecurrencesur la longueur des constructions et le d�ebut de la r�ecurrence est donn�e par la compatibilit�ede la g�eom�etrie Z .Supposons d'abord V � V0 et W � W0 (avec �eventuellement une �egalit�e). Alors a 2W � W 0 , donc il existe aussi l'application constante ~a : V0 ! W0 que je noterai ~~a pourmieux distinguer. Soit F un ferm�e de W� Zn . Alors(~a� id Zn)�1[F ] = V \ (~~a� id Zn)�1[iF ]est ferm�e par r�ecurrence (diagramme �a gauche).V 0 � Zn ~~a�idZn - W 0 � Zn V 0 � Zn ~b�idZn - W 0 � ZnV � Zn[6 ~a�idZn - W � Zni[6 V � ZnpE�idZn?? ~a�idZn - W � Zn??pE0�idZnPuis supposons que V = V0=E et W = W0=E0 , de nouveau avec la possibilit�e quel'un des quotients soit trivial. Soit b 2 p�1E0 (a) et soit F un ferm�e de W � Zn . Alors79



Vari�et�es et Morphismes~b�1 � (pE0 � id Zn)�1[F ] est ferm�e par r�ecurrence, et �evidemment E -satur�e, puisqu'il est dela forme V�?? . Donc(~a� id Zn)�1[F ] = (pE � id Zn) � (~b� id Zn)�1 � (pE0 � id Zn)�1[F ]est ferm�e (diagramme �a droite). ��Elimination des quanteurs et pr�evari�et�es pleinesL'analogue de la propri�et�e d'�elimination des quanteurs serait de demander que les pro-jections entre les topologies qui interviennent dans une pr�evari�et�e soient des applicationsconstructibles. Même dans la cas restreint d'une pr�evari�et�e quelconque, o�u il n'y a que lesprojections V � Zn ! Zn et V � Zn+1 ! V � Zn �a consid�erer, on n'a que des r�esultatspartiels :Lemme 3.23 Soit V une pr�evari�et�e. Alors les projections � : V � Zn ! Zn sont desapplications constructibles.� R�ecurrence sur la construction de V :- Si V = Zk , c'est donn�e par les axiomes des g�eom�etries de Zariski.- Si V0 � V00 et Q est un constructible de V0 � Zn , alors i[Q] est un constructible deV00 � Zn et donc �0[Q] = (�00 � i)[Q] est constructible par r�ecurrence.V 00 � Zn � i � V 0 � Zn p -- V � ZnZZZZZZZZ�00 ~ =���������Zn�0?- Si V = V0=E et Q est un constructible de V � Zn , alors (p � id Zn)�1[Q] est unconstructible de V0 � Zn et donc �[Q] = �0 � (p � id Zn)�1[Q] est constructible parr�ecurrence. �Si l'on essaie d'appliquer la même preuve aux projections du type V � Zn+1 ! V �Zn , alors les sous-pr�evari�et�es ne posent aucun probl�eme, mais au niveau des quotientson tombe sur le probl�eme suivant : les surjections canoniques pE ne sont pas forc�ementdes applications constructibles ! Autrement dit, les topologies de la pr�evari�et�e n'engendrentpas n�ecessairement toute la structure qui provient de la g�eom�etrie de Zariski Z . D'o�u lad�e�nition suivante :80



Vari�et�esD�e�nition 3.24 Une Z-pr�evari�et�e V est pleine ssi toute partie d�e�nissable d'un produitV � Zn ( n 2 ! ) est constructible.Proposition 3.25 Soit W une pr�evari�et�e pleine.(a) Une sous-pr�evari�et�e V de W est pleine.(b) Une pr�evari�et�e quotient V = W=E est pleine ssi toutes les applications p � id Zn :W � Zn ! V � Zn sont constructibles.� (a) Si D � V�Zn est d�e�nissable, alors D est aussi une partie d�e�nissable de W�Zn ,donc constructible dans W par hypoth�ese. Donc D s'�ecrit comme �(F0;:::; Fk) o�u � estune fonction bool�eenne et les Fi sont des ferm�es de W �Zn . Alors les F 0i := Fi\ (V �Zn)sont des ferm�es de V � Zn , et �evidemment D = �(F 00;:::; F 0k) , donc D est constructibledans V .(b) Une partie d�e�nissable de V � Zn est exactement l'image d'une partie d�e�nissable deW � Zn sous la surjection naturelle p� id Zn . Par hypoth�ese, toute partie d�e�nissable deW �Zn est constructible, donc la condition que p� id Zn soit une application constructibleest exactement ce qu'il faut. �Dans une pr�evari�et�e pleine, toutes les projections deviennent constructibles :Proposition 3.26 Si V est une pr�evari�et�e pleine, alors toute projection � : V � Zn !V � Zm est une application constructible.� Par r�ecurrence sur la construction :Pour les sous-pr�evari�et�es, il n'y a aucun probl�eme. Si Q est constructible dans W � Zn ,alors il est aussi constructible dans X � Zn et � �W�Zn [Q] = (� � i)[Q] est constructible.X � Zn � i �W � Zn p� id Zn-- V � ZnX � Zm�? � �W � Zm� �W�Zn? p� id Zm-- V � Zm?�0Pour les quotients, �0 = (p�id Zm)��0 �W�Zn )�(p�id Zn)�1 est une application constructiblepar hypoth�ese et r�ecurrence. �Par contre, cette d�emonstration ne marche pas forc�ement pour les projections d'un produitV1 �V2 ; il faudrait d'abord savoir que le produit de deux pr�evari�et�es pleines est encore81



Vari�et�es et Morphismesplein. D'autre part, une pr�evari�et�e quelconque n'a aucune raison a priori d'être une pr�evari�et�epleine. Deux probl�emes se posent alors :(1) Trouver des conditions pour qu'une pr�evari�et�e soit pleine.(2) Trouver une classe de pr�evari�et�es pleines qui soit stable par produit.Analysons pour cela le probl�eme qui fait qu'une pr�evari�et�e V =W=E n'est pas forc�ementpleine :La topologie de V � Zn se re�ete sur W � Zn : une partie X � V � Zn est ouvertessi p�1n [X] est ouvert dans W � Zn , donc un ouvert de V � Zn correspond �a un ouvertE -satur�e de W � Zn . Les ouverts E -satur�es forment une sous-topologie de la topologiedonn�ee sur W � Zn que j'appellerai la E -topologie. Le pr�e�xe (( E - )) se r�ef�erera �a laE -topologie. En particulier, la E -adh�erence d'une partie X de W � Zn , not�ee XE , estle plus petit E -ferm�e qui contient X .Par d�e�nition, un E -ferm�e est un ferm�e E -satur�e, et un E -ouvert est un ouvert E -satur�e. Par contre, un E -constructible est une combinaison bool�eenne de E -ferm�es, il estconstructible et E -satur�e ; mais inversement, un constructible E -satur�e n'est pas toujoursE -constructible.Lemme 3.27 Les trois �enonc�es suivants sont �equivalents :(a) pn :W � Zn ! V � Zn est une application constructible.(b) Toute partie constructible E-satur�ee de W � Zn est E-constructible.(c) QE n QE 6= QE pour tout constructible E-satur�e Q �W � Zn .� (a)) (b) Soit Q � W � Zn constructible. Alors il su�t de remonter l'�ecriture depn[Q] comme combinaison bool�eenne de ferm�es vers W � Zn .(b)) (a) Soit Q �W �Zn constructible. La E -saturation de Q est encore constructibleet elle a le même image sous pn , donc on peut supposer que Q est E -satur�e. L'image d'unE -ferm�e sous pn est ferm�ee par d�e�nition, donc l'image d'une combinaison bool�eenne deE -ferm�es est E -constructible.(b), (c) C'est la caract�erisation g�en�erale des constructibles (voir apr�es la d�e�nition 1.10)appliqu�ee �a la E -topologie. ��Elimination des quanteurs dans les pr�evari�et�es admissiblesPuisque la E -saturation d'un constructible quelconque est d�e�nissable, donc constructible,il y a beaucoup de constructibles E -satur�es. Mais il n'y a pas forc�ement beaucoup de E -82



Vari�et�esferm�es. On pourrait donc s'assurer de leur existence par la propri�et�e d'admissibilit�e (quid'ailleurs a �et�e principalement introduite pour cela).Proposition 3.28 Le quotient d'une pr�evari�et�e pleine par une relation d'�equivalence ad-missible est plein.� Soient W une pr�evari�et�e pleine et V = W=E . Soit Q � W � Zn constructible etE -satur�e ; alors il faut montrer que Q est E -constructible. Par admissibilit�e, Q = QE estE -satur�e, donc Q n Q et Q n Q aussi. Donc QE n QE = Q n Q � Q = QE et le crit�eredu lemme 3.27 (c) est v�eri��e. �Les pr�evari�et�es admissibles r�epondent parfaitement aux questions (1) et (2) pos�ees plushaut :Th�eor�eme 3.29(a) Une pr�evari�et�e admissible est pleine.(b) Si V1;V2 sont des pr�evari�et�es admissibles, alors les projections �i : V1 � V2 ! Visont des applications constructibles.� (a) se d�eduit imm�ediatement des propositions 3.25 (a) et 3.28.(b) Par r�ecurrence sur les constructions :- Si Vi = Zki , alors c'est dans les axiomes des g�eom�etries de Zariski.- Si V1 �V2 �W1 �W2 , c'est �evident puisque tout constructible de V1 �V2 est aussiconstructible dans W1 �W2 .- Si V1�V2 = (W1=E1)� (W2=E2) , alors les applications pEi et pE1�pE2 sont construc-V1 �V2 pE1 � pE2 -- W1 �W2Vi�i? pEi --Wi?�0itibles par la proposition 3.28 et �0i est constructible par r�ecurrence. Donc l'application�i = p�1Ei � �0i � (pE1 � pE2) est une application constructible. �Calcul de la dimensionRemarquons d'abord que les d�e�nitions de la section 1.4 marchent aussi bien pour unefamille de topologies noeth�eriennes compatible quelconque, pas seulement pour une pr�eg�eo-m�etrie de Zariski. Donc il est raisonnable de se poser la question de savoir si la dimension83



Vari�et�es et Morphismesest d�e�nissable ou additive dans une pr�evari�et�e V . Il est di�cile d'imaginer comment onpourrait montrer ces propri�et�es sans calculer explicitement la dimension des parties d�e�nis-sables. Cela s'av�ere être assez malais�e | c'est une des raisons pour lesquelles je voudrais meconcentrer ici sur les pr�evari�et�es admissibles et que je n'essaierai pas de trouver des r�esultatspour les projections dans une pr�evari�et�e quelconque.Une autre raison pratique est la suivante : les preuves de la section 1.4 n'utilisent que lacompatibilit�e, l'�elimination des quanteurs et le fait que les points sont ferm�es. Les r�esultatsrestent donc valables dans une famille de topologies noeth�eriennes compatible quelconque,�a condition qu'elle (( admette l'�elimination des quanteurs )) et que les points soient ferm�es.Proposition 3.30 Soient V �W deux pr�evari�et�es. Alors les propri�et�es de conformit�e, ded�e�nissabilit�e et d'additivit�e de la dimension passent de W �a V .� Si Q est un constructible de Vk � Zn , alors Q est aussi constructible dans Wk � Znet dimVQ = dimWQ (puisque les drapeaux dans Q sont les mêmes dans V et dans W ).Alors conformit�e, d�e�nissabilit�e et additivit�e de la dimension sont v�eri��ees dans V puis-qu'elles le sont dans W , et toute la situation peut être vue �a l'int�erieur de W . �Pour les quotients W=E , c'est �evidemment plus di�cile. Il faudrait qu'on arrive �a calculerla dimension des parties d�e�nissables du quotient �a l'int�erieur de W . La comparaison dumorphisme surjectif pE avec les projections dans une g�eom�etrie de Zariski, qui sont aussides morphismes surjectifs, donne l'id�ee de d�e�nir une (( dimension pE -g�en�erique )) d'unconstructible Q dans W (ou de son image dans W=E ), de d�emontrer la formule :dimQ = dimpE [Q] + pE-gdimQet de transporter ainsi les propri�et�es de la dimension dans W vers le quotient W=E .Soit pour la suite W une pr�evari�et�e admissible s�epar�ee, E une relation d'�equivalenceadmissible sur W et V :=W=E . Puisque E ��(Zn) est alors une relation d'�equivalenceadmissible sur W � Zn , il su�t de consid�erer le cas n = 0 .Lemme 3.31(a) Si R est un constructible de W=E , alors p�1R = p�1[R ] .(b) Si Q1; Q2 sont deux constructibles de W tels que Q1 = Q2 , alors Q1E = Q2E etp[Q1] = p[Q2] .� (a) D'un côt�e, R � R entrâ�ne p�1[R] � p�1[R ] et donc p�1[R] � p�1[R ] puisquep est continue.84



Vari�et�esDans l'autre sens, p�1[R] est un ferm�e E -satur�e ( E est admissible !), donc p[ p�1[R] ]est ferm�e, d'o�u R � p[ p�1[R] ] ou encore p�1[R ] � p�1p[ p�1[R] ] = p�1[R] .(b) Puisque Qi � QiE , on a QiE � (QiE)E = QiE , o�u l'�egalit�e vient de l'admissibilit�ede E . Par hypoth�ese on a Q2 � Q1 , donc Q2E � Q1E � Q1E et puis Q2E � Q1E .L'�egalit�e s'ensuit par sym�etrie. En�n, p[Qi] = p[QiE ] donne le deuxi�eme �enonc�e. �Proposition 3.32 Supposons que la dimension soit d�e�nissable dans W et que E soitferm�e dans W2 . Soit Q un constructible de W tel que pE[Q] soit irr�eductible.(a) Il existe un ouvert non vide U de pE[Q] et un entier E-gdimQ tels que E-gdimQ =dimp�1E (u) pour tout u 2 U .(b) Il existe un ouvert non vide U de pE[Q] et un entier pE-gdimQ tels que pE-gdimQ =dim(p�1E (u) \ Q) pour tout u 2 U .(c) Si Q est irr�eductible, alors dimQ+ E-gdimQ = dim(QE) + pE-gdimQ .En particulier, la partie (a) dit que pour tout constructible irr�eductible R de W=E , ladimension des �bres dimp�1E (u) est g�en�eriquement constante. Je la noterai E-gdimR .� Notons p = pE . Enlevons d'abord tout ce qui risque de produire du non g�en�erique :Soit Q = Q0 t � � � t Ql tel que p[Qi] soit dense dans p[Q] ssi 0 6 i 6 k et soitQE = Q00 t � � � tQ0l0 tel que p[Q0i] soit dense dans p[Q] ssi 0 6 i 6 k0 . PosonsU 0 := k\i=0 p[Qi] \ k0\i=0 p[Q0i] et Q0 := Q \ p�1[U 0]:Alors U 0 est dense dans p[Q] etQ0 = �Q0 \ p�1[U 0]� t � � � t �Qk \ p�1[U 0]�et Q0E = �Q00 \ p�1[U 0]� t � � � t �Q0k0 \ p�1[U 0]�:Soient �1; �2 :W 2 !W les deux projections et soit eQ := ��11 [Q0]\E . L'id�ee est de d�e�nirp-gdimQ := �2-gdim eQ par d�e�nissabilit�e de la dimension dans W . Or �2[ eQ] = Q0E n'estpar forc�ement irr�eductible, mais si v;w 2 Q0E sont tels que vE = wE , alors ��12 (v)\ eQ\E �= ��12 (w)\ eQ\E , et puisque les composantes irr�eductibles de Q0E intersectent les mêmesE -classes (d'apr�es la d�e�nition de Q0 ), elles ont les mêmes dimensions �2-g�en�eriques et lad�e�nition ci-dessus marche.Alors on peut poser E-gdimQ := p-gdimQE . Puis l'additivit�e, appliqu�ee composanteirr�eductible par composante irr�eductible, donnedimQ0 + E-gdimQ = dim eQ = dim(Q0E) + p-gdimQ: 85



Vari�et�es et MorphismesPour prouver (c), il su�t donc de d�emontrer que dimQ = dimQ0 et dimQE = dimQ0E .Puisque p[Q0] = U 0 est dense dans p[Q] , on a p[Q] n p[Q0] � @p[Q] �� p[Q] , doncQ nQ0 � Q\ p�1[ @p[Q] ] ferm�e�� Q puisque Q est irr�eductible. Donc Q0 est dense dans Q ,dimQ = dimQ0 s'ensuit par conformit�e et dim(QE) = dim(Q0E) par le lemme 3.31 (b).Parmi les composantes irr�eductibles de p�1[R] , il y en a au moins une, disons Q0 , telleque p[Q0] soit dense dans R . Alors on peut poser E-gdimR := E-gdimQ0 . D'apr�es (a),cette d�e�nition marche et elle est ind�ependante du choix de Q0 . �En fait, la partie (c) du th�eor�eme est aussi valable pour des constructibles Q tels quel'image de toute composante irr�eductible est dense dans p[Q] (il su�t de faire les calculscomposante par composante).Th�eor�eme 3.33 Soit W une pr�evari�et�e admissible, conforme, et telle que la dimensionsoit d�e�nissable ; soit E une relation d'�equivalence admissible sur W , ferm�ee dans W2 .(a) Pour tout constructible irr�eductible Q de W ,dimW=E p[Q] > dimWQ � p-gdimQet il existe une partie constructible dense Q0 de Q pour laquelle on a �egalit�e.(b) Pour tout constructible irr�eductible R de W=E ,dimW p�1[R] � E-gdimR 6 dimVR 6 dimW p�1[R] � minv2RfdimW p�1(v)get il existe une partie constructible dense R0 de R telle quedimW=ER0 = dimW p�1[R0] � E-gdimR0:� (a) Soit Q0 �� : : : �� QdimQ � Q un drapeau de longueur maximale choisi g�e-n�eriquement, i.e. tel que E-gdimQi = E-gdimQi+1 et p-gdimQi 6 p-gdimQi+1 pourtout i (ce qui est possible par conformit�e de W ). �Evidemment, p[Qi] � p[Qi+1] donnedimp[Qi] 6 dimp[Qi+1] . Donc puisque les p[Qi] sont irr�eductibles, on adimp[Qi] = dimp[Qi+1] ssi p[Qi] = p[Qi+1]ssi p�1[ p[Qi] ] = p�1[ p[Qi+1] ](lemme 3.31 (a)) ssi p�1p[Qi] = p�1p[Qi+1]ssi QiE = Qi+1EAlors en ce cas, dimQiE = dimQiE = dimQi+1E = dimQi+1E et donc par 3.32 (c), onobtient p-gdimQi < p-gdimQi+1 . L'in�egalit�e de l'�enonc�e s'ensuit directement.86



Vari�et�esPour Q0 , il su�t de se restreindre aux points de Q dont la dimension des E -classes estg�en�erique, i.e. �a Q0 := nq 2 Q ��� dim(qE) = E-gdimQo:Puisque Q0 est dense dans Q , les dimensions g�en�eriques sont les mêmes, c.-�a-d. p-gdimQ =p-gdimQ0 et E-gdimQ = E-gdimQ0 . Alors dans (b) on obtient minfdimW p�1(v)g =E-gdimQ0 . Alors les deux in�egalit�esdimV p[Q0] > dimWQ0 � p-gdimQ0et dimV p[Q0] 6 dimW(Q0E)� E-gdimQ0avec l'�egalit�e de la proposition 3.32 (c),dimQ0 + E-gdimQ0 = dim(Q0E) + pE-gdimQ0;donnent le r�esultat.(b) Soit R0 �� : : : �� Rk un drapeau de longueur k = dimR dans R . Alorsp�1[R0] � : : : � p�1[Rk] . Pour d�emontrer la deuxi�eme in�egalit�e, il su�t de montrer quedimp�1[Ri+1] > dimp�1[Ri];et cela vient du fait que F := p�1[Ri+1] n p�1[Ri] = p�1[Ri+1] :� Puisque E est admissible, F est E -satur�e, donc p[F ] est ferm�e. Alors on a Ri �Ri+1 � Ri [ p[F ] , et l'irr�eductibilit�e de Ri+1 donne imm�ediatement Ri+1 � p[F ] , d'o�up�1[Ri+1] � p�1[p[F ]] = F . �Soit Q une composante irr�eductible de p�1[R] telle que p[Q] soit dense dans R . AlorsR0 := p[Q0] marche pour le dernier �enonc�e (o�u Q0 est comme ci-dessus), cardimR0 = dimp[Q0] = dimQ0 � p-gdimQ0 == dim(Q0E)� E-gdimQ0 = dimp�1[R0]�E-gdimR0:De plus, dimp�1[R] = dimp�1[R0] par le lemme 3.31 (a) et E-gdimR0 = E-gdimR pard�e�nition, donc dimR > dimR0 = dimp�1[R]�E-gdimR ce qui donne la premi�ere in�egalit�e.�Malheureusement, je n'arrive pas �a d�emontrer la formule dimQ = dimp[Q] + p-gdimQ , nidimVR = dimW p�1[R]� E-gdimR en g�en�eral.D�e�nition 3.34 Un quotient W=E est additif, ou encore la relation d'�equivalence E estadditive, ssi la formule dimR = dimp�1[R] +E-gdimR est v�eri��ee par tout constructibleirr�eductible R de W=E . 87



Vari�et�es et MorphismesLes calculs du th�eor�eme 3.33 aboutissent alors �a la proposition suivante :Proposition 3.35 Sous les mêmes hypoth�eses que pour le th�eor�eme 3.33 :(a) Un quotient W=E est additif ssi W=E est conforme.(b) Dans un quotient additif, l'�egalit�e dimQ = dimp[Q] + p-gdimQ est v�eri��ee pour toutconstructible irr�eductible Q .(c) Si pour tout ferm�e irr�eductible F de W=E la dimension g�en�erique des E-classesau-dessus de F est la dimension minimale, alors le quotient est additif.(d) Si toutes les E-classes ont la même dimension, alors le quotient est additif.� (a) Soit R un constructible irr�eductible de W=E . Si W=E est additif, alorsdimR = dimp�1[R] + p-gdimR = dimp�1[R] + p-gdimR = dimR:Inversement, si W=E est conforme, alorsdimR = dimR = dimp�1[R] + p-gdimR = dimp�1[R] + p-gdimR(b) On a dimQ 3:32 c= dim(QE) + p-gdimQ� E-gdimQ additivit�e= dimp[Q] + p-gdimQ:(c) Cons�equence imm�ediate du th�eor�eme 3.33 (b) ; puis (d) est un cas particulier de (c). �Vari�et�esMaintenant on peut revenir au point de d�epart. Toutes les propri�et�es des g�eom�etries deZariski ont �et�e examin�ees. Si l'on impose comme principe de la d�e�nition des vari�et�es qu'ellespartagent un maximum de ces propri�et�es, la d�e�nition suivante s'impose :D�e�nition 3.36 Une Z-vari�et�e est une Z-pr�evari�et�e admissible, conforme et s�epar�ee.Alors les Z-vari�et�es avec les Z-morphismes forment une cat�egorie Z-Vt ou Vt (commed'habitude, le pr�e�xe (( Z- )) sera omis si la g�eom�etrie de base est claire). �Evidemment, Vtcontient Z .Toutefois, il n'est pas clair que cela soit (( la )) bonne d�e�nition. Les deux conditions sur lesrelations d'�equivalence, admissibilit�e et additivit�e, sont relativement techniques ; en plus, lacondition d'admissibilit�e n'est probablement pas optimale. Elle permet d'avoir des produitset l'�elimination des quanteurs, mais elle n'est n�ecessaire dans aucun des deux cas.Un autre point un peu troublant, c'est que contrairement �a la g�eom�etrie alg�ebrique o�ul'on veut garder la semi{continuit�e de la dimension, il ne semble pas n�ecessaire de limiterles sous-vari�et�es aux constructibles localement ferm�es dans le cas g�en�eral .88



Vari�et�esD'un autre côt�e, cette d�e�nition de vari�et�e marche tr�es bien dans le cas des groupes (cf.la section 5.1), mais elle manque d'exemples en g�en�eral. L'espace projectif est sûrement unevari�et�e de l'espace a�ne dans le deux sens; mais il n'est pas clair qu'une vari�et�e alg�ebriquequelconque sur un corps alg�ebriquement clos K soit une K -vari�et�e dans le sens de lad�e�nition 3.36.En ce qui concerne une certaine compatibilit�e souhait�ee avec les morphismes, l'existencedes produits (voir 3.39) et le fait que les inclusions des sous-vari�et�es et les surjections cano-niques sur les vari�et�es quotients soient des morphismes, en font partie. Sinon, cf. la situationde la proposition 3.44.Exemple 3.37� Si Z porte une structure de groupe, alors les quotients par des sous-groupes d�e�nissablessont des vari�et�es ; voir proposition 5.12.� Si Z = K est un corps alg�ebriquement clos (avec la topologie de Zariski usuelle), alorsl'espace projectif P(K) est une K-vari�et�e.� Tout ensemble �ni est une Z-vari�et�e (pour toute g�eom�etrie de Zariski Z ).Th�eor�eme 3.38 Soient V et W deux vari�et�es. Alors la dimension est d�e�nissable etadditive par rapport �a la projection � : V�W! V .(La preuve marche aussi bien pour des pr�evari�et�es admissibles et conformes ; l'hypoth�ese des�eparation n'est pas n�ecessaire.)� Par r�ecurrence sur les constructions de V et W . Comme d'habitude, le passage auxquotients est le seul cas non trivial. Supposons donc que V = V0=E et W = W0=E0 .La preuve est similaire �a celle du th�eor�eme 1.45 ; il faut d�emontrer l'additivit�e �a l'aide del'additivit�e dans V0 �W0 et des formules d'additivit�e pour les quotients.V 0 �W 0 pE � pE0-- V �W eF = (pE � pE0)�1[F ] - FV 0�0? pE - V??� �0[ eF ] = p�1E [�[F ]]? - �[F ]?Soit F un ferm�e irr�eductible de V�W . Alors eF := (pE �pE0)�1[F ] est un ferm�e de V0�W0 . Il n'est pas forc�ement irr�eductible (ni �0[ eF ] = p�1E [�[F ]] l'est), mais les composantesirr�eductibles, au moins celles dont l'image sous pE � pE0 est dense dans F , intersectent89



Vari�et�es et Morphismesles mêmes E � E 0-classes. Donc la dimension �0-g�en�erique de eF existe et elle v�eri�e laformule �0-gdim eF = dim eF � dim�0[F ] . Cette formule et l'additivit�e de E donnentdimF = dim eF + (E � E0)-gdimF= = =dim�[F ] = dim�0[ eF ] + E-gdim�[F ]+ + +? = �0-gdim eF + ?Donc il su�t, en principe, de compl�eter ce tableau par des dimensions g�en�eriques. Cependantil y a de l�egers probl�emes dus �a la r�eductibilit�e des �bres.Soit a 2 �0[ eF ] tel que la �bre au-dessus de a soit g�en�erique, et soit b := pE(a) . Ni�0�1(a) \ eF , ni ��1(b) \ F = (pE � pE0)[�0�1(a) \ eF ] ne sont n�ecessairement irr�eductible.Soit X une composante irr�eductible de la �bre ��1(b)\F de dimension maximale. AlorsdimX = dim(pE � pE0)�1[X]� E-gdimX .Il est d'ailleurs clair �a partir de la d�e�nition des dimensions g�en�eriques que(E � E0)-gdimF = E-gdim�[F ] + E-gdimX:Tout cela ensemble donnedim(��1(b) \ F ) = dimX = dim(pE � pE0)�1[X]� E-gdimX6 dim(�0�1(a) \ eF ) + E-gdim�[F ]� (E � E0)-gdimF= dim eF � dim�0[F ] + E-gdim�[F ]� (E � E0)-gdimF= dimF � dim�[F ]:Apr�es, en prenant une composante irr�eductible Y de �0�1(a)\ eF de dimension maximale,on peut e�ectuer les calculs analogues pour trouver l'in�egalit�e dans l'autre sens.Donc les �-�bres de F sont g�en�eriquement de même dimension. Il s'ensuit que la dimen-sion est d�e�nissable d'apr�es le lemme 1.33 (a). De plus, les calculs ci-dessus montrent quela dimension est additive. �Th�eor�eme 3.39(a) La cat�egorie Vt est close par sous-pr�evari�et�e.(b) Le quotient d'une vari�et�e par une relation d'�equivalence ferm�ee, admissible et additiveest encore une vari�et�e.(c) Vt est close par produit �ni.90



Morphismes entre vari�et�es� (a),(b) Tout est fait pour : pour la s�eparation, c'est la proposition 3.19 ; la conformit�e dessous-vari�et�es vient de la proposition 3.30, celle des quotients de la d�e�nition de l'additivit�ed'une relation d'�equivalence (3.34) ; �nalement, l'admissibilit�e est assur�ee par d�e�nition(3.9).(c) Le produit de deux vari�et�es, donc de deux pr�evari�et�es admissibles, est d�e�ni et est encoreune pr�evari�et�e admissible. De plus, d'apr�es la proposition 3.19, le produit est encore s�epar�e.Puis l'additivit�e montr�ee en (a) donne la conformit�e : soit U un ouvert du produit, alorsdimU > dimU = dim�[U ] + �-gdimU = dim�[U ] + �-gdimU > dim�[U] + �-gdimU =dimU . �3.3 Morphismes entre vari�et�esLe fait que Vt admette des produits (th�eor�eme 3.38 (b), mais essentiellement th�eor�eme 3.10)et que les applications constantes soient des morphismes (dans la preuve de la proposi-tion 3.22) implique directement une liste de propri�et�es des morphismes entre vari�et�es quisont r�esum�ees ici :Proposition 3.40 Les applications suivantes sont des morphismes :(a) les applications constantes V!W , v 7! c pour tout c 2 W ;(b) les applications �� : V1 �:::�Vn ! V�1 �:::�V�n , (v1;:::; vn) 7! (v�1;:::; v�n) , pourtout n et tout � 2 Sn ;(c) les projections �i : V1 �:::�Vn ! Vi , (v1;:::; vn) 7! vi ;(d) les applications diagonales �(n)V : V! Vn , v 7! (v;:::; v) ;(e) en somme, toute application de compatibilit�e.(f) Si V �W , alors l'inclusion V ,!W est un morphisme.(g) Si V =W=E , alors la surjection canonique p :W � V est un morphisme.Proposition 3.41(a) Si f : V1 ! V2 et g : V2 ! V3 sont des morphismes, alors g � f est un morphisme.(b) Si fi : Vi !Wi sont des morphismes, alors f1�:::�fn : V1�:::�Vn!W1�:::�Wnaussi.(c) Si fi : V!Wi sont des morphismes, alors (f1;:::; fn) : V!W1 �:::�Wn aussi.91



Vari�et�es et Morphismes(d) f : V!W1�:::�Wn est un morphisme ssi toutes les applications �i � f : V!Wisont des morphismes o�u �i :W1 �:::�Wn !Wi est la projection.(e) Si f : V1 �V2 ! W est un morphisme et c 2 V1 , alors l'application fc : V2 !W ,v 7! f(c; v) est un morphisme.� La plupart des �enonc�es sont d�ej�a d�emontr�es. Le reste est �evident, ou bien il s'agit deg�en�eralit�es sur les produits dans les cat�egories ! �Constructibilit�e et additivit�eProposition 3.42(a) Si ' : V !W est un morphisme entre vari�et�es (pr�evari�et�es admissibles su�t), alorsle graphe �' est ferm�e dans V �W .(b) �' est isomorphe �a V . En particulier, �' est irr�eductible ssi V l'est.� (a) D'apr�es les propri�et�es d�emontr�ees ci-dessus, ('; idW ) : V �W ! W �W est unmorphisme. Alors �' = ('; idW )�1[�(W )] est ferm�e par continuit�e.(b) � : �' ! V est un morphisme car � = �V � i o�u i : �' ! V �W est le morphismed'inclusion et �V : V �W ! V la projection. Clairement, � est bijectif. Son inverse estdonn�e par (id V ; ') : V ! V �W qui est aussi un morphisme d'apr�es 3.41. �Dans certains cas, p.ex. si les vari�et�es sont compl�etes (3.50) ou lisses (3.55), les morphismessont exactement les applications dont le graphe est ferm�e (irr�eductible). En g�en�eral, cettepropri�et�e ne su�t pas pour montrer la continuit�e. D'ailleurs, cette d�e�nition serait impos-sible pour les pr�evari�et�es car il faudrait qu'on dispose d'un produit.Th�eor�eme 3.43 Soit ' : V!W un morphisme entre vari�et�es.(a) ' est une application constructible.(b) Pour tout constructible irr�eductible Q de V , il existe un ouvert U de '[Q] et unentier '-gdimQ tel que dim(Q \ '�1(u)) = '-gdimQ pour tout u 2 U .(c) De plus, dim'[Q] = dimQ� '-gdimQ .(Les notations �-gdimX et pE-gdimX introduites en page 36 resp. 85 sont donc des casparticulier de '-gdimQ .)� Soit Q un constructible de V . Il est isomorphe (par �V ) au constructible eQ :=�' \ ��1V [Q] (proposition 3.42 (b)), en particulier dimQ = dim eQ . Alors '[Q] = �W [ eQ]est constructible puisque �W est une application constructible (th�eor�eme 3.29 (b)).92



Morphismes entre vari�et�esSi Q est irr�eductible, alors eQ aussi et on peut poser '-gdimQ := �W -gdim ( eQ) . Puisque'�1(u) est en bijection par �V avec ��1W (u) \ (�' \ ��1V [Q]) , ils ont la même dimension,donc (b) est prouv�e. Puis l'additivit�e appliqu�ee �a eQ donne (c). �Factorisation canonique d'un morphismeSupposons que ' : V!W soit un morphisme entre vari�et�es.Alors on peut d�e�nir l'image de ' , Im(') , comme �etant W �'[V ] ; c'est une vari�et�ed'apr�es le th�eor�eme 3.39.Puis on d�e�nit le (( noyau )) ker' := (' � ')�1[�(W )] . Alors ker' est une relationd'�equivalence ferm�ee sur V (car ' � ' est un morphisme, donc continue, et �(W ) estferm�ee puisqu'une vari�et�e est s�epar�ee par d�e�nition), et on peut consid�erer la pr�evari�et�equotient V= ker' .Proposition 3.44 Un morphisme (de pr�evari�et�es) ' : V!W se factorise enV pker' -- V= ker' e'� - Im(') � i -Wo�u e' est un morphisme bijectif.� La factorisation est claire au niveau ensembliste, et pker' ainsi que i sont des mor-phismes par d�e�nition de sous-vari�et�e et de quotient. Donc il reste �a voir que e' est unmorphisme :e' est �evidemment d�e�nissable car son graphe est �e' = (pker' � idW )[�'] . Soit Fun ferm�e de Im(') � Zn . Alors F = iF \ ('[V ] � Zn) . Vu que ' est un morphisme,('� id Zn)�1[ iF ] est un ferm�e qui est d'ailleurs ker'-satur�e par d�e�nition de ker' . Alors( e'� id Zn)�1[F ] = (pker' � id Zn) � ('� id Zn)�1[ iF ] est ferm�e. �En g�en�eral, il n'y a pas de raison pour que e' soit un isomorphisme. En fait, e' est unisomorphisme ssi c'est une application ferm�ee.L'admissibilit�e de ker' est une condition su�sante pour cela : si ker' �etait admissible,on pourrait d�emontrer le lemme 3.31 (a) (avec ' au lieu de p ), i.e. '�1[Q] = '�1[Q ] pourtout constructible Q de Im(') . En prenant Q = '[F ] o�u F est un ferm�e ker'-satur�ede V , on obtiendrait F = '�1['[F ]] = '�1['[F ] ] , c.-�a-d. '[F ] = '[F ] .Question:� Sous quelles conditions V= ker' est-elle une vari�et�e?� Sous quelles conditions a-t-on a V= ker' �= Im(') ? 93



Vari�et�es et MorphismesEn fait, les deux derni�eres propositions (3.45 et 3.44) s'appliquent aussi bien aux pr�eva-ri�et�es qu'aux vari�et�es, sauf que ker' n'est pas forc�ement ferm�e (mais il reste toujoursd�e�nissable).Passage aux sous-vari�et�es et quotientsProposition 3.45(a) Si ' : V!W est un morphisme et V0 � V , alors '0 := ' �V 0 est un morphisme.(b) Si V = V0 t � � � t Vk , alors ' : V!W est un morphisme ssi toutes les restrictions'i := ' �Vi sont des morphismes.(c) Si ' : V!W est un morphisme et E est une relation d'�equivalence d�e�nissable surV telle que ' soit constant sur toutes les E-classes, alors ' induit un morphisme'=E : V=E !W .� (a) Puisque '� id Zn est aussi un morphisme, il su�t de montrer que ' est continue.Soit F est un ferm�e de Im(') et soit F son adh�erence dans W . Alors '�1[F ] est ferm�edans V , donc '0�1[F ] = V 0 \ '�1[F ] est ferm�e dans V0 .(b) (( ) )) est donn�ee par (a).(( ( )) Soit F un ferm�e de W , Fi := F \ '[Vi] . Alors par hypoth�ese, les '�1i [Fi] sontferm�es dans Vi = V �Vi . Mais les composantes irr�eductibles d'un ensemble X sont ferm�eesdans X , par cons�equent '�1[F ] = '�10 [F0] [ � � � [ '�1k [Fk] est ferm�e dans V .(c) Si ' est constant sur les E -classes, alors E est une relation d'�equivalence qui ra�neker' , c.-�a-d. V= ker' est un quotient de V=E et la surjection canonique p : V=E �V= ker' est un morphisme. Donc '=E = e' � p est un morphisme o�u e' est l'applicationd�e�nie en 3.44. �3.4 Vari�et�es compl�etesD�e�nition 3.46� Une g�eom�etrie de Zariski Z est compl�ete ssi toutes les projections Zn+1 ! Zn sontdes applications ferm�ees (pour tout n 2 ! ).� Une Z-pr�evari�et�e C est compl�ete ssi les projections C� Zn ! Zn sont ferm�ees pourtout n 2 ! .94



Vari�et�es compl�etesUne g�eom�etrie de Zariski Z est compl�ete ssi elle est elle-même une Z-vari�et�e compl�ete.Un ensemble �ni d�e�nissable dans Z est toujours complet. Pour une g�eom�etrie de ZariskiZ quelconque, la recherche d'une Z-vari�et�e in�nie compl�ete est un probl�eme important etdi�cile. Il est tout �a fait imaginable qu'il existe des g�eom�etries qui n'en ont aucune.Lemme 3.47 Si C est une Z-vari�et�e compl�ete et V une Z-vari�et�e quelconque, alors laprojection C�V! V est une application ferm�ee.� Supposons que � : C�W!W soit une application ferm�ee.Soit V une sous-vari�et�e de W , et soit F un ferm�e de C�V . Alors F = (C � V ) \ Fo�u l'adh�erence est prise dans C�W . Alors �[F ] = V \ �0[F ] est ferm�e dans W .C�V � - C�W C�V �� pE C�WV�?� - W?�0 V�?�� pE W?�0Soit maintenant V =W=E , et soit F un ferm�e dans C�V . Alors p�1E [F ] est un ferm�eE -satur�e de C �W , donc �0[p�1E [F ]] est encore un ferm�e par hypoth�ese, est �evidemmentE -satur�e, donc �[F ] = pE � �0 � p�1E [F ] est ferm�e dans V . �Proposition 3.48 Soit C une vari�et�e compl�ete.(a) Toute sous-pr�evari�et�e ferm�ee de C est compl�ete.(b) Tout quotient de C est complet.(c) Si f : C ! V est un morphisme, alors f [C] est ferm�e dans V et V �f [C] est unevari�et�e compl�ete.(d) Un produit cart�esien �ni de vari�et�es compl�etes est complet.(e) Si C = C0 t � � � t Ck , alors C est complet ssi toutes les sous-vari�et�es Ci = C �Cisont compl�etes.� (a) Soit D � C une partie ferm�ee. Un ferm�e de D�Zn est aussi ferm�e dans C�Zn ,donc son image sous la projection sur Zn est ferm�e par compl�etude de C .D � Zn � - C � Zn �� C=E � Zn C � V f � id - f [C]� V@@@@@� R 	������00 @@@@@� R 	������0Zn?�0 V 95



Vari�et�es et Morphismes(b) Si E est une relation d'�equivalence sur C et F � C�Zn , alors eF := (pE�id Zn)�1[F ]est ferm�e dans C� Zn , et donc �00[F ] = �0[ eF ] aussi.(c) Le diagramme en haut �a droite est commutatif, donc �0 = � � (f � id )�1 est uneapplication ferm�ee. Il s'ensuit que Im(f) est une vari�et�e compl�ete. La diagonale �(f [C]) =(f [C]� V ) \�[V ] est ferm�ee dans Im(f) �V , donc f [C] = �0[�(f [C])] est ferm�e dansV par compl�etude de Im(f)(d) Si C1;C2 sont compl�etes et V est une vari�et�e quelconque, alors � : C1�C2� V ! Vse factorise en C1 � (C2 � V ) �! C2 � V �! V , donc c'est une application ferm�ee.(d) Le sens (( ) )) est donn�e par (a). Inversement, soit F un ferm�e de C � Zn . AlorsFi := F \ (Ci � Zn) est ferm�e dans Ci � Zn , donc sa projection �[Fi] est ferm�ee. Puis�[F ] = �[F0] [ � � � [ �[Fk] est ferm�e. �Vari�et�es compl�etes et morphismesProposition 3.49 Soit f : V ! W une fonction entre vari�et�es V et W dont le grapheest ferm�e dans V �W .(a) Si V est compl�ete, alors f est une application ferm�ee.(b) Si W est compl�ete, alors f est continue. En plus, �f est hom�eomorphe �a V via laprojection. En particulier, �f est irr�eductible ssi V l'est, et alors f [X] l'est aussi.� (a) Soit F un ferm�e de V . Alors f [F ] = �W [��1V [F ] \ �f ] est ferm�e par compl�etudede V .(b) Soit F un ferm�e de W . Alors f�1[F ] = �V [��1W [F ]\ �f ] est ferm�e par compl�etude deW , ce qui donne la continuit�e de f .La projection �f ! V est continue (proposition 3.41) et ferm�ee par compl�etude de W ,puisque �f est ferm�e dans V�W (proposition 3.42). C'est donc un hom�eomorphisme, quiconserve l'irr�eductibilit�e dans les deux sens. �Corollaire 3.50 Soit Z une g�eom�etrie de Zariski compl�ete et soient V et W des Z-vari�et�es telles que W soit compl�ete. Alors f : V ! W est un morphisme ssi �f estferm�e dans V �W .� La direction (( ( )) est donn�ee par la proposition pr�ec�edente, la direction (( ) )) parla proposition 3.42. �96



Vari�et�es lissesLemme 3.51 (Lemme de rigidit�e)Supposons que C;V;W soient des Z-vari�et�es irr�eductibles, C compl�ete, et supposons quela dimension soit semi{continue par rapport �a �V : C � V ! V .Soit f : C � V ! W un morphisme tel que f [C � fv0g] = fw0g pour un certainv0 2 V et w0 2 W . Alors il existe un morphisme g : V!W tel que f = g � �V :� Soit T = f(v; f(c; v)) j c 2 C; v 2 V g = �V�W [�f ] � V �W . Puisque �f est irr�educ-tible, T est irr�eductible comme son image sous la projection continue �V�W ; et ferm�e parcompl�etude de C , puisque �f est ferm�e (proposition 3.42).On regarde alors la projection �V : C � V ! V . Par hypoth�ese, T a une �V -�bre �nieau-dessus de v0 , donc les �V -�bres de T sont g�en�eriquement �nies. La �bre au-dessus d'un�el�ement quelconque v est �egale �a f [C�fvg] , donc irr�eductible car C�fvg est irr�eductibleet f continue. Par cons�equent, les �bres �nies sont des singletons.Soit c 2 C quelconque. On peut d�e�nir un morphisme g : V!W par g(v) := f(c; v) ;c'est un morphisme car g = f � "c o�u "c : V ! C � V est le morphisme v 7! (c; v) .Par d�e�nition de g , �g��V et �f ont g�en�eriquement les mêmes �-�bres o�u � : C �V �W ! V est la projection. Puisque �g��V et �f sont des ferm�es irr�eductibles (commegraphes de morphismes de domaine irr�eductible|proposition 3.42), cela entrâ�ne que l'inter-section �g��V \�f est dense dans chacun de deux graphes, donc �g��V = �g��V \ �f = �f ,c.-�a-d. f = g � �V . �3.5 Vari�et�es lissesD�e�nition 3.52� Un espace topologique noeth�erien T satisfait �a la formule des dimensions ssidimX + dimT > dimF1 + dimF2pour tous ferm�es irr�eductibles F1 et F2 et pour toute composante irr�eductible X deF1 \ F2 .� Une g�eom�etrie de Zariski Z est lisse ssi �n[Z] satisfait �a la formule des dimensionspour tout n 2 ! .� Une Z-pr�evari�et�e V est lisse ssi la formule des dimensions est v�eri��ee dans V � Znpour tout n 2 ! . 97



Vari�et�es et Morphismes�Evidemment, si V est lisse, alors V � Zn l'est aussi.Il semble d'ailleurs qu'il n'existe pas de nom d�eriv�e de (( lisse )) qui exprime la propri�et�ed'être lisse. Pour ne pas devoir utiliser cette formulation plutôt encombrante, je me permetsd'introduire le n�eologisme (( lissit�e )) pour l'exprimer.Lemme 3.53 Une g�eom�etrie de Zariski Z est lisse ssi dimX > dimF � dimZ pourtout n , tout ferm�e irr�eductible F � Zn , toute diagonale � = �nij et toute composanteirr�eductible X de F \� .� C'est le lemme 2.5 de [HZ1] :Soient F1; F2 deux ferm�es irr�eductibles de Zn , alors F1 \F2 est hom�eomorphe �a (F1�F2) \ �2n via l'application �z 7! (�z; �z) . Cette intersection peut être r�ealis�ee comme uneintersection successive avec n diagonales �2nij . Donc pour une composante irr�eductible Xde (F1�F2)\�2n , on trouve dimX > dim(F1�F2)�ndimZ = dimF1+dimF2�dimZn .�Le fait d'être lisse est une propri�et�e tr�es forte ; elle permet des calculs subtils de dimensions,ce qui entrâ�ne souvent de beaux th�eor�emes de structure. Un exemple est donn�e par laproposition 3.55.Pratiquement la seule fa�con de s'assurer de la lissit�e est de la demander par un axiome.Même en partant d'une g�eom�etrie de Zariski Z qui est lisse, il est di�cile de v�eri�er si uneZ-vari�et�e reste lisse ou non. Le cas de la g�eom�etrie alg�ebrique montre bien qu'on ne peutesp�erer un bon crit�ere dans ce cadre abstrait : une vari�et�e alg�ebrique sans singularit�e estlisse dans le sens des g�eom�etries de Zariski ; par contre la plupart des vari�et�es ayant dessingularit�es ne le sont pas. N�eanmoins, toutes peuvent être vues comme des sous-vari�et�esd'une g�eom�etrie de Zariski lisse.(Zil'ber a chang�e sa terminologie en parlant de (( pre-smooth )) au lieu de (( smooth )) �acause du fait qu'il y a des vari�et�es alg�ebriques avec singularit�es mais lisses dans le sens desg�eom�etries de Zariski).Le passage au quotient peut bien marcher dans certain cas (si la relation d'�equivalence estsu�samment homog�ene | cf. la proposition 5.29). Voici un r�esultat de caract�ere g�en�eral :Proposition 3.54 Si le produit V1 �V2 est lisse, alors les vari�et�es Vi sont lisses.� Soient F1; F2 des ferm�es de V � Zn . �A toute composante irr�eductible X de F1 \ F2correspond une composante irr�eductible de (F1�V2)\ (F2�V2) de la forme X�V2 . Alorsdim(X � V2) > dim(F1 � V2) + dim(F2 � V2)� dim(V1 � V2 � Zn)= dimF1 + dimF2 � dim(V1 � Zn) + dimV298



Vari�et�es lissespar lissit�e de V1 �V2 � Zn , doncdimX = dim(X � V2)� dimV2 > dimF1 + dimF2 � dim(V1 � Zn): �Vari�et�es lisses et morphismesProposition 3.55 Supposons que V , W soient des Z-vari�et�es telles que V �W soitlisse.(a) Une application f : V ! W est un morphisme ssi �f est ferm�e irr�eductible.(b) Un morphisme bijectif entre V et W est un isomorphisme.� C'est la g�en�eralisation (�evidente) du lemme 5.5 de [HZ1]. Hrushovski et Zil'ber utilisentd'ailleurs cette propri�et�e pour la d�e�nition des morphismes. En g�en�eral, on n'arrive pas �amontrer qu'une application de graphe ferm�e est continue.(a) Si f est un morphisme, alors �f est ferm�e irr�eductible par la proposition 3.42.Supposons maintenant que �f soit ferm�e irr�eductible. Alors �f�idZn = �f � �(Zn)(�a une permutation des coordonn�ees pr�es) est encore ferm�e irr�eductible. Il su�t donc ded�emontrer que f est continue pour montrer que f est un morphisme, la preuve donneraautomatiquement la continuit�e de f � id Zn , puisque la d�e�nition de (( lisse )) exige que(V� Zn)� (W� Zn) aussi soit lisse.Soit H un ferm�e de W et F une composante irr�eductible de f�1[H] . Alors F \f�1[H]est dense dans F , c.-�a-d. il existe un ferm�e F1 �� F tel que F nF1 � f�1[H] . Par lissit�e,toute composante irr�eductible de (F �W ) \ �f est au moins de dimensiondim(F �W ) + dim�f � dim(V �W ) =dimF + dimW + dimV � (dimV + dimW ) = dimF:Mais (F �W ) \ �f � [(V �H) \ �f ] [ [(F1 �W ) \ �f ];c.-�a-d. chaque composante irr�eductible de (F�W )\�f est soit contenue dans (F1�W )\�f ,soit dans (V �H) \ �f .Mais le premier cas est exclu : par additivit�e de la dimension,dim[(F1 �W ) \ �f ] = dimF1 < dimF;ce qui contredit la lissit�e. Donc (F � W ) \ �f � (V � H) \ �f , ce qui veut dire queF � f�1[H] . Puisque ce raisonnement s'applique �a toutes les composantes irr�eductibles def�1[H] , on conclut que f�1[H] � f�1[H] , i.e. f�1[H] est ferm�e et f est continue. 99



Vari�et�es et Morphismes(b) C'est une cons�equence directe de (a) : Si f est le morphisme bijectif, alors son grapheest ferm�e irr�eductible, donc celui de f�1 aussi, donc f�1 est un morphisme. �Semi{continuit�e dans les vari�et�es lissesSoient V et W deux vari�et�es. En �elargissant la d�e�nition 1.35, disons que la dimensionest purement semi{continue par rapport �a la projection � : V�W! V si pour tout ferm�eirr�eductible F de V�W , toute composante irr�eductible d'une �-�bre de F est au moinsde dimension dimF � dim�[F ] .La pure semi{continuit�e implique �evidemment la semi{continuit�e.La dimension dans les vari�et�es alg�ebriques est purement semi{continue. Sous quelqueshypoth�eses la preuve s'adapte aux g�eom�etries de Zariski. Une de ces hypoth�eses est la(( richesse )) ; il faut donc g�en�eraliser la d�e�nition 1.28 :D�e�nition 3.56 Une vari�et�e V est riche ssi pour tout point v 2 V , l'intersection deshypersurfaces de V contenant v est �nie.Faute d'un meilleur endroit, j'ins�ere ici un petit r�esultat :Lemme 3.57 Le produit de deux vari�et�es riches est encore riche.� Soient V;W les deux vari�et�es, v 2 V et w 2 W . Si H est une hypersurface de V ,alors H �W est une hypersurface de V�W par additivit�e de la dimension. Donc\fH j (v;w) 2 H 2 H(V �W)g� \fH 0 �W j v 2 H 0 2 H(V)g \\fV �H 00 jw 2 H 00 2 H(W)g= (�ni �W ) \ (V � �ni) = �ni �Revenons alors �a la preuve de la semi{continuit�e :Proposition 3.58 Soient V et W deux vari�et�es telles que V soit riche et V�W soitlisse. Alors la dimension est purement semi{continue par rapport �a la projection � : V �W! V .� Soit F un ferm�e irr�eductible de V�W et a 2 �[F ] . Par r�ecurrence sur i 6 dim�[F ] ,on peut construire des parties Xi de �[F ] telles que :- Xi est irr�eductible, ferm�e dans �[F ] et contient a ;- dimXi = dim�[F ]� i ;- dimG > dimF � i pour toute composante irr�eductible G de ��1[Xi] \ F .100



Passage aux extensions �el�ementairesSoit X0 := �[F ] . Les propri�et�es sont �evidemment satisfaites.Supposons donc que Xi soit construit pour i < dim�[F ] . En particulier, Xi est in�ni.Par hypoth�ese, il existe une hypersurface Hi de V qui contient a mais pas tout Xi . SoitXi+1 une composante irr�eductible de Xi \Hi contenant a .Alors Xi+1 est une partie ferm�ee propre de Xi , d'o�u dimXi+1 < dimXi . Dans l'autresens, dimXi+1 > dimXi + dimHi � dimV = dimXi � 1 puisque V est lisse (proposi-tion 3.54). Donc dimXi+1 = dimXi � 1 = dimF � i� 1 .Puis ��1[Xi+1]\F est une r�eunion de composantes irr�eductibles de (Hi�W )\��1[Xi] .Donc de nouveau par lissit�e, toute composante irr�eductible G de ��1[Xi+1] \ F est aumoins de dimensiondim(Hi �W ) + dim(Xi �W )� dim(V �W ) =dimV � 1 + dimW + dim�[F ]� i� dimV � dimW = dim�[F ]� i� 1Alors dimXdim�[F ] = 0 , donc Xdim�[F ] = fag , ce qui d�emontre la proposition. �Remarque 3.59 Si la dimension est purement semi{continue pour les ferm�es, alors ellel'est pour les localement ferm�es. Ce n'est pas vrai pour les constructibles quelconques.3.6 Passage aux extensions �el�ementairesVari�et�esSoient Z 4 Z� des g�eom�etries de Zariski et V une Z-pr�evari�et�e. Alors on peut �etendrenaturellement V en une Z�-pr�evari�et�e en utilisant la même construction que celle de V .Inversement, en partant d'une Z�-pr�evari�et�e X , on peut restreindre �a chaque �etape laconstruction �a Z . Plus pr�ecis�ement :D�e�nition 3.60(a) V� est la Z�-pr�evari�et�e d�e�nie par la r�ecurrence suivante :� Si V = Zk pour un certain k , alors V� := Z�k .� Si W � V , alors W est d�e�nie par une formule ' . On pose W� := V� �'[V �] .� Si W = V=E o�u E est une relation d'�equivalence d�e�nie par une formule � , alorsE� := �[V �] est une relation d'�equivalence sur V � et on peut poser W� := V�=E� .101



Vari�et�es et Morphismes(b) dZX est la Z-pr�evari�et�e d�e�nie par la r�ecurrence suivante :� Si X = Z�k pour un certain k , alors dZX := Zk .� Si W � X , alors soit dZW la sous-pr�evari�et�e de dZX d�e�nie par la formule dZW .� Si W = X=E , alors dZE d�e�nit une relation d'�equivalence E 0 sur dZX et onpeut poser dZW := dZX=E 0 .Il est clair que dZ(V�) = V . En revanche, (dZX)� peut être consid�erablement plus petiteque X , p.ex. si dZX est vide. Par contre, si X est Z -d�e�nissable, i.e. si chaque �etape dela construction est donn�ee par des Z -formules, alors (dZX)� = X .Question: Quelles sont les propri�et�es des pr�evari�et�es pr�eserv�ees par � et dZ ?En g�en�eral, si V est une Z-vari�et�e, alors V� n'est pas forc�ement une Z�-vari�et�e. De nou-veau, comme en section 2.4, une propri�et�e de saturation fait marcher le passage :Lemme 3.61 Si Z est @0-satur�ee et V est une Z-vari�et�e, alors V� est une Z�-vari�et�e.� Par r�ecurrence sur la construction. Le passage aux sous-vari�et�es ne pose aucun probl�eme.Soit alors W une Z-vari�et�e telle que W� soit une Z�-vari�et�e, et soit E une relationd'�equivalence admissible, ferm�ee et additive sur W . Alors l'extension naturelle de E �aW� , not�ee E� , est encore une relation d'�equivalence ferm�ee.Tout constructible Q est conjugu�e (dans le mod�ele monstre) d'un constructible Q0 quiest Z -d�e�nissable. Si Q est E�-satur�e, alors la restriction dZQ0[Z] de Q0 �a Z donneun constructible E -satur�e dont l'adh�erence F est encore E -satur�ee parce que E estadmissible. D'apr�es la proposition 2.30, F � est l'adh�erence de Q0 ; �evidemment F � estE�-satur�ee. Donc l'adh�erence de Q qui est conjugu�ee �a F est aussi E�-satur�ee et E� estadmissible.Pour l'additivit�e, c'est similaire : comme dans le lemme 2.22 on peut montrer que ladimension d'un constructible Z -d�e�nissable de W=E est la même que celle de son extensionnaturelle �a (W=E)� . (Ou encore : puisqu'il n'y a qu'un nombre �ni de param�etres quiinterviennent dans un drapeaux dans (W=E)� , on peut transporter toute la situation parun automorphisme du mod�ele monstre dans W=E ). �Lemme 3.62 Soit X une Z�-vari�et�e.(a) Si W � X et si dZX est une Z-vari�et�e, alors dZW est une Z-vari�et�e (�eventuellementvide).102



Passage aux extensions �el�ementaires(b) Si X est Z -d�e�nissable, alors dZX est une Z-vari�et�e.� (a) est clair, puisqu'une sous-pr�evari�et�e d'une vari�et�e est une vari�et�e.(b) Il su�t de traiter le cas des quotients. Soit alors E une relation d'�equivalence ferm�ee,admissible, additive et Z -d�e�nissable sur X , et il faut montrer que E est ferm�ee, admis-sible et additive sur dZX . Comme E est Z -d�e�nissable, elle est ferm�ee dans Z ssi elleest ferm�ee dans Z� .Soit Q un constructible E -satur�e de dZX�Zn . Son extension naturelle �a X , not�ee Q� ,est encore E -satur�ee, de nouveau puisque E est Z -d�e�nissable. Donc l'adh�erence F deQ� est encore E -satur�ee. Mais (proposition 2.30) l'adh�erence de Q dans dZX� Zn est larestriction de F , donc aussi E -satur�ee.D'apr�es le lemme 2.37, les dimensions des parties Z -d�e�nissables calcul�ees dans Z oudans Z� sont les mêmes. Cette propri�et�e est �evidemment respect�ee par les sous-vari�et�es ;encore faut-il montrer qu'elle passe aux quotients :Soit Q un constructible Z -d�e�nissable du quotient dZ(X=E) = (dZX)=E .dimX=ER > dimdZ(X=E)Rth�eor�eme 3.33 (b) > dimdZX p�1[R]� E-gdim dZXRpar r�ecurrence = dimX p�1[R]� E-gdim XRadditivit�e de X=E = dimX=ER:On a donc l'�egalit�e partout et la conformit�e de X=E passe �a dZ(X=E) . �Ce comportement des vari�et�es n'est pas id�eal. On ne peut probablement pas esp�erer avoir(( (Z{Vt )� � Z�{Vt )), i.e. que l'extension de toute vari�et�e soit encore une vari�et�e. Enrevanche, la propri�et�e de restriction, �a savoir que dZX soit une Z-vari�et�e chaque fois que Xest une Z�-vari�et�e, serait souhaitable.C'est la propri�et�e d'admissibilit�e qui pose des probl�emes. Supposons que Q soit unconstructible dZE -satur�ee, alors son extension Q� n'est pas forc�ement E -satur�ee. On peutconsid�erer son E -saturation Q�E dont l'adh�erence Q�E est encore E -satur�e. Sa restric-tion dZ(Q�E) donne un ferm�e dZE -satur�e qui contient Q , mais rien n'assure qu'il s'agissede Q .Il conviendrait peut-être de changer l�eg�erement la d�e�nition de (( vari�et�e )) en deman-dant qu'il existe une extension @0 -satur�ee qui soit encore une vari�et�e (dans le sens de lad�e�nition 3.36). 103



Vari�et�es et MorphismesMorphismesSoient V;W des Z-(pr�e)vari�et�es et ' : V ! W un Z-morphisme. Alors la même formuleque celle d�e�nissant ' d�e�nit une application '� : V� !W� .Lemme 3.63 '� : V� !W� est un Z�-morphisme.� Soit F (a1;:::; ak) un ferm�e de W � � Z�n o�u F est ;-d�e�nissable. Puisque ' est unmorphisme, '� id Zn+k est continue et donc ('� id Zn+k)�1[F ] est un ferm�e Z -d�e�nissableG . Alors ('� � id Z�n)�1[F (a1;:::; ak)] = G(a1;:::; ak) est ferm�e. �Corollaire 3.64 � : Z{Pvt ! Z�{Pvt est un foncteur.En revanche, la restriction dZ n'est pas un foncteur. Si ' : V!W est un morphisme entreZ�-vari�et�es ; bien que dZ�' d�e�nisse un morphisme d' , son domaine n'est pas toujoursdZV . Il su�t de prendre une application constante sur un �el�ement qui n'est pas dans Z .Compl�etude et lissit�eLemme 3.65(a) Si C est une Z-vari�et�e compl�ete, alors C� est une Z�-vari�et�e compl�ete.(b) Si C est une Z�-vari�et�e compl�ete, alors dZC est une Z-vari�et�e compl�ete.� (a) Soit F �(a1;:::; ak) un ferm�e de C�� Z� o�u F est un ferm�e ; -d�e�nissable, et soit�n la projection C � Zn ! Zn .Puisque C est compl�ete, �n+k[F ] est un ferm�e G . Donc ��n+k[F �] = G� . Il s'ensuit que��n[F �(a1;:::; ak)] = ��n+k[F �](a1;:::; ak) = G�(a1;:::; ak) est ferm�e, donc C� est compl�ete.(b) dZC d�e�nit un ferm�e �a l'int�erieur de C (proposition 2.31 (a)), qui est complet d'apr�esla proposition 3.48. �Lemme 3.66(a) Si Z et Z� sont @0-satur�ees, alors une Z-vari�et�e V et lisse ssi V� et lisse.(b) Si X est une Z�-vari�et�e lisse Z -d�e�nissable, alors dZX est lisse.� Comme dans la preuve du lemme 3.61 resp. du lemme 3.62 (b). �104



Chapitre 4 Exemples4.1 Exemples (( naturels ))Pour donner un exemple d'une g�eom�etrie de Zariski, il faut indiquer une structure Z et lesferm�es parmi les parties d�e�nissables. De fa�con alternative, on peut expliciter un langagede g�eom�etrie de Zariski pour la structure. Apr�es il reste �a v�eri�er que la structure satisfaitaux axiomes r�esum�es ci-dessous. Certains axiomes sont souvent trivialement v�eri��es ouimpliqu�es par d'autres propri�et�es de la structure en question. Pour simpli�er la pr�esentationdes exemples, j'explicite ces raisonnements une fois pour toutes :(( noeth�erien )) = Les ferm�es satisfont �a la condition de châ�ne descendante.Si la structure est @0 -stable, alors il su�t de voir que soit le rang, soit le degr�e de Morleyd�ecrô�t quand on a deux ferm�es irr�eductibles l'un proprement inclus dans l'autre.(( quanteurs )) = Les parties d�e�nissables sont toutes constructibles.Il faut d'abord voir que les parties d�e�nissables sans quanteurs sont constructibles.C'est trivialement v�eri��e si le langage donn�e est un langage de g�eom�etrie de Zariski.Puis il su�t que la structure admette l'�elimination des quanteurs pour que toutepartie d�e�nissable soit constructible.(( irr�eductible )) = La structure de base est irr�eductible.C'est surtout le cas si la structure est fortement minimale et les ferm�es de Z sont lesparties �nies et Z .(( compatible )) = La famille de topologies est compatible.La compatibilit�e est trivialement v�eri��ee si un langage de g�eom�etrie de Zariski estdonn�e | cf. 2.2. Sinon elle est souvent facilement impliqu�ee par le lemme 1.14.(( s�eparation )) = La diagonale est ferm�ee.Il su�t que le symbole (( = )) soit dans un langage de g�eom�etrie de Zariski.(( �el�ementaire )) = Toute extension �el�ementaire est naturellement une g�eom�etrie de Zariski(dans un langage de g�eom�etrie de Zariski d�enombrable). 105



ExemplesC'est �evident si l'exemple concerne une classe �el�ementaire plutôt qu'une seule structure.Sinon il su�t de voir que la structure est @0 -satur�ee (2.13).(( conforme )) = Toute extension �el�ementaire est conforme.Si l'on sait d�ej�a que la structure est une pr�eg�eom�etrie de Zariski �el�ementaire, alors ilsu�t de v�eri�er la conformit�e pour une extension @0-satur�ee.Si l'on connâ�t les ferm�es irr�eductibles, un des crit�eres du lemme 1.25 est souventfacilement v�eri��e. Si l'on sait que la dimension est additive, alors il su�t de voir quetout ferm�e de Z est conforme.(( d�e�nissable )) = La dimension est uniform�ement d�e�nissable.De nouveau, si l'on sait d�ej�a que la structure est une pr�eg�eom�etrie de Zariski �el�emen-taire, alors il su�t que la dimension soit d�e�nissable dans une extension @0 -satur�ee.Si en plus la g�eom�etrie est conforme, alors il su�t de savoir que le rang de Morley estd�e�nissable. C'est surtout le cas pour les structures fortement minimales.(( dimension �nie )) = Toute extension �el�ementaire est de dimension �nie.Une g�eom�etrie conforme v�eri�e cette propri�et�e ssi c'est une structure de rang de Mor-ley �ni.La g�eom�etrie de Zariski trivialeExemple 4.1 Soit L = f=g . Tout ensemble in�ni Z devient une L-structure, appel�ee(( structure triviale )) en interpr�etant (( = )) par la diagonale �(Z) . Alors L est un langagede g�eom�etrie de Zariski pour Z , et la structure de g�eom�etrie de Zariski correspondante Ztrest appel�ee la g�eom�etrie de Zariski triviale sur Z .Les ferm�es irr�eductibles de Zn sont, �a permutation des coordonn�ees pr�es, de la formef(a1;:::; an1)g � Zn2 ��n3 o�u n = n1 + n2 + n3 . Les axiomes sont facilement v�eri��es. Ladimension de la structure est 1. En plus, la g�eom�etrie de Zariski triviale est lisse et compl�ete.Toute pr�eg�eom�etrie de Zariski Z de base Z s'appauvrit continûment en Ztr , c.-�a-d.id : Zn ! (Ztr)n est une application continue (pour tout n ). Autrement dit, les ferm�esde Ztr , appel�es les ferm�es triviaux, sont d�e�nissables et ferm�es dans toute pr�eg�eom�etrie deZariski de base Z .Relations d'�equivalenceExemple 4.2 Soit L = fE;=g o�u E est un symbole de relation binaire. Toute L-structure o�u E est interpr�et�e par une relation d'�equivalence est une pr�eg�eom�etrie de Zariski106



Exemples (( naturels ))�el�ementaire compl�ete. Les ferm�es premiers sont donc, �a part les ferm�es triviaux, la relationE et les E -classes in�nies.irr�eductible Pour que la structure soit irr�eductible, il faut et il su�t que E ait une in�nit�ede classes.d�e�nissable Pour que le rang soit uniform�ement d�e�nissable, il faut et il su�t que les cardi-nalit�es des E -classes �nies soient born�ees.conforme En�n, pour que la g�eom�etrie soit conforme, il faut qu'il y ait au moins une classein�nie | sinon on a la situation de l'exemple 4.8On peut facilement �etendre cet exemple au cas o�u L = fE1; : : : ; En;=g comporte unnombre �ni de symboles binaires, tous interpr�et�es par des relations d'�equivalence. Pour queles axiomes soient v�eri��es, il faut g�en�eraliser les conditions ci-dessus. P.ex. il faut que chaquerelation d'�equivalence ait une in�nit�e de classes et que les cardinalit�es �nies des intersections�nies de classes soient born�ees. De plus, il faut des conditions pour assurer la conformit�equi vont d�ependre de la fa�con dont les relations d'�equivalence s'intersectent.Le cas le plus simple est donn�e par n relations d'�equivalence embô�t�ees o�u chaque relationd'�equivalence divise toute classe de la relation d'�equivalence pr�ec�edente en une in�nit�e declasses, toutes in�nies. Cela donne un exemple d'une g�eom�etrie de Zariski de dimension n .G�eom�etries d'actions de groupesExemple 4.3 Soit Z un ensemble in�ni et G un sous-groupe d�enombrable du groupesym�etrique SZ . Supposons en plus que tout �el�ement de G n feg ne �xe qu'un nombre �nide points de Z . Alors les graphes de l'action des �el�ements de G sur Z , c.-�a-d. les ensembles�g := f(z; gz) j z 2 Zg , engendrent une g�eom�etrie de Zariski de dimension 1, compl�ete, surZ . Plus pr�ecis�ement, si L := f�g j g 2 Gg , alors L est un langage de g�eom�etrie de Zariskipour la L-structure Z .noeth�erien Le fait que l'on ait une famille de topologies noeth�eriennes compatibles vient dela proposition 4.18.s�eparation �(Z) = �e est ferm�ee par d�e�nition.quanteurs Il est facile de voir qu'une structure d'action de groupe admet l'�elimination desquanteurs dans le langage L [ fFix (g) j g 2 Gg [ Z . Vu que les ensembles depoints �xes sont d�e�nissables sans quanteurs par hypoth�ese (ils sont ou bien�ni, ou bien �egal �a Z ), la structure admet l'�elimination des quanteurs pour leslangage L avec param�etres. 107



Exemplesconforme Cette pr�eg�eom�etrie est clairement conforme : puisqu'un groupe agit sur la g�eo-m�etrie, la situation est totalement homog�ene.�el�ementaire Tout mod�ele de la th�eorie est donn�ee par un ensemble in�ni sur lequel G agit.La �nitude des ensembles de points �xes est exprim�ee dans le th�eorie. Un mod�ele@0-satur�e de la th�eorie est donc toujours une pr�eg�eom�etrie de Zariski.irr�eductibled�e�nissable ) La structure est fortement minimale et conforme !dim. �nieLes g�eom�etries de toutes les exemples pr�ec�edentes sont triviales.G�eom�etries de Zariski lin�eairesExemple 4.4 Soit A un anneau d�enombrable et M un A-module connexe @0-stable derang de Morley �ni. Alors M est une g�eom�etrie de Zariski dans le langage des sous-groupespp-d�e�nissables.Puisque les translations sont des hom�eomorphismes, il su�t le plus souvent de regarderles sous-groupes pp-d�e�nissables pour v�eri�er les axiomes.noeth�erien Les sous-groupes pp-d�e�nissables satisfont �a la condition de châ�ne descendante([Pr] th�eor�eme 3.1c).irr�eductible Un sous-groupe pp-d�e�nissable est irr�eductible ssi il est pp-connexe, c.-�a-d. iln'a pas de sous-groupe pp-d�e�nissable propre d'indice �ni :La direction (( ) )) est trivial. Inversement, si un sous-groupe connexe H estrecouvert par un nombre �ni de classes de sous-groupes pp-d�e�nissables, alorsune de ces classes est forc�ement �egale �a H .s�eparation La diagonale est un sous-groupe pp-d�e�nissable.quanteurs Clair �a cause de la (( pp-�elimination des quanteurs )) dans les modules, voir p.ex.[Pr] cor. 2.16 ou [GR].d�e�nissable Les �bres d'un sous-groupe pp-d�e�nissable sont toutes des classes d'un mêmesous-groupe pp-d�e�nissable, donc isomorphes. En particulier, la dimension des�bres est constante, donc d�e�nissable.conforme Une hypersurface d'un sous-groupe d�e�nissable irr�eductible (= connexe) estune classe modulo un sous-groupe pp-d�e�nissable propre, qui est donc forc�e-ment d'indice in�ni. Donc toutes les classes modulo ce sous-groupe sont deshypersurfacesdim. �nie Par l'hypoth�ese que le rang de Morley est �ni.108



Exemples (( naturels ))Vari�et�es alg�ebriquesExemple 4.5 Toute vari�et�e alg�ebrique sur un corps K alg�ebriquement clos est une g�eo-m�etrie de Zariski dans le langage de la topologie de Zariski. En g�en�eral, la g�eom�etrie n'estni compl�ete, ni lisse. Ici, (( vari�et�e alg�ebrique )) veut dire vari�et�e quasi-projective, c.-�a-d. unepartie localement ferm�ee d'un espace projectif Pn(K) .L'espace projectif Pn(K) est une K -vari�et�e dans le sens de la d�e�nition 3.36 dont lesparties localement ferm�ees sont des sous-vari�et�es. Il su�t donc de montrer que les corpsalg�ebriquement clos sont des g�eom�etries de Zariski.noeth�erien La condition de châ�ne descendante pour les ferm�es vient du fait que l'anneaudes polynômes K[X1;:::;Xn] est un anneau noeth�erien.irr�eductible K est fortement minimal.s�eparation �(K) est d�e�nie par le polynôme X1 = X2 .quanteurs Les corps alg�ebriquement clos �eliminent les quanteurs par un th�eor�eme de Tarski(voir p.ex. [P1]). Dans le langage de la g�eom�etrie alg�ebrique, le th�eor�eme a �et�ere-d�emontr�e par Chevalley : l'image d'un constructible par un morphisme estconstructible. ([CC], expos�e 7, voir aussi [Ha] exercice 3.19).�el�ementaire Clair. En fait, on peut r�eduire le langage �a deux symboles de relations, un pourle graphe de l'addition, l'autre pour le graphe de la multiplication.d�e�nissable Voir [Sha], tome 1, th�eor�eme 7, page 76, qui montre d'ailleurs que la dimensionest purement semi{continue.conforme L'anneau K[X1;:::;Xn] est cat�enaire, donc la g�eom�etrie de Zariski aussi, et celaimplique la conformit�e.dim. �nie K est fortement minimal, donc de dimension 1.Une vari�et�e alg�ebrique r�eguli�ere (= sans singularit�e) est lisse dans le sens de la d�e�nition 3.52,mais la r�eciproque n'est pas vrai (l'exemple standard : une cubique sans point double).Les vari�et�es alg�ebriques compl�etes dans le sens de la g�eom�etrie alg�ebrique sont exactementles vari�et�es K -compl�etes d'apr�es 3.46. En revanche, le fait qu'une vari�et�e V soit V -compl�etene su�t pas en g�en�eral pour qu'elle soit compl�ete.On pourrait �etendre l'exemple aux vari�et�es alg�ebriques abstraites que l'on obtient enrecollant des vari�et�es a�nes ([Ha] p.58) | c'est la d�e�nition la plus vaste de vari�et�e alg�e-brique avant l'introduction des sch�emas | �a condition toutefois de demander qu'elles soients�epar�ees (cf. exemple 4.11). 109



Exemples(( Zariski Geometries ))La d�e�nition 2.39 est une g�en�eralisation des (( Zariski geometries )) de Hrushovski et Zil'ber(voir [HZ2] et [HZ1] d�e�nition p. 1).Leur axiome (Z0) donne la compatibilit�e et la s�eparation. L'axiome (Z1) est une versionfaible de l'�elimination des quanteurs qui en est d�eduite en proposition 2.1 de [HZ1]. Cetted�emonstration utilise la formule des dimensions d'une fa�con essentielle. L'axiome (Z2) de-mande que la structure soit fortement minimale ; cela implique l'irr�eductibilit�e et le passagedes topologies aux extensions �el�ementaires (proposition 4.1 de [HZ1]). De nouveau, la preuveutilise la lissit�e exig�ee par l'axiome (Z3).La conformit�e n'est pas tr�es claire. Les auteurs disent qu'elle est facile �a �etablir ([HZ1]p. 15, (( it can easily be shown that the Morley rank of a de�nable set E of Xk is thedimension of the closure of E in Xk . ))), mais l'exemple 4.8 montre que ce n'est pas tout�a fait �evident. Une preuve de la conformit�e des extensions �el�ementaire est implicite dans lad�emonstration de la proposition 4.1 de [HZ1]Une fois la conformit�e d�emontr�ee, la d�e�nissabilit�e de la dimension vient de la d�e�nissa-bilit�e du rang de Morley dans les structures fortement minimales. Il est clair aussi que ladimension est �nie. Par contre, aucune condition sur le cardinal du langage n'est faite. �Apart cela, les (( Zariski Geometries )) sont des g�eom�etries de Zariski lisses de dimension 1dans le sens de la d�e�nition 2.39.En particulier, les exemples donn�es par Hrushovski et Zil'ber sont aussi des exemples deg�eom�etries de Zariski, surtout l'exemple du th�eor�eme C de [HZ1] d'une g�eom�etrie de Zariskitr�es ample qui n'est pas interpr�etable dans un corps alg�ebriquement clos.D'autre part, Hrushovski et Zil'ber introduisent une notion de Z-structure ([HZ1] 3.10)qui correspond �a peu pr�es �a ma notion de pr�eg�eom�etrie de Zariski. Ni l'irr�eductibilit�e, nila compatibilit�e ne sont explicitement demand�ees, mais la d�e�nition est marginale. (Tandisque l'irr�eductibilit�e n'est pas indispensable, la compatibilit�e semble bien être n�ecessaire.)Question: Est-ce que les raisonnement de [HZ1] se g�en�eralisent au cas de la dimensionsup�erieure, �a savoir :- Une pr�eg�eom�etrie de Zariski lisse est-elle conforme?- Une pr�eg�eom�etrie de Zariski lisse est-elle �el�ementaire?(( Zariski{type Structures ))Zil'ber de son côt�e a d�e�ni des (( Zariski{type structures )) dans [Z4]. Presque tous les axiomesdes pr�eg�eom�etries de Zariski y sont, sauf l'irr�eductibilit�e et la moiti�e de la compatibilit�e.110



Contre-exemplesL'�elimination des quanteurs est remplac�ee par la condition (plus forte) que la structure soitcompl�ete (l'image d'un ferm�e sous une projection est ferm�ee), l'�elimination des quanteurss'en d�eduit facilement �a l'aide des autres axiomes.Contrairement �a [HZ2],[HZ1], il admet des structures de toute dimension �nie. La dimen-sion de [Z4] n'est pas la dimension topologique. Elle est donn�ee axiomatiquement pour lesferm�es par des propri�et�es semblables �a la dimension topologique. En particulier, la dimensionaxiomatique de Zil'ber est toujours sup�erieure ou �egale �a la dimension topologique.La conformit�e aussi est remplac�ee par un axiome qui d�e�nit la dimension des constructiblespar la formule dimQ := dimQ . De plus, ses axiomes (DF) et (AF) demandent que ladimension soit semi{continue et additive.Une propri�et�e de saturation, �a savoir la @1 -compacit�e, garantit le passage de la structuretopologique aux extensions �el�ementaires.Les (( structures de type Zariski )) de Zil'ber ne sont donc pas toujours des g�eom�etriesde Zariski dans le sens de la d�e�nition 2.39. En revanche, un exemple naturel d'une tellestructure (avec une dimension naturelle) est une g�eom�etrie de Zariski avec grande probabi-lit�e. Si c'est le cas, alors il s'agit d'une g�eom�etrie de Zariski compl�ete avec une dimensionsemi{continue.Exemple 4.6 ([Z4] th�eor�eme 1) Une vari�et�e complexe compacte est une g�eom�etrie deZariski dans un langage de parties analytiques. (Dans ce cas, la dimension axiomatiquede Zil'ber est la dimension topologique, et il n'est pas di�cile de voir que la dimensiontopologique v�eri�e la condition de conformit�e).4.2 Contre-exemplesUne pr�eg�eom�etrie de Zariski non �el�ementaireExemple 4.7 Soit Z un ensemble in�ni et E une relation d'�equivalence qui a exactementune classe �a n �el�ements pour tout n 2 ! et pas d'autres. Alors Z �elimine les quanteursdans le langage de la relation d'�equivalence fEg avec param�etres.Si l'on d�ecide maintenant que F := E n�(Z) soit ferm�e, alors on obtient une famille detopologies noeth�eriennes compatibles d'apr�es la proposition 4.18. L'�elimination des quan-teurs reste vraie car E = F [�(Z) est d�e�nissable sans quanteurs. De plus, la structure estminimale, donc irr�eductible. Par cons�equent, tous les axiomes d'une pr�eg�eom�etrie de Zariskisont donc v�eri��es. 111



ExemplesCette pr�eg�eom�etrie n'est pas �el�ementaire : soit Cn = fcn1;:::; cnng la E -classe ayantn �el�ements. Alors F (cn1) \ � � � \ F (cnk) = fcn;k+1;:::; cnng , donc on obtient des châ�nesd'intersections arbitrairement longues :F (cn1) � F (cn1) \ F (cn2) � � � � � F (cn1) \ � � � \ F (cn;n�1)ce qui contredit la condition de châ�ne 2.24 (b).Une pr�eg�eom�etrie de Zariski non conformeExemple 4.8 Soit E une relation d'�equivalence sur un ensemble in�ni Z qui n'a que desclasses �a n �el�ements (pour un certain n 2 !; n > 1 ). Alors Z est une pr�eg�eom�etrie deZariski �el�ementaire de langage f=; Eg , compl�ete, de dimension uniform�ement d�e�nissable.Mais elle n'est pas conforme, et aucune de ses extension �el�ementaire ne l'est.Les ferm�es irr�eductibles de Z2 sont : les singletons f(a; b)g , les droites fag � Z etZ � fag , la diagonale �(Z) , la relation d'�equivalence E et Z2 . Alors les seuls drapeauxmaximaux form�es de ferm�es irr�eductibles sont :f(a; b)g �� fag � Z �� Z2f(a; b)g �� Z � fbg �� Z2f(a; a)g �� �(Z) �� E �� Z2Donc E n'est pas conforme, car dimE = 2 et dim(E n�(Z)) = 1 . En plus, on voit quedimZ2 = 3 6= 2 = 2 � dimZ , la dimension n'est donc pas additive (contrairement au rangde Morley).Cette pr�eg�eom�etrie de Zariski v�eri�e presque tous les axiomes des (( Zariski geometries ))de [HZ2], mais elle n'est pas lisse :dim�(E � Z) \ (fag � Z2)� = dim�fag � aE � Z� = dimZ = 1par contre dim�E � Z�+ dim�fag � Z2�� dimZ3 = 4 + 3 � 5 = 2(Mais on pourrait ajouter un autre ferm�e irr�eductible F qui soit compris entre �3(Z) et��11 [E] \ ��12 [E] de fa�con que dimZ3 = 6 et repousser ainsi le contre-exemple de la lissit�evers des puissances plus �elev�ees de Z .)Des pr�eg�eom�etries diff�erentes engendrant la même structureExemple 4.9 Si l'on reprend la pr�eg�eom�etrie Z1 de l'exemple pr�ec�edent 4.8, on peut fairela même construction que dans l'exemple 4.7, c.-�a-d. on peut d�ecider que F := E n�(Z)soit ferm�e. Alors on obtient une deuxi�eme pr�eg�eom�etrie de Zariski Z2 sur le même ensemble112



Contre-exemplesde base, qui engendre la même structure d�e�nissable, mais dont les topologies (�a partir deZ2 ) sont strictement plus grands.Dimension non d�efinissableExemple 4.10 Soit E une relation d'�equivalence sur un ensemble in�ni Z qui a uneseule classe �a n �el�ements pour chaque entier n . Alors Z est une pr�eg�eom�etrie de Zariskicompl�ete �el�ementaire de langage f=; Eg .La dimension est d�e�nissable dans le mod�ele premier (o�u E n'a que des classes �nies),et dans tous les mod�eles o�u E n'a qu'un nombre �ni de classes in�nies. D�es qu'il y a unnombre in�ni de classes in�nies, l'ensemble �[E; 0] , c.-�a-d. l'ensemble de points ayant desE -classes �nies, n'est plus d�e�nissable.La non-d�e�nissabilit�e de la dimension se voit aussi sur les dimensions des mod�eles (voir2.37) : la dimension du mod�ele premier est 1, celle d'un mod�ele @0 -satur�e est 2 ; le rang deMorley (qui d�epend de la th�eorie et non pas des mod�eles) est 2. D'ailleurs, le ferm�e E n'estpas conforme dans le mod�ele premier ; par contre, il l'est dans tout autre mod�ele.G�eom�etries de Zariski non-s�epar�eesUne g�eom�etrie de Zariski est s�epar�ee par d�e�nition, mais il y a des exemples naturels quisatisfont �a tous les axiomes des g�eom�etries de Zariski sauf la s�eparation :Exemple 4.11� L'exemple 4.8 d'une relation d'�equivalence n'ayant que des classes �a un entier �x�ee d'�el�e-ments. Si l'on enl�eve la diagonale, la structure devient conforme. D'une certaine fa�con,la relation E est une diagonale �epaissie.� Les (( vari�et�es alg�ebriques abstraites )), c.-�a-d. les vari�et�es qui sont localement isomorphes�a des ferm�es a�nes d'un Kn . Les axiomes des g�eom�etries de Zariski sont tous v�eri��essauf la s�eparation qui ne l'est pas toujours. L'exemple de la droite a�ne avec un pointd�edoubl�e est standard.Ph�enom�enes de cardinalit�eDans les vari�et�es alg�ebriques, les ferm�es sont d�e�nis par des polynômes, donc il y en a auplus � dans un mod�ele de cardinalit�e � . C'est d'autant plus vrai dans les espaces vectorielsou dans les g�eom�etries triviales.Par contre, il existe une (pr�e)g�eom�etrie de Zariski modulaire, d�enombrable, avec 2@0courbes planes. En prenant une g�eom�etrie d'action de groupe (4.3), il su�t d'indiquer un113



Exemplessous-groupe G de S@0 , de cardinalit�e 2@0 , qui satisfasse �a la condition sur les points �xes.(C'est une g�eom�etrie de Zariski sauf que le langage n'est pas forc�ement d�enombrable). Unexemple a �et�e donn�e par A. Kh�elif :Exemple 4.12 Soit (Gi)i2! une suite de groupes �nis de cardinalit�es strictement crois-santes ensemble avec une famille d'epimorphismes 'i : Gi+1 ! Gi .Soit Z := S� Gi la r�eunion disjointe des Gi et soitG := lim � Gi = f�g 2 Yi2!Gi j gi = 'i(gi+1)g:(Par exemple, Gi =Z=piZ, 'i la multiplication avec p et G =Zp .)Alors G est de cardinalit�e 2@0 , tandis que Z est d�enombrable. Si �g 2 G et z 2 Z ,alors il existe un unique i tel que z 2 Gi . Par cons�equent, on peut d�e�nir une action deG sur Z en posant �g:z = gi � z . L'ensemble des points �xes de �g est �egal �afz 2 Gi j �g � z = z; i 2 !g = fz 2 Gi j gi = e; i 2 !g = [fGi j gi = eg;donc �ni si �g 6= �e , car si gi 6= e , alors gj 6= e pour tout j > i .4.3 ConstructionsProduit de g�eom�etries de ZariskiSoient Z0;:::;Zk des g�eom�etries de Zariski. Alors on peut d�e�nir leur produit Z0�:::�Zk :� L'ensemble de base de Z0 �:::� Zk est Z0 �:::� Zk .� La topologie �n[Z0 �:::� Zk] est la topologie produit des �n[Zi] .Proposition 4.13 Le produit de g�eom�etries de Zariski est encore une g�eom�etrie de Zariski.(Comme langage on pourrait prendre le (( produit des langages )), c.-�a-d. un symbole depr�edicat n-aire pour tout k-uple de pr�edicats n-aires (F1;:::; Fk) o�u Fi est dans le langagede Zi , pr�edicat qui sera interpr�et�e par F1[Z1]� � � � � Fk[Zk] .)� Soient �i : Z0 �:::� Zk ! Zi les projections.- La topologie d�e�nie ci-dessus est �evidemment noeth�erienne. En fait, tout ferm�e irr�eductibleest de la forme F0�:::�Fk avec des ferm�es irr�eductibles Fi . Un drapeau du produit estdonc forc�ement form�e de produits successifs de termes de drapeaux des Zi , et on trouvedim(F0 �:::� Fk) = dimF0 + � � �+ dimFk:114



Constructions�A partir de cette formule, il est clair que le produit est de dimension �ni, conforme, et quela dimension est uniform�ement d�e�nissable et additive.- Le produit est irr�eductible �a cause de la proposition 1.17 (c) (dont la preuve n'utilise quela continuit�e des projections !)- La diagonale �(Z0 �:::� Zk) est ferm�ee car c'est ��10 [�(Z0)] \ � � � \ ��1k [�(Zk)] .- De la même fa�con on montre que les applications de compatibilit�e sont continues (la versiondu lemme 1.13 est la plus rapide).- L'�elimination des quanteurs est facile �a voir pour les ferm�es : d'abord il su�t de consid�ererdes ferm�es de la forme F0�:::�Fk o�u Fi est un ferm�e de Zni , car tout ferm�e du produiten est une r�eunion �nie. Soit � : (Z1 �:::� Zk)n ! (Z1 �:::� Zk)n�1 une projection. Enfait, � s'�ecrit � = �1 � :::� �k (o�u �i est la même projection que � mais dans Zi ).Alors �[F0�:::� Fk] = �0[F0]� � � � � �k[Fk] est un produit de constructibles.Or, un produit de constructibles Qi est constructible dans la topologie produit, car siQi = Sj2Ji(Fij nGij) avec des ferm�es Fij et Gij , alors on peut �ecrireQ0 �:::�Qk = (Q0 � Z1 �:::� Zk) \ � � � \ (Z0 �:::� Zk�1 �Qk)= [j2J0 � (F0j � Z1 �:::� Zk) n (G0j � Z1 �:::� Zk) � \ � � �� � � \ [j2Jk � (Z0 �:::� Zk�1 � Fkj) n (Z0 �:::� Zk�1 �Gkj) �:Puis on peut appliquer le crit�ere du lemme 1.21. Soit F n G une partie localementferm�ee du produit avec F irr�eductible. Il y a deux cas : ou bien �[G] �� �[F ] ; ou bien,par additivit�e, les �-�bres de G sont g�en�eriquement de dimension plus petite que celles deF . Dans les deux cas, on trouve fa jF (a) = G(a)g �� �[F ] . Ceci implique l'�eliminationdes quanteurs d'apr�es le lemme 1.21.- Un produit d'extensions �el�ementaires @0-satur�ees des Zi donne une extension �el�ementaire@0 -satur�ee du produit. Le produit est donc une pr�eg�eom�etrie de Zariski �el�ementaire. �G�eom�etries interpr�etablesUne interpr�etation d'une structure M dans une g�eom�etrie de Zariski Z est la donn�ee d'unepartie d�e�nissable Q d'un Zk et d'une surjection s : Q � M telle que pour tout n 2 !et toute partie d�e�nissable D de Mn , l'image inverse (s;:::; s)�1[D] soit d�e�nissable dansZ .Si l'on veut que M soit une g�eom�etrie de Zariski, il est raisonnable d'exiger que lestopologies sur M et Z soient li�ees. La possibilit�e la plus naturelle est de demander que115



Exemplesl'interpr�etation soit une interpr�etation continue, �a savoir (s;:::; s)�1[F ] est ferm�e dans Zpour tout ferm�e F de M .Si M est continûment interpr�etable dans Z par l'application s : Q �M , alors M est unappauvrissement de la structure de pr�evari�et�e Q=E o�u Q = Zk �Q et E = (s; s)�1[�(M)] .Alors M h�erite d'un certain nombre de propri�et�es de Q=E :� Les topologies sur M sont noeth�eriennes.� M est irr�eductible si Q est irr�eductible dans Z .� M ne peut être s�epar�ee que si E est ferm�ee dans Q�Q .� Les topologies sur M satisfont �a la condition de châ�ne descendante born�ee. Donc :Lemme 4.14 Toute pr�eg�eom�etrie de Zariski continûment interpr�etable dans une pr�eg�eom�e-trie de Zariski �el�ementaire est �el�ementaire.Un cas particuli�erement int�eressant est celui des interpr�etations pleines, i.e. o�u M est munide toute la structure qui provient de Z . Tout ce qui a �et�e d�evelopp�e en section 3.2 relatif auxvari�et�es s'applique �a ce cas, mais la situation est plus simple car le probl�eme des produits nese pose pas. Par d�e�nition d'une interpr�etation continue et pleine, M2 porte la topologiequotient de la topologie induite sur Q2 . D'apr�es les r�esultats de la section 3.2, on a doncProposition 4.15 Soient Q un constructible de Z et E une relation d'�equivalence d�e�-nissable, ferm�ee, admissible et additive sur Q , telle que Q soit E-irr�eductible, alors Mest une g�eom�etrie de Zariski.Autrement dit, une Z-vari�et�e irr�eductible V est une g�eom�etrie de Zariski.G�eom�etries engendr�eesEn 2.5 on a essay�e de r�eduire le langage des g�eom�etries de Zariski en d�ecomposant les ferm�esen �el�ements (( simples )). On peut se poser la question inverse :Question:(1) �Etant donn�ee une partie E de Z<! , existe-t-il une g�eom�etrie de Zariski pour laquelleles �el�ements de E sont ferm�es?(2) Existe-t-il une g�eom�etrie de Zariski (( engendr�ee )) par E ?(3) Quelles sont les conditions pour que E soit l'ensemble des ferm�es premiers (ou absolu-ment irr�eductibles) d'une g�eom�etrie de Zariski?116



ConstructionsIl convient de traiter ces probl�emes en deux �etapes : il faut d'abord chercher des conditions denature plutôt combinatoire pour que les �el�ements de E soient des ferm�es d'une pr�eg�eom�etriede Zariski ; apr�es on peut essayer de trouver des crit�eres plutôt mod�ele{th�eoriques pour qu'ils'agisse d'une g�eom�etrie de Zariski.Bien que l'intersection de deux topologies noeth�eriennes en soit encore une, l'intersec-tion de deux pr�eg�eom�etries de Zariski n'a aucune raison d'être encore une pr�eg�eom�etrie deZariski : c'est l'�elimination des quanteurs qui pose des probl�emes. En g�en�eral, une (( pr�eg�eo-m�etrie de Zariski engendr�ee par E )) n'a donc pas de raison d'exister.Le probl�eme de l'�elimination des quanteurs mis �a part, on peut d�e�nir la structure topo-logique engendr�ee par E en y mettant tous les ferm�es que l'on peut obtenir �a partir de Eet des ferm�es triviaux :Notation:� Soit E une partie de Z<! o�u Z est un ensemble in�ni. Alors <E> est la pluspetite partie de Z<! contenant E et les ferm�es triviaux, et close par produit cart�esien,permutations de coordonn�ees, intersection et r�eunion �nies.� De fa�con g�en�erale, si E � Z<! , alors soit En := E \ Zn , et soit ES la clôture sousl'action des permutations, i.e. ES := f�[E] jn 2 !;E 2 En; � 2 Sng .L'id�ee de la suite de cette section est qu'il su�t de tester les propri�et�es essentielles surl'ensemble E de d�epart. Cela marche bien pour les axiomes de caract�ere plutôt combinatoire,c.-�a-d. pour tous les axiomes des pr�eg�eom�etries de Zariski sauf l'�elimination des quanteurs.Le r�esultat de la proposition 4.18 est n�eanmoins utile, surtout pour d�ecider si une structureque l'on connâ�t bien par ailleurs est une (pr�e)g�eom�etrie de Zariski pour un certain choix deferm�es parmi les parties d�e�nissables. Il a �et�e utilis�e �a cet e�et dans les exemples 4.3 et 4.7.D�e�nition 4.16 Un ensemble E est noeth�erien ssi E satisfait �a la condition de châ�ned'intersections, i.e. toute intersection d'�el�ements de E est �egale �a une sous-intersection�nie.Pour �eviter des probl�emes, supposons que Zn \ Zm = ; si n 6= m . Alors E � Z<! estnoeth�erien ssi En est noeth�erien pour tout n 2 ! .Lemme 4.17 Une r�eunion �nie d'ensembles noeth�eriens est noeth�erien ; un (( produit )) �nid'ensembles noeth�eriens est noeth�erien.(O�u (( produit )) signi�e l'ensemble fE1 � E2 jEi 2 Eig qui sera not�e E1 
 E2 .)� Il su�t de consid�erer deux ensembles. Soient E1;E2 noeth�eriens. Supposons que l'onait une suite d�ecroissante E1 � E1 \ E2 � � � � � E1 \ : : : \ Ek � � � � avec Ei 2 E1 [ E2 . �A117



Exempleschaque �etape, on peut �ecrire E1 \ : : : \ Ek = F (1)k \ F (2)k o�u F (i)k regroupe tous les termesvenant de Ei . Alors une des châ�nes F (i)1 � � � � � F (i)k � � � � admet une in�nit�e d'inclusionsstrictes : contradiction !Supposons maintenant que l'on ait une suite d�ecroissante dans E1 
 E2 . Puisque (E1 �F1)\(E2�F2) = (E1\E2)�(F1\F2) , elle donne lieu �a deux suites d�ecroissantes projet�ees ;l'une form�ee d'intersections d'�el�ements de E1 , l'autre d'intersections d'�el�ements de E2 . Lesdeux suites �etant �nies par hypoth�ese, la suite de d�epart est forc�ement �nie. �Proposition 4.18 Soit Z un ensemble in�ni et soit E � Z<! un ensemble noeth�erien.(a) <E> est une famille de topologies noeth�eriennes s�epar�ee.(b) Cette famille est compatible, si en plus- pour tout E 2 En , toute �bre E(a) , vue dans Zn , est dans <E> ; et- pour tout E 2 En , toute diagonale �nij(Z) , l'ensemble E\�nij(Z) , projet�e sur Zn1 ,est dans <E> .(c) Les topologies sont de dimensions �nies ssi E n'admet pas de châ�nes in�nies stric-tement ascendantes.Les hypoth�eses suppl�ementaires de (b) sont surtout v�eri��ees si toutes les �bres et intersec-tions en question sont �nies.� (a) Soit T l'ensemble des ferm�es triviaux irr�eductibles et posonsles (( g�en�erateurs )) G := ES [ Tles produits P := fG1 �:::�Gn jn 2 !;Gi 2 GgSles r�eunions R := fP1 [ � � � [ Pn jn 2 !; Pi 2 Pgles intersections I := fP1 \ � � � \ Pn jn 2 !; Ii 2 RgAlors <E> = I :L'inclusion I � <E> est �evidente. Inversement, I contient les �el�ements de E et lesferm�es triviaux. Il est clairement clos par r�eunions et intersections �nies. Le produit cart�esien�etant distributif par rapports aux intersections et r�eunions, I est clos par produit cart�esienparce que P l'est. Les permutations commutent avec les intersections et les r�eunions ; denouveau cela entrâ�ne que I est clos par l'action des permutations parce que P l'est.D�emontrons que <E> est noeth�erien :D'apr�es le lemme 4.17, G est noeth�erien, car Gn est la r�eunion �nie des ensemblesnoeth�eriens Tn et �[En] pour les n! permutations � 2 Sn . Donc P aussi est noeth�erien :pour chaque suite d'entier (n1;:::; nk) , Gn1;:::;nk := Gn1 
 � � � 
 Gnk est noeth�erien. Puis Pn118



Constructionsest la r�eunion (�nie !) des �[Gn1;:::;nk] pour toute suite (n1;:::; nk) dont la somme est n ettoute permutation � .(b) En ce qui concerne la compatibilit�e, appliquons le lemme 1.14 : les permutations sontdes hom�eomorphismes par d�e�nition de <E> ; les projections sont clairement continuesvu que <E> est clos par produit et contient Z . Il su�t donc de d�emontrer que lesapplications naturelles Zn ! fag � Zn et Zn ! �n+1ij (Z) sont continues.Pour le premier cas, il su�t de montrer que pour tout F 2 In+1 la �bre F (a) est dansIn . Soit F = S�ni T�niPi , alors F (a) = S�ni T�niPi(a) . Il su�t donc de traiter le cas F 2 P .On peut supposer que F = G1 �:::�Gn et que F (a) = G1(a)�G2 �:::�Gn . Alors, oubien G1 2 T , et donc G1(a) est aussi un ferm�e trivial irr�eductible ; ou bien G1 2 E et ler�esultat est donn�e par hypoth�ese.Le raisonnement pour les applications diagonales est analogue.(c) Supposons que l'on ait une suite in�nie, strictement ascendante, de ferm�es irr�eductibles,donc d'�el�ements de P . Comme dans la preuve de la noeth�erianit�e, on peut en extraire unesuite dont tous les �el�ements ont le même (( type )), c.-�a-d. tous sont de la forme �[E1�:::�En�T ] avec Ei 2 Eki et T trivial, o�u la permutation � et les entiers ki sont �x�es. Doncon peut trouver une suite in�nie strictement ascendante, soit dans E , soit dans T . Maisle premier n'en admet pas par hypoth�ese, le deuxi�eme puisque Ztr est de dimension �nie :contradiction ! �
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Chapitre 5 Les groupes de ZariskiOn dispose maintenant avec les g�eom�etries de Zariski d'une version abstraite des vari�et�esalg�ebriques (de dimension quelconque), et aussi d'une notion de morphisme. Ceci permetimm�ediatement de donner une d�e�nition de (( groupes alg�ebriques )) au-dessus d'une g�eom�e-trie de Zariski, c.-�a-d. une version abstraite des groupes alg�ebriques, appel�es (( groupes deZariski )).Comme exemple d'application de la th�eorie des g�eom�etries de Zariski �elabor�ee dans leschapitres 2 et 3, je commence �a examiner les groupes de Zariski et �a d�evelopper leur th�eorieen analogie avec la th�eorie des groupes alg�ebriques (a�nes). Elle culmine �a pr�esent dans leth�eor�eme 5.48 qui donne presque une caract�erisation abstraite des groupes alg�ebriques.5.1 D�efinition et propri�et�es fondamentalesSoit Z une g�eom�etrie de Zariski.D�e�nition 5.1� Un groupe de Zariski est une g�eom�etrie de Zariski G avec deux G-morphismes � et �respectivement la multiplication et le passage �a l'inverse d'une loi de groupe sur G .� Une Z-vari�et�e de groupe est une Z-vari�et�e G avec deux Z-morphismes � et � respecti-vement la multiplication et le passage �a l'inverse d'une loi de groupe sur G .� Un Z-morphisme de groupes entre deux Z-vari�et�es de groupes est une application qui est�a la fois un Z-morphisme et un homomorphisme de groupes.Les groupes de Zariski sont donc une version abstraite des groupes alg�ebriques et des casparticuliers de groupes @0 -stables de rang de Morley �ni.Comme langage d'un groupe de Zariski il convient de prendre un langage de g�eom�etriede Zariski pour la g�eom�etrie de Zariski sous-jacente, plus un symbole de fonction binairepour la multiplication. Alors une structure �el�ementairement �equivalente �a un groupe de123



Les groupes de ZariskiZariski sera naturellement un groupe de Zariski. On pourrait se passer de ce symbole pourla multiplication puisque le graphe de la multiplication est ferm�e, donc d�e�nissable dansle langage de g�eom�etrie de Zariski. Par contre, si sa d�e�nition utilise des param�etres, unestructure �el�ementairement �equivalente qui ne contient pas tous ces param�etres, n'est plusnaturellement un groupe de Zariski.Remarque 5.2� Par d�e�nition, une g�eom�etrie de Zariski est irr�eductible, ce qui entrâ�ne (voir 5.9) qu'ungroupe de Zariski est toujours connexe. On pourrait facilement �etendre la d�e�nition desgroupes de Zariski au cas r�eductible ; d'ailleurs la plupart des r�esultats sont �enonc�es pourdes vari�et�e de groupe, qui, elles, peuvent être r�eductibles, donc non connexes.Tout cela n'est pas tr�es gênant, puisque les th�eor�emes les plus importants portent surles groupes connexes. Je m'e�orcerai d'ailleurs de r�ep�eter le mot (( connexe )) dans les�enonc�es pour le souligner.� Le graphe de l'inverse est ferm�e même si l'on ne demande pas qu'elle soit un morphisme,car �� = ��1(e) . Donc pour un groupe de Zariski complet ou lisse, il su�t de demanderque la multiplication soit un morphisme (propositions 3.49 et 3.55).Exemple 5.3� Un groupe 1-bas�e est un groupe de Zariski (lisse et complet) dans un langage de classesde sous-groupes d�e�nissables.� Un groupe alg�ebrique sur un corps alg�ebriquement clos K est un groupe de Zariski dansle langage de la topologie de Zariski. Il est aussi une K -vari�et�e de groupe.� D'apr�es le th�eor�eme de Weil{Hrushovski (voir [P2]), tout groupe (connexe) interpr�etabledans un corps alg�ebriquement clos K est naturellement muni d'une structure de groupede Zariski (ou de K -vari�et�e de groupe).Propri�et�es fondamentalesSoit pour toute la suite G une Z-vari�et�e de groupe �x�ee, sauf si le contraire est mentionn�e.Puisqu'il devient di�cile de bien distinguer entre l'ensemble G , la structure de vari�et�e G etle groupe sous-jacent (pour lequel il ne reste plus de bonne notation), je noterai simplementG au lieu de G , et de même pour les sous-groupes et quotients.Lemme 5.4(a) Les multiplications �a gauche et �a droite par un �el�ement �x�e g , not�ees �g et %g , sontdes Z-automorphismes.124



D�efinition et propri�et�es fondamentales(b) La conjugaison  : (h; g) 7! hg est un Z-morphisme.(c) La conjugaison (�; g) par un �el�ement �x�e g est un Z-automorphisme de groupes.� Le lemme se d�eduit directement des propositions 3.40 et 3.41 :D'abord  = � � (� � �; � � �2) o�u � (g; h) = (h; g) , c'est donc un morphisme.Puis �g , %g et (�; g) sont des morphismes par 3.41 (e). Finalement, les �egalit�es ��1g =�g�1 , %�1g = %g�1 et (�; g)�1 = (�; g�1) montrent qu'il s'agit d'isomorphismes. �Les propri�et�es qui vont être d�emontr�ees par la suite sont bien connues pour les groupesalg�ebriques, voir p.ex. [Hu] chapitre 7. Certaines ont �et�e g�en�eralis�ees au cas des groupes@0 -stables de rang de Morley �ni quelconques (voir [P2],[BN]). P.ex. le lemme 5.5 (c) estune g�en�eralisation de [Hu] lemme 7.4, mais aussi un cas particulier de [P2] lemme 2.4,puisque les parties g�en�eriques dans le sens de Poizat deviennent simplement des partiesconstructibles denses dans un groupe de Zariski.Si je les ai incluses dans ma th�ese, c'est d'un côt�e par souci de compl�etude, d'un autrecôt�e parce que les preuves de la g�eom�etrie alg�ebrique, qui s'adaptent au cas des groupes deZariski, di��erent le plus souvent de celles de la th�eorie de mod�eles.(Bien �evidemment, il n'est pas �etonnant que certaines preuves de la g�eom�etrie alg�ebriquese g�en�eralisent presque mot pour mot | elles ne d�ependent que des propri�et�es de bases quifont partie des axiomes des g�eom�etries de Zariski. En fait, ce qui est int�eressant, c'est detrancher parmi les r�esultats et les d�emonstrations de la g�eom�etrie alg�ebrique, pour trouverceux qui marchent dans un cadre axiomatique, et ceux qui utilisent fortement la structurealg�ebrique.)Lemme 5.5(a) Le produit (du groupe) d'un nombre �ni d'ensemble irr�eductible est irr�eductible.(b) Soient A;B deux parties de G , alors A �B � A �B .(c) Si U; V sont deux parties denses constructibles d'un sous-groupe H , alors U �V = H .� (a) Si A1; : : : ; An sont irr�eductibles, alors A1� � � ��An aussi, et donc A1 � � � � �An =�[A1 � � � � �An] aussi.(b) On a A� B � ��1[A � B] � ��1[A �B ] . Le dernier �etant ferm�e, A � B = A�B ���1[A �B ] s'en d�eduit, ce qui donne A �B = �[A�B ] � A �B .(c) Puisque toute partie constructible dense contient une partie ouverte dense, on peut sup-poser que U et V sont ouvertes. Alors U�1 est encore ouvert et dense (car U�1 = U�1 ),et donc hU�1 aussi pour tout h 2 H . Or deux parties constructibles denses s'intersectent,donc hU�1 \ V 6= ; , i.e. il existe u 2 U et v 2 V tels que h = uv , donc H = UV . �125



Les groupes de ZariskiSi X est une partie de G�Zn et Y � G , je noterai souvent, pour simpli�er les notations,Y �X = Y X := f(yx; �z) j y 2 Y; (x; �z) 2 Xg = (� � id Zn)[Y �X]et X � Y = XY := f(xy; �z) j y 2 Y; (x; �z) 2 Xg:Il est facile de voir que le lemme 5.5 (b) reste valable dans ce contexte.Proposition 5.6(a) L'adh�erence d'un sous-groupe (normal) dans G est encore un sous-groupe (normal).(b) Un sous-mono��de constructible de G en est un sous-groupe ferm�e.� (a) Soit H le sous-groupe (non n�ecessairement d�e�nissable) en question. Alors H �H � ��1[H ] , le dernier �etant ferm�e par continuit�e de � , on obtient H �H = H �H ���1[H ] , donc �[H �H ] = H �H � H .Le même raisonnement avec � au lieu de � montre �[H ] � H , donc H est un sous-groupe. Finalement, soit g 2 NG(H) . La conjugaison avec g �etant un hom�eomorphisme,Hg = Hg = H , donc NG(H) � NG(H) .(b) Par stabilit�e, un sous-mono��de d�e�nissable est un sous-groupe ([P2], lemme 1.1). Touteclasse de ce sous-groupe H dans H (qui est encore un sous-groupe d'apr�es (a)) est hom�eo-morphe �a H , donc dense dans H elle aussi. Mais deux constructibles disjoints ne peuventpas être denses dans leur r�eunion, d'o�u H = H . �Remarque 5.7 Pour toute partie A , notons <A> le sous-groupe engendr�e par A . AlorsA � <A> , qui est un groupe d'apr�es la proposition 5.6 (a), donc <A> � <A> . Parcons�equent, <A> est le plus petit sous-groupe ferm�e contenant A (qui existe d'ailleurspar noeth�erianit�e de la topologie aussi bien que par la condition de châ�ne descendante surles sous-groupes d�e�nissables dans les groupes @0 -stables).Rappelons que l'intersection de tout les sous-groupes d�e�nissables d'indice �ni d'un groupe@0-stable H est un sous-groupe d�e�nissable, normal et d'indice �ni, appel�e la composanteconnexe et not�e Ho .Lemme 5.8 Les composantes irr�eductibles d'une classe d'un sous-groupe d�e�nissable Hsont les classes modulo Ho . En particulier, elles sont disjointes et deux �a deux isomorphespar des translations.� Par translation, il su�t de consid�erer le cas de H . Puisque Ho est un sous-grouped�e�nissable, donc ferm�e, les composantes irr�eductibles de H sont contenues dans les classesmodulo Ho . Il su�t donc de d�emontrer que Ho est irr�eductible.126



D�efinition et propri�et�es fondamentalesPuisqu'il n'y a qu'un nombre �ni de composantes irr�eductibles de Ho , il y en a forc�ementune, disons X , qui est g�en�erique dans Ho au sens de Poizat (cf. [P2], p. 40 sq). Touteintersection X \ hX avec h 2 Ho est encore g�en�erique, c.-�a-d. dim(X \ hX) = dimX ,donc X = hX puisque les deux sont irr�eductibles. Comme Ho est recouvert par un nombre�ni de translat�es de X (par d�e�nition de la g�en�ericit�e), ceci implique que Ho = X . �Corollaire 5.9 Un sous-groupe d�e�nissable H est irr�eductible ssi H = Ho ssi H est(topologiquement) connexe.Centralisateurs et normalisateursSoient X;Y des parties quelconques de G . On d�e�nit� le centralisateur de X dans Y , C Y (X) := fy 2 Y jxy = yx pour tout x 2 Xg ;� le normalisateur de X dans Y , NY (X) := fy 2 Y jXy = X pour tout x 2 Xg ;� le centre de X , Z(X) := fy 2 X jxy = yx pour tout x 2 Xg .Proposition 5.10(a) Un centralisateur C Y (X) est ferm�e dans Y . De plus, on a les inclusions suivantes :C Y (X) = C Y (X) = Y \ C Y (X) � C Y (X) � C Y (X) = C Y (X) .(b) Le centre de X est ferm�e dans X ; plus pr�ecis�ement :Z(X) = X \Z(X) � Z(X) � Z(X) = Z(X) .(c) Les inclusions suivantes de normalisateurs sont v�eri��ees :NY (X) � Y \ NY (X) � NY (X) NY (X)j\ j\ j\ j\NY (X) = Y \ NY (X) � NY (X) � NY (X)Le normalisateur d'un ensemble ferm�e dans Y est ferm�e dans Y .� (a) Les inclusions C Y (X) � C Y (X) � C Y (X) sont triviales.Soit 'x : G! G le morphisme g 7! [g; x] . Alors C G (x) = '�1x (e) est ferm�e et C G (X) =Tx2X C G(x) est d�e�nissable et ferm�e par noeth�erianit�e. Donc C Y (X) = Y \ C G (x) est ferm�edans Y et C Y (X) = Y \ C G(X) est ferm�e, ce qui donne C Y (X) � C Y (X) .Puis y 2 C Y (X) () X � C G (y) . Le dernier centralisateur �etant ferm�e, on obtientX � C G (y) , c.-�a-d. y 2 C Y (X) .(b) Cons�equence imm�ediate de (a), car Z(X) = C X (X) .(c) Si X = Xg , alors X = Xg = Xg car la conjugaison avec g est un hom�eomorphisme.Donc NY (X) � NY (X) , ce qui donne les quatre inclusions (( verticales )). 127



Les groupes de ZariskiL'inclusion NY (X) � NY (X) est triviale.Puis soit  x le morphisme g 7! xg . Alors NG(X) = Tx2X  �1x [X] est ferm�e si X l'est.Donc NY (X) = Y \ NG(X) est ferm�e dans Y . �Th�eor�eme des ind�ecomposablesLe th�eor�eme des ind�ecomposables de Zil'ber, l'un des outils les plus importants de la th�eoriedes groupes @0 -stables de rang �ni, est une g�en�eralisation d'un th�eor�eme sur les groupesalg�ebrique (cf. [Hu] 7.5) qui retrouve sa forme (et preuve) originale dans le contexte desgroupes de Zariski :Proposition 5.11 Soient fXi j i 2 Ig une famille de parties irr�eductibles de G , chacunecontenant e . Alors le sous-groupe engendr�e par leur r�eunion est ferm�e et s'�ecrit commeproduit �ni d'un certain nombre des Xi .� Pour toute suite �nie s = (i0;:::; ik) 2 I<! , soit Xs = Xi0 �: : :�Xik . Alors Xs[Xt � Xs� tet Xs �Xt � Xs �Xt = Xs� t .Les ensembles Xs , et donc aussi Xs , sont irr�eductibles. Les ensembles ferm�es irr�educ-tibles satisfaisant �a la condition de châ�ne ascendante (parce que l'on se trouve dans unesituation de rang �ni), il existe un s0 tel que Xs0 soit maximal parmi les Xs . Alors pourtout s , Xs � Xs� s0 = Xs0 par maximalit�e de Xs0 .D'apr�es ce qui a �et�e montr�e au d�ebut, Xs0 est clos pour la multiplication (prendre s = s0et t = s0 ), c'est donc un sous-groupe d'apr�es la proposition 5.6 (b), ferm�e, et qui contienttous les Xi . Par cons�equent, Xs0 est le sous-groupe ferm�e engendr�e pas les Xi .Puis le lemme 5.5 (c) donne Xs0 �Xs0 = Xs0 , donc Xs0 = Xs0� s0 est un produit �ni decertains Xi , �eventuellement avec des r�ep�etitions. �5.2 Sous-groupes, actions de groupes et quotientsSous-groupes et quotientsProposition 5.12 Soit G une Z-vari�et�e de groupe et H un sous-groupe d�e�nissable.(a) H est une Z-vari�et�e de groupe.(b) G=H est une Z-vari�et�e, et une Z-vari�et�e de groupe si H est normal.128



Sous-groupes, actions de groupes et quotients� (a) H est une Z-vari�et�e d'apr�es le th�eor�eme 3.39. La multiplication et l'inverse de Hsont les restrictions de celles de G ; donc ce sont des morphismes par la proposition 3.45 (a).(b) La congruence par H , �a gauche ou �a droite, induit deux relations d'�equivalence surG ; l'une est l'image de l'autre sous � � � . En particulier, une fois qu'on sait que les deuxquotients sont des vari�et�es, la proposition 3.44 implique que � induit un isomorphisme entrel'espace de classes �a gauche et celui des classes �a droite.Consid�erons les classes �a droite (pour les classes �a gauche, c'est exactement la mêmepreuve). Pour pouvoir appliquer le th�eor�eme 3.39, il faut prouver que la relation d'�equiva-lence correspondante EH = f(g1; g2) jHg1 = Hg2g est ferm�ee, admissible et additive.- EH est l'image inverse de H du morphisme (g1; g2) 7! g1g�12 , donc ferm�ee.- Soit Q un constructible EH -satur�e de G� Zn . AlorsQ = QEH = H �Q � H �Q = H �Q = QEH ;donc EH est admissible. (L'inclusion � vient de la g�en�eralisation simple de 5.5 (b).)- L'additivit�e est donn�ee par la proposition 3.35 (d) : les H -classes sont toutes isomorphes(5.8), donc ont la même dimension.D'apr�es 3.39, G=H est donc une vari�et�e. Si H est en plus normal dans G , alors la mul-tiplication et l'inverse de G=H sont des Z-morphismes par la proposition 3.45 (c) (p.ex.pH � � se factorise par G=H �G=H �= (G�G)=(H �H) ). �Corollaire 5.13 Si G est un groupe de Zariski et H un sous-groupe d�e�nissable (normal),alors H et G=H sont des groupes de Zariski.� H et G=H sont des g�eom�etries de Zariski d'apr�es la proposition 4.15. Puis les multipli-cations et les passages �a l'inverse respectives sont des Z-morphismes d'apr�es la propositionpr�ec�edente, ce qui implique qu'elles sont aussi des H -morphismes (resp. G=H -morphismes),car p.ex. � � idHn est continue d'apr�es la proposition 3.41. �Vu que les deux espaces de classes modulo H sont isomorphes, il n'est pratiquement jamaisn�ecessaire de sp�eci�er de quel côt�e on les consid�ere, les �enonc�es �etant valables pour les deux.Les d�emonstrations continueront �a utiliser les classes �a droite. Pour simpli�er les notations,soit pH : G ! G=H la surjection canonique, et soit ((H -satur�e )) une abr�eviation pour((EH -satur�e )).Lemme 5.14 Si Q � G=H � Zn est un constructible irr�eductible, alors les composantesirr�eductibles de (pH � id Zn)�1[Q] sont toutes Ho-satur�ees et isomorphes par des transla-tions. 129



Les groupes de Zariski� Soit eQ := (pH � id Zn)�1[Q] = Q0 t � � � tQk et soit QiHo := (� � id Zn)[Ho �Qi] laHo -saturation de Qi . Puisque Ho �Qi est irr�eductible et � � id Zn continue, QiHo estirr�eductible, donc contenu dans une composante irr�eductible Qj de eQ . Alors Qi � QiHo �Qj entrâ�ne i = j , donc on a �egalit�e et les composantes irr�eductibles sont Ho -satur�ees.Puis soit fh0; : : : ; hlg � H un syst�eme complet de repr�esentants de H=Ho . SoitRi := h0Qi [ � � � [ hlQi = h0HoQi [ � � � [ hlHoQi = (h0Ho [ � � � [ hlHo)Qi = HQi:Puisque Qi est relativement ferm�e dans eQ , tout translat�e l'est aussi, ainsi qu'une r�eunion�nie de translat�es. Donc Ri est une partie H -satur�ee, relativement ferm�ee de eQ , c.-�a-d.pH [Ri] est un ferm�e de Q .Puisque Q est irr�eductible, il existe i0 , telle que (pH � id Zn)[Ri0] = Q , disons i0 = 0 .Donc eQ = R0 = h0Q0 [ � � � [ hlQ0 . Vu que les hjQ0 sont irr�eductibles, il s'agit forc�ementdes composantes irr�eductibles de eQ . �Lemme 5.15 (�a comparer avec [R] pour le cas des groupes alg�ebriques.)(a) Soient H 6 K 6 G . Alors G=K �= (G=H).(K=H) .(b) Soient H;K 6 G . Alors l'application naturelle K=(H \K) ! (HK)=H est un mor-phisme bijectif.� (a) Si H n'est pas un sous-groupe normal, l'�enonc�e n'a a priori pas de sens dans lelangage des groupes. Ici, un sous-groupe N est identi��e avec la relation d'�equivalence ENqu'il induit. De plus, le fait que EH soit plus �ne que EK implique que (pH �pH)[EK] estune relation d'�equivalence sur G=H que je note K=H en analogie avec les sous-groupesnormaux. Alors l'�enonc�e est une abr�eviation pourG=EK �= (G=EH).(pH � pH)[EK]:Par le th�eor�eme correspondant de la th�eorie des groupes, on sait que l'application pK=H �pHse factorise par G=K et que l'application pK se factorise par (G=H)=(K=H) , donnant lieu�a des bijections r�eciproques. La proposition 3.45 d�emontre alors qu'il s'agit de morphismes.G K � i - HKG=H�������pH @@@@@pKRR QQQQp � iQQQQs(G=H)=(K=H)�������pK=H � � - G=K K=(H \K)?? - (HK)=H??p130



Sous-groupes, actions de groupes et quotients(b) Soit i : K ,! HK = fhk jh 2 H; k 2 Kg le morphisme d'inclusion. Alors EH \HKest une relation d'�equivalence sur HK qui sera not�ee E . Par (HK)=H j'entends donc lequotient (HK)=E . Soit p : HK ! (HK)=E la surjection canonique, qui est un morphisme.(En fait, HK et (HK)=E sont des vari�et�es, le premier �etant une sous-vari�et�e de G , ledernier de G=H , mais le raisonnement marche aussi bien pour des pr�evari�et�es.)Alors de nouveau par le th�eor�eme d'isomorphisme de la th�eorie des groupes, p � i sefactorise par K=(H\K) , donc la proposition 3.45 assure que la bijection r�esultante K=(H\K)! HK)=EH est un morphisme.Par contre, son inverse n'est pas forc�ement un morphisme (il n'y a pas d'applicationnaturelle HK ! K=(H \K) , le probl�eme �etant le même que pour la situation g�en�erale de3.44. �Actions de groupesSupposons que V soit une Z-vari�et�e et G une Z-vari�et�e de groupe. Une Z-action de G surV est une action de G sur V donn�ee par un Z-morphisme ' : G� V ! V . L'action seranot�ee g � v := '(g; v) .Pour les r�esultats suivant, cf. [Hu] section 8.Lemme 5.16 Soit ' : G � V ! V une Z-action. Soit F un ferm�e de V et X � Varbitraire.(a) TransG(X;F ) := fg 2 G j g �X � Fg est ferm�e.(b) Pour tout v 2 V , Gv := fg 2 G j g � v = vg est un sous-groupe ferm�e de G . Enparticulier, le stabilisateur (point par point) de X , i.e. l'ensemble GX := fg 2 G j g�x =x pour tout x 2 Xg est un sous-groupe ferm�e.(c) V g := fv 2 V j g � v = vg est ferm�e pour tout g 2 G . En particulier, l'ensemble despoints �xes de l'action, �a savoir V G := fv 2 V j gv = v pour tout g 2 Gg , est ferm�e.(d) Si G est connexe, alors G stabilise toute composante irr�eductible de V .� (a) L'application 'x : G ! V , g 7! '(g; x) est continue, donc '�1x [F ] est ferm�e. Ils'ensuit que TransG(X;F ) = Tx2X '�1x [F ] aussi.(b) Gv = TransG(fvg; fvg) et GX = Tx2XGx , ou encore les deux sont des sous-groupesd�e�nissables.(c) Soit  g l'application continue v 7! (v; g � v) . Alors V g =  �1g [�(V )] et V G = Tg2GV g ,donc les deux sont ferm�es. 131



Les groupes de Zariski(d) Soit Vi une composante irr�eductible de V . Alors StabGVi := TransG(Vi; Vi) est unsous-groupe ferm�e de G . Tout g 2 G induit un hom�eomorphisme 'v := v 7! '(g; v) surV qui permute donc les composantes irr�eductibles de V . Si 'v[Vi] = Vj , alors StabGVjdevient une classe de StabGVi translat�ee par 'v . Puisqu'il n'y a qu'un nombre �ni de com-posantes irr�eductibles, StabGVi est un sous-groupe d'indice �ni de G , donc par connexit�ede G , StabGVi = V . �Proposition 5.17 Les orbites d'une Z-action ' : G � V ! V sont localement ferm�ees.L'adh�erence Y et le (( bord )) @Y d'une orbite Y sont des r�eunions d'orbites.� Soit Y = G �y une orbite. Donc pour tout g 2 G , gY � Y . Le fait que tout g induiseun hom�eomorphisme de V implique que g � Y = g � Y = Y , c.-�a-d. Y est une r�euniond'orbites. En particulier, @Y = Y n Y est aussi une r�eunion d'orbites. Le même argumentque pr�ec�edemment montre que @Y est encore une r�eunion d'orbites. Mais Y est form�ed'une seule orbite, et clairement (pour des raisons de dimension) Y * @Y . Par cons�equent,Y \ @Y = ; , c.-�a-d. Y = Y n @Y est localement ferm�e. �Corollaire 5.18 Les orbites de dimension minimale d'une Z-action sont ferm�ees.Lemme 5.19 Dans le cas d'une Z-action d'une vari�et�e de groupe compl�ete, toutes les orbitessont ferm�ees (même compl�etes).� L'orbite de y est �egale �a '[G � fyg] , qui est l'image d'un ensemble complet par unmorphisme, donc complet. �Une Z-action ' : G � V ! V induit une relation d'�equivalence d�e�nissable E' sur V :(v1; v2) 2 E' :() 9g 2 G (g � v1 = v2):Donc V=E' est une Z-pr�evari�et�e, qui n'est pas une vari�et�e en g�en�eral car E' n'a pas deraison d'être ferm�ee. Par contre :Lemme 5.20 E' est une relation d'�equivalence admissible.� L'action ' induit une Z-action 'n de G sur V � Zn en posant 'n(g; (v; �z)) :=('(g; v); �z) . Alors la relation d'�equivalence associ�ee E'n est �egale �a E' ��(Zn) (�a unepermutation pr�es). Il su�t donc de consid�erer le cas n = 0 .Un ensemble E'-satur�e n'est autre chose qu'une r�eunion d'orbites. Donc si Q est unconstructible E'-satur�e de V , alors Q est une r�eunion d'orbites d'apr�es la proposition 5.17,donc E'-satur�e. �132



Lissit�e des groupes de Zariski5.3 Lissit�e des groupes de ZariskiUn groupe alg�ebrique ne peut pas avoir de point singulier : les points singuliers forment unferm�e propre d'une vari�et�e, et dans un groupe, le groupe d'automorphismes de la vari�et�esous-jacente agit transitivement, donc tous les points sont de même nature. Par cons�equent,tout groupe alg�ebrique est lisse.Question: Est-ce qu'un groupe de Zariski est toujours lisse ? Plus g�en�eralement, est-cequ'une vari�et�e de groupe d'une g�eom�etrie de Zariski lisse est toujours une vari�et�e lisse?Au moins pour la structure (( lin�eaire )) d'un groupe de Zariski, c'est vrai :Proposition 5.21 Soit G un groupe de Zariski. Alors la formule des dimensions est sa-tisfaites pour les classes de sous-groupes d�e�nissables (d'un côt�e �x�e).� Il est plus commode de v�eri�er la formule des dimensions dans la version du lemme 3.53,ce qui est possible puisque les diagonales sont des sous-groupes.Il est par ailleurs su�sant de consid�erer des sous-groupes : supposons que H soit uneclasse d'un sous-groupe H0 � Gn , et soit � = �nij . Si H \ � = ; , rien n'est �a prouver.Sinon il existe un �el�ement �h 2 H\� et H\� �= �h�1(H\�) = (�h�1H)\(�h�1�) = H0\� ,c.-�a-d. on est ramen�e au cas des sous-groupes.Soit donc H un sous-groupe ferm�e connexe de Gn . Alors H \� est un sous-groupe deH dont les composantes irr�eductibles sont deux �a deux isomorphes par le lemme 5.8, c.-�a-d.il su�t de d�emontrer la formuledim(H \�) > dimH + dim�� dimGn:Supposons d'abord que n = 2 . Soit ' : H ! G le morphisme (h1; h2) 7! h�11 h2 . Sig 2 '[H] , alors il existe hg 2 G tel que (hg; hgg) 2 '�1(g) � H . Si maintenant (h; hg) estun autre �el�ement de '�1(g) , alors (h; hg) � (hg; hgg)�1 = (hh�1g ; hh�1g ) 2 H \� = '�1(e) ,c.-�a-d. la multiplication par (hg; hgg)�1 donne une injection d�e�nissable de '�1(g) dans'�1(e) (en fait, c'est une bijection). Par cons�equent, dim'�1(e) > '-gdimH et on obtientla formule souhait�ee par additivit�e, cardim(H \�) > '-gdimH = dimH � dim'[H]> dimH � dimG = dimH + dim�� dimG2: 133



Les groupes de ZariskiPuis soit n > 2 . Soit � : Gn ! G2 la projection �g 7! (gi; gj) . Comme � = f�g 2Gn j gi = gjg , les �-�bres de H et de H \ � sont les mêmes au-dessus de �(G) . Maispuisque toutes les �bres d'un sous-groupe sont isomorphes, H et H \ � ont la mêmedimension �-g�en�erique. Donc l'additivit�e donnedim(H \�) = dim�[H \�] + �-gdim (H \�)= dim�[H \�] + �-gdimH= dim�[H \�] + dimH � dim�[H]De plus, puisque � = ��1[�[�]] , on a �[H \ �] = �[H] \ �[�] = �[H] \ �2(G) , doncdim�[H \�] > dim�[H]� dimG par le cas n = 2 . Il s'ensuit quedim(H \�) = dim�[H \�] + dimH � dim�[H]> dim�[H]� dimG+ dimH � dim�[H]= dimH + dimGn�1 � dimGn = dimH + dim�� dimGnPour n = 1 , il n'y a pas de probl�eme : la formules des dimensions se transmet trivialementde Gn+1 �a Gn (proposition 3.54). �La g�eom�etrie des sous-groupesProposition 5.22 Soit G un groupe connexe @0 -stable de rang de Morley �ni. Alors lesclasses de sous-groupes d�e�nissables (d'un côt�e �x�e) sont les ferm�es d'une g�eom�etrie deZariski compl�ete sur G , dite la g�eom�etrie des sous-groupes.En g�en�eral, cette g�eom�etrie est loin d'engendrer toute la structure d�e�nissable du groupe.En fait, le graphe de la multiplication est constructible dans la g�eom�etrie des sous-groupesssi le groupe est 1{bas�e ; et le graphe du passage �a l'inverse est constructible ssi le groupeest ab�elien-par-�ni (voir [GR]).La multiplication et le passage �a l'inverse ne sont continues que si le groupe est commutatif.� Puisque les translations sont des hom�eomorphismes pour la g�eom�etrie des sous-groupes,il su�t de consid�erer les sous-groupes au lieu des classes.- La connexit�e implique clairement l'irr�eductibilit�e (�a rapprocher aussi de 5.9).- �(G) est un sous-groupe de G2 , d'o�u la s�eparation.- La compatibilit�e, l'�elimination des quanteurs, la d�e�nissabilit�e de la dimension et la com-pl�etude d�ecoulent des consid�erations suivantes :134



Lissit�e des groupes de ZariskiSi H 6 Gn1+n2 est un sous-groupe d�e�nissable et �i : Gn1+n2 ! Gni sont les projec-tions, alors �1 := �1[H] est un sous-groupe de Gni . Puis Hi := �i[��11�i(�e) \H] est unsous-groupe de �i . Pour tout �a 2 �1 , �2[��11 (�a)\H] est une classe de H2 . Deux tellesclasses au-dessus de �a;�b sont �egales ssi �a et �b sont dans la même classe modulo H1 .Donc H est une r�eunion de blocs �g1H1 � �g2H2 . Pr�ecis�ement,H = [�g2�1=H1 �2[��11 (�g) \H]� �gH1 = [�h2�2=H2 �hH2 � �1[��12 (�h) \H]:(C'est aussi fait dans [GR], th�eor�eme 1).- La dimension est �nie parce que le rang de Morley l'est.- La g�eom�etrie des sous-groupes est continûment interpr�etable dans celle du groupe, elle estdonc �el�ementaire (cf. lemme 4.14).- Un sous-groupe irr�eductible dans la g�eom�etrie des sous-groupes est connexe, une hyper-surface est donc une classe d'un sous-groupe d'indice in�ni, et alors toute classe de cesous-groupe est une hypersurface, d'o�u la conformit�e. �Corollaire 5.23 Un groupe @0 -stable de rang �ni et 1-bas�e est un groupe de Zariski completet lisse pour la g�eom�etrie des sous-groupes.Sous-groupes d'un groupe lisseSupposons que G soit une Z-vari�et�e de groupe lisse et que N soit un sous-groupe d�e�nis-sable. On pourrait penser que la lissit�e de G se transmet sans di�cult�es �a N : si F1; F2sont deux ferm�es irr�eductibles de N �Zn , il su�rait de les (( prolonger )) sur les classes deN , c.-�a-d. de trouver des ferm�es eFi tels que Fi = eFi \N et dim eFi = dimFi + dimG=N .Pour cela, il faudrait disposer d'une section de G=N , c.-�a-d. d'un ensemble d�e�nissable Squi a un �el�ement dans chaque N -classe de G .En fait, une version plus faible su�t, et elle existe sous certaines conditions :Lemme 5.24 Soit G une Z-vari�et�e de groupe connexe, lisse et riche, et N un sous-grouped�e�nissable. Alors il existe un ferm�e irr�eductible S tel que S \ gN soit �ni pour g 2 Gg�en�erique.� En rempla�cant N par No on peut supposer que N est connexe.La preuve est similaire �a celle de la proposition 3.58. Par r�ecurrence sur k 6 dimN , onconstruit des hypersurfaces Hk de G et des composantes irr�eductibles Xk de N \H1 \� � � \Hk telles que dimXk = dimN � k . 135



Les groupes de ZariskiPuisque G est riche, il existe une hypersurface H1 de G telle que N \H1 6= N . SoitX1 une composante irr�eductible de N \H1 . Clairement dimX1 6 dim(N \H1) < dimN .Mais la lissit�e implique que dimX1 > dimN+dimH1�dimG = dimN�1 , donc dimX1 =dimN � 1 et l'hypoth�ese de r�ecurrence est satisfaite.Supposons Hk et Xk construites pour 1 < k < dimN . Par hypoth�ese de r�ecurrence,Xk est in�ni, donc il existe une hypersurface Hk+1 de G (grâce �a la richesse de G ) telleque ; 6= Xk \Hk+1 6= Xk . Alors dim(Xk \Hk+1) < dimXk , donc il existe une composanteirr�eductible Xk+1 de Xk \Hk+1 (qui est donc une composante de N \H1 \ � � � \Hk+1 )de dimension plus petite que dimXk , c.-�a-d. dimXk+1 6 dimXk � 1 = dimN � (k + 1) .Dans l'autre sens, par lissit�e,dimXk+1 > dimXk+dimHk+1�dimG = dimN�k+dimG�1+dimG = dimN� (k+1);donc la condition de la r�ecurrence est v�eri��ee.Soit maintenant S une composante irr�eductible de H1 \ � � � \ HdimN telle que XdimNsoit une composante irr�eductible de N \ S . Alors par lissit�e, on trouvedimS > dimH1 + � � � dimHdimN � (dimN � 1) � dimG= dimN � (dimG� 1) � dimN � dimG+ dimG = dimG � dimN;et encore par lissit�e, on obtient que 0 = dimXdimN > dimS + dimN � dimG . Les deuxin�egalit�es donnent dimS = dimG � dimN = dim(G=N) .On va montrer que gN \ S est �ni pour g 2 G g�en�erique. PosonseS := n (s; n) ��� s 2 S; n�1s 2 N o:C'est un ferm�e de G2 de dimension dimS+dimN = dimG dont la dimension �-g�en�eriqueest �egale �a pN -gdimS (o�u pN : G! G=N est la surjection canonique).Par construction, N \ S a une composante �nie, donc les �-�bres de eS au-dessus des�el�ements de N ont une composante �nie. Comme la dimension est purement semi{continuepar la proposition 3.58, les �-�bres de eS sont g�en�eriquement �nies, c.-�a-d. pN -gdimS = 0 ,ou encore S coupe les N -classes qu'il rencontre g�en�eriquement en un nombre �ni de points.Donc dimG=N = dimS = pN -gdimS + dimpN [S] = 0 + dimpN [S];par cons�equent S coupe presque toutes les N -classes. �En fait, le dernier raisonnement montre d'ailleurs le r�esultat suivant :Lemme 5.25 Si la dimension est (purement) semi{continue par rapport �a la projection� : G2 ! G , alors elle l'est par rapport �a la surjection canonique pN : G! G=N .136



Lissit�e des groupes de ZariskiProposition 5.26 Soit G une Z-vari�et�e de groupe connexe, lisse et riche, et N un sous-groupe d�e�nissable. Alors N est une Z-vari�et�e de groupe lisse.� Soient F1; F2 deux ferm�es irr�eductibles de N � Zn et soit � = �(G � Zn) . Commedans le lemme 3.53, puisque F1\F2 est en bijection avec (F1�F2)\� , il su�t de d�emontrerque dimX > dimF � dim(N � Zn) pour tout ferm�e irr�eductible F � (N � Zn)2 et toutecomposante irr�eductible X de F \� .Soit S comme dans le lemme 5.24. En multipliant S par un �el�ement appropri�e, on peutsupposer que e 2 S ; soit donc S \N = fe = s0; s1;:::; skg . Posonse� := S �� = f(s � g; g) j s 2 S; g 2 Gg:Alors e� est un ferm�e irr�eductible de dimension dimS+dim(G�Zn) = 2 dimG�dimN +dimZn .Notons si� = (si; e) �� . Les ensembles si� ( i = 0; : : : ; k ) sont disjoints, doncF \ e� = F \ (s0� [ � � � [ sk�) = (F \ s0�)| {z }=F\� [ � � � [ (F \ sk�);et en particulier toute composante irr�eductible de F \� est aussi une composante irr�educ-tible de F \ e� . Puis la lissit�e de G implique pour toute composante irr�eductible Y deF \ e� quedimY > dimF + dim e�� dim(G � Zn)2= dimF + 2dimG � dimN + ndimZ � 2 dimG� 2ndimZ= dimF � dimN � ndimZ = dimF � dim(N � Zn) �Conditions de richesseProposition 5.27 Si G est une Z-vari�et�e de groupe, presque simple 1, alors G est unevari�et�e riche.� Soit Gh l'intersection de toutes les hypersurfaces contenant e . Alors Gh est un sous-groupe d�e�nissable normal de G :Gh est clairement un ferm�e d�e�nissable par noeth�erianit�e de la topologie. Si H est unehypersurface de G contenant e , a 2 Gh et g 2 G , alors H�1 , a�1H , Ha�1 et Hg sont1: c.-�a-d. G n'a pas de sous-groupe d�e�nissable, normal, et in�ni. 137



Les groupes de Zariskitoutes des hypersurfaces de G contenant e . Donc(Gh)�1 = TfH j e 2 H 2 H(G)g�1 = TfH�1 j e 2 H 2 H(G)g = GhaGh = a � TfH j e 2 H 2 H(G)g = TfaH j e 2 H 2 H(G)g � GhGh � a = TfH j e 2 H 2 H(G)g � a = TfHa j e 2 H 2 H(G)g � Gh(Gh)g = TfH j e 2 H 2 H(G)gg = TfHg j e 2 H 2 H(G)g � Ghet par cons�equent, Gh est un sous-groupe normal de G . Puisqu'il est �evidemment di��erentde G , il est forc�ement �ni. �Lemme 5.28 Soit G une Z-vari�et�e de groupe lisse et riche. Si N est un sous-grouped�e�nissable, alors N est riche.� Si H est une hypersurface de G qui ne contient pas N , alors d'une part dim(H\N) <dimN ; d'autre part toute composante irr�eductible de H \ N est de dimension au moinsdimH + dimN � dimG = dimN � 1 . Donc toute composante irr�eductible de H \N estune hypersurface de N , et il s'ensuit que Nh � Gh \ N , donc N est riche. �Quotients d'un groupe lisseLe passage au quotient est plus simple :Proposition 5.29 Si G est une Z-vari�et�e de groupe lisse et N un sous-groupe d�e�nissable,alors G=N est une vari�et�e lisse.� Soient F1; F2 deux ferm�es irr�eductibles de G=N � Zn . D'apr�es le lemme 5.14, toutesles composantes irr�eductibles de (pN � id Zn)�1[Fi] sont isomorphes, en particulier toutessont de dimension dimFi + dimN .Soit Y une composante irr�eductible de F1 \ F2 , et soit eY une composante irr�eductiblede (pN � id Zn)�1[Y ] . Alors il existe des composantes irr�eductibles eF1 et eF2 de (pN �id Zn)�1[F1] et de (pN � id Zn)�1[F2] resp., telles que eY soit une composante irr�eductiblede eF1 \ eF2 .Alors dimY = dim eY � dimN> dim eF1 + dim eF2 � dim(G � Zn)� dimN= dimF1 + dimN + dimF2 + dimN � dimG� dimZn � dimN= dimF1 + dimF2 � dim(G=N � Zn)ce qui est la formule des dimensions dans G=N . �Corollaire 5.30 Soit G une Z-vari�et�e de groupe lisse et riche. Alors toute Z-vari�et�e ob-tenue �a partir de G en prenant des sous-groupes et des quotients par des sous-groupes estlisse.138



Compl�etude dans les groupes de Zariski5.4 Compl�etude dans les groupes de ZariskiSous-groupes completsLemme 5.31(a) Soit C une sous-vari�et�e irr�eductible et compl�ete telle que e 2 C . Alors le sous-groupe(normal) engendr�e par C est complet.(b) Si H est un sous-groupe tel que Ho soit complet, alors H est complet.� (a) Par la proposition 5.11, il existe g1; : : : ; gk 2 G tels que le sous-groupe normalN engendr�e par C soit �egal �a Cg1 � : : : � Cgk . Chacun des Cgi est isomorphe �a C , donccomplet. Puis Cg1 � � � � � Cgk est complet par la proposition 3.48 (d) ; et la partie (c) decette proposition entrâ�ne que N = �[g1� � � � � Cgk] est complet.Le sous-groupe engendr�e par C est ferm�e dans N , donc aussi complet (3.48 (a)).(b) Soit F un ferm�e de H�Zn et � la projection de H�Zn sur Zn . Toute composanteirr�eductible gHo de H est isomorphe �a Ho , donc aussi compl�ete. Par cons�equent, �[F ]est ferm�e, puisque c'est la r�eunion (�nie !) des �[F \ gH] qui sont ferm�es. �Proposition 5.32 Soient G1 6 G2 6 G3 des Z-vari�et�es de groupes. Alors G3=G1 estcomplet ssi G3=G2 et G2=G1 sont complets.� Supposons d'abord que G2=G1 et G3=G2 soient complets. Soient � et �0 les projec-tions sur Zn et p1 , p2 les surjections canoniques comme indiqu�ees dans le diagramme :G3 �G2=G1 � Zn/������e� SSSSSS�wG3 � Zn p1 -- G3=G1 � Zn p2 -- G3=G2 � ZnSSSSSS� w /�������0ZnSoit F � G3=G1 � Zn un ferm�e. Posons eF := (p�11 � p�12 � p2)[F ] ; c'est donc la G2-saturation de l'image inverse de F dans G3 � Zn . Il su�t de montrer que eF est ferm�e,139



Les groupes de Zariskipuisqu'alors p2[F ] = (p2 � p1)[ eF ] est ferm�e�e et donc �[F ] = �0[p2[F ]] est ferm�e par com-pl�etude de G3=G2 .Soit � : G3 � G2=G1 � Zn ! G3=G1 � Zn le morphisme (g; hG1; �z) 7! (ghG1; �z) etsoit e� : G3 � G2=G1 � Zn ! G3 � Zn la projection. Elle est une application ferm�ee parcompl�etude de G2=G1 grâce au lemme 3.47. AlorseF = n(g; �z) ���9hG1 2 G2=G1 tel que (ghG1; �z) 2 Fo = (~� � ��1)[F ]est ferm�e par compl�etude de G2=G1 et continuit�e de � .Supposons maintenant que G3=G1 soit complet. Alors G2=G1 en est une sous-vari�et�eferm�ee, et G3=G2 est isomorphe au quotient (G3=G1).(G2=G1) par le lemme 5.15 (a),donc les deux sont complets d'apr�es 3.48 (a) et (b). �Th�eor�eme 5.33 Une Z-vari�et�e de groupe de groupe G contient un unique sous-groupemaximal Gc parmi ses sous-groupes complet connexe. Ce sous-groupe est normal, contenudans le centre de G et (G=Gc)c = G=Gc .� Soit Gc le sous-groupe normal engendr�e par tous les sous-groupes complets et connexesde G . De nouveau par la proposition 5.11, il est engendr�e par un nombre �ni d'entre eux,donc complet par le même raisonnement que dans 5.31 (a). Il est �evidemment unique etmaximal.Soit Gcc 6C G tel que Gcc=Gc = (G=Gc)c . Gcc est connexe par d�e�nition, et completpar la proposition 5.32, donc Gcc 6 Gc , c.-�a-d. Gcc = Gc .Il reste �a montrer que Gc est central. Une premi�ere m�ethode consiste �a appliquer lelemme de rigidit�e 3.51 comme en g�eom�etrie alg�ebrique :On consid�ere le morphisme f : Gc � G ! G , (c; g) 7! [c; g] . Alors f [Gc � feg] = feg ,donc par le lemme de rigidit�e, pour tout g 2 G , le r�esultat de [c; g] ne d�epend pas dec 2 Gc , donc [c; g] = [e; g] = e pour tout c 2 Gc et tout g 2 G .Mais le lemme de rigidit�e suppose que la dimension soit semi{continue (en fait par rapport�a la projection Gc �G! G ), ou modulo la proposition 3.58 que le groupe soit lisse.La preuve suivante, qui marche dans tous les cas, est une �elaboration d'une id�ee de D. Lascar :Soit Z� une extension satur�ee de Z . Alors G� est une Z�-vari�et�e de groupe qui �etendG . Par le lemme 3.65, on sait que Gc� est complet, donc Gc� � G�c , mais aussi queG�c \ G est complet, donc G�c \ G � Gc� . D'autre part, tout automorphisme de Z�est un hom�eomorphisme, donc il laisse G�c globalement �xe. Par cons�equent, G�c est;-d�e�nissable et il s'ensuit que G�c = Gc� .140



Compl�etude dans les groupes de ZariskiSoit C = [Gc; G] le sous-groupe engendr�e par les commutateurs des �el�ements de Gc avecles �el�ements de G . Il est ;-d�e�nissable pour la même raison que G�c , et de plus on aC� = [G�c; G�] .Fait : Il existe un entier n et un ouvert non vide U de Gn tels que C = [Gc; g1]�: : :�[Gc; gn]pour tout g1;:::; gn 2 U .� On peut trouver n et des hi (i = 1; : : : ; n) g�en�eriques et ind�ependantes au-dessus deG tels que C� = [G�c; h1] � : : : � [G�c; hn] :Soit h0 une r�ealisation quelconque dans G� du type g�en�erique de G . Supposons parr�ecurrence h1; : : : ; hk construits. Tout produit [G�c; x1] � : : : � [G�c; xm] est un ferm�e irr�e-ductible, car c'est l'image du ferm�e complet irr�eductible G�c � � � � �G�c par le morphisme(c1;:::; cm) 7! [c1; x1] � : : : � [cm; xm] (voir 3.48 (c)). Alors pour tout h 2 G� , il y a deuxpossibilit�es :ou bien [G�c; h1] � : : : � [G�c; hk] = [G�c; h1] � : : : � [G�c; hk] � [G�c; h];ou bien dim� [G�c; h1] � : : : � [G�c; hk] � < dim� [G�c; h1] � : : : � [G�c; hk] � [G�c; h] �:Dans le premier cas, h v�eri�e la formule�k(z) = �9y1 2 Gc : : :9y2k+1 2 Gc[y1; h1] � : : : � [yk; hk] = [yk+1; h1] � : : : � [y2k; hk] � [y2k+1; z]�:Alors � est une formule ferm�ee par compl�etude de Gc . Mais si C� 6= [G�c; h1]�: : :�[G�c; hk] ,alors il existe g 2 G� tel que [G�c; h1] � : : : � [G�c; hk] � [G�c; g] 6= [G�c; h1] � : : : � [G�c; hk] ,c.-�a-d. tel que :�k(g) . Donc dans ce cas, �k[G�] �� G� et on peut choisir hk+1 =2 �k[G�]v�eri�ant le type g�en�erique de G et ind�ependant de fh1;:::; hkg .Ce processus s'arr�ete, vu la �nitude du rang, apr�es n �etapes pour un certain n . Consid�e-rons maintenant la formule �(y1;:::; yn)= �C = [Gc; y1] � : : : � [Gc; yn]� . C'est une ;-formulequi est satisfaite par un point g�en�erique de Gn , �a savoir (h1;:::; hn) . Donc �[G] est densedans Gn (et il su�t de prendre U = int�erieur de �[G] ). �Supposons maintenant que Gc ne soit pas central dans G . Alors il existe un �el�ement non-trivial a 2 C . Soient (g1;:::; gn) 2 Gn� g�en�erique au-dessus de G . Consid�erons la formuleferm�ee'(x1;:::; xn; y1;:::; yn) = �y1 2 Gc ^ � � � ^ yn 2 Gc ^ [y1; g1x1] � : : : � [yn; gnxn] = a�Alors la formule  (x1;:::; xn) = 9y1 : : :9yn '(x1;:::; xn; y1;:::; yn) est aussi ferm�ee par com-pl�etude de Gc = �[G] .Pour tout n-uple (h1;:::; hn) 2 Gn , les �el�ements g1h1; : : : ; gnhn sont encore g�en�eriques surGDonc [Gc; g1h1] � : : : � [Gc; gnhn] = C par le fait d�emontr�e ci-dessus, et alors Gn �  [G�] .Par cons�equent, G�n � dZ [G�] (pour la notation, voir page 55). 141



Les groupes de ZariskiMais puisque  est une formule ferm�ee, la proposition 2.31 (a) donne dZ [G�] �  [G�] ,donc G�n �  [G�] , c.-�a-d. G�n =  [G�] . Mais clairement (g�11 ;:::; g�1n ) =2  [G�] , car pourtout (y1;:::; yn) , [y1; g1g�11 ] � : : : � [yn; gng�1n ] = e 6= a : contradiction ! �Sous-groupes paraboliquesD�e�nition 5.34 Soit G une Z-vari�et�e de groupe. Un sous-groupe d�e�nissable P est pa-raboliquedans G si G=P est une Z-vari�et�e compl�ete.Proposition 5.35 Soient P1 6 P2 6 G des Z-vari�et�es de groupes.(a) P1 est parabolique dans G ssi P1 est parabolique dans P2 et P2 est paraboliquedans G .(b) En particulier, P1 est parabolique dans G ssi P o1 l'est.� (a) est une r�eformulation de la proposition 5.32.(b) P o est parabolique dans P parce que P=P o est �ni, donc complet (voir 3.48 | unsingleton est �evidemment complet). Apr�es (a) s'applique. �Corollaire 5.36 Tout sous-groupe parabolique dans G contient un sous-groupe qui est mi-nimal parmi les sous-groupe paraboliques dans G . Tout sous-groupe parabolique minimal estconnexe et n'a pas de sous-groupes paraboliques propres.D�e�nition 5.37 Un (sous-groupe de) Borel d'une vari�et�e de groupe G est un sous-grouped�e�nissable qui est maximal parmi les sous-groupes d�e�nissables r�esolubles connexes.En g�eom�etrie alg�ebrique, les sous-groupes paraboliques minimaux sont exactement les borels.Ils sont par ailleurs tous conjugu�es. Ces deux th�eor�emes dus �a A. Borel sont extrêmementimportants dans la th�eorie des groupes alg�ebriques.Je ne vois pas de possibilit�e de d�emontrer directement que les borels d'un groupe deZariski sont paraboliques. Le fait que les borels soient conjugu�es se d�eduit assez facilementde leur propri�et�e d'être paraboliques minimaux. Sous certaines hypoth�eses, la même preuvemarche pour les sous-groupes paraboliques minimaux d'un groupe de Zariski :Proposition 5.38 Supposons que G soit une Z-vari�et�e de groupe telle que G2 soit lisse.Si P1; P2 sont des sous-groupes paraboliques tels que P2 normalise P1 , alors P1 \ P2 estparabolique dans G .142



Compl�etude dans les groupes de Zariski� Puisque P2 normalise P1 , P1P2 est un sous-groupe de G , en particulier ferm�e. Donc(P1P2)=P1 est compl�ete comme sous-vari�et�e ferm�ee de G=P1 .Le lemme 5.15 (b) donne un morphisme bijectif � : P2=(P1 \P2)! (P1P2)=P1 qui est larestriction de la surjection canonique p : G=(P1\P2)! G=P1 . Il su�t de montrer que � estun isomorphisme ; alors P2=(P1 \ P2) sera complet comme image par un morphisme d'unevari�et�e compl�ete, c.-�a-d. P1 \P2 sera parabolique dans P2 . Puis P1 \P2 sera paraboliquedans G d'apr�es 5.35.La preuve que � est un isomorphisme g�en�eralise celle de la proposition 3.55 :soit F un ferm�e de P2=(P1 \ P2)� Zn et posons �p := p� id Zn . Soit X une composanteirr�eductible de (� � id Zn)[F ] = �p[F ] et soient �1; �2 les projections de ��p sur G=(P1 \P2)� Zn resp. G=P1 � Zn .Pour tout g 2 G=P1 , l'image inverse �p�1(g) est la P1=(P1 \ P2)-saturation de tout�el�ement de �p�1(g) . Donc (�p�1 � �p)[F ] = P1=(P1 \P2) �F est la P1=(P1 \P2)-saturation deF . Ceci donne imm�ediatement��p \ ��12 [X ] � ���p \ ��11 hP1=(P1 \ P2) � F i� [ ���p \ ��12 [ @X ]�:L'hypoth�ese que G2 est lisse entrâ�ne la lissit�e de G=(P1 \ P2)�G=P1 (proposition 5.29),et donc pour toute composante irr�eductible Y de ��12 [X ] \ ��p , on obtientdimY > dim�X �G=(P1 \ P2)� Zn�+ dim��p � dim�G=(P1 \ P2)�G=P1 � Z2n�= dimX + dimG=(P1 \ P2) + dimZn + dim(dom(�p))�dimG=(P1 \ P2) � dimG=P1 � dimZ2n= dimX + dimG=(P1 \ P2)� dimG=P1= dimX + dimP1 � dim(P1 \ P2):D'autre part, l'additivit�e de la dimension donnedim(��p \ ��12 [ @X ]� = dim@X + dimP1=(P1 \ P2) < dimX + dimP1 � dim(P1 \ P2):Donc ��p \ ��12 [ @X ] n'est pas une composante irr�eductible de ��p \ ��12 [X ] , c.-�a-d.��p \ ��12 [X ] � ���p \ ��11 hP1=(P1 \ P2) � F i �:Il s'ensuit que � est une application ferm�ee, donc un isomorphisme. �Proposition 5.39 Soit G une Z-vari�et�e de groupe telle que G2 soit lisse.(a) Tous les sous-groupes paraboliques minimaux de G sont conjugu�es. 143



Les groupes de Zariski(b) Si P est un sous-groupe parabolique minimal, alors P est l'unique sous-groupe para-bolique minimal dans NG(P ) et NG(NG(P )) = NG(P ) .� (a) Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques minimaux. G agit par multipli-cation �a gauche sur la vari�et�e compl�ete G=Q dont la restriction �a P donne une action deP sur G=Q .Soit h 2 G tel que l'orbite Y := P � hQ soit de dimension minimale parmi les orbites deP . Alors Y est ferm�ee d'apr�es 5.18, donc compl�ete. Soit Y 0 := G � hQ l'orbite de g sousG et soit GhQ le stabilisateur de hQ , i.e. le groupe fg 2 G j g � hQ = hQg .L'action induit un morphisme bijectif � : G=GhQ ! Y 0 dont la restriction �a (GhQP )=GhQ�= P=PhQ va bijectivement sur Y . Le graphe de cette bijection est une partie de G�G=Q �=G2=(feg � Q) qui est lisse d'apr�es 5.29. Alors un morphisme bijectif est un isomorphisme(3.55). La restriction �a P est donc aussi un isomorphisme sur son image, c.-�a-d. P=PhQ �=Y . Puisque Y est compl�ete, PhQ est parabolique dans P .Par minimalit�e de P , il s'ensuit que P = PhQ . Cela veut dire que p � hQ � hQ pourtout p 2 P , donc P h � Q . Mais P h est clairement un sous-groupe parabolique de G ,donc P = Q par minimalit�e de Q .(b) Supposons que P 6= P g � NG(P ) . Puisque P g normalise P , la proposition 5.38entrâ�ne que P \ P g est un sous-groupe parabolique de G contredisant la minimalit�e deP .Supposons maintenant que g normalise NG(P ) . Alors P g est un sous-groupe de NG(P ) ,donc P = P g d'apr�es ce qui pr�ec�ede, c.-�a-d. g 2 NG(P ) . �Encore quelques propri�et�es des sous-groupes paraboliques :Lemme 5.40 Soit P un sous-groupe parabolique de G .(a) Si ' : G! H est un Z-morphisme de groupes, alors '[P ] est parabolique dans '[G] .(b) PG = Sg2GP g est ferm�e dans G .� (a) ' induit un morphisme '=P : G=P ! '[G]='[P ] (voir proposition 3.45 (c)appliqu�ee �a p'[P ] � ' ). Puisque G=P est complet, son image par '=P qui est '[G]='[P ]est aussi compl�ete.(b) On consid�ere les morphismesG�G ' - G�G �p := p � idG - G=P �G � - G(g; p) - (g; pg�1) - (gP; pg�1) - pg�1144



Compl�etude dans les groupes de ZariskiAlors PG = (� � �p � ')[G � P ] . Grâce �a la compl�etude de G=P , il su�t de montrer que�p['[G� P ] ] est ferm�e, c.-�a-d. que � := '[G � P ] est ferm�e P -satur�e.L'application ' est un isomorphisme, car son inverse (g; p) 7! (g; pg) est clairement unmorphisme.Donc � est ferm�e. Si (g; pg�1) 2 � et h 2 P , alors (gh; pg�1) = (gh; (ph)(gh)�1)est dans � car ph = h�1ph 2 P . Donc ' est P -satur�e. �Sous-groupes affinesTh�eor�eme 5.41 Une Z-vari�et�e de groupe de groupe G telle que G2 soit lisse contientun unique sous-groupe minimal Ga parmi ses sous-groupes normaux paraboliques. Ce sous-groupe est connexe et Gaa = Ga .� Soit Ga l'intersection de tous les sous-groupes normaux paraboliques dans G . Laproposition 5.38 dit alors que Ga est parabolique ; par ailleurs c'est un sous-groupe normal.L'unicit�e et la minimalit�e sont claires par la construction.Si N 6C G , alors No 6C G , donc Ga est connexe d'apr�es 5.35 (b). Puis Ga ne peut pasavoir de sous-groupe normal parabolique propre �a cause de 5.35 (a) et la minimalit�e. �En th�eorie des groupes alg�ebriques, on fait normalement la distinction entre les groupesalg�ebriques a�nes et les groupes alg�ebriques complets, aussi appel�es (( vari�et�es ab�eliennes )),avant d'entrer dans la th�eorie, en particulier avant de d�e�nir et d'examiner les borels et lessous-groupes paraboliques. Il se trouve que les groupes a�nes sont exactement les groupeslin�eaires, c.-�a-d. les sous-groupes ferm�es d'un GL(n;K) , et qu'ils n'ont pas de sous-groupein�ni complet, ni de groupe quotient complet.En fait, le th�eor�eme 5.33 est bien connu pour les groupes alg�ebriques, mais l'absencede sous-groupe complet in�ni ne su�t pas �a caract�eriser les groupes a�nes : on sait queG=Z(G) est toujours lin�eaires, mais G=Gc ne l'est pas forc�ement (voir [R]).D'un autre côt�e, tout groupe alg�ebrique contient un plus grand sous-groupe a�ne connexe,qui est aussi le plus petit dont le quotient soit une vari�et�e ab�elienne. Un groupe alg�ebriqueest donc a�ne ssi il n'a pas de vari�et�e ab�elienne comme quotient. Ceci m�ene �a la d�e�nitionsuivante :D�e�nition 5.42 Une Z-vari�et�e de groupe G est a�ne ssi G n'a pas de sous-groupe nor-mal d�e�nissable propre parabolique. Autrement dit, G est a�ne ssi G = Ga .�A pr�esent, cette d�e�nition n'est peut-être pas tr�es heureuse, vu que je n'ai pas r�eussi �ad�emontrer deux propri�et�es importantes (fortement li�ees) des groupes a�nes : 145



Les groupes de ZariskiQuestion:(1) Un groupe de Zariski a�ne, a-t-il une composante compl�ete Gc triviale?(2) Un sous-groupe d'un groupe de Zariski a�ne, est-il aussi a�ne?Dans les deux cas on a le même probl�eme, de transporter une (( section compl�ete )), i.e.un quotient complet d'un sous-groupe de G , vers le haut, c.-�a-d. de trouver un quotientnon-trivial de G qui soit son image epimorphe.Lemme 5.43 Soit G une vari�et�e de groupe lisse et soit N un sous-groupe de G . AlorsN c = N \Gc . Si N est normal dans G , alors (G=N)a = GaN=N .� N c est un sous-groupe complet de G , donc N c 6 Gc . D'autre part, N \ Gc estcomplet, donc N \Gc 6 N c .(G=N)a existe puisque (G=N) � (G=N) = G2=N2 est lisse d'apr�es la proposition 5.26.Le produit GaN est un sous-groupe normal parabolique de G vu qu'il contient Ga . Donc(G=N).(GaN=N) �= G=GaN est complet, c.-�a-d. GaN=N est un sous-groupe normal para-bolique de G=N . Ceci entrâ�ne (G=N)a 6 GaN=N .Pour obtenir l'autre inclusion, soit N1 6C G tel que (G=N)a = N1=N . Alors on obtientque G=N1 �= (G=N).(N1=N) = (G=N).(G=N)a est complet, d'o�u Ga 6 N1 et doncGaN=N 6 N1=N . �D'apr�es les th�eor�emes 5.33 et 5.41, une vari�et�e de groupe G (telle que G2 soit lisse) a deuxsous-groupes normaux Ga et Gc . Le tableau suivant r�esume leurs propri�et�es :Gaa = Ga (G=Gc)c = Gc=GcGcc = Gc (G=Ga)a = Ga=GaGca = feg (G=Ga)c = G=GaGac = Gc \Ga (G=Gc)a = GaGc=GcDe plus, Gc 6Z(G) par le th�eor�eme 5.33, et �evidemment Gc = G () Ga = feg .L'�equivalence duale Ga = G () Gc = feg est fausse, d�ej�a pour les groupes alg�ebriques.Une version (( duale )) de la premi�ere propri�et�e pourrait être le th�eor�eme de Rosenlicht, �asavoir (G=Z(G))a = G=Z(G) : il est vrai pour les groupes alg�ebriques [R], mais ouvert pourles groupes de Zariski.146



L'inexistence de mauvais groupes de Zariski5.5 L'inexistence de mauvais groupes de ZariskiConstruction de pr�evari�et�es compl�etesUne grande partie de la th�eorie des groupes alg�ebriques est bas�ee sur le fait que les sous-groupes de Borel sont paraboliques. Une d�emonstration �el�egante montre d'abord qu'ungroupe a�ne r�esoluble agissant sur une vari�et�e compl�ete admet un point �xe (th�eor�eme dupoint �xe de Borel), ce qui est appliqu�e �a l'action d'un borel sur la vari�et�e des drapeaux quiest compl�ete (cf. [Hu] section 21).Ici, dans le cadre des g�eom�etries de Zariski, on ne dispose pas de vari�et�es compl�etesnaturelles comme l'espace projectif ou la vari�et�e des drapeaux (et la preuve du th�eor�emedu point �xe ne passe pas facilement non plus parce que certaines propri�et�es classiquesdes groupes a�nes ne peuvent pas être d�emontr�ees pour les groupes de Zariski a�nes). Enrevanche, sous certaines conditions, une sorte d'(( espace projectif )) peut être construit.Soient pour la suite Z une g�eom�etrie de Zariski et G une Z-vari�et�e de groupe. Si H estun sous-groupe d�e�nissable de G , alors posonsHG := [g2GHg = nhg ���h 2 H; g 2 Goet H� := [h2G �H \ [g=2NG(H)Hg�h = [h2G �Hh \ [g=2NG(H)hHg�Alors HG , H� ainsi que HG n H� sont des parties constructibles normaux dans G (i.e.NG(HG) = NG(H�) = NG(HG nH�) = G ).Th�eor�eme 5.44 Supposons que la dimension soit semi{continue par rapport aux projec-tions � : G � Zn ! Zn . Soit H un sous-groupe d�e�nissable connexe de G tel que HGsoit ferm�e et tel que dimH� < dimH . Alors il existe une Z-pr�evari�et�e compl�ete P(H) etun morphisme bijectif � : G=NG(H)! P(H) .� Soit X := f(hg1; hg2) jhi 2 H; g 2 Gg . Alors par d�e�nition de H� , X \ (HG n H�)2 estune relation d'�equivalence d�e�nissable E sur HG n H� . Les E -classes sont les conjugu�eesHg dont on a enlev�ee tout ce qui appartient �a au moins deux classes de conjugaison di��e-rentes (et les hypoth�eses impliquent que le r�esultat n'est pas vide). Ceci donne la possibilit�ede poser P(H) := (HG n H�)=E . C'est donc une Z-pr�evari�et�e dont les �el�ements sont lesconjugu�es Hg de H . 147



Les groupes de ZariskiCompl�etude : Soit F 0 un ferm�e de P(H)� Zn . Posons F := (pE � id Zn)�1[F 0] et soitF l'adh�erence de F dans G � Zn .Si (hg; �z) 2 F avec h 2 H , alors tout (Hg nH�)� f�zg � F et donc(Hg n H�)� f�zg = �Hg n H��� f�zg = Hg � f�zg � Fo�u l'�egalit�e Hg n H� = Hg vient du fait que dimH� < dimH = dimHg .G� Zn � i�idZn � (HG nH�)� Zn pE�idZn -- P(H)� Zn�
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�00G Zn ============= Zn?�0============= ZnD'autre part, les �0-�bres de F sont au moins de dimension dimH , donc les �-�bres deF sont g�en�eriquement de dimension au moins dimH . La semi{continuit�e de la dimensionpar rapport �a � implique donc que toute �-�bre de F est de dimension au moins dimH .Par cons�equent, si �z 2 Zn est tel que (e; �z) 2 F , alors il existe g 2 G et hg 2 Hg n H�tels que (hg; �z) 2 F . Autrement dit,n �z ��� (e; �z) 2 F o = �h�?�1(e) \ F i = �[F ] = �0[F ] = �00[F 0 ]:En particulier, �00[F 0] est ferm�e, donc P(H) compl�ete.Le morphisme � : G agit sur lui-même par conjugaison :  : G�G! G , (g; h) 7! hg .Puisque HG n H� est normal dans G , c'est une partie stable pour l'action  . Puis induit un morphisme e : G � P(H) ! P(H) par la proposition 3.45 (c) appliqu�ee �a' = pE �  �G�(HGnH�) . G�G  - GG� (HG nH�)[6  �::: - HG nH�[6HHHHHHHHHHHH' jG�P(H)idG � pE?? e - P(H)??pE148



L'inexistence de mauvais groupes de ZariskiG agit transitivement sur P(H) , le groupe d'isotropie �etant NG(H) . En �xant une classe,de pr�ef�erence celle de HnH� , on obtient ainsi un morphisme bijectif � : G=NG(H)! P(H) .En fait, le graphe de � est l'image par la surjection canonique pNG(H)�pE de l'ensemble� \ (G � (HG nH�)) o�u� := n(g; hg) ���h 2 H; g 2 Go = [g2G �NG(H)g �Hg�: �Construction de sous-groupes paraboliquesSous certaines conditions, le morphisme � sera un isomorphisme, et donc NG(H) un sous-groupe parabolique de G . Notons qu'un sous-groupe parabolique d'un groupe alg�ebriqueG est toujours �egal �a son normalisateur dans G (cf. [Hu] 23.1). Il est d'ailleurs facile deconstruire des sous-groupes d'un groupe @0-stable de rang �ni qui soient d'indice �ni dansleur normalisateur, c'est p.ex. le cas pour les borels. Alors la condition que HG est ferm�edevient une condition n�ecessaire d'apr�es 5.40 (dans le cas des groupes alg�ebriques on amême HG = G pour tout sous-groupe parabolique H de G ). Par contre, l'hypoth�ese quedimH� < dimH n'est d�ej�a pas v�eri��ee par tous les borels des groupes alg�ebriques.Pour montrer que � est un isomorphisme, on pourrait essayer d'appliquer la proposi-tion 3.55. Pour cela, il faudrait montrer que G=NG(H)�P(H) est une vari�et�e lisse. Puisquetoutes les �bres de la surjection canonique G� (HG n H�) � G=NG(H�P(H) ont la mêmedimension dimNG(H) + dimH , il su�t de supposer la lissit�e de G � HG (ou de G2 sil'on suppose en plus que HG = G ).Mais il n'y a pas d'�evidence pour que P(H) soit une Z-vari�et�e. On pourrait facilement sepasser de la s�eparation (l'additivit�e de la dimension du th�eor�eme 3.38 et la proposition 3.55ne l'utilisent pas) et l'additivit�e de E est claire puisque toutes les E -classes ont la mêmedimension dimH . Par contre, l'admissibilit�e n'est pas �evidente.Il est n�eanmoins possible de recopier la preuve de la proposition 3.55 �a l'int�erieur deG�HG :Proposition 5.45 Soit H comme dans le th�eor�eme 5.44. Supposons en plus que G�HGsoit une Z-vari�et�e lisse. Alors � : G=NG(H) ! P(H) est un isomorphisme, donc NG(H)un sous-groupe parabolique de G .� L'adh�erence de l'image inverse du graphe �� dans G�HG , est pr�ecis�ement l'ensemble� = f(g; hg) jh 2 H; g 2 Gg indiqu�e �a la �n de la preuve de 5.44. � est l'image de G �Hsous le morphisme  : (g; h) 7! (g; hg) , donc irr�eductible. En fait,  est un isomorphisme(car  �1 : (g; h) 7! (g; hg�1) est aussi un morphisme), donc � est ferm�e dans G2 etdim� = dim(G�H) = dimG + dimH . 149



Les groupes de ZariskiPosons �n = ��Zn ; c'est donc un ferm�e irr�eductible de G2�Zn de dimension dimG+dimH+dimZn . Puis soient �1; �2 : G2�Zn! G�Zn les deux projections. Pour simpli�erles notations, soient N := NG(H) et pN : G � G=N la surjection canonique.Les �1-�bres de �n sont donc de la forme Hg � f�zg ; et les �2-�bres de �n sontg�en�eriquement de la forme Ng � f�zg , ceci �a cause des hypoth�eses sur H . En particulier,�1-gdim�n = dimH et �2-gdim�n = dimN . Pour n = 0 , l'additivit�e appliqu�ee �a � parrapport aux deux projections donnedimG+ dimH = dim� = dimHG + dimNG(H) = dimHG + dimN:Soit X � G=N � Zn et fX := (pN � id Zn)�1[X] . On lui associe l'ensemble�(X) := �2h�n \ ��11 [fX]i = n(hg; z1;:::; zn) ���h 2 H; (Ng; z1;:::; zn) 2 Xo � G � Zn:On a alors �[X] = (pe� id Zn)[�(X)\ [(HG nH�)�Zn] ] . Dans un certain sens, � est uneapplication dont le graphe est � . Pour prouver la proposition, il su�t de d�emontrer que �est une application ferm�ee, donc que �(F )\[(HGnH�)�Zn] est ferm�e dans (HGnH�)�Znpour tout ferm�e F � G=N � Zn .�(X) est irr�eductible pour X � G=N � Zn irr�eductible :Pour simpli�er les notations, soit n = 0 (cette hypoth�ese n'a�ecte pas la preuve). SoitfX = X0t� � � tXl . Par le lemme 5.14, les composantes Xi sont No-satur�ees et isomorphespar translation.Donc si fn0; : : : ; nkg � N est un syst�eme complet de repr�esentants de N=No , alorsfX = n0Xi [ � � � [ nkXi (pour tout i ). Soit  la conjugaison (h; g) 7! hg . Alors�(X) = [H � fX] = k[j=0 [H � njX0]:Les ensembles [H � njX0] sont irr�eductibles parce que H et X0 le sont. Mais[H � njX0] = [x2X0Hnjx = [x2X0Hx = [H �X0]car nj 2 NG(H) . Donc �(X) = [H �X0] est irr�eductible.�(X) est ferm�e pour X � G=N � Zn ferm�e irr�eductible :La preuve est l'adaptation de 3.55 (et donc du lemme 5.5 de [HZ1]).Soient Y := �(X) et Y 0 := Y n �(X) . Alors Y est irr�eductible et dimY 0 < dimY .Les hypoth�eses de la proposition donnent en plus��12 [�(X)] \ �n � ���11 [fX] \ �n� [ �H� � Zn�d'o�u (�) ��12 [Y ] \ �n � ���11 [fX] \ �n� [ ���12 [Y 0] \ �n� [ �H� � Zn�150



L'inexistence de mauvais groupes de ZariskiEn particulier, toute composante irr�eductible du ferm�e �a gauche est inclus dans une com-posante irr�eductible d'un des ferm�es �a droite.Puisque G � HG � Zn est lisse, toute composante irr�eductible de ��12 [Y ] \ �n est dedimension au moinsdim��12 [Y ] + dim�n � dim(G �HG � Zn)= (dimY + dimG) + (dimG + dimH + dimZn)� (dimG + dimHG + dimZn)= dimY + dimN:Soient F1; : : : ; Fm les composantes irr�eductibles de Y 0 . Alors dimFi 6 dimY 0 < dimYet ��12 [Y 0] \ � = (��12 [F1] \ �n) [ � � � [ (��12 [Fm] \ �n) . Par (�) , toute composanteirr�eductible d'un ��12 [Fi] \ � est, ou bien une composante irr�eductible de ��12 [Y ] \ �n , oubien contenue dans (��11 [fX] \ �n) [ (H� � Zn) . Il s'agit d'exclure le premier cas.Dans ce cas, Fi n H� � Zn est dense dans Fi (sinon Fi serait inclus dans H� � Zn ),donc la dimension �2-g�en�erique de �n au-dessus de Fi est dimN (puisque les �2-�bresde � sont de dimension dimN en dehors de H� ). Par additivit�e,dim���12 [Fi] \ �n� = dimFi + dimN < dimY + dimN;ce qui contredit les calculs ci-dessus.Ce cas �etant exclu, on peut conclure que �(X) = Y � �(X) [ (H� � Zn) . Parcons�equent, �0(X) := �(X) n (H� � Zn) est ferm�e dans (HG n H�) � Zn , donc �[X] =(pE � id Zn)[�0(X)] est ferm�e. �Mauvais groupes de ZariskiD�e�nition 5.46 Un groupe @0-stable de rang �ni connexe est mauvais ssi il n'est pasr�esoluble et tout sous-groupe d�e�nissable propre connexe est nilpotent.Les constructions des paragraphes pr�ec�edents s'appliquent bien au cas des mauvais groupesde Zariski �a cause des faits suivants ([P2], th�eor�eme 3.31). Soit G un mauvais groupe simple.Alors� tous les borels de G sont autonormalisants ;� deux borels distincts s'intersectent en e ;� les conjugu�es d'un borel recouvrent G .Proposition 5.47 Si G est un groupe de Zariski connexe, lisse, simple et mauvais, alorsles borels de G sont paraboliques dans G . 151



Les groupes de Zariski� Soit H un sous-groupe de Borel de G . Alors les conditions du th�eor�eme 5.44 et de laproposition 5.45 sont v�eri��ees :Comme G est simple, il est riche (proposition 5.27), la dimension est donc semi{continue(proposition 3.58). Puis G2 est lisse, car la g�eom�etrie de base est G (et la d�e�nition de lalissit�e exige que G �Gn soit lisse pour tout n ). Finalement, �a cause des propri�et�es cit�eesci-dessus, H� = feg et HG = G .Il s'ensuit que NG(H) est un sous-groupe parabolique de G . Mais les borels sont auto-normalisants : H = NG(H) . �Tout cela permet de d�emontrer une partie de la conjecture de Cherlin pour les groupes deZariski (lisses) :Th�eor�eme 5.48 Il n'existe pas de mauvais groupe de Zariski lisse, donc :(a) Tout groupe de Zariski connexe, non nilpotent, lisse et riche, interpr�ete un corps alg�e-briquement clos.(b) Tout groupe de Zariski connexe, simple et lisse interpr�ete un corps alg�ebriquement clos.� (b) est un corollaire imm�ediat de (a) vu qu'un groupe simple est riche (proposition 5.27).Soit donc G un groupe de Zariski connexe, non nilpotent, lisse et riche. S'il existe unborel de G qui n'est pas nilpotent, alors G interpr�ete un corps alg�ebriquement clos parle th�eor�eme de Zil'ber ([Z3], ou [P2] 3.20). Supposons donc, dans le but de trouver unecontradiction, que tous les borels soient nilpotent. Si maintenant G0 est un sous-grouped�e�nissable connexe non-r�esoluble de rang minimal, alors G0 est un mauvais groupe. C'estun groupe de Zariski d'apr�es 5.13 qui est lisse par richesse de G , car tout G0n est uneG-vari�et�e lisse (proposition 5.26). Supposons donc que G soit mauvais.Alors il existe un sous-groupe normal d�e�nissable N tel que G=N soit simple ([P2] 3.31).Ce quotient reste �evidemment un groupe connexe non nilpotent ; il est une G-vari�et�e lissepar la proposition 5.29. Pour la même raison, toute puissance (G=N)n �= Gn=Nn est uneG-vari�et�e lisse. Donc (proposition 4.15), G=N est lui-même un groupe de Zariski lisse.On peut donc supposer que G est simple. Alors G ne contient aucune partie in�niecompl�ete : sinon il existerait un sous-groupe normal complet Gc (lemme 5.31), donc G = Gcserait commutatif (par simplicit�e de G et th�eor�eme 5.33).Soient B un borel de G , c 2 Z(B) et soit ' : G! G le morphisme g 7! gcg�1 . Alors' est constant sur les classes de B , en particulier '[B] = feg , donc ' se factorise parG=B (proposition 3.45 (c)) et induit un morphisme �' : G=B ! G . D'apr�es 5.47, G=B estcomplet, donc �'[G=B] est une partie compl�ete de G qui est forc�ement �nie. Par ailleurs,G=B est irr�eductible, donc �'[G=B] aussi. Comme e 2 �'[G=B] , on obtient �'[G=B] = feg .152



L'inexistence de mauvais groupes de ZariskiPar cons�equent, ' est l'application constante g 7! e , c.-�a-d. c 2Z(G) .On a donc montr�e que Z(B) � Z(G) . Puisque B est nilpotent, son centre n'est pastrivial (il est même in�ni | [P2] 1.11). Mais G �etant un groupe simple in�ni, son centreest trivial : contradiction. �La preuve marche aussi bien pour un quotient G=N qui est presque simple, i.e. un groupequi n'a pas de sous-groupe normal d�e�nissable in�ni.Une autre g�en�eralisation, plus int�eressante, est la variante suivante :Th�eor�eme 5.49 Soit Z une g�eom�etrie de Zariski. Si G est une Z-vari�et�e de groupe nonnilpotent, connexe, riche, telle que G2 soit lisse et telle que la dimension soit semi{continuepar rapport aux projections G � Zn ! Zn , alors G (et donc Z ) interpr�ete un corpsalg�ebriquement clos.Ou encore, la semi{continuit�e de la dimension peut être remplac�ee par les conditions plusfortes que Z soit lisse et riche.� La d�emonstration est essentiellement la même. Il existe un sous-groupe d�e�nissable G0et un sous-groupe d�e�nissable normal N de G0 tels que G0=N soit simple. Alors G0=Nest encore une Z-vari�et�e de groupe, connexe, non nilpotent, et telle que (G0=N)2 soit lisse.Il su�t de v�eri�er que la semi{continuit�e est respect�ee. Elle l'est �evidemment pour G0qui est ferm�e dans G ; mais pour le quotient c'est �evident aussi �a cause de l'additivit�e dela dimension par rapport �a la surjection canonique pn : G0 � G0=N : si F est un ferm�e de(G0=N) � Zn et eF = (pN � id Zn)�1[F ] , alors �0[F;> k] = �[ eF;>K + dimN ] est ferm�eG0 � Zn pN � id Zn -- (G0=N) � ZnZZZZZZZZ� ~ =���������0Zndans �0[F ] = �[ eF ] .Le suite de la preuve du th�eor�eme 5.48 reste inchang�ee. �
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Les groupes de ZariskiPerspectivesCe r�esultat est un premier pas vers une preuve de la conjecture de Cherlin pour les groupesde Zariski :Conjecture : Tout groupe de Zariski simple G est d�e�nissablement isomorphe �a un groupealg�ebrique sur un corps alg�ebriquement clos interpr�etable dans G .Pour d�emontrer cette conjecture, il reste donc deux probl�emes �a r�esoudre :� �Eliminer la lissit�e. Deux possibilit�es sont envisageables :- Montrer qu'un groupe de Zariski est toujours lisse. Ceci est vrai pour les groupesalg�ebriques, donc aussi pour les groupes de Zariski (simples) si la conjecture de Cherlinest vraie !- Donner une preuve du th�eor�eme 5.48 qui n'utilise pas la lissit�e. Elle intervient de fa�conessentielle �a deux endroits : d'une part pour montrer la semi{continuit�e (qui permet demontrer que P(H) est compl�ete), et d'autre part pour montrer que � est un isomor-phisme.� Montrer que le groupe est alg�ebrique sur le corps qu'il interpr�ete.Par des r�esultats de Hrushovski, un groupe @0-stable de rang de Morley �ni et simpleest interpr�etable dans tout corps in�ni qu'il interpr�ete, �a condition que celui-ci soit munide toute la structure qui provient du groupe. Il su�rait donc de montrer que le corpsinterpr�et�e est un pur corps.On peut aller plus loin et esp�erer s'approcher d'une preuve de la conjecture de Cherling�en�erale. Comme Poizat l'a remarqu�e ([P2] p. 144), un groupe interpr�etable dans un corpsalg�ebriquement clos peut être canoniquement muni d'une structure de groupe de Zariski.Question: Est-ce qu'un groupe @0-stable de rang de Morley �ni (simple, mauvais) peutêtre muni d'une structure de groupe de Zariski (canonique)?
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NotationsNotations (( standard ))M , M une structure et son ensemble de base= , = �egalit�e, �egalit�e entre formules:= , :, par d�e�nition �egal (�equivalent) �a� , � inclusion et inclusion stricte4 , � sous-structure �el�ementaire (propre)6C , C sous-groupe normal (propre).[, S� r�eunion disjointejEj la cardinalit�e de E�a un uple de longueur �niX<! l'ensemble des suites �nies dans X�(X), �n(X) la diagonale dans X �X resp. dans Xn�ni1;:::;ik(X) l'ensemble f(x1;:::; xn) 2 Xn jxi1 = � � � = xikgX l'adh�erence de X�A : A�B ! A la projection sur A�? la projection orthogonale �a � (p.ex. �?A = �B ci-dessus)� la permutation (x; y) 7! (y; x)SA le groupe des permutations de Ae l'�el�ement neutre d'un groupeC Y (X) le centralisateur de X dans YNY (X) le normalisateur de X dans YZ(X) le centre de XHo la composante connexe d'un groupe @0-stable<A> le sous-groupe engendr�e par Atp(�a=A) le type de �a au-dessus de AA-d�e�nissable d�e�nissable �a param�etres dans AA-formule une formule avec param�etres dans AEns la cat�egorie des ensembles 157



NotationsNotations introduites dans la th�ese�� p.20 inclusion d'une partie qui n'est pas denset , F p.20 d�ecomposition en composantes irr�eductiblesH(X) p.21 l'ensemble des hypersurfaces de X@X p.22 le (( bord )) X nXX(�a) p.25 la �bre de X au-dessus de �aRC(X) p.30 le rang de Cantor de X�[X;m] , �[X;> m] p.34 l'ensemble de �bres de dimension (au moins) m�-gdimX p.36 la dimension g�en�erique des �-�bres de X�[X; gen] , �[X;:gen] p.36 les points de �[X] avec �bre (non) g�en�erique�n[Y ] p.46 la topologie sur Y n�X p.46 la formule sans param�etre d�e�nissant l'ensemble X'[Z] p.46 les r�ealisations de la formule ' dans ZXA p.53 le plus petit ferm�e A-d�e�nissable contenant XtpX p.54 le type g�en�erique de XdMX , dM� p.55 la M -formule d�e�nissant X \M<! (resp. �[M ])pE p.66 la surjection canonique sur le quotient par EXE p.66 E-saturation d'un ensemble XW � V , V �W p.66 sous-pr�evari�et�eV=E p.66 pr�evari�et�e quotientZ-Pvt, Pvt p.69 la cat�egorie des pr�evari�et�esAdm p.71 la cat�egorie des pr�evari�et�es admissiblesV�W p.71 le produit de pr�evari�et�es admissiblesXE p.82 le plus petit ferm�e E-satur�e qui contient XE-gdimQ p.85 la dimension g�en�erique des E-classes rencontr�ees par Q'-gdimQ p.92 la dimension g�en�erique des �bres d'un morphisme 'Im(') , ker' p.93 la vari�et�e d'image resp. le (( noyau )) d'un morphisme 'V� , dZX p.101 l'extension et la restriction d'une vari�et�eZtr p.106 la g�eom�etrie de Zariski triviale sur Z<E> p.117 les ferm�es engendr�es �a partir de EpH p.129 la surjection canonique G! G=HGh p.137 l'intersection de toutes les hypersurfaces contenant eGc p.140 la composante compl�ete d'un groupe GGa p.145 la composante a�ne d'un groupe GH� p.147 la r�eunion des intersections Hh \Hg (h 6= g)P(H) p.147 la pr�evari�et�e dont les �el�ements sont les Hg158
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