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1 Gruppen

1.1 Grundlagen

Definition 1.1.1 (G,-, ! e) ist eine Gruppe, falls

— G eine nicht-leere Menge,
— - eine assoziative zweistellige Verkniipfung auf G,
— e ein neutrales Element fiir -
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— und g~ ein inverses Element zu g beziiglich - ist, fir jedes g € G.

G heifst kommutativ oder abelsch, falls g-h = h- g fir alle g,h € G gilt.

Die Anzahl der Elemente von G heifit die Ordnung von G (eine natiirliche Zahl oder o).

Erlduterungen:
,Neutrales Element® bedeutet g-e =e-g = g fiir alle g € G.

JInverses Element“ bedeutet g-¢g~! = ¢g~1 - g = e fiir alle g € G.

Bemerkung:

Eine nicht-leere Menge G mit einer assoziativen zweistelligen Verkniipfung - heifit Halbgrup-
pe); gibt es zusétzlich ein neutrales Element, so heifit die Struktur (G, -,e) Monoid).

Schreibweisen:

e Kommutative Gruppen werden oft additiv als (G, +, —,0) geschrieben. Dann schreibt man
auch g — h fir g + (—h).

e In der allgemeinen Schreibweise ldsst man den Punkt - oft weg; statt e steht oft 1. Wegen der
Uneindeutigkeit ist eine Bruchschreibweise { fiir gh~! oder h=1g nicht iiblich.

e Natiirlich kénnen in konkreten Situationen die Operationen und das neutrale Element anders

bezeichnet sein.

Lemma 1.1.2 Das neutrale Element und die inversen Elemente sind in einer Gruppe durch die
Gruppenoperation - eindeutig bestimmt. Fs gibt also hochstens eine Art, aus einer Halbgruppe

eine Gruppe zu machen.

Gruppen werden daher oft nur als (G, ) angegeben, bzw. nur als G, falls die Verkniipfung aus

dem Kontext ersichtlich ist.

BEWEIS: Sind ey, e5 zwei neutrale Elemente, so e; = ejes = es.
Gilt gh =gh' =e,so h =g 'gh =g 'gh/ = . O

Es gelten in Gruppen also die Kiirzungsregeln, d. h. aus gh = gh’ wie auch aus hg = I’/ g folgt
h = h'. Anders ausgedriickt: Die Linkgs- und Rechtsmultiplikationen mit festen Elementen,

also die Abbildungen G — G, © — gz und = — zg sind injektiv (und da die entsprechende
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Multiplikation mit g~' eine Umkehrabbildung ist, auch bijektiv).

Man kann den Beweis noch genauer analysieren, wenn man ,rechtsneutrale“ und ein ,linksneutrale“ Elemente
betrachtet. Dabei heifit e, ,,rechtsneutral” und e; ,linksneutral®, falls g - e, = g bzw. ¢; - g = g fiir alle g € G ist.
Man sieht dann: (1) Wenn es in einer Halbgruppe ein rechtsneutrales und ein linksneutrales Element gibt, dann
stimmen beide iiberein, sind also ein neutrales Element und die Halbgruppe ist ein Monoid. (2) In einer Guppe

gibt es genau ein linksneutrales und genau ein rechtsneutrales Element, ndmlich das neutrale Element.

Es gilt aber nicht, dass ein linksneutrales Element in einer Halbgruppe bereits ein neutrales Element wire, denn

es kann sein, dass es ein linksneutrales, aber kein rechtsneutrales element gibt.



Analoge Uberlegungen gelten fiir inverse Elemente. Insbesondere folgt in einer Gruppe aus gh = e bereits, dass

h=g¢g ! und g=h"".
Folgerung 1.1.3 In einer Gruppe gilt (gh)"' =h7lg7 und (¢g7) 1 =gunde ™t =e

BEWEIS: Es gilt (gh)h~tg7t = h=lg71(gh) =eund gg7! = g7 lg = e und e- e = ¢, und die
Behauptungen folgen aus der Eindeutigkeit des inversen Elements. O

Damit gibt es in einer Gruppe ,,Rechenregeln” fiir alle Fille, in denen zwei Operationen aufeinandertreffen:

g(hj) = (gh)j ge=eg=g (gh)'=h"'g! el=e (91 '=yg

Beispiel 1.1.4 [Beispiele fiir Gruppen]

¢ Die triviale Gruppe {e}.

e Die zyklischen Gruppen Z = (Z,+) und Z,, := ({0,...,n—1},+,) fiir n > 0. Dabei ist die
Addition a+,, b definiert als ,der Rest von a+b bei der Division durch n, d. .h. die eindeutige
Zahlr € Z, mit m | a+b—r.

e Die additive Gruppe (K, +) eines Korpers K (z.B. K = Q, R, C); die multiplikative Gruppe
des Kérpers K* := (K \ {0}, -); die multiplikative Gruppe der echt positiven Elemente K~
eines angeordneten Koérpers K (z.B. K = Q,R).

e Die Matrixgruppe GL(n, K) mit der Matrizenmultiplikation.

e Allgemein: Automorphismengruppen von Strukturen, darunter die symmetrische Gruppe
Spn (Automorphismen der n-elementigen Menge), die Diédergruppe D,, (Symmetriegruppe

des regelmiifligen n-Ecks)

Sy, fiir n > 3 und GL(n, K) fiir n > 2 sind Beispiele nicht-kommutativer Gruppen.

Endliche Gruppen kann man durch die Gruppentafel, also die Verkniipfungstafel der Grup-
penmultiplikation, angeben, wobei man sich {iber die Reihenfolge der Operation im Klaren sein

muss.
Lemma 1.1.5 Ist (M, -, e) ein Monoid, so bildet die Menge der invertierbaren Elemente
M* :={m € M | es gibt m~* € M mit m™'m =mm™* = e}

eine Gruppe.

BEWEIS: Die Beweise von Lemma [I.1.2] und Folgerung [I.1.3] funktionieren auch fiir die inver-
tierbaren Elemente eines Monoids; also ist wegen ml_lmg_ 1= (mamy)~! die Menge der inver-
tierbaren Elemente unter Produkten und wegen (m~!)~! = m unter Inversen abgeschlossen.
Zudem gilt offensichtlich e € M*. O

Definition 1.1.6 Seien G, H Gruppen. Fine Abbildung ¢ : G — H heifst Gruppenhomomor-
phismus, falls p(ec) = e, ¢(g-ch) = ¢(g9) -1 (h) und p(g='9) = (p(g))~'# fir alle g,h € G
gilt.

(Zur besseren Unterscheidung sind hier die Verkniipfungen mit der Struktur indiziert, in der
man sich gerade befindet.)



Allgemeiner: Sind G, H algebraische Strukturen gleichen Typs, also z. B. zwei Gruppen, zwei Ringe, zwei Vektor-
rdume, dann heifit eine Abbildung ¢ : G — H Homomorphismus fiir diesen Typ, falls ¢ mit allen Konstanten

und Verkniipfungen, welche fiir die Definition der Struktur wesentlich sind, vertauscht.

Definition 1.1.7 Fin injektiver Homomorphismus heiffit Monomorphismus, ein surjektiver
Epimorphismus. Ein bijektiver Homomorphismus, dessen Umkehrabbildung ebenfalls ein Ho-
momorphismus ist, heiffit Isomorphismus. Ein Homomorphismus von einer Struktur in sich
selbst wird Endomorphismus genannt. Fin Automorphismus ist ein Isomorphismus einer
Struktur auf sich selbst.

Lemma 1.1.8 FEin Halbgruppenhomomorphismus zwischen Gruppen ist bereits ein Gruppenho-

momorphismus. Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus ist bereits ein Gruppenisomorphismus.

Achtung: Fiir Monoide ist der erste Teil falsch: Ein Halbgruppenhomomorphismus zwischen

Monoiden muss kein Monoidhomomorphismus sein!

BEWEIS: Sei ¢ : G — H Halbgruppenhomomorphismus. Wegen e - ¢ = e in G folgt ¢(e)p(e) =
¢(e), also p(e) = e nach Multiplikation beider Seiten mit ¢(e)~1. Wegen e = p(e) = p(gg~ ') =
0(9)p(g™1) folgt auch p(g~1!) = ¢(g)~t. Also ist ¢ Gruppenhomomorphismus. Sei nun ¢ bi-
jektiv, und sei h; = ¢(g;) € H. Dann ¢~ (hiha) = 9 (p(91)¢(g2)) = ¢~ (9(9192)) = 9192 =
© 1 (h1)¢~t(ha), d.h. ¢~ ist ebenso Halbgruppen— und somit Gruppenhomomorphismus. [

Beispiel 1.1.9 [Beispiele fiir Homomorphismen)|

e  Rechnen modulo n“: Z — Z/nZ = Z,

e Determinante det : GL(n, K) — K*

e Signum sgn: S, — ({+1,-1},") = Z,

e Auswertungshomomorphismen eval, : K[X] — K, P(X) — P(a)

Definition 1.1.10 FEine Unterstruktur einer Struktur ist eine (nicht leere) Teilmenge, die alle

Konstanten enthdlt und unter den Verknipfungen der Struktur abgeschlossen ist.

Im Spezialfall der Gruppen: Eine Untergruppe ciner Gruppe G ist also eine Teilmenge U, fiir
die gilt: e € U, und falls u,v' € U, so sind auch vu' € U und u~* € U. Notation: U < G.

Beispiel 1.1.11

e Untergruppen der S3 sind {e}, drei zwei-elementige Untergruppen, die aus {e} und jeweils
einer Transposition bestehen, die dreielementige Untergruppe As, die aus {e} und den beiden
3-Zykeln besteht, sowie die ganze S3.

e 7 ist Untergruppe von Q.

e 7, ist isomorph zu der Untergruppe {1, —1,4,—i} von C*.

Bemerkung 1.1.12

Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann ist Bild(y) eine Untergruppe von H.
Umgekehrt: ist U < G, so ist die Inklusionsabbildung U — G ein Gruppenhomomorphismus.
Untergruppen sind also genau die Bilder von Gruppenhomomorphismen.

Notation: Man setzt die Verkniipfungen auf Teilmengen von G fort durch elementweise Defi-
nition, also X 1 :={z7! |z € X} und X - Y := {zy | z € X,y € Y}, und gemischt zwischen



Elementen und Teilmengen: g-Y :={g} Y ={gy |y e Y}und Y -g:=Y -{g} ={yg |y € Y}.
Ferner definiert man 29 := g~ -z-g und X9 := {g~'-2-¢g | * € X}. Die Multiplikationspunkte

werden zumeist weggelassen.

Die Multiplikation - ist auch auf Teilmengen assoziativ; insbesondere folgt g~ (gY) =Y.

Bemerkung: Die Abbildung x — z7 heifit Konjugation mit ¢ und ist ein Automorphismus

von G. Elemente 29 bzw. Teilmengen X9 heilen Konjugierte von = bzw. X.

Definition 1.1.13 FEine Untergruppe U < G induziert zwei Aquivalenzrelationen auf G

g1 ~ g2 1 = g;lgl e U und g1 ~p g2 : < 91951 € U. Die Aquivalenzklassen sind die
Linksnebenklassen {gU | g € G} bzw. die Rechtsnebenklassen {Ug | g € G}.

Links— und Rechtsnebenklassen gehen durch x — x~1 ineinander tiber. Also ist die Anzahl der
Rechtsnebenklassen gleich der Anzahl der Linksnebenklassen. Sie heifit der Index von U in G,
in Zeichen (G : U).

Auflerdem stehen je zwei Nebenklassen in Bijektion zueinander, z.B. ist gU — AU,  — hg 'z
eine Bijektion mit Umkehrabbildung = + gh~!z. Daraus folgt der

Satz 1.1.14 (Satz von Lagrange) Ist U < G, so gilt |G| = |U|- (G : U).

Bemerkung 1.1.15

e Ist UKV <G, s0U <G.

e Ein beliebiger Schnitt von Untergruppen ist wieder eine Untergruppe. Also existiert zu X C G
die von X erzeugte Untergruppe (X).

e (X) besteht aus allen Produkten von Elementen aus X und deren Inversen:

<X>:{x1i1-...-a:f1|k€N,xi€X}

AP
e Der Schnitt zweier Untergruppen U,V ist die grofite in beiden
enthaltene Untergruppen; das Erzeugnis von U UV ist die klein- n Ze
ste U und V enthaltende Untergruppe. Also bilden die Unter-
gruppen einer Gruppe einen Verband, den man als sogenanntes Zs Zs

Hasse-Diagramm darstellen kann (Beispiel rechts).
{e}
Definition und Lemma 1.1.16 Fine Untergruppe N von G heifit normale Untergruppe
oder Normalteiler von G, falls gN = Ng fiir alle g € G gilt (dquivalent: N9 = N fiir alle
g € G). Notation: N 4G.

Die Menge der Nebenklassen von N in G wird mit G/N bezeichnet und wird durch gN - hN :=
ghN so zu einer Gruppe, dass G — G/N, g — gN ein Gruppenepimorphismus wird. Dieser
Homomorphismus heifit der natiirliche oder kanonische Homomorphismus G — G/N.

G/N heifit Faktor— oder Quotientengruppe von G.

BEWwWEIS: Wohldefiniertheit: Seien g1 N = go N, hy N = hoN. Dann ¢g; = gon mit n € N und
g1hiN = ganhoN = ganNhy = goNhy = g2hoN.

Neutrales Element ist N, da gNN = gN, NgN = NNg= Ng=gN.
Inverses Element zu gN ist g~'N, denn z.B. gNg~ N = Ngg~!N = NeN = N. O



Satz 1.1.17 (Homomorphiesatz) Wenn ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, so
ist der Kern von o, Kern(p) := ¢~ 1(e) = {g € G | ¢(g9) = e}, ein Normalteiler von G, und ¢

zerlegt sich in eine Folge von Homomorphismen

inj.

G M Glole) = Bildly) M H
|_>

g + gKern(p) olg) = »l9)

BEWEIS: Seien ny,n2 € Kern(p) =: N. Dann: ¢(e e, p(ning) = p(n1)p(n2) = ee = e,
p(n7!) = p(n) =7 ' (

= e und p(g~'ng) = ¢(g9) " v(n)p(g) = p(g) "ep(g) = e. Also ist N
Normalteiler.

Sei G/N — Bild(p), gN — ¢(g). Wegen gN = hN <= g 'hN =N <= g 'he N <
e=@(g7 h) = o(9) tp(h) <= ¢(g9) = p(h) ist diese Abbildung wohldefiniert und injektiv.
Surjektiv ist sie per Definition des Bildes! O

= e

Bemerkung: Normalteiler sind also genau die Kerne von Gruppenhomomorphismen. Jeder
Normalteiler ist eine Untergruppe, aber nicht umgekehrt. Bei Vektorrdumen sind dagegen so-
wohl die Bilder als auch die Kerne von Homomorphismen gerade die Unterrdume. Bei anderen

Arten von Strukturen muss es zwischen Bildern und Kernen gar keinen Zusammenhang geben.

Allgemeiner lisst sich auf den Aquivalenzklassen einer Struktur genau dann eine Struktur glei-
chen Typs so definieren, dass die natiirliche Surjektion zu einem Homomorphismus wird, wenn
es sich um eine Kongruenzrelation handelt, also eine mit den Verkniipfungen vertrégliche
Aquivalenzrelation. Bei Gruppen (und einigen anderen Strukturen) ist solch eine Kongruenzre-

lation bereits durch die Aquivalenzklasse des neutralen Elementes, also den Kern, bestimmt.

Beispiel 1.1.18 e nZ ist der Kern von ,modulo n*, also Z/nZ = Z,,.

e SL(n, K) ist der Kern der Determinante, also GL(n, K)/SL(n, K) = K*.
e A, ist der Kern des Signums, also S, /A, & Zs.

e G/G = {e} und G/{e} = G.

Bemerkung 1.1.19 (a) In kommutativen Gruppen sind alle Untergruppen Normalteiler

(b) Normalteiler von Normalteilern sind nicht unbedingt Normalteiler der grofien Gruppe.

Die Umkehrung von (a) gilt nicht (siehe die Quaternionengruppe Qg). Ein Beispiel fiir (b) findet
man in der Dy, und damit auch ein Beispiel einer Untergruppe, die kein Normalteiler ist. Solche

Beispiele sind auch die zweielementigen Untergruppen der Ss.

Lemma 1.1.20 (a) Der Schnitt von Normalteilern ist wieder normal. Also gibt es zu X C G

den von X erzeugten Normalteiler
<X>G = <{g_1xg | geG,x € X}>

(b) Sei U < G. Dann ist No(U) :={g € G| U? = U} eine Untergruppe, der Normalisator

von U in G, und die grofite Untergruppe von G, in der U normale Untergruppe ist.

(c) Sei U < G, N1, Na<QG. Dann ist UN; < G und N1 Ny <G.

BEWEIS: (a) Sind N; Normalteiler, so g((;c; Ni) = Nicr 9Ni = Nier Nig = (Nier Ni)g, also

ist auch [,.; N; normal. Der erzeugte Normalteiler muss alle Konjugierte von X enthalten,

icl



also enthélt er die rechte Seite. Man rechnet leicht nach, dass dies ein Normalteiler ist, der X
enthlt.

(b) Untergruppe: nachrechnen. Die Maximalitét ist dann klar.

(¢) Fir u,v’ € U und n,n’ € Ny gibt es n’,n" € Ny mit unu’'n’ = uu'n"n’ € UN; und
(un)~! = n~tu~! =u~n/" € UNy, also ist UN; Untergruppe. Da fiir n; € N; und g € G gilt:

g tninag = g n1gg tnag € NY Ny = N1 Ny ist N1 N sogar normal. O

Fiir U,V < G ist UV nur dann eine Untergruppe, wenn UV = VU (Ubung). Achtung: Manche
Autoren schreiben UV fiir die von den Produkten erzeugte Untergruppe!

Bemerkung 1.1.21

e Die Untergruppen von G, die N <G enthalten, sind von der Form UN fiir U < G.

e Die Untergruppen von G/N sind von der Form UN/N fir U < G. Ist 7 : G — G/N der
natiirliche Gruppenepimorphismus, so gilt UN = 7~ [x[U]].

Satz 1.1.22 (Noethersche Isomorphiesiitze)

(a) Sei U < G,N<G. Dann ist U — UN/N, u+— uN ein Gruppenepimorphismus mit Kern
UNN. Es gilt also
UNNSQU wund U/(UNN)=ZUN/N.

(b) Sei NG und N < M G. Dann ist G/IN — G/M, gN — gM ein Gruppenepimorphis-
mus mit Kern M/N. Es gilt also

M/N<G/N und (G/N)/(M/N)=G/M.

BEWEIS: Nachrechnen, dass die Abbildungen wohldefiniert und surjektiv sind und den angege-
benen Kern haben. O

In der Folge ist mit ,, Homomorphismus*“ stets ,,Gruppenhomomorphismus®“ gemeint, sofern nicht
Gegenteiliges angegeben ist.

Bemerkung: Eine Untergruppe einer Gruppe G heifit charakteristisch, falls sie als Menge
invariant unter allen Automorphismen ist. Charakteristische Untergruppen sind Normalteiler,
charakteristische Untergruppen charakteristischer Untergruppen sind selbst charakteristisch in
der groflen Gruppe, und charakteristische Untergruppen von Normalteilern sind normal in der
groBen Gruppe (Ubung).

1.2 Zyklische Gruppen

Definition und Lemma 1.2.1 FEine Gruppe heifit zyklisch, falls sie von einem einzigen Ele-

ment erzeugt wird.

Sei g € G undn € N. Definiere ¢° := e und induktiv g" ! := gg™, sowie g~ := (g")~ . Dadurch
wird die Abbildung g- : (Z,+) — (G,-), n — ¢" zu einem Homomorphismus. Auferdem gilt
(g™)™ = g™ (alles mit Induktion nachrechnen!)

Das Bild dieses Homomorphismus’ ist die von g erzeugte zyklische Untergruppe (g) := {g" |
n € Z}.

Die Ordnung von (g) heifit auch die Ordnung von g, ord(g), und ist das kleinste n € N\ {0},
fiir das g™ = e gilt, falls es existiert (dies wird aus dem Beweis von|1.2.4|(b) folgen.)



Das kleinste gemeinsame Vielfache aller Ordnungen von Elementen in G heifit, sofern es exi-

stiert, der Exponent von G.

Bei additiv geschriebene Gruppen schreibt man ng statt g". Abelsche Gruppen werden dadurch

zu Z-Moduln (kommt spéter — dies sind gewissermaflen ,Vektorriume iiber Z*).

Lemma 1.2.2 Sei G endlich, g € G. Dann gilt, dass die Ordnung von g die Ordnung von G
teilt und dass g€ = e ist.

BEWEIS: Folgt direkt aus dem Satz von Lagrange. (|

Lemma 1.2.3 Die Untergruppen von Z sind von der Form mZ fir m € N.

BEWEIS: Wegen mz; + mza = m(z1 + 22), 0 = m0 und —(mz) = m(—z) ist mZ Untergruppe.
Sei nun {0} # U < Z. Wihle minimales m € U N (N\ {0}) (existiert, da u € U < —u € U).
Sei nun u € U\ mZ. Dann ist der Rest von v modulo m von der Form u + km fiir ein k € Z,

also in U, andererseits kleiner als m, somit gleich 0, d.h. m|u bzw. u € mZ. O

Satz 1.2.4 (a) Zyklische Gruppen sind kommutativ.

(b) Zu jeder Ordnung gibt es bis auf Isomorphie genau eine zyklische Gruppe, nimlich Z bzw.
Z/mZ.

(c) Untergruppen und homomorphe Bilder zyklischer Gruppen sind zyklisch.

BeEWEIS: (a) Klar, da alle Potenzen von g untereinander kommutieren.
(b) Existenz: Z fiir unendliche Ordnung, Z,, fiir Ordnung m, jeweils zyklisch, da von 1 erzeugt.

Sei g Erzeuger von G. Dann ist der Homomorphismus g- : Z — G entweder ein [somorphismus
oder es gibt einen Kern. Mit Lemma und Homomorphiesatz: G = Z/mZ fiir ein m € N.

(¢) Homomorphe Bilder: Mit dem zweiten Isomomorphiesatz und (b) folgt, dass jedes homo-
morphe Bild einer zyklischen Gruppe ein homomorphes Bild von Z ist, also wegen Lemma [T.2.3]
selbst zyklisch. (Oder man rechne allgemeiner nach, dass Bilder von Erzeugern Erzeuger des
Bildes sind!)

Untergruppen: Nach (b) kann man V' < Z/N annehmen. Dann ist nach Bemerkung [1.1.21
V =U/N mit U < Z. Nach Lemma ist U zyklisch, also ist auch V' als homomorphes Bild
von U zyklisch. O

Folgerung: Fiir eine Primzahl p gibt es bis auf Isomorphie nur eine Gruppe der Ordnung p,

némlich Z/pZ, da solch eine Gruppe zyklisch sein muss.

Bemerkung 1.2.5 Ein Homomorphismus « : (¢9) — H ist durch das Bild eines Erzeugers
eindeutig bestimmt, da «(g"™) = a(g)™. Insbesondere gibt es ebensoviele Automorphismen einer

zyklischen Gruppe wie Erzeuger.



1.2.6 [Untergruppenverband und Automorphismengruppe zyklischer Gruppen]

(1) Die Untergruppen von Z sind von der Form mZ fir m € N. Es gilt mZ C nZ <= n|m.
Somit ist der Untergruppenverband zum dualen (= ,umgedrehten®) Teilbarkeitsverband
von N isomorph.

Z hat zwei Erzeuger: +1 und —1, also ist Aut(Z) & Z,.

(2) In Z/mZ gilt ord(j + mZ) = 2T (- Also gibt es o(m) :={1<j<m]ggT(j,m)=1}
viele Erzeuger und ¢(k) viele Elemente der Ordnung kE|
Der Untergruppenverband von Z/mZ entspricht wegen Bemerkung dem Teil des
Untergruppenverbands von Z, der oberhalb von mZ liegt (einschliefllich mZ), d.h. fiir
jedes k|m gibt es eine Untergruppe kZ/mZ = 7 /7 7. Da der Teilbarkeitsverband von m
durch k — ¢ zu seinem dualen Verband isomorph ist, gibt es zu jedem Teiler k£ von m
genau eine Untergruppe der Ordnung k (vgl. das Beispiel in Bemerkung .

Es gilt also | Aut(Z/mZ)| = ¢(m). Fiir ggT(k,m) = 1 ist die Abbildung « — kx ein Auto-
morphismus (Homomorphismus wegen dem Distributivgesetz; bijektiv, da der Erzeuger 1
auf den Erzeuger k abgebildet wird). Also ist Aut(Z/mZ) = {z — kx| ggT(k,m) = 1}.

Falls eine Gruppe zu jedem Teiler der Gruppenordnung genau eine Untergruppe besitzt, so ist
diese Gruppe zyklisch (Ubung).

Fakt 1.2.7 Sind ni,ne € N\{0}, so lasst sich ggT(n1,n2) als Z-Linearkombination von ny
und ny schreiben, d.h. es gibt (1,(a € Z mit (1ng + (ong = ggT(ny1,ne). (Ergibt sich aus dem
euklidischen Algorithmus.)

Lemma 1.2.8 (Z},, - mod m) := {k € Z,,, | k hat multiplikatives Inverses} ist Gruppe, und es
gilt Z%, ={k € Zp, | ggT(k,m) = 1}.

Folgerung: Aut(Z/mZ) = Z*, = (Z/mZ)*, da (z — kx) o (x — lz) = (x — klx).

BEWEIS: 1 € Z¥,da1-1=1. Mit k € Z}, ist k=! € Z* per Definition. Falls k,l € Z*, so
kl ez, da (kl)~' =171k~1. Also ist Z, Gruppe.

Sei nun ggT(k,m) =1 # 1. Dann m|kl in Z, also kl = 0 in Z,,. Falls zk = 1, so | = (zk)l =

20 = 0: Widerspruch. Sei umgekehrt ggT(k, m) = 1, dann 1k + (om = 1 fiir geeignete ¢; € Z
(Fakt [1.2.7). Also gilt ¢; - k =1 in Z,, fiir den Rest {] von ¢; modulo m. O

Bemerkung 1.2.9 [ohne Beweis| Fiir Primzahlpotenzen m mit 8 t m ist (Z/mZ)* selbst zy-
klisch.

Definition 1.2.10 (a) Seien G, H Gruppen, dann wird die Menge G x H durch die kompo-
nentenweise Verkniipfung (g1, h1) - (g2, he) := (9192, h1h2) zu einer Gruppe, dem (dufSeren)
direkten Produkt von G und H.

(b) Ist G eine Gruppe und U,V < G mit UNV = {e}, UV = G und uwv = vu fir alle
u€Uw eV, soist UxV =G durch die Abbildung (u,v) — uv. Man nennt G dann
(inneres) direktes Produkt von U und V und schreibt einfach G = U x V (Ubung).

Definition 1.2.11 Seien G; fiiri € I Gruppen. Dann ist das direkte Produkt dieser Gruppen
die Gruppe [l;c; Gi = {(9i)ier | i € Gi} mit der komponentenweisen Verkniipfung (gi)ier -

L heiBt Eulersche p-Funktion. Es folgt insbesondere 2 kn (k) =n.



(hi)ier = (gihi)ier. Die direkte Summe @, ; G; ist die Untergruppe {(gi)icr € [l;c; Gi |
gi = e fir fast alle i € I}.

Bemerkung: Fiir endliche Indexmengen I stimmen direktes Produkt und direkte Summe iiber-

ein!

Satz 1.2.12 Genau dann ist Z/mZ x Z/nZ zyklisch und also isomorph zu Z/mnZ, wenn
ggT(m,n) =1 gilt.

BEwEIs: Offenbar ist ord(g, k) = kgV (ord(g), ord(h)). Im teilerfremden Fall erzeugt also (1 +
mZ,1 4+ nZ) die ganze Gruppe; im nicht teilerfremden Fall gibt es kein Element mit Ordnung

mn. O

Folgerung 1.2.13 (Chinesischer Restsatz, Gruppenversion) Seien n,...,ny paarweise
teilerfremde Zahlen. Dann gilt

Z/(ng .o ong)Z = L7 X - X L/
x+ny...oongZ = (x+mZ, ..., x4+ ni7Z)
BEWEIS: Induktion iiber k. O

Definition 1.2.14 FEine Gruppe G heifit einfach, wenn sie nicht trivial ist und aufer {e} und

G keine weiteren Normalteiler enthdlt.

Satz 1.2.15 Die abelschen einfachen Gruppen sind gerade die zyklischen Gruppen von Prim-

zahlordnung.

BEWEIS: Hat G Primzahlordnung, so ist G einfach nach dem Satz von Lagrange. Sei umgekehrt
G abelsch und einfach. Dann ist jede Untergruppe normal. Fiir ¢ # g € G ist also (¢) = G,
d.h. G ist zyklisch. Aus den Bestimmungen der Untergruppen zyklischer Gruppen in [1.2.6] folgt
dann die Aussage. O

Bemerkung: Ajs ist die kleinste nicht-kommutative einfache Gruppe.

1.3 Abelsche Gruppen
In diesem Abschnitt seien Gruppen stets kommutativ und werden daher additiv geschrieben!

Definition und Bemerkung 1.3.1

o Wegen n(g + h) = ng + nh fir n € Z und g, h € G gilt ord(g + h) | kgV (ord(g), ord(h)).
In beliebigen Gruppen gilt natiirlich ord(¢g—!) = ord(g). Also ist

Gn] = {g€ G|ng=0} = {g € G|ord(g) teilt n} eine Untergruppe von G.
(Fiir nicht kommutativen Gruppen i.a. falsch, etwa S3[2] # (S5[2]) = S3.)
e Fiir eine Primzahl p definiert man auflerdem die p-Komponente von G

G, ={geG|ptg=0fireinneN}= U Glp"],
neN

die eine Untergruppe von G ist. G heifit p-Gruppe, falls G = G.
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e Elemente endlicher Ordnung heiflen auch Torsionselemente; sie bilden die Torsionsgruppe

Tor(G) :={g € G| ng =0 fiir ein n > 0} = UG[n]: U Gp.

n>1 p prim
G heifit Torsionsgruppe, falls G = Tor(G), und torsionsfrei, falls Tor(G) = {e}.

e Alle hier definierten Untergruppen sind charakteristisch.

Beispiele:

e Z und C sind torsionsfrei. Tor(R*) = {41, —1}, Tor(C*) besteht aus den Einheitswurzeln.

e {e} ist die einzige torsionsfreie Torsionsgruppe.

e Sei G die Gruppe der Bijektionen von Z. Die Elemente o : x — 1 — 2 und 8 : x — —x haben
beide Ordnung 2, a o 8 : x — x + 1 hat Ordnung oco. Also bilden hier die Torsionselemente
keine Untergruppe.

Bemerkung 1.3.2 GJp] ist eine Gruppe vom Exponenten p. Jede solche Gruppe ist auf natiir-
liche Weise ein IF-Vektorraum. Insbesondere ist jede Untergruppe auch ein Unterraum, jeder

Gruppenautomorphismus auch ein Vektorraumautomorphismus (Ubung).

Lemma 1.3.3 (a) G/Tor(G) ist torsionsfrei und mazimaler torsionsfreier Quotient von G.

(b) (G/Gp)p = {e} und G, ist minimal mit dieser Figenschaft unter den Untergruppen von G.

BewEIS: In G/N ist k(z + N) = kx + N und genau dann gleich dem neutralen Element N von
G/N, wenn kx € N gilt. Mit N = Tor(G) folgt also, dass = + Tor(G) genau dann Ordnung
k in G/Tor(G) hat, wenn kx endliche Ordnung in G hat, was genau dann der Fall ist, wenn
x endliche Ordnung in G hat. Das beweist (a). Mit N = G, und k = p™ folgt Teil (b) ganz
analog. O

Satz 1.3.4 Sei G abelsche Torsionsgruppe. Dann gilt G = @ G,.

p prim
BEWEIS: Es ist klar, dass G, NG, = {e} fiir verschiedene Primzahlen p, ¢ gilt. AuBerdem ist die
ganze Gruppe kommutativ. Somit ist das Erzeugnis V der G), in G einer innere direkte Summe
der G. Zu zeigen ist also noch V = G.

Sei ¢ € G und ord(g) = p{*---pp* die Primfaktorzerlegung. Setze n; := O‘;,(ig). Dann ist

K3

gi '=mn;9 € Gp,, da ord(g;) = p;*.

Nun gilt ggT(nq,...,nk) = 1, also gibt es ay,...,ar mit ajny + - -+ + agnk = 1 (per Induktion
aus Fakt [1.2.7). Dann ist aber g = (a1n1 + -+ agnp)g = a1 +---+argr € P Gp. O

p prim

Lemma 1.3.5 Die endlich erzeugten abelschen Torsionsgruppen sind gerade die endlichen abel-

schen Gruppen.

BEWEIS: <= ist klar.

»=“ Sel G = (g1,...,9k) abelsch und alle ord(g;) endlich. Dann schreibt sich g € G als
n1g1 + -+ + nggr mit 0 < n; < ord(g;): Dies sind nur endlich viele Méglichkeiten. O

Es ist also eine von Torsionselementen erzeugte abelsche Gruppe bereits eine Torsionsgruppe.
Im nicht-abelschen Fall stimmt das nicht: Endlich viele Elemente endlicher Ordnung kénnen

eine unendliche Gruppe erzeugen; siche das Beispiel der Bijektionen von Z oben!
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Lemma 1.3.6 Sei G abelsche Gruppe vom Ezxponenten p™ fiir eine Primzahl p, und sei g € G

ein Element mazimaler Ordnung p™. Dann gibt es eine Untergruppe U mit G = U X (g).

BEWEIS: Sei U eine Untergruppe, die maximal beziiglich der Eigenschaft U N (g) = {e} ist.
(Solch eine Untergruppe existiert z.B. nach dem Lemma von Zorn.) Zu zeigen ist nun, dass
G = U + (g) gilt, denn dann ist es eine direkte Summe und der Satz ist bewiesen.

Angenommen also G # U + (g). Wahle ein x € G\ (U + (g)) von minimaler Ordnung. Da

ord(pz) = %@, ist pr € U + (g), also pr = u+ g mit w € U und [ € N. Es gilt nun
O :pmx _ an—lu_’_pm—llg7
——
U €(g)

also p" g = —pm~lu € UN{(g) = {e}. Aus p" llg = e und ord(g) = p™ folgt nun p™ | p™ 1
und p | I.

Sei nun [ = pj, also p(x — jg) = u € U. Andererseits ist x — jg ¢ U, da = ¢ U + (g). Aus der
Maximalititsbedingung an U erhélt man (x — jg,U) N (g) # {e}. Es gibt also k, k' und v’ € U
mit e # kg =k (x — jg) + v, dh. Kz = —u' + (k+ K j)g € U+ (g).

Nun gibt es zwei Fiille: Wenn p | &/, dann gilt wegen p(z — jg) € U auch k'(x — jg) € U, und
wegen v’ € U dann auch kg € U, also kg = e: Widerspruch. Ween dagegen p und £’ teilerfremd

sind, so ist, da pz und K’z beide in U + (g) liegen, nach Fakt auch x € U + (g): ebenfalls
Widerspruch! O

Folgerung 1.3.7 Die endlichen abelschen Gruppen sind gerade die direkten Summen endlicher

zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

BEWEIS: ,,<=“ ist klar.

»=" gilt mit Satz und Lemma wobei man die Torsionskomponenten G, anschliefend
mit Lemma [T.3.6] induktiv in eine direkte Summe zyklischer Gruppen erlegen kann. O

Beispiel: Alle abelschen Gruppen der Ordnung 12 sind bis auf Isomorphie: Zs X Zs x Z3 und
Zy X Z3; der Ordnung 8: Zy X Zy X Zy, Zo X Z4 und Zg.

Folgerung 1.3.8 Sei K ein Kiorper und G eine endliche Untergruppe von K*. Dann ist G
zyklisch.

BEWEIS: Nach Satz ist G von der Form G,, @ ---® Gp, fiir paarweise verschiedene
Primzahlen py,...,p,. Wegen dem chinesischen Restsatz reicht es zu zeigen, dass jedes G,
zyklisch ist. Nun ist solch ein G, wiederum von der Form Z,e1 @- - - @ Zpay, es gilt also |G,p[p]| =
p¥. Da die Elemente von G[p] aber die Losungen der Gleichung X? = 1 in dem Koérper K sind,
gibt es hochstens p viele. Somit ist k = 1. (|

Das néchste Ziel ist nun

Satz 1.3.9 Sei G eine endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe. Dann ist G isomorph zu
einem ZF =7 x --- x Z.
—_———

k mal

Bemerkung 1.3.10 Die ZF sind die sogenannten freien abelschen Gruppen. Dies bedeutet:
Wenn ZF = (g1) x - -+ x {g},) mit (g;) = Z, wenn H eine abelsche Gruppe ist und hy,...,hy € H,

12



dann gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : Z*¥ — H mit ¢(g;) = h; (ndmlich nygy + -+ +
ngge = nahi 4+ nghy).

Lemma 1.3.11 Falls G abelsch ist, H < G und G/H = 7ZF, dann gibt es eine Untergruppe
K <G, so dass K2 7F und G=H x K.

BEWEIS: Sei 7 : G — G/H = (g1 + H) ® -+ @ (g + H) mit (g; + H) = Z der natiirliche
Epimorphismus. Setze K := (¢1,...,9x) < G.

Nun ist zum einen G = H 4+ K, denn fiir g € G ist 7w(g) = n1g1 + -+ + nrgr + H = w(n1g1 +
-+~ + nggy) fiir geeignete n; € Z, also g — (n1g1 + -+ + nkgx) € H, somit g € H + K.

Zum andern ist HNK = {e}, denn falls nyg1 4+ - -+nggr € H,soist H = w(n1g1+---+nggr) =
nig1 + - -+ + nkgr + H, mithin miissen alle n; = 0 sein.

Schlieflich ist K = (H & K)/H = G/H = Z* O

BEWEIS VON SATZ [1.3.9; Sei G = (g1,...,gx) torsionsfrei. Zeige: G = Z! fiir ein | < k per
Induktion nach k.

Fall k = 0 ist klar: G =2 Z° = {e}.

Fall k£ > 0: Setze H := {g € G | es gibt n € N mit ng € (gx)} < G. Nun ist G/H torsionsfrei,
denn m(g+ H) = H impliziert mg € H, also nmg € (gi) fiir ein n, mithin g € H. Per Induktion
gilt nun G/H = (g1 + H, ..., ge_1H) = Z fiir ein I’ < k — 1. Nach Lemma ist daher
G=KoH it K =7

Nun ist H 2 G/K = (¢1 + K,...,gr + K) endlich erzeugt. Aulerdem ist H/(gx) eine Tor-
sionsgruppe, also endlich der Ordnung m. Es gilt also mH < (gi). Die Abbildung h — mh
definiert somit einen Homomorphismus H — (g ), der wegen der Torsionsfreiheit von H injek-
tiv ist. H ist also eine nicht-triviale Untergruppe von (gix) = Z, also ist H = 7Z und insgesamt
G2KoH=7Z' o7 =17"".

Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass Z!/27Z' eine Gruppe vom Exponenten 2 ist, also ein Fs-

Vektorraum der Dimension [, und die Dimension ist eindeutig bestimmt. O

Satz 1.3.12 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Die endlich erzeugten abelschen Gruppen sind genau die endlichen direkten Summen zyklischer

Gruppen. Die Summanden sind bis auf Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmdt.

BEWEIS: Sei G endlich erzeugt und abelsch. Dann ist G/Tor(G) endlich erzeugt, abelsch und
torsionsfrei, also nach Satz isomorph zu einem Z!. Mit Lemmaist dann G = Tor(G)®
Z! mit eindeutig bestimmtem I. Wie oben sieht man, dass auch Tor(G) endlich erzeugt ist, also
nach Folgerung direkte Summe endlicher zyklischer Gruppen.

Eindeutigkeit: Es reicht zu sehen, dass sich H := Tor(G), eindeutig zerlegen ldsst. Fiir jeden n
ist nun (p™H)[p| eine abelsche Gruppe vom Exponenten p, also eine F,-Vektorraum einer festen

Dimension. Aus diesen Dimensionen errechnet sich die Anzahl der Summanden Z/p‘Z. U

Beispiel: Q ist eine torsionsfreie abelsche Gruppe, aber nicht endlich erzeugt. Keine zyklische

Untergruppe ist ein direkter Summand.
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1.4 Gruppenoperationen

Definition 1.4.1 Zu jeder Gruppe (G,-, ~1,e) gibt es die opponierte Gruppe G°P mit G°P =
(G,-°P, ~Le), wobei g-°P h:=h-g.

Klar ist aus der Definition: (G°P)°? = G
Lemma 1.4.2 Stets ist G = G°P, und genau dann G = G°P wenn G abelsch ist.

BEWEIS: G — G°P, z + 27! ist Isomorphismus, und G = G°? <= g-h =g-°* h = h- g fiir
alle g,h € G <= G abelsch. O

Bemerkung 1.4.3 (a) Beispiel von Funktionengruppen: Entscheidung zwischen Verkniipfung

von rechts oder von links bedeutet Wahl zwischen G oder G°P.

(b) Wie verkniipft man Permutationen? Interpretiert man (égj’) als ,,das Element 1 wird dorthin
gestellt, wo sich bislang das Element 2 befindet* oder als ,,das Element auf Platz 1 wird

auf Platz 2 gestellt“? Die eine Interpretation liefert das Opponierte der zweiten!

(c) Konjugation liefert einen Homomorphismus von G in die opponierte Automorphismen-
gruppe von G, also G — Aut(G)°P, g — (x +— 29 = g~ 'zg). Der Kern ist das Zentrum
Z(G) = {9 € G| gh = hg fir alle h € G}, das Bild heifit die Gruppe der inneren
Automorphismen Inn(G) (Ubung).

Definition 1.4.4 Sei G Gruppe, Q # () eine Menge. G operiert (von links) auf Q, falls es
zu jedem g € G und w € Q ein g.w € Q gibt, so dass gilt:
—  g.(hw) = (g9 h)w fir alle g,h € G,w € N

— ew =w fir alle w € Q.
Q heifit dann G-Menge.

Eine Rechtsoperation von G auf ) ist eine Linksoperation von G°P auf Q. Man schreibt

dann w.g fir g~ '.w.

Lemma 1.4.5 FEine Linksoperation von G auf Q ,ist dasselbe wie“ ein Homomorphismus @ :
G — Sym(Q) = {a: Q = Q| «a bijektiv.}. Eine Rechtsoperation ist dasselbe wie ein Homo-
morphismus ¢ : G — Sym(Q)°P bzw. ¢ : G — Sym(2).

BEWEIS: Definiere ¢ aus der Gruppenoperation bzw. umgekehrt durch g.w = ¢(g)(w). Dann

alle Eigenschaften nachrechnen! O

Beispiel 1.4.6 (a) Jede Gruppe operiert auf jeder nicht-leeren Menge auf triviale Weise durch

g.w = w fur alle w.

(b) Die Drehgruppe des Wiirfels operiert auf den drei Mittelsenkrechten, den vier Raumdia-

gonalen, den sechs Seitenflichen, den acht Ecken und den zwolf Kanten.

(c) S, operiert auf {1,...,n} durch 0.i = 0(4), aber z.B. auch durch 0.i = o(n + 1 — 7).

Bemerkung: Ein K-Vektorraum V ist so etwas wie eine Operation des Korpers K auf der

additiven Gruppe von V.
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Definition 1.4.7 e Eine Abbildung o : Q — Q' zwischen G-Mengen heifit G-dquivariant,
falls a(g.w) = g.a(w) fir alle g € G und w € Q.

e Zwei Operationen von G auf Q bzw. Q' heiflen dquivalent, falls es eine G-dquivariante
Bijektion « : Q@ — ' gibt (Anschaulich: Die Operationen von G auf Q und Q' unterscheiden
sich nur durch Umbenennen der Elemente von €.)

e Sei nun ¢ : G — Sym(QQ) eine Operation. Dann definiert w ~ ', falls es ein g € G gibt mit
gw = ', eine Aquivalenzrelation auf Q. Die Aquivalenzklassen w® = {g.w | g € G} heifien
Bahnen.

G, =19 € G| gw = w} heifit der Stabilisator von w € Q und ist eine Untergruppe von G.

e Die Operation heifit
—  transitiv, falls es nur eine Bahn ¢ibt;

—  treu, falls Kern(¢) = (,cq Go = {9 € G | gw = w fiir alle w € Q} trivial ist;
—  semi-reguldr, falls Ge} fir alle w € Q ist;
—  und reguldr, falls sie transitiv und semi-reguldr ist.

Der Kern der Operation, also der Schnitt iiber alle Stabilisatoren, ist stets ein Normalteiler. Im
Falle einer treuen Operation ist bis auf Isomorphie G eine Untergruppe von Sym(2). Man nennt

G dann auch Permutationsgruppe auf 2, falls G als Untergruppe von Sym(€)) gegeben ist.

Beispiel 1.4.8 G operiert regulédr auf 2 = G durch Linksmultiplikation, d.h. g.w = g - w.
Rechtsmultiplikation w.g = w - g kann man entweder als regulire Operation von G°P auf Q@ = G
oder als Rechtsoperation von G auf Q) = G auffassen. Rechtsmultiplikation mit dem Inversen

liefert also wieder eine regulidre Operation von G auf Q) = G.
Es folgt der

Satz 1.4.9 (Satz von Cayley) Jede Gruppe lisst sich als Permutationsgruppe darstellen,
d.h. jede Gruppe ist Untergruppe einer Gruppe der Form Sym(2).

Sei nun A\¢ : G — Sym(G), g — (z — gz) die Linksmultiplikation, o¢ : G — Sym(G),
g — (z — wg) die Rechtsmultiplikation, und + : G — G, g — g~ ! die Inversenabbildung.
(Achtung: im allgemeinen ist nur Ag ein Homomorphismus!)

Lemma 1.4.10 (a) Die Operationen A\g und g ot von G auf G sind dquivalent vermdge
t. Also sind die Untergruppen Ag(G) und oc(G) von Sym(G) durch v konjugiert, d.h.
17 o 06(G) ot = Aa(G).

(b) A(G) = 0¢(G) < G st abelsch.

(c) 06(G) = {a € Sym(G) | a ist ,Ag-dquivariant*}. Dies nennt man auch die opponierte
Gruppe G°P der Permutationsgruppe G, wenn diese mit \q(G) gleichgesetzt wird.

BewIs: (1) 1(0¢(0)()) = (9) "} =w g~ = gal~)(w™) = (06 © )(9)(t(w)). Bs gilt also
Aa(9) = 17t ooa(g™t) o (wobei natiirlich « = +~! gilt, die Konjugation also auch andersherum
geschrieben werden kann).

(b) Ist G kommutativ, so ist {z — gz | g€ G} ={z — 29| g€ G} ={r = xg7 | g € G}.
Sind umgekehrt die Abbildungen = +— gz und z — zh~! gleich, so folgt (r = e einsetzen!)
g=nh"1, also gz = zh™! = xg fiir alle .
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(¢) {a € Sym(G) | @ Ag-invariant} = {a : G — G | a(g.w) = g.a(w) fiir alle w € G} soll gleich
sein {w — wh | h € G}.

»2“ gilt offensichtlich, denn (g.w).h = g.(w.h).

»,C% Sei wy € G fest und a Ag-invariant. Sei h € G so, dass a(wg) = wph. Dann ist a(w) =

a(wwy two) = wwy ta(wo) = wwy twoh = wh. O

Beispiel 1.4.11 [Typische Beispiele fiir Gruppenoperationen)]

e Sei U < GG. Dann operiert U durch Linksmultiplikation auf €2 = G. Die Operation ist treu,
aber nicht transitiv, es sei denn U = (. Die Bahnen sind die Rechtsnebenklassen von U in
G.

e (G operiert durch Linksmultiplikation auf den Linksnebenklassen von U in G (als Menge
geschrieben G : U) durch g.hU = (gh)U. Die Operation ist transitiv, ihr Kern ist der grofite
in U enthaltene Normalteiler von G (auch Ug geschrieben). Die Operation ist genau dann

reguldr, wenn U = {e}.

e G operiert von rechts auf Q = G durch Konjugation, d.h. w.g = w9 (= g~ 'wg). Der Kern

ist das Zentrum Z(G), die Bahnen sind die Konjugationsklassen h¢ = {h9 | g € G}. Im
Unterschied zu den vorherigen Beispielen sind diese i.a. unterschiedlich grofS! Der Stabilisator
Gy={9€G|wI=w}={g €G|wg=gw} heilit der Zentralisator C;(w) von w in G.

Satz 1.4.12 G operiere von links auf Q. (Die analogen Aussagen gelten fiir Rechtsoperationen.)

(a) Die Bahn w@ steht in Bijektion mit den Linksnebenklassen G : G, vermdége g.w + gG.,.
Also gilt |w%| = (G : Gy). Im Falle einer endlichen Gruppe gilt also, dass die Grife der
Bahn die Gruppenordnung teilt.

(b) Ist W' € WY, etwa W' = g.w, so gilt G = gGug™ = G((Ugil).
(c) Operiert G transitiv, so gilt |G| = |Q| - |G| fir jedes w € Q.
(d) Operiert G regulir, so gilt |G| = |€].

BEwEIS: (a) Die Abbildung w® — G : G, g.w + gG,, ist wohldefiniert und injektiv, denn
gw=gdwe (gl lw=we gy €G, < ¢G, = gG,, und klarerweise surjektiv.

b)he€Gy & hw' =w & hgw=gwe g lhgw=we g thge G, & h € gG,g L.
(c) Mit (a) gilt || = [w¥| = (G : G,,), also ist |Q| - |G| = (G : Gy) - |G| = |G
(d) G reguldr impliziert G,, = {e}, also |G| = 1. O

Folgerung 1.4.13 (1. Folgerung aus Satz [1.4.12)) (a) Jede transitive Operation von G ist

aquivalent zur Linksmultiplikation von G auf G : G, fiir beliebiges w € €.
(b) Jede regulire Operation von G ist dquivalent zur Linksmultiplikation von G auf sich selbst.

(c) Falls G kommutativ ist, so ist jede treue transitive Operation reguldr.

BEWEIS: (a) folgt sofort aus Satz|1.4.12|(a) mit der G-dquivarianten Bijektion

Q=wC = G: Gy, 9w gGy,.

(b) Folgt wegen ,regulidr = transitiv + G, = {e}“ aus (a).
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(c) Seien w,w’ € Q. Dann existiert wegen der Transitivitit ein g € G mit g.w = w’. Also ist mit
Satz [1.4.12|(b) und da G kommutativ G, = (Gw)g_1 = @,,. Da die Opertaion treu ist, folgt
{e} = Nueq Gw = G fiir jedes w € Q. O

Lemma 1.4.14 G operiere durch Linksmultiplikation auf G : U und auf G : V' fiir zwei Unter-
gruppen U und V. Beide Operationen sind genau dann dquivalent, wenn U und V zueinander

konjugiert sind.

BEWEIS: ,<“ Ist V =U", soist G : U — G : U", gU — gh~'U die G-dquivariante Bijektion.
»,= Sie eine G-aquivariante Bijektion o : G : U — G : V gegeben, uns sei h € G so, dass
a(U) = hV. Dann gilt

geU = ghV =ga(U)=a(gU) =a(U) =hV <= h7lghcV gEVh_l.

Folgerung 1.4.15 (2. Folgerung aus Satz [1.4.12)) Operiert G auf Q, so gilt
= (G: G,
iel

wobei {w; | i € I} ein Reprdsentantensystem der Bahnen ist.

1.4.16 [Spezialfall ,, Klassengleichung®]
Gl =12(G)| + Y (G : Calgn),
iel
wobei {g; | # € I'} ein Repriisentantensystem der nicht-einelementigen Konjugationsklassen von
G ist.

Satz 1.4.17 Sei p eine Primzahl.
(a) Ist G nicht-triviale endliche p-Gruppe, so ist Z(G) # {e}.
(b) Gilt |G| = p?, so ist G kommutativ.

BEWEIS: (a) Da p sowohl die Gruppenordnung als auch die Indizes der Zentralisatoren teilt,
muss p nach der Klassengleichung auch die Ordnung des Zentrums teilen. Das Zentrum hat also
mindestens p Elemente.

(b) Falls G nicht kommutativ ist, so ist das Zentrum eine echte und nach (a) nicht-triviale
Untergruppe, hat also p Elemente. Dann ist auch |G/Z(G)| = p, also ist G/Z(G) zyklisch
= (gZ(Q)). Es folgt G = (g, Z(G)). Somit ist G aus miteinander kommutierenden Elementen

erzeugt und also kommutativ: Widerspruch. O

1.4.18 [Semi-direkte Produkte]

AuBeres semi-direktes Produkt: Gegeben seien Gruppen H und N, H operiere als Auto-
morphismengruppe auf N, d.h. es gebe einen Homomorphismus « : H — Aut(N). Dann wird
die Menge H x N durch die Operation

(h1,n1) - (ha,n2) == (hihg,n1 - a(h1)(n2))
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zu einer Gruppe, dem semi-direkten Produkt von H mit N (gemi8 «), geschrieben: H X, N
bzw. N %, H. Es sind dann h +— (h, e) und n — (e, n) Einbettungen von H und N in das semi-
direkte Produkt. Dadurch wird H zur Untergruppe, N zum Normalteiler und « zur Konjugation

mit dem Inversen.

Inneres semi-direktes Produkt: Sei N <G und H < G so, dass HN = G und HNN = {e}
gilt. Dann operiert H auf N durch Konjugation mit dem Inversen, und mit dem Homomorphis-
mus o : H — Aut(N), h— (n— n(hfl)) wird G isomorph zu H x, N. Man nennt dann G das
semi-direkte Produkt von H und N und schreibt G = H x N bzw. G = N x H.

Bemerkung: Ein semi-direktes Produkt ist genau dann ein direktes Produkt, wenn der Ho-
momorphismus « trivial ist. (Trotzdem kann, wie im Falle der Symmetriegruppe des Wiirfels,

ein nicht-direktes semi-direktes Produkt zu einem direkten Produkt isomorph sein!)

Beispiel 1.4.19 S,, = Z, x A, fir n > 2. D, = Z5 x Z, fir n > 3. Man definiert daher
D1 = ZQ und D2 = ZQ X ZQ.

Da Aut(Z3) = Z, gibt es kein echtes semi-direktes Produkt Z3 x Z3, nur das direkte Produkt!

1.5 Die Sylow—Sitze

G sei in diesem Abschnitt stets eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, welche die Gruppenord-

nung teilt. Genauer sei |G| = p® - n, wobei p kein Teiler mehr von n ist.

Definition 1.5.1 Fine Untergruppe von G heifit p—Sylow—Gruppe von G, falls sie die Ord-
nung p® hat (d.h. sie ist eine p-Gruppe und p teilt nicht ihren Index). Syl,(G) bezeichne die
Menge der p-Sylow-Gruppen von G und N,(G) sei thre Anzahl.

Satz 1.5.2 (Sylowsche Sitze) (a) Fulls p® die Ordnung von G teilt und #(p°) die Anzahl
der Untergruppen von G der Ordnung p® bezeichnet, so gilt #(p®) =1 (mod n). Insbeson-

dere existieren immer p—Sylow—Gruppen.

(b) Je zwei p—-Sylow-Gruppen einer Gruppe G sind zueinander konjugiert. Fir jede p—Sylow—
Gruppe P gilt: N,(G) = (G : Ng(P)) = 1 (mod p). Insbesondere teilt N,(G) die Zahl
n.

(c) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p—Sylow—Gruppe enthalten.

Folgerung 1.5.3 (Satz von Cauchy) Fulls die Primzahl p die Ordnung einer Gruppe G teilt,
so besitzt G Elemente der Ordnung p.

BEWEIS DER SYLOW-SATZE: (a) Q:= {M C G | |M| = p’} wird durch Linksmultiplikation
zu einer G-Menge; die Bahnen seien Q; = {gM; | ¢ € G} fir j = 1,...,k. Schliefllich sei
U; :={g9 € G| gM; = M;} der Stabilisator von M;.

Es gilt somit M; = U; - M; = UgeMj U;g, also ist |U;| ein Teiler von |M;| = p®, d.h. U; ist eine
. . . Gl .
p-Gruppe. Mit Satz[1.4.12|(c) gilt |Q;| = (G : U;), d.h. mit m = lpTl gilt:

U;| < p® <= pm teilt |Q;].
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AufBlerdem gilt
|UJ| =m < |QJ| =m
— M, = Uy, firein g; € G
= Q ={gUjg; | 9 € G} = {999, 'Ujg; | g € G} = {hU} |h € G} = U} : G

Betrachtet man die Bahnen modulo pm, bleiben also nur noch solche iibrig, deren Stabilisatoren

die Ordnung p® haben:

m b
o] = (pf,’) = Y 19 = #G") m  (mod pm)

[©25]=m

Im Spezialfall ,,G zyklisch“ ist #(p?) = 1 nach es gilt also (”;fb) =m (mod pm). Fiir nun
wieder beliebiges G erhiilt man also m = #(p®) - m (mod pm) und daraus 1 = #(p®) (mod p).

(b),(c) Sei P eine p-Sylowgruppe und @ eine beliebige p-Untergruppe von G. Dann operiert Q
auf {P? | g € G} durch Konjugation, und nach Satz [1.4.12|(c) ist die Machtigkeit jeder Bahn

ein Teiler von |Q)|, also eine p-Potenz.

Falls es eine einelementige Bahn {P9} gibt, so ist @ eine Untergruppe des Stabilisators von
P9 unter Konjugation, also des Normalisators Ng(P?). Es ist dann P9 < (P9,Q) und daher
(P9,Q) = Q- PY9. Wegen |Q - PI| = I‘%ng‘l ist @ - P9 eine p-Gruppe. Da aber P9 maximale
p-Untergruppe von g ist, folgt Q < P9Y.

Betrachte nun den Spezialfall P = @: Dann ist { P} offenbar eine einelementige Bahn, und nach
den gerade angestellten Uberlegungen auch die einzige (da P < P9 fiir jede weitere einelementige
Bahn {P9} gelten wiirde). Also gilt fiir die transivite Opertaion von G auf den Konjugierten
von P:

(G:Ng(P?)=[{P?|ge G} =1 (mod p).

Sei @ nun wieder beliebig wie oben. Da die Bahnen p-Potenzméchtigkeit haben, muss es hier
auch mindestens eine einelementige Bahn { P9} geben. Es folgt also @ < PY € Syl (G) und
Q = P9, falls Q € Syl(G). O

Bemerkung 1.5.4 Ist |G| = p{* -...-pi* die Primfaktorzerlegung und P; € Syl (G), so gilt:
P,NP; = {e} fir i # j (da der Schnitt sowohl p;- als auch p;-Gruppe ist) und G = (Pi, ..., Py)
(denn da P; < (Py,..., Py) teilt p;* die Ordnung dieser Gruppe, folglich hat (P, ..., Py) die
gleiche Ordnung wie G).

Satz 1.5.5 Sind alle Sylowgruppen Py, ..., P, Normalteiler von G, so gilt G = Py X -+ X Pj.

Solche Gruppen, die direktes Produkt ihrer Sylow—Gruppen sind, heiflen nilpotent.

BEwEIs: Da Sylow—Gruppen zur gleichen Primzahl konjugiert sind, folgt aus der Normalitéit
N,(G) =1 fiir alle p. Per Induktion nach k zeigt man nun

(b1) is klar, und aus (ag) folgt (by), da Pxy1 eine Sylow—Gruppe zu einer neuen Primzahl ist.
Schlieflich folgt (ar4+1) aus (by), da

Py Pyl - |Pes]
(P, Py) N Poyi]

|p1.....pk+1|:|



Zu zeigen ist nun nur noch, dass die P; untereinander kommutieren. Sei g € FP;,h € P;. Dann
ist g~'h~'gh € PiP! = PP, = P;, aber andererseits auch in P{P; = P;. Somit ist g~'h~'gh €
P; N P; = {e}, oder gh = hg O

Satz 1.5.6 Sei N <G und P € Syl (G). Dann ist PN N € Syl (G) und PN/N € Syl,(G/N).

Beweis: Klar ist, dass PN N und PN/N p-Gruppen sind. Zu zeigen ist noch, dass es maximale
p-Untergruppen sind. Dies folgt aus ,,verallgemeinerten Isomorphiesétzen®. Z.B. ist

NP:P = N:(PNN), nP—n(PNN)

eine Bijektion, also hat

INP| | |G
(N:PnN)y=""1 1 &2
[Pl P
keinen p-Anteil mehr. Ahnlich sieht man (G/N : PN/N) = (G : PN) | (G:P). O

1.5.7 [Klassifikation der Gruppen der Ordnung 12]

Sei |G| = 12, P € Syl,(G) und @ € Syl;(G). Also ist P = Z, oder & Zy x Zy und Q = Zs.
AuBlerdem gilt No(G) =1 (mod 2) und N2(G) | 3, also ist No(G) =1 oder = 3.

Ebenso N3(G) =1 (mod 3) und N3(G) | 4, also ist Na(G) = 1 oder = 4.

Angenommen N3(G) = 4. Dann ist [{g € G | ord(g) teilt 4}] = 12 — 2 - N3(G) = 4, also
N3(G) = 1. Somit ist mindestens eine der Sylow—Gruppen normal, und mit Bemerkung m
folgt, dass G ein semi-direktes Produkt von P und @ ist.

1. Fall: No(G) = N3(G) = 1.

(a) Falls P = Z4, s0 G = Z4 X Zs.

(b) Falls P2 Z5 x Zy, s0 G 2 Zy X Zy X Zs.

2. Fall: N3(G) =1 und N3(G) =4

(a) Falls P = Z4, so gibt es keinen nicht-trivialen Homomorphismus @ & Z3 — Aut(P) & Zs.
(b) Falls P = Zy x Zs, so gibt es zwei nicht-triviale, zueinander konjugierte Automorphismen
Q — Aut(P) = S3; also G = (Zy x Zo) X Z3 = Ay.

3. Fall: N3(G) =3 und N3(G) =1

(a) Falls P = Z4, so gibt es einen einzigen nicht-trivialen Homomorphismus P — Aut(Q) = Zo;
also G = 74 X Zs.

(b) Falls P = Z5 X Zs, so gibt es drei nicht-triviale, zueinander konjugierte Automorphismen
P — Aut(Q) = Zs; also G =2 (Zy X Zs) X Z3 = Deg.

1.6 Auflésbare Gruppen

Definition 1.6.1 Fine Kompositionsreihe einer Gruppe G ist eine Folge von Untergruppen
No,...,Ni von G mit {e} = Ny INp_1< ... <N <Ny = G und einfachen Faktorgruppen
N;/Nii1.

Die Gruppen N;/N;i1 heiffen Kompositionsfaktoren von G, die Zahl k heifst Linge der
Reihe.

Bemerkung 1.6.2 Falls G endlich ist, so gibt es stets Kompositionsreihen, denn jede ,Sub-

normalreihe* Ny I Np_1 < ... <Ny ldsst sich zu einer Kompositionsreihe verfeinern. (Wenn
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N;/N;41 nicht einfach ist, existiert ein echter, nicht-trivialer Normalteiler, der die Form M /N,
hat mit Ni+1 Sl M Sl Nl)

Beispiel 1.6.3 Kompositionsreihen in G = Zy x Z3: {e} <2, s 4G; {e} 97597 <4G.

7z
Kompositionsreihen in Z19: {e} <7542, < Z19; {e} 23426 < Z12; {e} <754 76 < Z40.

Zwei Kompositionsreihen heiflen dquivalent (~), falls sie die gleiche Lénge haben und, bis auf

Permutation, die gleichen Kompositionsfaktoren, jeweils gleich héufig.

Satz 1.6.4 (Satz von Jordan und Hélder) Je zwei Kompositionsreihen einer endlichen

Gruppe sind dquivalent.

BEWEIS: Beweis per Induktion nach |G|; fir |G| = 1 gilt der Satz trivialerweise; sei also
|G| > 1 und seien My ... IM,, <G und Ny < ... <N, <G zwei Kompositionreihen. Falls
M,, = N,, so ist man fertig nach Induktion; ebenso, falls M,,N,, # G (weil man dann beide

Kompositionsreihen durch M,, N,, verfeinern kann, bis wohin sie per Indutkion dquivalent sind).
Sei also M, N,, = G; dann gilt G/M,, =2 N,/(M;, N N,,) und G/N,, =& M,,/(M,, N N,,), d.h.
die beiden Reihen M,, N N, < M,, <G und M,, N N, <N, <G sind sozusagen ,dquivalente
Kompositionsreihenstiicke* oberhalb M,, N N,,. Sei aulerdem Lo < ... <L; = M,, N N,, eine

Kompositionreihe von M, N N,,. Dann gilt per Induktion (alles sind Kompositionsreihen!)
Moﬂ QMmNLog QL[@MH und Loﬂ @ngNn NN0<] QNTL

Alle vier Kompositionsreihen kénnen nun durch Anfiigen von G zu Kompositionsreihen G er-
weitert werden; dadruch werden die mittleren beiden auch dquivalent; per Transitivitéit sind es
also die beiden Ausgangssreihen (man zeichen sich am besten ein Diagramm)! O

Beispiel 1.6.5 Ein unendlicher Vektorraum iiber IF,, ist ein Beispiel einer unendlichen Gruppe

ohne (endliche) Kompositionsreihe.

Definition 1.6.6 FEine endliche Gruppe heifit auflésbar, falls alle Kompositionsfaktoren
abelsch sind.

Beispiel 1.6.7 Auflésbar sind:

e alle abelschen Gruppen (klar);

e die Diedergruppen D,, (hat Normalteiler Z,, mit Quotient Z5);

e alle p-Gruppen fiir Primzahlen p (folgt aus Satz ;

e alle Gruppen der Ordnung pq fiir Primzahlen p und gq.
BEWEIS: Falls p = ¢ so ist G nach Satz|1.4.17|(b) abelsch. Falls p < ¢, so ist Ny(G) = 1 mod ¢
und Ny¢(G) | p, also Ny(G) = 1. Mit der einzigen ¢-Sylow-Gruppe @ hat man dann eine
Kompositionsreihe {e} <Q <G mit zyklischen Faktoren. O

e Die kleinste nicht-auflésbare Gruppe ist As.

Definition 1.6.8 Der Kommutator von g und h ist das Element [g, h] := g~ *h~1gh. Genau

dann kommutieren die Elemente g und h von G miteinander, wenn [g, h] = e.

Die Kommutatorgruppe von G ist die Untergruppe G' = [G, G| :={[g,h] | g,h € G). Definie-
re die n-ten Kommutatorgruppen durch G := G und induktiv GtV := (G™)Y . Schreibweise:
G" =G ete. Alle G™ sind charakteristische Untergruppen von G.

Die Reihe ... <GP gGM gG® heifst Kommutatorreihe von G.
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Lemma 1.6.9 Fir N <G ist G/N genau dann abelsch, wenn G' < N.

BEWEIS: G/N abelsch <= [gN,hN] = [g,h]N = N fiir alle g,h € G < |[g,h] € N fiir alle
g,heG < G < N. O

Satz 1.6.10 Aquivalent sind:

(a) G ist auflosbar.
(b) Es gibt eine Subnormalreihe {e} = Ny, < ... S No = G mit abelschen Faktoren N;/N;i1.
(c) Es gibt ein I mit GO = {e}.

BEWEIS: (a)=(b): die Kompositionsreihe, gem#fi der die Gruppe auflosbar ist (und nach dem

Satz von Jordan—Holder dann jede Kompositionsreihe).
(¢)=(b): die Kommutatorreihe!

(b)=(a): Verfeinere die gegebene Subnormalreihe zu einer Kompositionsreihe; die Faktoren
bleiben (als Untergruppen und Quotienten abelscher Gruppen) abelsch.

(b)=(c): Per Induktion zeigt man G" < Nj. Dies ist klar fiir i = 0. Tm Schritt 4 — 4 + 1 hat
man GUY = (GM) < N/ < N;;; mit Lemma da N;/N;1; abelsch ist. O

Definition 1.6.11 Eine beliebige Gruppe G heifit auflosbar, falls G = {e} fir einl € N. Das
kleinste solche | heifit die Aufldosbarkeitsstufe von G.

Satz 1.6.12 (a) Untergruppen und homomorphe Bilder auflosbarer Gruppen sind auflisbar.
(b) Sind N <G und G/N auflosbar, so auch G.

BeEwEs: (a) Ist U < G, so U™ < G™, und ist N <G, so (G/N)™ = G N/N.

(b) Sei N®) = {e} und (G/N)D = GON/N = N, also G < N. Dann ist GUHF) = (G1)(F) <
N®) = {e}. O

Satz 1.6.13 Alle Gruppen der Ordnung pqr fir Primzahlen p > q > r sind aufldsbar.

BEWEISs: 1. Fall: G hat eine normale Sylow—Gruppe N. Dann ist N auflosbar, da zyklisch, und
G/N auflosbar nach Beispiel [1.6.7](d), also ist G auflésbar nach Satz[1.6.12

2. Fall: G hat keine normale Sylow—Gruppe. Dann gilt
1+p<N,(G)=1+kp|lgr = N,=qr
1+g¢<Ny(G)=1+Ilg|pr = Np,=p
1+r<N(G)=14+mr|pg = N,>=g¢q
Es folgt daraus
pagr =G| =21+ {g € G |ord(g) = p}| + {g € G | ord(g) = q}| + [{g € G | ord(g) =1}
=1+ Np(G)(p— 1)+ Ny(G) (g — 1) + No(G)(r — 1)

>1+qr(p—1)+plg—1)+q(r—1) = 14+pgr+pg—p—q
——
>0

Widerspruch! O
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Bemerkung 1.6.14 (a) Satz von Burnside: alle Gruppen der Ordnung p®q® fiir Primzahlen

p und ¢ sind auflésbar.

(b) Satz von Feit und Thompson (sehr schwer): alle Gruppen ungerader Ordnung sind auf-

losbar.

1.6.15 Endliche einfache Gruppen sind:

e Die einfachen abelschen Gruppen Z/pZ fiir Primzahlen p.

e Die alternierenden Gruppen A,, fiir n > 5.

e Die Gruppen PSL(n, F) := SL(n, F')/Z(PSL(n, F')) fiir endliche Kérper F' und n > 2, nicht
jedoch PSL(2,F3).

e Weitere (endlich viele) unendliche Familien endlicher Gruppen.

e 26 sporadische endliche Gruppen: kleinste ist die Mathieu—Gruppe M;; der Ordnung 7920,
groBte ist das ,Monster* mit ungefihr 8 - 10° Elementen.

e Beispiel einer unendlichen einfachen Gruppe:

As ={a:N—=N|T(a):={i| a(i) # i} endlich, & [7(a)€ A1) }-

1.7 Symmetrische Gruppen

Notation: In diesem Abschnitt soll streng unterschieden werden zwischen der Permutations-
gruppe Sym(n) = {a AL ..oon} = {L,...,n} |« bijekiv}7 auf {1,...,n} und ihrer zugrunde-
liegenden abstrakten Gruppe S,,.

Bemerkung 1.7.1 Fiir n # 6 gibt es bis auf Aquivalenz nur eine treue Operation von S,
auf {1,...,n}, d.h. es gibt bis auf Umbenennung von {1,...,n} nur eine Moglichkeit, aus S,
eine Permutationsgruppe zu machen. Fiir n = 6 gibt es zwei Moglichkeiten (ohne Beweis, aber
vergleiche Bemerkung (a) und Ubung auf Blatt 8).

Satz 1.7.2 Das Signum
L

sgn(o) = =

1<i<j<n

ist ein Epimorphismus Sym(n) — ({+1,—1},") = Z,.

BEWwEIS: Einerseits ist |sgn(o)| = 1, da jeder Faktor im Nenner bis auf Vorzeichen auch im

Zahler auftaucht, und umgekehrt. Ferner ist sgn wegen

san(ro0) = [ (L) =rlrD) o) =t

J
o(j) —o(i) j—i ) = sgn(7) - sgn(o)

1<j
ein Homomorphismus. O

Der Kern des Signums ist die alternierende Gruppe, die Alt(n) als Permutationsgruppe und
A, als abstrakte Gruppe geschrieben werden soll. Elemente von A,, heilen gerade Permuta-

tionen, alle anderen ungerade.

1.7.3 [Zykelzerlegung in Sym(n)] Ein k-Zykel ist eine Permutation ¢ € Sym(n) mit den
Eigenschaften:

— (¥ (o) = io # (I (dp) fiir ein ip € {1,...,n} und alle 1 < j < k;
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— C(j) = J fiir alle j ¢ {io, C(io), - -, "' (i0) }-

Ein k-Zykel entspricht also einer Bahn der Grofle k& von der induzierten Operation von ({)
auf {1,...,n}. Man schreibt solch einen k-Zykel (ig, ((io), .. .,C* 1(ip)). 2-Zykel heifien auch
Transpositionen. Offensichtlich ist die Ordnung eines k-Zykels gerade k. Ferner sieht man
(iOa C(lo)a tety Ckil(io))il = (Ckil(io)a cey C(lo), ZO)

Jede Permutation ldsst sich offenbar als Produkt von Zykeln schreiben, und zwar so, dass jedes
Element aus {1,...,n} in genau einem Zykel vorkommt. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf
Reihenfolge der Zykel und zyklische Vertauschung innerhalb der Zykel, und heifit Zykelzerle-

gung der Permutation.

Beispiel: (3253°07) = (1,3,2,5)(6)(4,7) = (6)(2,5,1,3)(7,4)

Der Typ einer Permutation gibt die Anzahl der k-Zykel fiir jedes k in der Zykelzerlegung
an, im Beispiel kann er z.B. als (1,1,0,1) angegeben werden oder durch (....)(..)(.). Die Ord-
nung einer Permutation ist das kleinste gemeinsame Vielfache aller Liangen von Zyklen in der

Zykelzerlegung.

Lemma 1.7.4 Zwei Permutationen sind genau dann in Sym(n) konjugiert, wenn sie den glei-

chen Typ haben.

In Alt(n) ist dies im allgemeinen falsch!

BEWEIS: T o0 o 771

ist die , gleiche* Permutation wie ¢ nach Umbenennen der Elemente
1,...,nin 7(1),...,7(n). Es ist also (i, o(t),..., akil(i)) genau dann ein k-Zykel von o, wenn

(7(3),0(7(3)), ..., 0" (7 (i))) ein k-Zykel von 700 o771 ist. O

Lemma 1.7.5 (a) Sym(n) wird von den Transpositionen erzeugt.

(b) Alt(n) wird von den 3-Zykeln erzeugt.

BEWEIS: (a) Es reicht zu zeigen,d ass jeder Zykel von Transpositionen erzeugt wird, und es gilt
(i,0(i),...,0*7 (@) = (i,0* (i) o -+ 0 (i,02(i)) o (i,0(i)).

(b) Per Definition ist klar, dass das Signum einer Transposition —1 ist. Also besteht Alt(n)
nach Definition und (a) aus den Permutationen, die sich als Produkt geradzahlig vieler Trans-
positionen schreiben lassen. Wegen (ac) o (ab) = (abc) und (ab) o (cd) = (adc) o (abe) sind dies
auch produkte von 3-Zykeln. O

Satz 1.7.6 Fir n > 2 gibt es genau einen Epimorphismus S, — Zs. Insbesondere ist das

Signum unabhingig von der Realisierung von Sy als Permutationsgruppe Sym(n).

BEWEIS: Realisiere S,, als Permutationsgruppe Sym(n), und sei « : S,, — {%1,-} ein Homo-
morphismus. Wegen a(t ' oo o7) = a(r™ ) oa(s)oa(r)) = a(o) (Z ist abelsch!), haben alle
Transpositionen gleiches Bild. Falls dies 1 ist, so ist « trivial wegen Lemma [1.7.5|(a). Falls es

—1 ist, so ist @ = sgn. O

1.7.7 Die S5 hat die Normalteiler {e}, A3, S3 und keine weiteren. Die einzige Kompositionsreihe
ist daher {e} < A3 <S5 mit Kompositionsfaktoren Z; und Z3. Die S5 ist daher aufldsbar.

Die 54 hat fiinf Konjugationsklassen: Die Identitét bildet eine einelementige Konjugationsklasse,
die weiteren bestehen aus den sechs Transpositionen, den acht 3-Zykeln, den sechs 4-Zykeln,

und den drei Doppeltranspositionen vom Typ (..)(..) bzw. (0,2).
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Die Kleinsche Vierergruppe V besteht aus der Identitdt und den Doppeltransformationen
und ist ein Normalteiler, da Untergruppe, die aus vollstdndigen Konjugationsklassen besteht.
Man iiberpriift leicht anhand der Zahlen, dass es keine weiteren Normalteiler aufler {e}, V, A4, Sy
geben kann. Es gibt drei Kompositionsreihen, die alle die Form {e} < Z; <V < A4 <S4 mit
Faktoren Z5, Z5, Z3, Z5 haben. Also ist S, auflésbar.

Satz 1.7.8 Firn > 5 ist A, nicht auflosbar und sogar einfach.

BEWEIS: Realisiere A,, als Alt(n) und wiihle einen 5-Zykel (edcba). Dann ist [(cba), (edcba)] =
(abe) o (abede) o (cba) o (edcba) = (abd). Also sind alle 3-Zykel in A],. Wegen Lemma |1.7.5((b
gilt daher A,, = A/, mithin ist A, nicht auflésbar.

(b) Spezialfall n = 5 (der allgemeine Fall geht &hnlich elementar, sieche z.B. bei Robinson):
Zwei 3-Zykel (abe), (a'b'¢’) sind in Sym(5) durch eine Permutation 7 konjugiert. Falls m ¢ Alt(5),

so withle e, f die beiden restlichen Elemente zu a/,¥’,¢’. Es gilt dann

(f,e)om o (abe) omolef) = (a'b'c),
TW;T
wegen (f,e)on ™! = (7o (e, f))~! sind je zwei 3-Zykel also auch in Alt(n) konjugiert.
Wegen (abe) o (ab)(ed) o (eba) = (be)(ed) kann man durch Konjugation in Alt(5) jede Doppel-
transposition sukzessive in jede andere iiberfithren. Und mit (abc) o (abede) o (cba) = (adebe)

kann man sich davon iiberzeugen, dass eine Konjugationsklasse von 5-Zykeln mindestens acht

Elemente enthilt.

Alt(n) besteht aus der Identitiit, 20 3-Zykeln, 15 Doppeltranspositionen und 24 5-Zykeln. Ein
echter, nicht trivialer Normalteiler von Alt(5) kann keinen 3-Zykel enthalten, entweder keine
oder alle Doppeltranspositionen, und entweder keine, 8, 12 oder 24 5-Zykel. Keine Kombination

davon ergibt einen Teiler von 60. O

Folgerung 1.7.9 Firn > 5 sind {e}, A,, S, die einzigen Normalteiler von S,.

BEWEIS: Sei N <5,,. Dann ist NN A,, <A,.

1. Fall: NN A, = A,. Dann ist entweder N = A,, oder N = S,,, da A,, bereits Index 2 in S,
hat.

2. Fall: NN A,, = {e}. Dann ist entweder N = {e}, oder |N| = 2. Da aber kein Element der
Ordnung 2 eine eigene Konjugationsklasse bildet, kann dieser Fall nicht auftreten. U

Folgerung 1.7.10 Die Drehgruppe des regelmdfigen Ikosaeders/Dodekaeders ist As.

BEWEIS: Das Ikosaeder ldsst sich als Schnitt von fiinf reguléren Tetraedern schreiben, die Dreh-
gruppe operiert treu darauf, also ist sie Untergruppe der Ss. Da sie 60 Elemente hat (nachzéh-

len!), hat sie Index 2 in der S, ist also ein Normalteiler, also A,,. O

Ubersicht iiber die Polyedergruppen

Drehgruppe | Symmetriegruppe

regulédres Tetraeder Ay Sy
Wiirfel /regulires Oktaeder Sy Sy X Zgy
regulires Tkosaeder/regulires Dodekaeder Asx As X Zy (% S5)
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Bemerkung 1.7.11 (a) Ist 7 eine ungerade Permutation der Ordnung 2, z.B. eine Transpo-
sition, so gilt S,, = A4,, x (7).

(b) Die Anzahl der Transpositionen in Sym(n) ist (Z) Die Anzahl der k-fachen Transpositionen
ist 7 (5) (”;2) e ("72(2’“1)). Gleichheit fiir k > 1 gibt es nur fiir n = 6 und k = 3. In allen
Sy bis auf n = 6 sind die Transpositionen also identifizierbar!

(c) Aut(S1) = Aut(Ss) = {e}. Fiir n > 3 und n # 6 ist Aut(S,) = S, (sogenannte vollstén-
dige Gruppe). Fiir n > 4 und n # 6 gilt auch Aut(A,) = S,.

2 Ringe

2.1 Definitionen und Beispiele

Definition 2.1.1 (a) Fin Ring R = (R, +,-,—,0) besteht aus
—  einer abelschen Gruppe (R,+,—,0) und
- einer Halbgruppe (R, "),
so dass die Distributivgesetzte - (s +t) = (r-s)+ (r-t) und (s+1t)-r=(s-r)+ (t-r)
fiir alle r,s,t € R gelten (d.h. die Multiplikation ist bilinear).
Notationen: Der Multiplikationspunkt wird meist weggelassen, Klammern werden durch
die iibliche Regel ,Multiplikation vor Addition“ eingespart. Wegen Lemma [1.1.2 reicht es,
einen Ring als (R,+,-) zu beschreiben, d.h. nur durch Angabe der Addition und Multipli-
kation.

(b) FEin Ring heifit kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist, d.h. falls rs = sr fiir
aller,s € R gilt.

(¢) Ein Ring mit Eins oder unitidrer Ring ist eine Struktur (R+,-,—,0,1), wobei
- (R+,-,—,0) ein Ring ist und
— 1 neutrales Element der Multiplikation, d.h. 1-r =r -1 =r fir aller € R gilt.

Bemerkung 2.1.2 Wegen r-0=7r-(04+0)=7r-0+r-0 gilt »- 0 =0 fiir alle r € R. Ebenso
0-r =0 fiir alle r € R.

Beispiel 2.1.3 o (Z,+, ) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

e Wenn 0 = 1 in einem Ring mit Eins gilt, soist 0 =0-r =1-r = r fiir jedes r € R, also ist
R = {0} der sogenannte triviale Ring.

e Jeder Korper ist ein Ring.

e Die (n x n)-Matrizen iiber einem Korper K bilden unter der Matrizenaddition und —multi-
plikation einen Ring mit Eins Mat,,«, (K), der fur n > 2 nicht kommutativ ist.

e Ist R ein Ring, so bilden die Polynome mit Koeffizienten in R den Polynomring iiber R,
R[X] (kommutativ/unitér, falls R kommutativ bzw. unitér).

e Ist R ein Ring und X eine Menge, so ist die Menge der Abbildungen von X nach R mit
komponentenweiser Addition und Multiplikation ein Ring ¥ R (kommutativ/unitér, falls R
kommutativ bzw. unitér).

e Ist G eine kommutative Gruppe oder ein Vektorraum, so ist der Endomorphismenring
(End(G), komponentenweise Addition, o) ein unitirer Ring (i.a. nicht kommutativ).

e Die Folgen ganzer Zahlen mit endlichem Triger und komponentenweiser Addition und Mul-

tiplikation bilden einen Ring ohne Eins.
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Definition 2.1.4 (a) Eine Abbildung ¢ : R — S zwischen zwei Ringen heifit
Ringhomomorphismus, falls o(r + ') = o(r) + (1), p(r-r") = o(r) - p(r'), p(-r) =
—p(r) und ¢(0) =0 fir alle r,r' € R gilt.

(Wegen Lemma reicht es, die beiden ersten Bedinungen zu tberpriifen.)

(b) FEine Abbildung ¢ : R — S zwischen zwei Ringen mit Fins heifit unitdrer Ringhomo-
morphismus oder Homomorphismus von Ringen mit Eins, falls zusditzlich (1) = 1
gilt.

Achtung: nicht jeder Ringhomomorphismus zwischen Ringen mit Eins ist unitdr!

Definition 2.1.5 FEin Unterring bzw. ein unitdrer Unterring eines (unitiren) Ringes ist
eine Teilmenge, die beziiglich der eingeschrinkten Operationen wieder ein Ring ist (also eine
beziiglich Multiplikation abgeschlossene Untergruppe) und im Falle eines unitiren Unterrings
die Eins enthdlt.

Schreibweise fiir Unterringe ist iiblicherweise nur das Teilmengenzeichen R C S.

Ahnlich wir bei Gruppen iiberlegt man sich leicht, dass die (unitdren) Unterringe gerade die

Bilder von (unitéren) Ringhomomorphismen sind.

Definition 2.1.6 Fine additive Untergruppe I eines Ringes R heifst

—  Linksideal, falls R-1 C I, d.h. fallsr-i €1 firaller € Rundie€l;
- Rechtssideal, fallsI- R C I;
—  (beidseitiges) Ideal, falls I Rechts— und Linksideal ist.

Schreibweise: I < R fiir ,,I ist Ideal von R*.
Lemma 2.1.7 Ideale sind genau die Kerne von Ringhomomorphismen.

BEWEISs: (a) Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so auch ein Gruppenhomomorphismus,
also ist I := Kern(p) = ¢ 1(0) eine additive Untergruppe. Ist » € R und i € I, so ¢p(ri) =
o(r)p(i) = ¢(r)0 = 0, und ebenso ¢(ir) = 0, also ist I ein Ideal.

(b) Ist I Q R, dann definiert man durch (r + 1) - (v’ + I) = r’ + I eine Multiplikation, welche
die Gruppe R/I zu einem Ring macht: Wohldefiniertheit der Multiplikation: ist r + 1 = s + [
und 7' + I =8 +1,s0rr —ss'=(r—s)r' +s(r' —s')eIr'+sI CI alsorr’ +1=ss + 1.

Assoziativitdt und Distributivgesetze werden von R vererbt.

Die natiirliche Surjektion R — R/I wird durch diese Definition zu einem Ringhomomorphismus
mit Kern 1. O

Bemerkung: Falls R ein Ring mit Eins ist, so auch R/I mit Eins 1+ I.

Bemerkung 2.1.8 (a) Sei R ein Ring mit Eins und I ein Ideal. Dann gilt ] # R < 1¢ 1
(denn 1 € I = r =r-1 € [ fiir alle r € R; die Umkehrung ist klar).

(b) Ideale sind Unterringe, aber im unitédren Fall keine unitidren Unterringe (auer R selbst).

Satz 2.1.9 (Homomorphiesatz) Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann zerlegt

sich ¢ in eine Folge von Homorphismen

inj.

R R/Kern(p) —» Bild(p) —% 8
r +— r+Kem(p) — o(r) = o(r)

surj.
—
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Sind R, S und ¢ unitdr, so auch alle Zwischenhomomorphismen.

BEWwWEIS: Wie im Fall der Gruppen. U

Beispiel 2.1.10

e {0} und R sind stets Ideale. Ein Ring heifit einfach, falls er keine weiteren Ideale besitzt.

o mZ ist ein Ideal in Z, also ist Z/mZ = Z,, ein Ring.

e In R[X] ist fiir jedes Polynom f € R[X] die Menge f-R[X] = {fg | g € R[X]} = {h €
R[X] | f teilt h} ein Ideal.

e  Allgemeiner: in jedem kommutativen Ring R ist fiir » € R die Menge 7 - R ein Ideal, auch
(r) geschrieben. Solche Ideale heifflen Hauptideale.

e Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, R = End(V) und W ein Unterraum von V.
Dann ist {f € R | W C Kern(f)} ein Linksideal und {f € R | Bild(f) C W} ein Recht-
sideal. Alle Links— bzw. Rechtsideale sind von dieser Form, und End(V) ist ein einfacher
Ring.

e Sind Ringe R; fiir ¢ € I gegeben, so werden durch komponentenweise Multiplikation die
direkte Summe und das direkte Produkt der zugrundeliegenden Gruppen zu Ringen.
D;cn Z (das war das Beispiel eines Ringes ohne Eins in Beispiel ) ist ein Ideal in
[I,enZ = NZ, aber kein Hauptideal.

Bemerkung 2.1.11 Seien R, S (unitire) Ringe. Dann ist R x.S mit komponenterweiser Additi-
on und Multiplikation wieder ein (unitérer) Ring (mit Eins (1,1)). Die Einbettungen R — RX .S,
r— (r,0) und S — R x S, s = (0, s) sind Ringhomomorphismen, aber im unitéiren Fall keine

unitiren!

2.2 Rechnen mit Idealen

Ab sofort ist mit ,Ring“ kommutativer Ring mit Eins gemeint,

falls nichts anderes angegeben ist.

Bemerkung 2.2.1 Es gilt (—=1)-r = —r und —(rs) = (—r)s = r(—s) fiir alle r,s € R (denn
zB. (=r)s+rs=(—r+r)s=0-5=0).

Definition und Lemma 2.2.2 Seien I, Is Ideale im Ring R. Dann sind auch Ideale:
I+ 15 := {T‘1—|—T2|’I‘,‘€Ii} und NIy und I - I Z:{ZTU’I“Q]' ‘HEN,TU‘EL‘}.
=1

Iy N I ist das grofite in Iy und Is enthaltene Ideal, Iy + Iy das kleinste Iy und Iy enthaltende
Ideal. FEs gilt
I1-I, € IInl, € I; € I + 1.

Achtung: Die Schreibweise I; - I wiederspricht der allgemeinen Konvention aus dem Kapitel
wonach es fiir die Menge der Produkte stehen miisste. Diese ist jedoch kein Ideal, weshalb sich
hier die kiirzere Schreibweise fiir das wichtigere Objekt, ndmlich das erzeugte Ideal, eingebiirgert
hat. (Beachte, dass dies z.B. mit der Forderung R-I C I fiir ein Linksideal, womit zunichst die

Menge der Produkte gemeint war, vetriglich ist!)

BEWEIS: Nachrechnen, dass alles Ideale sind!
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L - I, C I NIy gilt, da sogar R- 1o C I und I; - R C I;. Die anderen Inklusionen und
Behauptungen sind dann klar. O

Lemma 2.2.3 FEs gelten die folgenden Rechenregeln fiir Ideale I; eines Ringes R:

o+ ist kommutativ und assoziativ auf Idealen und idempotent, d.h. I;4+1; = I;. Das Nullideal
{0} ist neutrales Element.

o Multiplikation - ist kommutativ und assoziativ, R ist neutrales Element.

e FEs gilt das Distributivgesetz I - (Is+ I3) = I - Iy + I - I5.

BEWEIS: Alles ist einfach oder sogar klar von den Definitionen her, auler dem Distributivgesetz.
Seialsor € I - (Io+ I3), r = Zle r1;(roj +135) = Z?:l T1jT25 + 25:1 r1j73; € I1-Ia+ 11 - I3.

Umgekehrt ist Io C Iy + I3, also I - Is C I - (Is + I3); ebenso Iy - I3 C Iy - (Is + I3). Also ist
auChIl‘12+I1'Igg[l'(I2+Ig). O

Definition 2.2.4 Sei I < R. Man schreibt m1 = ro (mod I) fiirry —re € 1.

Zur Erinnerung: dquivalent bedeutet dies r1 + I = ro + I oder: r1, ro liegen in derselben Neben-

klasse von I, oder: ¢(r1) = @(rz) fiir den natiirliche Homomorphismus ¢ : R — R/I.

In Z gilt ny = ny (mod m) genau dann, wenn ny = ng (mod mZ).

Satz 2.2.5 (Chinesischer Restsatz) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, I, ..., I, Idea-
levon Rmit I; +1; =R firi# j. Dann ist p : R — R/Iy x---xR/L,, r— (r+1I1,...,7+1,)

ein unitdrer Ringepimorphismus mit Kern Iy N --- NI, =1y - ... - I,.
Insbesondere existiert zu gegebenen ri,...,m, € R ein v € R mit r = r; (mod I;) fir j =
1,...,n.

BEWEIS: Alles ist klar bis auf die Surjektivitéit und die Beschreibung des Kerns. Zeige zunéchst
LHn---nl,=1y-...-1I, per Induktion iiber n.

Fiir n = 1 ist dies klar; fiir n = 2 gilt
hNnL=RI1iNnk)=L+L) (L NL)=L(ILink)+L(ILnl) Chla+ LI, =11

Die andere Inklusion I1I5 C I; N I gilt allgemein.

Wegen
R=(L+I)Is+ 1) o (Ipoy + L)) = LiDo oo Iy + (. )y C Lo oo Iyy + Iy
gilt (*) LIy -...-I,—1 + I, = R. Damit gelingt der Induktionsschritt n — 1 — n, denn
Lo L2 (LN NI L, 200Nl N1,

Die Surjektivitét ist ebenfalls klar fiir n = 1. Fiir n = 2 gibt es a; € I; mit a1 +as = 1, da
I + Ir = R. Setze r := rias + rea;. Dann gilt r — 71 = r1(a2 — 1) + raa1 = r1(—a1) + rea; =
(rg —ri)ay € I. Ebenso r — 1y € Is.

Per Induktion kann man wieder von n — 1 auf n schliefen: nach Induktionsvoraussetzung gibt

es ein 7' € R mit ' = r; (mod [;) fiir j = 1,...,n — 1. Nach dem Fall n = 2 und wegen
(*) gibt es ein r € R mit r = r, (mod I,) und r = ' (mod Iy N --- N I,_1). Dann gilt
r—ri=r—-r)+0 —r;)e(rnN---NI_1)+; CL+1I; =1 O
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Beispiel 2.2.6 (a) Sei R = Z und my, ..., m, paarweise teilerfremde Zahlen. Setze I; = m;Z.
Dann gilt I; + I; = m;Z 4+ m;Z = 7Z nach Fakt fiir ¢ # j. Also ist

miZN--NmpZ = miZ-... - mpZ = (my...my)%

und Z/(my...mp)Z = Z/miZ X --- X Z/m,Z als Ringe mit Eins!
Zu Zahlen dy, . ..,d, € Z gibt es also stets ein d € Z mit d = d; (mod m;) fiiri=1,...,n.

(b) Sei R = K[X] der Polynomring iiber dem Kérper K, ay, ..., a, € K paarweise verschiedene
Zahlen. Setze I; = (X — a;) - K[X]. Wegen 1 = aiai((X —a;) — (X —aj)) € I; + I; gilt
I+ I; = K[X] fiiw i # j. '

Zu gegebenen by,...,b, € K existiert also ein Polynom f(X) € K[X]| mit f(X) = b;
(mod (X — a;) - K[X]), d.h. (X —a;) teilt f(X) —b;, das also von der Form g(X)(X — a;)
ist. Es gilt also f(X) = g(X)(X — a;) + b; oder f(a;) = b;. Dies ist der Interpolationssatz

fiir Polynome!

2.3 Integritidtsbereiche und Korper

Definition 2.3.1 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, a,b € R.

(a) a teilt b, in Zeichen a | b, falls es ein ¢ € R gibt mit ac =b (d.h. b € aR bzw. bR C aR).

(b) a ist Nullteiler, falls a # 0 und es ein ¢ # 0 in R gibt mit ac = 0. (Bemerkung: jedes
Element in R teilt 0!) Ringe ohne Nullteiler heiffen nullteilerfrei.

(c) a ist Einheit von R, falls a Teiler der Eins ist, d.h. falls a ein multiplikatives Inverses
a~! besitzt (das dann eindeutig bestimmt ist). R* := {a € R | a Einheit}.

Bemerkung 2.3.2 (R*,-) ist eine Gruppe (Beweis wie in Lemma [1.2.8]).

Beispiel 2.3.3 e Teilen in Z und in Polynomringen K[X] ist der gewohnte Begriff. In Kérpern
teilt jedes Element # 0 jedes andere.

o Nullteiler existieren z.B. in Z/6Z, da (2 + 6Z)(3 + 6Z) = 0 + 6Z.
In Matrizenringen gibt es sogar sogenannte nilpotente Elemente, z.B. (8(1))2 = (88).

e Die Einheiten in Z sind 1 und —1.
Die Einheiten in einem Polynomring iiber einem Koérper sind die konstanten Polynome # 0.

Die Einheiten im Matrizenring bilden die allgemeine lineare Gruppe.

Definition 2.3.4 (a) R heifit Integrititsbereich, falls R ein nullteilerfreier kommutativer
Ring mit Fins ist und R # {0}.

(b) R heifst Kérper, falls dariberhinaus R* = R\{0}, d.h. falls 0 # 1 und jedes Element # 0
ein multiplikatives Inverses besitzt.
(Falls R nicht-kommutativer Ring mit Fins ist und R* = R\{0} gilt, so heifst R Schief-
korper.)

In Integritédtbereichen, Kérpern und Schiefkérpern gilt also stets 0 # 1.

Lemma 2.3.5 Fir ein Ideal I im Ring R gilt genau dann I # R (I ist echtes Ideal von R¥),
wenn I N R* = ().
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BEWEIS: Falls a € I N R*, so ist 1 = a~'a € I und dann I = R nach Bemerkung M(a) Ist
umgekehrt R =1, soist 1 € I N R*. (|

Lemma 2.3.6 K ist genau dann ein Korper, wenn K ein einfacher kommutativer Ring mit
FEins # {0} ist.

BEWEIS: ,=“ ist eine direkte Folgerung aus Lemma [2.3.5
<= fiir 7 #£ 0 ist R ein Ideal # {0}, also R = R, also existiert ein € R mit rx = 1. O

Bemerkung 2.3.7 (a) Nicht-triviale Ringhomomorphismen zwischen Korpern sind bereits in-
jektive Korperhomomorphismen (injektiv wegen Lemma und mit multiplikativen In-
versen vertriglich wegen Lemma [1.1.8)).

(b) Ist ¢ : R — S ein unitérer Ringhomomorphismus, dann gilt p(R*) C S* (da ¢(r)-p(r~!) =
o(rr™!) = ¢(1) = 1) und die Einschrinkung ¢ [g«: R* — S* ist ein multiplikativer

Gruppenhomomorphismus.
Satz 2.3.8 FEndliche Integrititsbereiche sind Korper.

BEWEIS: Sei r # 0 Die Abbildung R — R, x — rz ist additiver Gruppenhomomorphismus (we-
gen der Distributivgesetze!). Da es keine Nullteiler gibt, ist der Kern trivial, d.h. die Abbildung
injektiv. Damit ist sie, da der Ring endlich ist, auch surjektiv. Das Urbild der Eins ist dann ein

multiplikatives Inverses von r. O

Die Injektivitit der Abbildung x — rx bedeutet, dass die Kiirzungsregel rs = rs’ = s = s’
fiir r = 0 gilt, denn aus (s — s') = 0 folgt s — s’ = 0.

Satz 2.3.9 Jeder Integrititsbereich R ist Unterring eines Korpers. Der minimale Oberkérper ist
bis auf Isomorphie iber R eindeutig bestimmt und heifit Quotientenkdrper von R, Quot(R).

BEWEIS: Auf R x (R\{0}) definiert man die Relation (a,b) ~ (¢,d) : <= ad = bc. Auf
Integritéitsbereichen ist dies eine Aquivalenzrelation: reflexiv und symmetrisch ist sie stets; aus
(a,b) ~ (c,d) ~ (e, f), also aus ad = bc und cf = ed, folgt adf = bcf = bed und somit af = be
oder (a,b) ~ (e, f) mit der Kiirzungsregel.

Schreibe ¢ fiir die Aquivalenzklasse von (a,b). Durch die iiblichen Rechenregeln fiir Briiche
wird die Menge der Aquivalenzklassen zu einem Kérper, in den sich der Ring R durch r — 1
einbettet (nachrechnen, geht genauso wie bei der Konstruktion von Q aus Z!).

Jeder R enthaltende Korper enthélt Elemente § = ab~1!, die sich nach den Bruchrechenregeln

addieren und multiplizieren. Daraus folgt die Eindeutigkeit. O

Beispiel 2.3.10 Q ist der Quotientenkorper von Z.

Der Korper K(X) der rationalen Funktionen iiber dem Korper K ist der Quotientenkérper des
Polynomrings K[X].

Der Korper K((X)) der formalen Laurent-Reihen mit endlichem Hauptteil iiber dem Kérper
K ist der Quotientenkoérper des Ringes K[[X]] der formalen Potenzreihen.

Definition 2.3.11 Fin Ideal M eines (kommutativen) Ringes R heifst maximales Ideal, falls
M mazimal unter den echten Idealen von R ist, d.h. M # R und aus M C I <R folgt [ = R.
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Satz 2.3.12 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal M ist genau dann ein mazimales
Ideal, wenn R/M ein Kirper ist.

BEwEIs: Da Kérper mindestens zwei Elemente haben, ist M ein echtes Ideal von R, falls R/M
ein Korper ist. Die Ideale von R/M sind von der Form J/M fiir Ideale M C J < R. Der Satz
folgt dann aus Lemma [2.3.6 O

2.4 Einiges iiber Primelemente und Primideale

Definition 2.4.1 (a) FEin Element r € R, r # 0 und r ¢ R*, heifit irreduzibel (in R), wenn

aus v = ab folgt, dass a oder b eine Finheit ist.

(b) Ein Elementp € R, p # 0 und p ¢ R*, heifit Primelement (von R), oder kurz prim (in
R), falls aus p | ab folgt, dass p | a oder p|b.

(c) Ein Ideal P # R heifit Primideal, falls R/P ein Integrititsbereich ist (also genau dann,
wenn aus ab € P folgt a € P oder b € P).

Bemerkung 2.4.2 e p ist genau dann Primelement, wenn pR Primideal # {0}.
e r € R ist genau dann irreduzibel, wenn r R maximal unter den echten Haupidealen ist.
e Spiter werden wir sehen: wenn p prim ist und kein Nullteiler, dann ist p irreduzibel. Die

Umkehrung gilt nur in speziellen Fillen.

Beispiel 2.4.3 In Z ist irreduzibel = prim, dies sind gerade {£p | p Primzahl}. Auch in K[X]

ist irreduzibel und prim dasselbe. Im allgemeinen stimmt dies nicht!

In C[X] sind die irreduziblen Elemente gerade die linearen Polynome. In R[X] sind es die
linearen Polynome und die quadratischen Polynome ohne Nullstellen, z.B. X2 + 1 (erfordert

einen Beweis!).
Lemma 2.4.4 Sei R ein Integritdtsbereich. Dann gilt TR = sR <= r =s-e mit e € R*.

BEWEIS: ,,=“: Aus rx = s und r = sy folgt r = rzy, also mit Kiirzungsregel xy = 1, d.h. z und
y sind Einheiten.

,<% falls r = se, so rR C sR, und andererseits auch re™! = s, also sR C rR. (|
Primelemente und irreduzible Elemente sind daher idealtheoretisch nur bis auf Multiplikation
mit Einheiten bestimmt. Ringelemente, die durch Multiplikation mit Einheiten ineinander iiber-

gehen, nennt man auch ,,assoziiert“. Bei Fragen wie z.B. nach der Eindeutigkeit von Zerlegungen

in Primelemente sieht man assozierte Primelemente als das gleiche Primelement an (genauer in

Satz [2.4.20).

Satz 2.4.5 (a) Kleiner Satz von Fermat: Seien a € Z und die Primzahlp € N teilerfremd.
Dann gilt
a?” ' =1 (mod p).

(b) Satz von Euler: Seien a € Z und n € Nyn > 1 teilerfremd. Dann gilt

a?™ =1 (mod n).
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Zur Erinnerung: ¢(n) ist die Eulersche ¢-Funktion aus [1.2.6]

BEWEIS: Rechnen modulo n entspricht dem Rechnen im Ring Z/nZ. Es gilt p(n) = |(Z/nZ)*|

nach und Lemma Also gilt mit Lemma (Folgerung aus dem Satz von Lagrange)
(a+nZ)?"™) =1+ nZ, was gerade der Satz von Euler ist. (a) ist dann der Spezialfall n = p. O

2.4.6 [Anwendung: Primzahltests I] Ist eine gegebene Zahl n € N eine Primzahl?

1. Methode: Priife fiir alle 1 < d < /n, ob d ein Teiler von n ist.
Vorteil: gibt sichere Antwort. Nachteil: dauert zu lange.

2. Methode: Teste, ob der Satz von Fermat gilt, d.h. wihle a < n und iiberpriife, ob "~ =1
(mod n).

Vorteil: geht schnell. Nachteil: nur bei negativer Antwort weil man, dass n keine Primzahl ist.
Bei positiver Antwort: 7

Variante: wéhle mehrere ,unabhingige” a; < n als Testzahlen. Es gibt aber Zahlen, die soge-
nannten Carmichael-Zahlen, die keine Primzahlen sind, aber den Fermat—Test fiir alle a < n
iiberstehen. Die kleinste solche Zahl ist 561. Es gibt unendlich viele Carmichael-Zahlen.

2.4.7 [Anwendung: RSA—Verschliisselung] Wie kann man Nachrichten sicher verschliis-

seln, ohne vorher den Schliissel versenden zu miissen?

Grundidee: jeder Empfianger hat einen eigenen Schliissel, der in einen 6ffentlichen Teil und einen
privaten Teil aufgeteilt wird. Ein Sender verschliisselt mit dem 6ffentlichen Teil, der Empfinger
entschliisselt mit dem privaten Teil des Schliissels. Ver— und Entschliisselung miissen schnell

gehen, wihrend das Knacken des Codes viel Zeit braucht.

Dazu wihlt der Empfianger E zwei grofie unbekannte Primzahlen p # ¢, bildet n = pq, berechnet
o(n) = (p— 1)(¢ — 1) und wéhlt eine ,zufillige zu p(n) teilerfremde Zahl e. Der 6ffentliche
Schliissel besteht dann aus n, e, der geheime Teil aus p, ¢, p(n).

Nachrichten bestehen nun aus Folgen von Elementen a; € Z/nZ, die verschliisselt werden in die
Folge der a$, berechnet in Z/nZ. Derweil berechnet E ein Inverses d = e~! € (Z/p(n)Z)*, was
mit Hilfe des euklidischen Algorithmus’ schnell geht (man sucht d’ so, dass d’'e’ =1 (mod ¢(n))
fiir Urbilder d’, ¢’ von d, e, in Z). Zur Entschliisselung berechnet E dann (a$)? in Z/nZ, was
gerade a; ist: Fiir zu n teilerfremde Zahlen folgt dies direkt aus dem Satz von Euler; fiir zu n
nicht-teilerfremde Zahlen a; gilt es aber auch, da n quadratfrei ist (a; ist dann z.B. durch p,

ed —

aber nicht durch ¢ teilbar. Fiir p gilt die Kongruenz a{* = a; dann trivialerweise, fiir ¢ nach

dem kleinen Satz von Fermat).

Achtung: Dies ist nur die Idee einer mathematischen Umsetzung der Grundidee; die konkrete
Realisierung ist schwieriger. Zum einen kann man nicht einfach einzelne Buchstaben codieren,
da dann durch Buchstabenhiufigkeiten die Nachricht decodierbar wiirde. Zum andern muss
man beachten, dass die Umsetzung in Bindrzahlen eventuell besondere Eigenschaften ins Spiel
bringen koénnten, die den Code knackbar machen.

2.4.8 [Anwendung: Codierung] Alte ISBN-Nummer: rechne im Kérper Z/117Z. Neunstellige
Dezimalzahl (ai,...,a9) wird so um eine Priifziffer a;o ergéinzt, dass 312,14 - (a; + 11Z) =
04 117Z gilt. Die Priifziffer erkennt einen Fehler und das Vertauschen zweier Ziffern, d.h. weicht
(b1,...,bg) von (ay,...,a9) nur an einer Stelle ab oder unterscheidet sich durch Vertauschen

zweier Ziffern, so dndert sich die Priifziffer.
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2.4.9 [Legendre—Symbol] Schreibe a fiir a + pZ, d.h. fir das Bild von a € Z unter dem
natiirlichen Epimorphismus Z — Z/pZ.

(Z)pZ)* — (Z/pZ)*, x + 2? ist ein Gruppenhomomorphismus. Fiir Primzahlen p > 2 ist der
Kern gerade {1,—1} = {1,p — 1}, besteht also aus zwei Elementen. Also gilt |Bild(z — 2?)| =
%, d.h. genau die Hilfte der Elemente von (Z/pZ)* sind Quadrate.

Fiir a € Z, p 1 a, definiert man nun das Legendre—Symbol
a ) a

(=) :=1 falls @ Quadrat in Z/pZ (=) := —1 sonst
p p

Der Beweis des folgenden Satzes wird zeigen, dass (;) einen Gruppenhomomorphismus von
(Z/pZ)* in die multiplikative Gruppe {#1} induziert, dessen Kern gerade aus den Quadraten
besteht.

Satz 2.4.10 (Euler) Seip > 2 Primzahl, pta € Z. Dann ist

(ﬂ) =" (mod p).

p

BEWEIS: Nach Folgerung ist (Z/pZ)* zyklisch; sei g ein Erzeuger. Dann ist ng_l =1,
denn (ngfl)2 = gP~1 =1 und p — 1 ist die Ordnung von g in (Z/pZ)*. Fiir a € (Z/pZ)* gibt es
also ein 0 < j < p— 1 mit ¢ =a.

Ist j gerade, so ist a = (g%)2 ein Quadrat. Ist j ungerade, so ist a, kein Quadrat, da es nur

p—1
2

(gpz;l)j = (—=1)7, und somit: a"s =1 <= j gerade <= a Quadrat. O

Quadrate gibt, die alle schon durch gerade j abgedeckt sind. Also gilt a’T = (g7 )pT_l =

Satz 2.4.11 (Quadratisches Reziprozititsgesetz (Gauss)) Seien p,q ungerade Primzah-
len. Dann

(ohne Beweis)

2.4.12 [Anwendung: Primzahltests II]

Man erweitert das Legendre-Symbol multiplikativ durch (%p) = 0 fiir k£ € Z und fiir ungerades n
durch (%) =] (i)k, sofern n =[] pf die Primfaktorzerlegung ist. Dieses erweiterte Legendre—
Symbol lasst sich mit Hilfe des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes und einiger anderer Regeln

schnell berechnen.

n—1

Ist gegebenes n € N eine Primzahl? Teste dazu, ob fiir a < n Satzgilt, d.h.ob (%) =a">
(mod n). Ist die Antwort ,nein“, so ist n keine Primzahl. Ist umgekehrt n keine Primzahl, so
gibt es nach einem Ergebnis von Solovay und Strassen weniger als %cp(n) Testzahlen a, die
den Test erfiillen. Durch viele unabhéngige Test kann man daher die Wahrscheinlichkeit einer

falschen Antwort sehr klein machen.

Definition 2.4.13 FEin Integrititsbereich R heifst

(a) Hauptidealring, falls alle Ideale Haupideale sind, also von der Form rR fir ein r € R.

(b) euklidischer Ring, falls es eine Abbildung ¢ : R\ {0} — N gibt mit den Eigenschaften
- (ab) = ¢(a) fir alle a,b € R\ {0},
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- zua,b € R, a#0, gibt es eine Darstellung b = qa + 1 mit r = 0 oder p(r) < p(a)

( ,Division mit Rest).

(c) faktorieller Ring, falls eine der beiden dquivalenten Bedingungen gilt:
(I) Jedes Element r € R, r # 0 und r ¢ R*, ldsst sich als Produkt von Primelementen
schreiben, d.h. r =p1 ... -pr mit k > 1 und p; prim.
(II) Jedes Element r € R, r # 0 und r ¢ R*, lisst sich ,eindeutig® als Produkt von
irreduziblen Elementen schreiben, d.h. r = uq-...-upr mit k > 1 und u; irreduzibel, und die
Darstellung ist in folgendem Sinne eindeutig: falls auch r = vy - ... v mit irreduziblen v;,

dann gilt k =1 und es gibt ein o € Sym(n) mit u;R = v, ;) R.
Die Aquivalenz von (I) und (II) wird in Folgerung [2.4.22| gezeigt.

Beispiel 2.4.14 [fiir euklidische Ringe]

—  Z mit Betragsfunktion als ¢.

—  Polynomringe K[X] iiber Kérpern K mit der Gradfunktion als ¢.
~ Zlil={a+bie€C]l,a,b € Z} mit p(a+ bi) = a® + b*.

—  Jeder Korper mit konstantem ¢.

Satz 2.4.15 Fuklidische Ringe sind Hauptidealringe.

BEWEIS: Sei I # {0} ein Ideal in einem euklidischen Ring. Wihle 0 # a € I mit minimalem
Wert unter ¢. Fiir b € I gibt es nun eine Darstellung b = ga + r wie in der Definition der
euklidischen Ringe. Mit a und b ist dann auch r = b — qa € I, also ist 7 = 0 nach der Wahl von
a und somit b € aR. Die umgekehrte Inklusion aR C [ ist klar. O

Bemerkung 2.4.16 Seien ri,...,7, aus R. Ein grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) von
T1,...,Tn ist ein gemeinsamer Teiler von 74, ..., r,, der von allen anderen gemeinsamen Teilern
von 11, ...,7, geteilt wird. Entsprechend ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV)
von ry,...,r, ein gemeinsames Vielfaches, das alle anderen gemeinsamen Vielfachen teilt. Es

gilt nun:

n
ﬂriR: kR <= kist ein kgV von ry,...,1y
i=1

n
ZriR: gR < g ist ein ggT von r1,...,7,
i=1

Insbesondere existieren kgV und ggT stets in Hauptidealringen. Auflerdem ist ein ggT von
r1,...,Tn stets eine R-Linearkombination der r; (vergleiche Fakt [1.2.7]).

Lemma 2.4.17 Ist p € R prim, und kein Nullteiler, so ist p irreduzibel. Insbesondere sind in

Integritdtsbereichen alle Primelemente irreduzibel.

BEWEIS: Sei p = ab, insbesondere p | ab, also p | a oder p | b, da p prim. O.E. p | a, also px = a
fiir ein « € R. Dann gilt pzb = ab = p, also p(zb—1) = 0. Da p nicht Nullteiler ist, muss zb = 1
gelten, d.h. b ist Einheit. O

Beispiel: In Z/6Z ist 3+ 6Z ein Primelement, da (Z/6Z)/(3+6Z) = Z/2Z ein Integritétsbereich
ist. Es gilt aber 3 +6Z = (3 +6Z) - (3 + 6Z), also ist es nicht irreduzibel.
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Satz 2.4.18 Sei R Hauptidealring. Dann sind irreduzible Elemente prim und Primideale # {0}

mazimale Ideale.

BEWEIS: Sei p irreduzibel und a ¢ pR. Dann ist pR+aR = gR fiir einen g¢T g von a und p (da
R Hauptidealring), also p = gr fiir ein » € R. Da p irreduzibel, ist entweder r Einheit — aber
dann nach Lemma [2:4.4] pR = gR > a: Widerspruch — oder g Einheit — also letzteres. Dann
ist aber gR = R, und somit pR ein maximales Ideal. Maximale Ideale sind aber Primideale,
also ist p prim. Uberdies ist jedes Primideal P # {0} von einem Primelement erzeugt, das nach
Lemma irreduzibel ist, also ist P maximal. U

Satz 2.4.19 Hauptidealringe sind faktoriell.

BEWEIS: Angenommen ag € R, ag # 0 und ag ¢ R*, lisst sich nicht als Produkt irreduzibler
Elemente schreiben. Insbesondere ist ag selbst nicht irreduzibel, schreibt sich also als ag = a1a]
mit Nicht-Einheiten aj,a). Insbesondere ist agR C a1 R. Mindestens eines, 0.E. ay, lidsst sich
dann auch nicht als Produkt irreduzibler Elemente schreiben (denn sonst wire das Produkt

eine Schreibweise fiir ag). Auf diese Weise erhélt man eine Kette
aORgaleagRg

Man iiberlegt sich schnell, dass die Vereinigung | J a, R wieder ein Ideal ist, also von der

neN
Form sR, da R Hauptidealring. Dann muss aber bereits s € a,, R fiir ein m € N gelten, was zu

dem Widerspruch sR C a,, R fiihrt.

Also ldsst sich jede Nicht-Einheit # 0 als Produkt von irreduziblen Elementen, und damit
nach Satz als Produkt von Primelementen schreiben, was die eine mégliche Definition
faktorieller Ringe ist. (|

Satz 2.4.20 Eine Zerlegung in Primelemente ist stets eindeutig in Integrititsbereichen.

BEWEIS: Wir zeigen: Falls epy - - - pr, = €/¢1 - - - ¢ fiir Einheiten ¢, ¢’ und Primelemente p;, ¢;, so
ist k = [ und fiir ein o € Sym(k) gilt p; R = ¢, ;)R-

Ohne Einschrénkung sei & < I. Es gilt p1 | ¢1---q;, also, da p; prim ist, py | gj, fiir ein jo.
Setze dann ¢ (1) = jp. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass jo = 1. Wir schreiben
dann ¢; = x1p1, und da Primelemente irreduzibel sind, ist z; € R*, also auch p1 R = ¢ R. Mit
der Kiirzungsregel folgt dann epy - - pr, = €'x1¢2 - - - ;. O.E. erhilt man induktiv p; = x;q; fiir
Einheiten z; und alle ¢ = 1,..., k. Also ist zuletzt € = €'x1 -+ - Tpqrr1 - - - ;- Da Primelemente
keine Einheiten sind, folgt [ = k. U

Lemma 2.4.21 In faktoriellen Ringen sind irreduzible Elemente prim.

BEWEIS: Mit Definition (I) sieht man es folgendermafen:

Sei u irreduzibel, u = p; ... pg eine Schreibweise als Produkt von Primelementen. Falls a ¢ R*
und b € R, dann ist ab € aR # R, also ist auch ab keine Einheit. Also ist kein Teilprodukt der
p; eine Einheit, somit £ = 1 und v = p; prim.

Mit Definition (II):

Sei w irreduzibel, v | ab. Dann gilt uz = ab fiir ein € R. Man zerlegt x,a,b in irreduzible

Elemente, so dass also ux;...x; = ai...agby...b;. Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung
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muss bis auf Multiplikation mit einer Einheit u auch auf der rechten Seite auftreten, also etwa
uR = a;R. Dann gilt aber u | a. O

Folgerung 2.4.22 Die beiden Definitionen fir faktorelle Ringe in|2.4.18 sind dquivalent.

BEWEIS: Aus beiden Definitionen folgt, dass irreduzible Elemente prim sind. Zerlegungen in
Primelemente sind stets eindeutig. O

Beispiel 2.4.23

e Es gibt Hauptidealringe, die nicht euklidisch sind (aber der Nachweis ist nicht einfach).

e Satz (ohne Beweis): Ist R faktoriell, so auch R[X].
Also sind alle Polynomringe Z[ X7, ..., X,] und K[Xy, -+ , X,,] fiir Kérper K faktoriell; jedoch
sind es fiir n > 1 keine Hauptidealringe.

o Z[/—5] ist kein faktorieller Ring, jedoch ist jede Nicht-Einheit # 0 Produkt von irreduziblen
Elementen.

Eine Ubersicht:

in Hauptidealringen in faktoriellen Ringen
in allen Ringen in Integritétsbereichen

(auBler Korpern)

2.4.24 [Ein bisschen algebraische Zahlentheorie]

Frage: Welche Primzahlen p von N bleiben prim im unitéren Oberring Z[i]? (Beide sind Haupt-

idealringe, somit stimmen Primelement und irreduzible Elemente jeweils iiberein.)

Zum Beispiel zerfillt 2 = (1 +1i)(1 — i) = 12 —i? in Z[i].

Man sieht schnell: p zerféllt genau dann in Z[i], wenn p Summe zweier Quadratzahlen ist. Denn
einerseits ist p = a? +b? = (a +ib)(a — ib). Andererseits liefert komplexe Konjugation aus einer
Zerlegung p = ¢-r auch die Zerlegung p = p = ¢-7. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung
in Z[i] muss r = g gelten, und die Zerlegung hat die Form p = ¢ -g.

Wir betrachten nun folgende Homomorphismen: einerseits ,modulo (p)“, das jeweils von dem
Primelement p erzeugte Ideal, und andererseits ,,modulo (X2 + 1)“. Dabei muss man sich iiber-
legen, dass tatsdchlich immer die im Diagramm angegebenen Ringe herauskommen, und dass
das ,Diagramm kommutiert“, d.h. die Reihenfolge keine Rolle spielt.

mod p - Z[X] / N, mod (X?+1)-Z[X]

mod (X? +1) - F,[X] N v/ mod p-Zl[j]
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Nun gilt:  Eine Primzahl p € Z ist prim in Z[i]

pZli] ist Primideal von Z[i]

F,[X]/(X? + 1) ist Integritéitsbereich (und dann der Kérper Fli])
X? 41 ist prim in F,[X]

X? 41 ist irreduzibel in F,[X] (da Hauptidealring)

X2 +1 hat keine Nullstelle in F,[X]

—1 ist kein Quadrat in F),

p =3 (mod 4)

rroron

Nur die letzte Aquivalenz ist noch zu beweisen: Fiir p = 2ist -1 = 1 = T2, Sei also p # 2; dann
ist —1 # 1. Zu zeigen ist jetzt also fiir p #2: —1 ist Quadrat in F,, <= p=1 (mod 4).

»=* Sei —1 = a? ein Quadrat in F,,. Dann hat die Gleichung X% = 1 vier Lésungen 1, —1,a, —a

in [F,. Also hat der Homomorphismus F; — F, z — x* einen Kern der GroBe 4 und damit

|Bild(z — 2*)| = 22 € N. Also gilt p=1 (mod 4).

»&" Sei F)Y = (g) (Folgerung . Dann a := (g%)2 =g¢"T £1, aber a® = (g7 ) =1,
somit a? = —1.

Folgerung 2.4.25 FEine Primzahl p € N ist genau dann Summe von zwei Quadraten in N,

wenn p =2 oder p=1 (mod 4).

2.5 Das Lemma von Gausd]

Definition 2.5.1 Sei R ein faktorieller Ring, K der Quotientenkdrper und f € R[X]. Der
Inhalt von f ist der (nur bis auf Einheit in R bestimmte) ggT der Koeffizienten von f. Das
Polynom f heifit primitiv, wenn die Koeffizienten teilerfremd sind, d.h. wenn der Inhalt von
f eine Einheit ist (kurz: ,f hat Inhalt 1%).

Normierte Polynome sind primitiv.

Bemerkung 2.5.2 Falls f(X) = > %X’ € K[X] mit r;,s; € R teilerfremd, so kann man mit
i=0
Cy = ggTr(ro,...,mn) € R den ,R-Inhalt® von f definieren: fiir f € R[X] ist Cy gerade der

n

Inhalt. Setzt man r; := gf und f(X):= > :::Xi, so gilt f(X) = Cf - f(X).

i=0
Sei ferner Ny := kgV(so,...,sn) € R, wiederum nur bis auf Einheit in R bestimmt. Dann
sind Cy und Ny teilerfremd, und es gilt Ny - f = Cy- Ny - f(X) .
———

€R[X] primitiv

Lemma 2.5.3 Der Inhalt ist multiplikativ.

BEWEIS: Sei f = g-h = C, -Cl,-§-h, alles in R[X]. Es reicht zu zeigen, dass §-h primitiv ist, denn
dann ist CyC}, der Inhalt von f. Angenommen nicht, und ein Primelement p teilt Cg' 7,- Man priift
ohne Schwierigkeiten nach, dass der natiirliche Epimorphismus R[X] — (R/pR)[X] den Kern
pR[X] hat und somit R[X]/pR[X] = (R/pR)[X] ein Integritdtsbereich ist. Im Widerspruch
dazu gilt nun aber nach Annahme einerseits § - h 4+ pR[X] = 0 € R[X]/pR[X], andererseits
G+ pR[X] # 0 # h+ pR[X]. O

2In der Literatur werden verschiedene Ergebnisse dieses Abschnittes als ,,Lemma von Gauss“ bezeichnet.
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Lemma 2.5.4 Sei f € R[X] primitiv. Dann ist [ genau dann irreduzibel in R[X], wenn f
irreduzibel in K[X] ist.

BEWEIS: ,,<“ Angenommen f ist irreduzibel in K[X], aber f = ¢g - h in R[X]. Dann ist ohne
Einschrankung g eine Einheit in K[X], also g € K[X]|* N R[X]| = K* N R[X] C R. Da g dann
den Inhalt von f teilt, ist g eine Einheit in R.

= Sei f = g-h in K[X] eine Zerlegung in Nicht-Einheiten. Dann gilt NyN., f = C,C}, -
N,GNph, wobei f und N,gNyh primitiv sind, also NyN, = C,Cj, gilt. Da nun N, C, und
Ny, Cy, jeweils teilerfremd sind, folgt N, = Cp, und Np, = Cy, und somit ist f = (Nyg) - (Nhﬁ)
eine echte Zerlegung in R[X]. O

Folgerung 2.5.5 Sei f = g-h € R[X]| mit g,h € K[X].
(a) Falls g, h normiert sind, so sind g,h € R[X].
(b) Falls g € R[X] primitiv ist, so ist auch h € R[X].

BEWEIS: (a) Da g und h normiert sind, ist einerseits f auch normiert, andererseits sind g und
h primitiv, d.h. Cy =1 und g = g, entsprechend fiir h. Also ist NyNp f = (IN,9) (N;JL) primitiv,
d.h. NgNj, =1, N,y und N, sind Einheiten in R und damit g, h € R[X].

(b) Hier gilt N, f = g- Cy, Ny h, wobei g und Nj,h primitiv sind. Also ist C}, der Inhalt von Ny f,
d.h. N, teilt Cy,. Da C},, Ny, aber teilerfremd sind, ist N, = 1. [l

Lemma 2.5.6 Wenn p prim in R ist, dann ist auch p prim in R[X].
Wenn p(X) primitiv und irreduzibel in R[X] ist, dann ist p(X) prim in R[X].
FEs gibt keine anderen Primelemente in R[X].

BEWEIS: Das erste wurde schon im Beweis von Lemma [2.5.3] gezeigt.

Im zweiten Fall ist p(X) auch irreduzibel in K[X] nach Lemma[2.5.4] und damit, da K[X] fak-
toriell ist, auch prim in K[X]. Man betrachte nun den Homomorphismus ¢ : R[X]/p(X)R[X] —
K[X]/p(X)K[X], f(X)+p(X)R[X] — f(X)+p(X)K[X]. Es reicht zu zeigen, dass es injektiv
ist, denn dann ist R[X]/p(X)R[X] als Unterring des Integritétsbereiches K[X|/p(X)K[X] auch
ein Integritatsbereich.

Sei also p(f(X)+p(X)R[X]) =0, d.h. p(X) teilt f(X) in K[X]. Da p(X) primitiv ist, ist nach
Folgerung [2.5.5|(b) p(X) auch ein Teiler von f(X) in R[X].

Ist f(X) prim in R[X], so auch irreduzibel. Wenn f nicht konstant ist, hat f also Inhalt 1.
Wenn [ konstant ist, dann ist f auch irreduzibel in R (da R* = R[X]*), also prim in R, da R
faktoriell. 0

Folgerung 2.5.7 Wenn R faktoriell ist, dann auch R[X].

BEweErs: K[X] ist faktoriell, also zerlegt sich f € R[X] in K[X] in irreduzible Faktoren
d1s---,9k. Dann ist auch N;g;, da nur durch eine Einheit von K[X] von g¢; unterschieden,
irreduzibel, und zwar nach Lemma auch in R[X]. Nun ist

Ng,...Ng f=Cq,...Cq, - (Ng, 91) - .. (Ng, Gi)

€ER €R[X] primitiv
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insbesondere ist Cy, ...Cy, der Inhalt beider Seiten und wird von Ng, ... Ny, geteilt. Beides
sind Elemente von R, lassen sich also dort eindeutig in Primelemente zerlegen. Wegen der Ein-
deutigkeit tauchen die Faktoren von Ny, ... Ny, in der Primfaktorzerlegung von Cy, ...Cy, auf
und konnen auf beiden Seiten weggelassen werden. Was iibrig bleibt ist dann nach Lemma [2.5.6

eine Zerlegung von f in Primelemente von R[X]. O
3 Korper

3.1 Korpererweiterungen

Definition 3.1.1 (a) Ein Unterkdrper eines Korpers ist eine Teilmenge, die unter den ein-
geschrankten Operationen wieder ein Korper ist, also eine Teilmenge, die 0 und 1 enthdlt
und unter Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division (durch Elemente ungleich

null) abgeschlossen ist.

(b) Der Primkdrper eines Korpers ist der kleinste Unterkdrper, also der Schnitt iber alle

Unterkorper.

Satz 3.1.2 Der Primkorper eines Korpers ist entweder Q oder Fy, fiir eine Primzahl p. Diese

sind paarweise nicht isomorph.

BEWEIS: Sei K ein beliebiger Korper. Man rechne nach, dass die Abbildung N — K, n +—
1+ ---+1 sich zu einem Ringhomomorphismus Z — K fortsetzt. Falls der Homomorphismus
———

n mal
injektiv ist, so enthélt K mit Z auch dessen Quotientenkorper Q. Andernfalls hat der Homomor-

phismus hat einen Kern mZ fiir m # 0. Dann enthiilt der Kérper einen Unterring Z/mZ. Dieser
muss als Unterring eines Integritiatsbereiches selbst ein Integritétsbereich sein, also m = p eine
Primzahl.

Da sowohl Q als auch F, von 1 erzeugt sind, haben sie keine echten Unterkérper und sind
somit Primkorper. Aulerdem haben sie jeweils verschiedene Anzahlen von Elementen, sind also

paarweise nicht isomorph. O

Definition 3.1.3 Die Charakteristik eines Korpers K, char(K), ist p, falls F, der Primkér-

per ist, und 0 sonst.

Definition 3.1.4 FEine Kdorpererweiterung L/K besteht aus einem Korper K, Grundkdor-

per genannt, und einem Oberkérper L, auch Erweiterungskérper genannt.

Dann ist L ein K-Vektorraum. Umgekehrt ist jeder Korper, der ein K-Vektorraum ist, bis auf
Isomorphie ein Erweiterungskorper von K.

Die Dimension von L als K -Vektorraum heifit der Grad der Erweiterung, geschrieben [L : K].
Falls [L : K] < oo, so heifit die Erweiterung endlich.
Falls [L : K] =2, so heifit die Erweiterung quadratisch.

Gegeben L/K und ay,...,a, € L, so gibt es den Auswertungshomomorphimus zwischen
Ringen evaly, . 4, : K[X1,...,Xn] = L, P(X1,...,Xp) = Pla1,...,ap).

Lemma 3.1.5 Sei L/K Korpererweiterung und V- ein L-Vektorraum. Dann gilt dimg V = [L :
K] -dimy V. Insbesondere: Ist M /L Kdrpererweiterung, so ist [M : K| =[M : L] - [L : K].
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BEWEIS: Ist {v; | i € I} eine L-Basis von V und {l; | j € J} eine K-Basis von L, so sicht man
leicht, dass {v;l; | ¢ € I,j € J} eine K-Basis von V ist. O

Definition 3.1.6 Sei L/K eine Kérpererweiterung und ay,...,a, € L.

e Klay,...,ay] ist der kleinste Unterring von L, der K und die Elemente ay,...,a, enthdlt.

.....

K(ai,...,ay) ist der kleinste Unterkorper von L, der K und die Elemente aq, . .., a, enthdlt.

K(a17"'aan) QuOt(K[ala"'aan])

- {g(al,...,an) ‘ P e K(X1,...,X,) mit Qay,....a,) 740}.

[K(a) : K] heifst der Grad von a iber K. Falls L/K endlich, so teilt der Grad von a tber

K den Grad von L/K (nach Lemma(3.1.5).
a heifft primitives Element der Kiorpererweiterung L/ K, falls L = K (a). Die Kérpererwei-

terung heifst dann primitive oder einfache Erweiterung.
Es ist klar per Definition, dafl K(a,b) = K(a)(b) ist.

Satz und Definition 3.1.7 Es sei L/K eine Korpererweiterung und a € L. Wir betrachten
den Auswertungshomomorphismus eval, : K[X] — L mit Kern {P € K[X] | P(a) = 0} =
K[X]N (X —a)- L[X]. Es gibt zwei Fdlle:

(I) Kern(eval,) = {0}. Dann heifit a transzendent iber K und es gilt Kla] 2 K[X],
K(a) 2k K(X). Die Erweiterung K(a)/K hat unendlichen Grad, und die Potenzen a' fiir
1 € Z sind linear unabhdngig tiber K.

(IT) Kern(eval,) = P(X) - K[X] = (P) # {0}. Dann heifst a algebraisch iber K. Wdhit man

P normiert, so heifit es Minimalpolynom von a dber K, min, x(X). Es gilt dann:

(a) ming g ist das eindeutige bestimmte, normierte Polynom minimalen Grades mit Nullstelle

a. Es ist irreduzibel.
(b) Kla] = K(a) = K[X]/(mins(X))
(c) Der Grad n des Minimalpolynoms ist gleich [K (a) : K].
(d) {1,a,a?,...,a" 1} ist eine K-Basis von K(a).

Beweis: Fall (I): Die Isomorphie Kla] =k K[X] folgt sofort aus dem Homomorphiesatz; die
Isomorphie K(a) =) K(X) ergibt sich daraus und aus der Eindeutigkeit Quotientenkérper.
Wiiren die Potenzen von a' linear abhingig, géibe es eine nicht-triviale Linearkombination.
Multiplizierte man diese mit einer hinreichend grofien Potenz von a durch, ergébe sich ein
Polynom mit Koeffizienten in K, welches a zur Nullstelle hat. Insbesondere folgt, dass der Grad

der Korpererweiterung unendlich ist.

Fall (I): P existiert, da K[X] ein Hauptidealring ist. Es ist bis auf Multiplikation mit einer
Einheit eindeutig bestimmt, kann also normiert werden. Da K[X] euklidisch beziiglich der Grad-
funktion ist, sind Ideale von den Elementen minimalen Grades erzeugt (Beweis von Satz
Dies beweist (a). Mit dem Homomorphiesatz folgt K[X]/(min, /(X)) =k K|a]. Als Unterring
von L ist K[a] ein Integritétsbereich, also ist (ming,/x) Primideal und damit einerseits min, ;x
irreduzibel, andererseits nach Satz (min,, ) maximales Ideal und somit K [a] ein Korper.
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n=1 ergéibe ein Polynom kleineren

(¢),(d): Eine nicht-triviale Linearkombination von 1,a,...,a
Grades als min, ;x mit Nullstelle a. Division mit Rest: jedes Polynom in K[X] ist von der Form
Q - min, /g +R, wobei R = 0 oder Grad kleiner n hat. Also ist K(a) = Bild(eval,) = {R(a) |

R € K[X],Grad(R) < n} und 1,q,...,a" ! auch Erzeugendensystem. O

Beispiel 3.1.8 e /2 ist algebraisch iiber Q mit Minimalpolynom X3 — 2. Die Erweiterung
Q[V2] = Q(V2) = {a+bV2+c(¥/2)? | a,b,c € Q} hat Grad 3 iiber Q.

e i ist algebraisch iiber R und hat Minimalpolynom X2 + 1. Es ist also C := RJ[i] = R(i) eine
quadratische Erweiterung von R.

e Sei a eine Losung von X5 —4X + 2 =0 in C. Dann ist [Q(«) : Q] = 5. Das Element « lisst
sich nicht durch Wurzelausdriicke beschreiben.

e 7 ist transzendent {iber Q (Satz von Lindemann von 1882; die Hauptidee kam ihm bei einem
Spaziergang iiber den Lorettoberg).

e Sei K(X) der rationale Funktionenkorper iiber K. Dann ist K (v X) = K(X)[VX] eine zu
K (X) isomorphe quadratische Erweiterung von K(X).

Satz 3.1.9 Sei f € K[X] irreduzibel. Dann gibt es bis auf Isomorphie iber K einen eindeutig

bestimmten Oberkdrper von K, der von einer Nullstelle von f erzeugt ist, namlich K[X]/(f).

BEWEIS: Sei 7 : K[X] — K[X]/(f) der natiirliche Epimorphismus. Dann ist f(7(X)) =
m(f(X)) =0¢€ K[X]/(f), also ist m(X) € K[X]/(f) eine Nullstelle von f.

Sei a € L O K eine Nullstelle von f. Dann gibt es den Ringhomomorphismus eval, : K[X] —
K(a) € L mit Kern (min, ) = (f), da f(a) = 0 und f irreduzibel ist. Also folgt K[X]/(f) =k
K(a). O

Definition 3.1.10 FEin Korper heifst algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom aus
K[X] in K[X] in Linearfaktoren zerfdllt, d.h. von der Form ag- (X —ay)-...- (X —ay) fir ein
n e N und a; € K ist.

Folgerung 3.1.11 Jeder Korper hat einen algebraisch abgeschlossenen Oberkdrper.
BEWEIS: Es reicht zu zeigen, dass es zu jedem Korper K; einen Oberkorper K41 gibt, in dem

jedes Polynom aus K;[X] in Linearfaktoren zerfillt. Zu K = Ko ist dann | J;cy

abgeschlossener Oberkorper. Dazu reicht es wiederum, zu jedem Koérper L; einen Oberkorper

K ein algebraisch

Liy1 zu finden, in dem jedes Polynom aus L;[X] eine Nullstelle hat. Dann ist erneut (J; oy Ls
ein Korper mit der Eigenschaft, dass jedes Polynom aus L( darin in Linearfaktoren zerfallt.

Um zu einem Korper L einen solchen Oberkérper zu finden, kann man entweder mit etwas
Mengenlehrekenntnissen und transfiniter Induktion eine Aufzéhlung (f;);<, der nicht-linearen
irreduziblen Polynome aus L[X] nehmen, und bildet induktiv My := L, M;41 := M;[X]/(f;)
und in Limesschritten My := |J,_,
Korper funktioniert dies auch ohne Mengenlehre).

M;. Dann ist M,;, der gewiinschte Koérper. (Fiir abzihlbare

Die Mengenlehre kann man durch Anwendung des sogenannten Zornschen Lemmas umgehen:

Dadurch werden gewissermaflen alle Adjunktionen auf einmal durchgefiihrt.

Dazu betrachtet man den Polynomring R := L[X[ | f € L[X], f irreduzibel] iiber L in so vielen
Variablen, wie es irreduzible Polynome in L[X] gibt. Darin gibt es das von allen f(Xy) erzeugte

Ideal I (das spéter erzwingen wird, dass Xy zu einer Nullstelle von f wird). Dies ist ein echtes
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Ideal, denn andernfalls giibe es eine Linearkombination g f1(Xy,) + -+ + gife(Xy,) = 1 mit
gi € Rund irreduziblen f; € L[X]. Nach Adjunktion von Nullstellen fiir alle f; (in endlich vielen
Schritten) kann man aber einen Oberkérper von L finden, in dem man den linken Ausdruck

durch Einsetzen dieser Nullstellen annulieren kann und bekédme 0 = 1: Widerspruch.

Nun kann man das Lemma von Zorn anwenden auf die durch Inklusion partiell geordneten ech-
ten Ideale von R, die I enthalten: Fiir jede aufsteigende Kette solcher Ideale ist die Vereinigung
wieder ein Ideal, das I enthélt und echt ist (denn es enthilt nicht die Eins, da kein Ideal in der
Kette sie enthiilt). Also gibt es ein maximales Element dieser partiellen Ordnung. Dies ist ein
maximales Ideal m des Ringes R. Dann ist R/m ein Oberkérper von L, in dem jedes irreduzible
Polynom f € L[X] eine Nullstelle X + m hat. O

3.2 Algebraische Erweiterungen

Definition 3.2.1 L/K heifit algebraische Kdérpererweiterung, falls jedes Element a € L
algebraisch tiber K ist.

Satz 3.2.2 Aquivalent sind:
(a) L/K ist endlich.
(b) L/K ist algebraisch und L ist iber K endlich erzeugt, d.h. L = K(ay,...,ay).

(c) L ist dber K von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt.

BeEWEIS: (a)=(b): Wenn L/K endlich ist, so wihle induktiv a;41 € L\ K(ao,...,a;). Da dann
[K(ag,...,a;) : K] > 2% muss irgendwann K (ao, . ..,a;) = L gelten. Jedes a € L ist algebraisch
iiber K, da [K(a): K] < [L: K].

(b)=(c) ist klar.

(¢)=(a): Sei L = K(a1,...,a,) mit iiber K algebraischen a;. Dann ist

[L: K] = [K(a1): K]-[K(a1,a2): K(a1)]-...-[L: K(a1,...,an-1]
< [K(ay): K]-[K(ag) : K] oo [K(an) K] € o0

Folgerung 3.2.3 (a) M/L und L/K algebraisch <= M/K algebraisch.

(b) Sind ay,...,a, € L algebraisch iber K und % € K(Xy,...,Xn) mit Q(ay,...,a,) #0, so

+ P(ay,...,an)

18 Olar o) algebraisch tiber K. Insbesondere sind dies a1 &+ as, ajas und Z—; fiir as # 0.

BEWEIS: (a) ,<=* ist klar.
»=* Sei @ € M und cy,...,c; die Koeffizienten von min, ;. Dann ist a algebraisch iiber
K(eg,...,cx) € L und K(cg,...,ck) ist eine algebraische Erweiterung von K nach Satz

Damit ist auch
[K(a,co, ... cx) s K] =[K(a,co,...,cx) : K(co, ... cx)] - [K(co,. .. cx): K]

endlich und somit a algebraisch iiber K.

(b) H € K(ay,...,a,) ist algebraisch nach Satz O
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Folgerung 3.2.4 Sei L/K eine Kérpererweiterung. Dann ist {a € L | a algebraisch tiber K}

ein Korper, der relative algebraische Abschluss von K in L.

Definition 3.2.5 L heifst Zerfillungkdrper von [ € K[X] diber K, falls f in L[X] in Line-
arfaktoren zerfdllt und L von den Nullstellen von f iber K erzeugt wird, also L = K (a1, ...,ay)
und f(X)=c- (X —a1) - (X — ay).

Bemerkung: Ein [somorphismus ¢ : Ly — Ls setzt sich fort zu einem Isomorphismus zwischen
k

k
den Polynomringen Li[X] — Ly[X] mit g = Y ¢; X? = g% := > o(c;) X"
i=0 i=0
Satz 3.2.6 Zu jedem f € K[X], f # 0, existiert ein Zerfillungskiorper iber K. Er ist bis auf

Isomorphie tiber K eindeutig bestimmit.

BeEweIs: Die Existenz folgt durch iterierte Anwendung von Satz (Es folgt damit auch,
dass der Grad des Zerfillungskorpers hochstens n! ist, falls n der Grad von f ist. Tatséchlich
ist der Grad der Zerfillungskorpers sogar ein Teiler von n!, wie aus der Galois—Theorie leicht

folgen wird.)

Eindeutigkeit: Seien K (a1, ...,a,) und K(by,...,b,) zwei Zerfillungsksrper von f iiber K. Mit
Satz gibt es einen Isomorphismus ¢; : K(a;) — K(by) iiber K. Zerfillt )];(f)?l in irreduzible

Faktoren g1 (X),. .., gx(X), so zerfillt also )J;(_X;)l in irreduzible Faktoren ¢{*(X),...,g7" (X).

Ohne Einschriankung ist dann K(ai,as) = K(a1)[X]/(g1) und K(b1,be) = K(b1)[X]/(97").
Dann setzt sich ¢ zu einem Isomorphismus ¢s : K(a1,a2) — K(by,bs) fort, indem man ¢
zunéchst irgendwie zu K (a1, az) — L O K (by) fortsetzt. Es gilt dann L = K (b1)[X]/(g7"), und
damit L =g,y K(b1,b2) nach Satz Induktiv erreicht man dann einen Isomorphismus
on K(ar,...,a,) = K(b1,...,by). O

Beispiel 3.2.7 ¢ Sei K = Q und f(X) = X3 — 2.
In R[X] gilt X3 —2 = (X — /2)(X? + V/2X + V/4), und der letzte Faktor ist irreduzibel.
In C[X] gilt X% —2 = (X — V2)(X — (3V2)(X — (2/2), wobei (3 eine primitive dritte
Einheitswurzel ist, also (3 = 1 # (3, etwa (3 = e’ . Es ist (3 ¢ R. Also ist Q(+/2) noch nicht
der Zerfallungskorper von f iiber Q, sondern Q({’/ﬁ, ¢3) vom Grad 6 iiber Q.

eSei K=Qund f(X)=X°—1= (X —1)(X*+ X34+ X? + X + 1), der letzte Faktor ist
irreduzibel in Q[X]. Ist (5 = ¢’s" € C eine primitive 5-te Einheitswurzel, so sind 1, (s, ENENE
die Nullstellen von f; also ist Q((5) der Zerfallungskorper von f iiber Q vom Grad 4.

Lemma 3.2.8 Gleichwertig sind:
(a) K ist algebraisch abgeschlossen.
(b) K ist relativ algebraisch abgeschlossen in allen Oberkdrpern.

(c) K hat keine echten algebraischen Erweiterungen.

BEWEIS: (a)=(b): Sei K algebraisch abgeschlossen, K C L und a € L algebraisch tiber K. Dann
zerféllt das Minimalpolynom min, /x (X) in K[X] in Linearfaktoren X — a;. Da min, k(a) =0
ist X —a ein Teiler von min,, g (X). Aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung folgt dann a =

a; € K fiir ein 1.
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(Mit diesem Argument sieht man auch, dass ein Polynom vom Grad n iiber einem Kérper, und

damit auch iiber einem Integrititsbereich, darin héchstens n Nullstellen hat.)

(b)=(c): Sei L/ K algebraische Erweiterung. Nach Voraussetzung ist K der relative algebraische
Abschluss von K in L, also K = L.

(¢)=(a): Sei f € K[X] und L der Zerfallungskorper von f tiber K. Dann ist L eine algebraische
Erweiterung von K, also gleich K. Also zerfillt f in K[X] in Linearfaktoren. O

Definition 3.2.9 L heifit algebraischer Abschluss von K, falls L algebraisch abgeschlossen

und algebraische Erweiterung von K ist.

Satz 3.2.10 Jeder Korper K hat einen algebraischen Abschluss K. Er ist bis auf Isomorphie

tiber K eindeutig bestimmdt.

BEWwEIS: Nach Folgerung [3.1.11] existiert ein algebraisch abgeschlossener Oberkérper von K.
Sei K der relative algebraische Abschluss von K in L. Dann ist nach Definition K algebraisch
iiber K. Ein Polynom f € K[X] zerféllt iiber L in Linearfaktoren, die Nullstellen sind aber
algebraisch iiber K und liegen daher in K: Also ist K auch algebraisch abgeschlossen.

Seien K, K5 zwei algebraische Abschliisse von K. Man betrachtet die Menge der Isomorphismen
von Zwischenkérpern {¢ | ¢ : L1 — Lo Isomorphismus iiber K, K C L; C K;}. Diese ist durch
2o C ¢, falls ¢ durch ¢ fortgesetzt wird“ partiell geordnet. Eine aufsteigende Kette hat, wie
man leicht nachrechnet, als obere Schranke die kleinste gemeinsame Fortsetzung. Also gibt es

mit dem Zornschen Lemma ein maximales Element ¢ : Ly — Lo.

Falls Ly # K, so setze ¢ fort zu L;[X]/(min,,r, (X)) — Lg[X]/(minf/Ll(X)) fiir beliebiges
a € L1\ Kj: Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitéit von . Also ist ¢ auf Ky definiert. Mit

1

dem gleichen Argument fiir =+ ist ¢ surjektiv. O

Folgerung 3.2.11 Jede algebraische Erweiterung L/K lisst sich iber K in K einbetten.

BEWEIS: L ist auch ein algebraischer Abschluss von K, also gibt es einen Isomorphismus ¢ :
L — K iiber K und © |, ist die gesuchte Einbettung. U

Beispiel 3.2.12 o C ist der algebraische Abschluss von R (Beweis in Satz .

o A := {z € C | x algebraisch iiber Q}, der Kérper der algebraischen Zahlen, ist der
algebraische Abschluss von Q. Dieser Korper ist abzihlbar, d.h. es gibt eine Bijektion N — A.
Dagegen sind R und C iiberabzéhlbar.

Bemerkung: Ein Element a € K heifit algebraisch/tranzendent, wenn es algebraisch bzw.

transzendent iiber dem Primkorper von K ist.

3.2.13 [Anwendung: Konstruktionen mit Zirkel und Lineal] Man identifiziert auf die
iibliche Weise C mit R2. Sei {0,1} € A C C. Die iiber A konstruierbaren Punkte wer-
den von der kleinsten Teilmenge von C gebildet, die A enthélt und abgeschlossen ist beziiglich
Schnittpunkten von Objekten der folgenden Art:

—  Geraden durch konstruierbare Punkte,

—  Kreise um konstruierbare Punkte, deren Radien Abstéinde zwischen konstruierbaren Punk-

ten sind.
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Die konstruierbaren Punkte sind genau die mit Zirkel und Lineal von den gegebenen Punkten

in A aus konstruierbaren.

Satz 3.2.14 Die dber A konstruierbaren Punkte bilden einen Korper Q(A)%, den quadrati-
schen Abschluss von Q(A), d.h. den kleinsten Teilkdorper von C, der A enthdlt und unter

Quadratwurzeln abgeschlossen ist.

BEWEIS: Konstruierbare Zahlen werden durch Losungen quadratischer Gleichungen beschrie-
ben. Wenn alle Zahlen in einem Korper Quadratwurzeln haben, besitzen alle quadratischen
Gleichungen mit der {iblichen Losungsformel Nullstellen in dem Koérper. Also gilt ,,C*.

Umgekehrt muss man sich iiberlegen, dass man mit Zirkel und Lineal komplexe Zahlen in der
Gaussschen Ebene addieren, subtrahieren und multiplizieren sowie Kehrwerte bilden und Qua-
dratwurzeln ziehen kann. (Hinweis: Addieren und Subtrahieren ist einfach. Den Rest macht
man mit Polarkoordinaten. Fiir Multiplikation, Kehrwert und Wurzel muss man Winkel addie-
ren, spiegeln und halbieren (einfach). Fiir die Multiplikation und Kehrwerte der Betrige nutzt
man den Strahlensatz aus. Fiir die Wurzel eines Betrages r > 1 konstruiert man zunéchst ein
rechtwinkliges Dreieck mit Kathede Tgl und Hypotenuse Tglz die zweite Kathede hat dann die

Lénge /7. O

Q(A)% entsteht durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln. Falls ¢ € Q(A)%, so gibt es
also by, ..., b mit ¢ € Q(A)(vb1)(vb2) ... (v/by). Daraus folgt, dass der Grad von c iiber Q(A)

ein Teiler von 2%, also selbst eine Zweierpotenz ist.

Mit diesen Uberlegungen kann man zeigen, dass einige berithmte altgriechische Probleme nicht

losbar sind:

(a) Wiirfelverdoppelung: Man konstruiere zu einer gegebenen Seitenlinge a eines Wiirfels
die Seitenléinge eines Wiirfels mit doppeltem Volumen. Dies iibersetzt sich in die Frage, ob /2

konstruierbar ist. Das Minimalpolynom X® — 2 von /2 hat Grad 3: also nein.
(b) Winkeldrittelung: Man drittele einen beliebigen gegebenen Winkel. Sei der Scheitel des

Winkels im Ursprung und ein Schenkel auf der reellen Achse, und sei a der Schnittpunkt des
zweiten Schenkels mit dem Einheitskreis. Dann fragt die Winkeldrittelung nach der Konstru-
ierbarkeit von /a. Fiir transzendentes a ist aber /a ¢ Q(a), hat also Grad 3 iiber Q(a), d.h.
im allgemeinen kann man Winkel nicht mit Zirkel und Lineal dritteln (spezielle Winkel aber

schon).

(c) Quadratur des Kreises: Man konstruiere zu einem gegebenen Kreisradius die Seitenlédnge
eines zum Kreis flichengleiches Quadrats. Dies geht nicht, da nach dem Satz von Lindemann 7

transzendent ist.

In diesem Zusammenhang interessant ist auch folgender Satz:

Satz 3.2.15 (Gauss) Das regulire n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,

wenn n = 2Fpq ... pr mit paarweise verschiedenen Fermatschen Primzahlen p;.

Fermatsche Primzahlen sind Primzahlen der Form 2 + 1. Man kennt 3,5,17,257, 65537 und
weifl nicht, ob es weitere gibt oder gar unendlich viele.

Die Konstruktion des regulidren n-Ecks lauft auf die Konstruierbarkeit der primitiven n-ten
Einheitswurzel (, = e’ hinaus. Die Korper Q(¢,,) heilen Kreisteilungskérper und werden in
Abschnitt niher behandelt, der Satz in [3.6.17] bewiesen.
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3.3 Endliche Korper

Bemerkung 3.3.1 F, ist Z/pZ als Kérper betrachtet. Die Elemente werden zukiinftig einfach
als 0,1,...,p — 1 geschrieben.

Erinnerung: Ist g € G abelsche Gruppe und n € N, so ng := g+ ---+ ¢ und (—n)g = —(ng).
Dies macht G zu einem Z-Modul. m
— Ist K Korper der Charakteristik 0, so ist Z C K und die Modul-Multiplikation stimmt mit
der Korpermultiplikation iiberein.
— Istchar(K)=p>0undn=pk,sonzt=k-(1+---+1)-2=k-0-2=0.

LI

p mal

Definition und Lemma 3.3.2 Sei char(K) = p > 0. Dann ist x — xP ein Kdorperendomor-

phismus, der Frobenius(—Endomorphismus) Frob.

K heifst vollkommen oder perfekt, falls der Frobenius surjektiv (also ein Automorphismus)

ist. Korper der Charakteristik null heiffen auch perfekt. Endliche Kérper sind perfekt.
BEWEIS: (zy)P = aPyP ist klar.

(x+y)p=xp+(i)>xp1y+...(pfl>a:ypl+yp=xp+yp

da fiir 1 <k < p—1 stets p ein Teiler des Binomialkoeffizients (Z) ist.

Korperhomomorphismen sind stets injektiv; injektive Abbildungen zwischen gleichméchtigen
endlichen Mengen sind surjektiv. O

n

Definition 3.3.3 Fiir ein Polynom f(X) = Y. ¢;X" € K[X] definiert man die formale Ab-
i=0

n .

leitung f'(X) = Y. ic;X'~'. Es gelten dann die iiblichen Regeln: f' = 0 <= f konstant,
i=1

(f+9) =1 +4g und (fg)=f'g+fqg"

Lemma 3.3.4 f hat nur einfache Nullstellen in K
< keine Nullstelle von f ist Nullstelle von f' (in K)
< [ und f’ sind teilerfremd in I?[X]

BEWEIS: Falls f(X) = ¢(X —a1)...(X —ay), so f'(X) =c- > [[(X — a;). Man sieht: Ist
i=1j#i
a1 = ao doppelte Nullstelle, so auch Nullstelle von f’ und X — a; ist gemeinsamer Teiler.

Haben f und f’ einen gemeinsamen Teiler, o.E. ein Linearfaktor X — a;, dann teilt X — a; auch
[1(X —a;), also folgt a; = a; fiir ein j # i. O
J#i

Lemma 3.3.5 Sei K ein Korper und o; € Aut(K) fiir i € I. Dann ist Fix({oy | ¢ € I}) :=
{z € K | a;(z) =z fiir alle i € I} ein Kdorper.

BEWEIS: Ist a;(z) = = und «o;(y) = y, so auch a;(z + y) = a;(z) + a;(y) = = + y, ebenso fiir
die anderen Korperoperationen. O

Satz 3.3.6 (Klassifikation der endlichen Koérper) Zu jeder Primzahl p und jedem m > 0

gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper Fpm mit p™ Elementen, ndmlich der Zerfillungs-

korper von XP" — X diber F,. Es gibt keine anderen endlichen Korper.
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BEwEIs: Ist K endlich, so ist der Primkérper auch endlich, also ein I, und da K dann ein
F,-Vektorraum ist, gilt |K| = p™ fiir ein m. Dann gilt klarerweise 0" =0, und fiir a € K*
gilt a?"~1 = al¥”l = 1, also a?” = a. Fiir K C F, ist also K = {a € F, | a*" = a}, da alle

Elemente von K Nullstellen von X?” — X sind, das hochstens p™ Nullstellen hat.

Umgekehrt ist {a € IF; | a*" = a} = Fix(Frob™) nach Lemma ein Korper, und dann
offensichtlich der Zerfillungskérper von X?" — X, der nach Lemma p™ Elemente hat, da
(XP" — X) =pmXP"~1 —1 = —1 keine Nullstellen hat. O

Bemerkung: Es gibt keine endlichen echten Schiefkérper (Satz von Wedderburn [3.6.18)).
Lemma 3.3.7 Innerhalb eines festen I’F; gilt: Fpm CFpn <= m|n.

BEWEIS: ,=“ Fp» ist ein Fpm-Vektorraum, also p" = (p™)F = pmk.

L= XPT X teilt XPT - X = (XPT - X)) (XPTPT o XU ), O

Folgerung 3.3.8

(a) Je zwei endliche Kérpern gleicher Charakteristik Fpm ,Fpn kinnen isomorph in einen ge-

meinsamen (endlichen) Oberkdrper eingebettet werden; der kleinste ist ]Fpkgwm,n).
(®) U,5q Fpm ist ein Korper und = I’F\;.

(c) I/E‘\; 1st vollkommen und hat keine zu sich selbst isomorphen echten Unterkérper.

Bemerkung: Algebraisch abgeschlossene Kérper sind stets perfekt. F,(Xo, X1, X2,...) hat
als echten zu sich selbst isomorphen Unterkorper F,,(X1, Xs,...); dies gilt dann auch fur die

algebraischen Abschliisse.

Bemerkung 3.3.9 (a) Sowohl die additive als auch die multiplikative Gruppe endlicher Kor-
per sind wohlbekannt (vgl. Folgerung [1.3.8):

(Fpm,+) = Z/pZx---xZ/pZ

m mal

(Fpm,) = Z/(p™ - 1)Z

Schwierig: wie passen beide Gruppenstrukturen als Kérper zusammen?
Insbesondere sieht man: Ist g ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe, so gilt F,(g) = Fpm.

Endliche Korper sind also stets einfache Erweiterungen der Primkorper.

(b) Sind K, L Korper, so ist K x L kein Kérper. Im allgemeinen kann man zwei Korper nicht
in einen gemeinsamen Oberkérper einbetten (z.B. wenn die Charakteristiken verschieden
sind). Sind K, L C M, so existiert der kleinste, beide enthaltende Unterkérper von M, das
Kompositum K - L von K und L. Es gilt K - L = K(L) = L(K).

Lemma 3.3.10 Es gilt: Aut(F,m) = (Frob) 2 Z/mZ und Fix((Frob®)) = F fir k | m.
BewEIs: Fix((Frob®)) = Fix(Frob®) = {a | a?" = a} besteht aus den Nullstellen von X?" —
X, also aus IF,x. Insbesondere ist Frob® # id auf F,m fiir einen echten Teiler k& von m. Da

andererseits Frob™ = id auf F,m ist, muss die Ordnung des Frobenius in Aut(F,= ) ein Teiler von

m sein. Also ist sie m und alle Automorphismen id, Frob, Frob?, ..., Frob™ ! sind verschieden.
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Sei nun Fpm = F,(a). Dann ist ein o € Aut(F,m) bereits festgelegt durch a(a), das eine
Nullstelle von min, /r, sein muss. Dessen Grad ist aber m = [Fn : IF], es kann also hochstens m
Automorphismen geben; somit errzeugt der Frobenius die Automorphismengruppe als zyklische

Gruppe der Ordung m. O

Folgerung 3.3.11 (Spezialfall der Galois—Theorie) Fir k| m gilt
Aut(Fpm /F i) = {a € Aut(Fpm) | Fr C Fix(a)} = (Frob*) = Z/%Z.

Jeder Untergruppe G der Automorphismengruppe entspricht ein Zwischenkirper Fix(G) und
umgekehrt. Je grofier die Gruppe, desto kleiner der Kdérper.

Fpm {id} = Aut(Fpm /Fpm)

Grad 7 | | Index 7
F, (Frob') = Aut(Fpm /F )

Grad & | | Index &
F o (Frob®)= Aut(Fpm /F )

3.4 Normale und separable Erweiterungen

Von nun an betrachten wir algebraische Erweiterungen L/K in einem festen algebraischen
Abschlu K.

Bemerkung 3.4.1 Aut(L/K), oder auch Autg(L) geschrieben, ist die Untergruppe {a €
Aut(L) | a|g =id } von Aut(L).

Sind Ly /K und Ly/K zwei isomorphe Erweiterungen, « : L1 — Lo ein Isomorphismus iiber K,
so lisst sich a wegen Satz [3.2.10|zu & € Aut(K/K) fortsetzen.

Sei min, /x (X) = (X —a1)--- (X —a,) mit @ = a;. Dann heiflen die a; die Konjugierten von
a iiber K. Jeder Isomorphismus «; : K (a) = K (a;) iiber K setat sich fort zu &; € Aut(K/K).
Umgekehrt ist 3(a) fiir 8 € Aut(K/K) eine Nullstelle von min’S/K = ming, g, also B(a) = a;
fiir ein 4. Es gibt also soviele Bilder von K (a) unter Aut(K /K) wie Konjugierte von a iiber K.

Definition 3.4.2 L/K heifit normal, falls jedes irreduzible f € K[X], das in L eine Nullstelle
hat, alle seine Nullstellen in L hat, d.h. in L[X] in Linearfaktoren zerfdllt.

L heift Aut(K /K)-invariant, falls o(L) = L fir alle o € Aut(K /K).

Satz 3.4.3 Fiir eine endliche Frweiterung L/ K sind gleichwertig:
(a) L/K ist normal;

(b) L ist Aut(K /K)-invariant;

(¢) L ist Zerfillungskirper iber K eines Polynoms f € K[X].

BEWEIS: (a)=(c):
Sei L = K(b1,...,bn), so ist L Zerfillungskorper von miny, /5 (X)---miny, /5 (X) iiber K.

(¢)=(b): Sei a € Aut(K/K). Dann ist a(L) ebenfalls ein Zerfillungskérper von f iiber K, also
L=a(L)=K(a,...,a) fir f(X)=c(X —a1)...(X — ag).
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(b)=(a): Sei f € K[X] irreduzibel mit Nullstellen a € L,a’ ¢ L. Dann existiert nach Satz
ein Isomorphismus a : K(a) — K(a') iiber K, der sich nach Bemerkung d € Aut(K/K)
fortsetzen lisst. Da a(a) = a’ ¢ L, ist L dann nicht Aut(K /K)-invariant. O

Folgerung 3.4.4 (a) Ist L/K normal und K C M C L, so ist auch L/M normal.

(b) Zu jeder endlichen Erweiterung L/K existiert ein kleinster Oberkorper L' von L so, dass
L'/K normal ist, die normale Hiille von L/K.

BEWEIS: (a) L ist iiber M Zerféllungskorper des gleichen Polynoms wie iiber K.

(b) Falls L = K(by,...,by), so ist L’ der Zerfallungskérper von miny, /i (X)---miny, /5 (X)
iiber K. g

Definition 3.4.5 (a) FEin nicht-konstanten Polynom f € K[X] heifit separabel, falls f (in
f() nur einfache Nullstellen hat.

(b) a € K heifst separabel diber K, falls min, x separabel ist.

(c) Fine algebraische Erweiterung L/K heifit separable Erweiterung, falls alle a € L sepa-
rabel iber K sind.

Bemerkung 3.4.6 Sei K C L und f,h € K[X]. Dann ist g € K[X] genau dann ein ggT von
f und h in K[X], wenn g ein ggT von f und h in L[X] ist.

BEWEIS: Seien gy und gz, ggT von f und h in K[X] bzw. L[X], also gx K[X] = fK[X]+hK[X]
und g7, L[X] = fL[X]| + hL[X]. Dann folgt gx € fK[X]|+ hK[X] C fL[X]+ hL[X]| = grL[X].
Andererseits ist gx | g in L[X], da gx in L[X] ein gemeinsamer Teiler bleibt. Also gilt g7, €
gx L[ X]. Somit unterscheiden sich gx und gy, nur um eine Einheit in L. O

Lemma 3.4.7 Sei f irreduzibel in K[X]. Dann ist f genau dann nicht separabel, wenn K der
Charakteristik p # 0 ist und f(X) = g(XP) fir ein g € K[X].

BEWEIS: ,<* Es ist dann f’ = 0, also sind f und f’ nicht teilerfremd.

»=" Wenn f nicht separabel ist, so sind f und f’ nach Lemma nicht teilerfremd, mit gg'T
in K[X] (Bemerkung|3.4.6). Da aber f irreduzibel ist, muss ggT(f, f') = f gelten, also f' = 0.
Da f nicht konstant ist, bleibt nur die Moglichkeit f(X) = g(XP?) mit p = char(K) # 0. O

Folgerung 3.4.8 Algebraische Erweiterungen vollkommener Korper sind separabel.

BEWEIS: Nach Lemma klar, falls die Charakteristik null ist. Im Falle der Charakteristik
p#0sel f(X)=ag+ a1 XP+ -+ a,(XP)" nicht separabel. Da K vollkommen ist, existieren
b; € k mit oY = q;. Alsoist f(X) =) + Y XP + -+ D2XP" = (bg + 0y X + -+ + b, X™)P im
Widerspruch zur Irreduzibilitéit! O

Beispiel 3.4.9 Sei K der Charakteristik p und nicht vollkommen, etwa habe a € K keine p-te
Wurzel in K. Dann ist K[T']/(TP — a) eine inseparable Erweiterung von K.

Definition 3.4.10 Sei L/K endlich. Der Separabilititsgrad [L : K]s ist die Anzahl der
isomorphen Einbettungen von L diber K in K, also {a|y | o € Aut(K/K)}.
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Satz 3.4.11 (a) It KCLC M, so[M:K|s=[M:L]s-[L:K]s.
(b) [L:K]s <[L:K].

BEWEIS: (a) Jede Einbettung von M iiber K setzt sich zusammen aus einer Einbettung von L

iiber K und einer isomorphen Kopie einer Einbettung von M iiber L.

(b) Mit Bemerkung gilt: [K(a) : K]s; = Zahl der Nullstellen von min,,;x < Grad von

min, x = [K(a) : K]. Im allgemeinen Fall zerlegt man eine endliche Erweiterung in einen
Turm einfacher Erweiterungen und schliefit mit (a) und Lemma O

Insbesondere ist fiir eine endliche Erweiterung L/K die Anzahl der Bilder von L unter isomor-
phen Abbildungen in K, also {a(L) | a € Aut(K/K)}, endlich. Die Anzahl ist [L : K], geteilt
durch | Aut(L/K)| — beim Separabilitdtsgrad zéhlen auch die verschiedenen Arten, wie L auf
ein Bild abgebildet werden kann! Das Kompositium all dieser Bilder «(L) ist gerade die normale
Hiille von L/K.

Satz 3.4.12 Fiir eine endliche Erweiterung L/ K sind gleichwertig:
(a) L/K ist separabel;

(b) L =K(ai,...,an), wobei alle a; separabel iber K sind;
(¢)[L:K]s=IL:K].

BEWEIS: (a)=-(b) ist klar.

Fiir m = 1 gilt ferner nach Bemerkung a ist separabel iiber K <= [K(a) : K],, also die
Anzahl der Nullstellen von min, g, ist gleich dem Grad von min, /k, also [K(a) : K].

(b)=(c): asy1 ist auch separabel iiber K; := K(ai,...,a;), denn ming, , /x, teilt min,, /x,
hat also wie dieses keine doppelten Nullstellen. Dann gilt

[L:K)s=[Kn: Kn-1]s [Ka: Ki]s [K1: K|s = [Kp : K1) - [K2 : Kb] - [Ky : K] =[L: K].

(¢c)=(a): Sei a € L. Mit Satz[3.4.11)und Lemma folgt dann [K(a) : K]s = [K(a) : K], also
ist a separabel iiber K. O

Folgerung 3.4.13 (a) Sei K C L C M, so ist M/K genau dann separabel, wenn M/L und
L/K separabel sind (mit den Sdtzen|3.4.11) und|3.4.19(c)).

(b) K := {a € K | a separabel iiber K} ist ein Korper, der separable Anschluss von K.

(¢) Jede Korpererweiterung L/K zerlegt sich in eine mazimal separable Teilerweiterung
(LN K*?)/K und eine ,rein inseprable’ Erweiterung L/(L N K*°P), d.h. ohne separa-
ble Elemente.

Satz 3.4.14 (vom primitiven Element) Endliche separable Erweiterungen sind einfach.
Beispiel 3.4.15 F,(VX, VY)/F,(X,Y) ist endlich, nicht separabel und nicht einfach.
BEWEIS VON SATZ (3.4.14; Falls K endlich, so ist L/K einfach nach Bemerkung Sei
also K unendlich. Ein Element a € L\ K ist genau dann ein primitives Element, wenn es nicht

in einem echten Zwischenkérper M mit K C M C L liegt (denn dann kann nicht K(a) # L
sein). Es reicht zu zeigen, dass es nur endlich viele Zwischenkérper M gibt, denn (Ubung in
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linearer Algebra) ein Vektorraum iiber einem unendlichen Kérper ist nie Vereinigung endlich

vieler echter Unterrdume.
Betrachte zu einem Zwischenkérper M nun Ay := {a|y, | & € Aut(K/M)}. Das néichste Lemma
zeigt M = Fix(Aps), womit M durch Ajs bestimmt ist. Da Ay Teilmenge von Ay ist, gibt es

héchstens soviele Zwischenkorper wie Teilmengen von Ay, und |[Ag| = [L : K] ist endlich. O

Lemma 3.4.16 Sei L' /K normal und separabel, K C M C L'. Dann M = Fix(Aut(L'/M)).

Da L'/K normal ist, ist L’ auch normal iiber M, und also besteht Aut(L’'/M) gerade aus den
Einschrinkungen von Aut(K /M) aus L. Daher kann man das Lemma im Beweis von Satz
anwenden.

BEWEIS: Per Definition gilt M C Fix(Aut(L'/M)) =: F und Awt(L'/M) = Aut(L'/F). Da
L’'/K normal ist, so (Folgerung auch L'/M und L'/F und es gilt daher [L' : M]; =
| Aut(L’'/M)|, ebenso fiir F statt M. Da L'/ K separabel ist, so (Folgerung auch L'/M
und L'/F. Also ist [L' : M| = [L' : M]s = |Aut(L'/M)| = |Aut(L'/F)| = [L' : F], = [L' : F].
Zusammen mit M C F folgt M = F. O

3.5 Galois—Theorie

Definition 3.5.1 FEine endliche Erweiterung L/K heifit Galois—Erweiterung, falls sie nor-
mal und separabel ist. Die Gruppe Aut(L/K) heifst dann Galois—Gruppe von L iber K (und
wird auch Gal(L/K) geschrieben).

Bemerkung: Die Gruppe Aut(K /K) heifit die (absolute) Galois—Gruppe von K.

Bemerkung 3.5.2 Sei K C L C M. Falls M/K galoissch ist, so auch M/L, aber L/K muss
nicht galoissch sein (z.B. K = Q, L = Q(v/2) und M = Q(V/2,(3).

Sind L/K und M/L galoissch, so muss M/K nicht galoissch sein (vgl. Ubungen).

Satz 3.5.3 (Hauptsatz der Galois—Theorie) Sei M/K eine Galois—Erweiterung.

Dann gibt es eine inklusions—umkehrende Bijektion:
Zwischenkdrper L, also K CLC M — Untergruppen G < Aut(M/K)

L — Aut(M/L)
Fix(G) « G

Dabei gilt [M : L] = | Aut(M/L)| und [L : K] = (Aut(M/K) : Aut(M/L)).

BEWEIS: Nach Lemma [3.4.16] gilt L = Fix(Aut(M/L)) und [M : L] = | Aut(M/L)|. Es bleibt
also nur noch zu zeigen, dass jede Untergruppe G von Aut(M/K) der Form Aut(M/L) ist fiir
einen Zwischenkorper L. Wir setzen L := Fix(G), denn dies ist die einzige Moglichkeit, sofern
der Satz stimmt. Dann gilt G < Aut(M/L).

Sei nun, mit dem Satz vom primitiven Element, M = L(a) und setze f(X) := [[ (X — a(a)).
G

[e1S
Dann gilt f¢ = f fiir alle @ € G, also liegen die Koeffizienten von f im Fixkérper von G, d.h.
f € LIX]. Da f(a) = 0 ist das Minimalpolynom von «a iiber L ein Teiler von f. Dann gilt
| Aut(M/L)| = [M : L] = der Grad von min,,;, < der Grad von f = |G|. O
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Lemma 3.5.4 Sei M/K galoissch und K C L C M. Dann ist L/K genau dann eine normale
FErweiterung, wenn Aut(M /L) eine normale Untergruppe von Aut(M/K) ist. In diesem Fall ist
Aut(M/K)/ Aut(M/L) = Aut(L/K) durch a — afy.

BEWEIS: Sei 8 € Aut(M/K). Dann ist a € Aut(M/L) < B loaopB € Aut(M/B~Y(L)),
also Aut(M/L)? = Aut(M/B~1(L)) und mit Satz Aut(M/L)? = Aut(M/L) < L =
BTHL) = L=p(L).

Ist L/K normal, so gibt es den Einschrinkungshomomorphismus Aut(M/K) — Aut(L/K),
a — «a|r, der nach Bemerkung surjektiv ist und dessen Kern gerade Aut(M /L) ist. O

Beispiel 3.5.5 Sei K = Q(X,Y) der rationale Funktionenkorper iiber Q in zwei Variablen, sei
L = Q(VX,VY) der Zerfillungskorper von (T2 — X)(T? —Y). Die Galois-Gruppe ist Zo X Zo,
denn es gibt drei echte Zwischenkérper: Q(X,vY), Q(vX,Y) und Q(X,Y, VXY, alle normale

Erweiterungen von K.

VX 4+ VY ist ein primitves Element, denn zunichst gilt %((\/Y + \/)7)2 - X - Y) =vXY €
QWX +VY), also auch 2 (VXY (VX +VY) - X(VX +VY)) = VX € QWX +VY),
was Q(vX +VY) = Q(vX,VY) impliziert.

Satz 3.5.6 (Fundamentalsatz der Algebra) C = R[i] := R[T]/(T? + 1) ist algebraisch ab-

geschlossen.

BeEweEIs: Sei K/C endlich. Es ist zu zeigen, dass K = C. Ohne Einschrinkung (Folgerung|3.4.4])
ist K/C galoissch. Sei [K : R] = 2"" 1y mit ungeradem u.

(1) Sei K’ die normale Hiille von K/R. Dann teilt v auch [K’ : R]. Sei G eine 2-Sylow—
Gruppe von Aut(K’/R). Dann ist u ein Teiler von dem ungeraden Grad [Fix(G) : R]. Fiir
jedes a € Fix(G) ist min, g ein irreduzibles Polynom ungeraden Grades, also linear, da alle

ungeraden Polynome iiber R eine Nullstelle haben. Somit ist Fix(G) = R und v = 1.

(2) Also ist Aut(K/C) eine 2-Gruppe und damit nach Beispiel auflosbar. Wir neh-
men nun K # C an. Dann ist die Kommutatorgruppe Aut(K/C)" # Aut(K/C) und Ky :=
Fix(Aut(K/C)’) eine echte normale Erweiterung von C mit abelscher Galois—Gruppe

Aut(K,/C) = Aut(K/C)/ Aut(K/C)’.

(3) Aut(K(/C) ist nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte Gruppen ein Produkt zyklischer
2-Gruppen, also etwa = Zym x C'. Dann gibt es einen Normalteiler H 22 Zym-1 X C vom Index

2, und Fix(H) ist eine quadratische Erweiterung von C.

(4) In R hat jede positive Zahl eine Quadratwurzel. Daraus errechnet man leicht, dass man
in C aus jeder Zahl eine Quadratwurzel ziehen kann. Mit der Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen folgt daraus, dass iiber C jede quadratische Gleichung in Linearfaktoren zerfillt

und also C keine quadratischen Erweiterungen hat: Widerspruch! (]

Bemerkung 3.5.7 e Der Beweis benutzt nur, dass (R, <) ein angeordneter Korper ist, in
dem jedes positive Element eine Quadratwurzel und jedes Polynom ungeraden Grades eine
Nullstelle hat. Kérper R mit dieser Eigenschaft heiflen reell abgeschlossene Korper. Dann
ist R[i] := R[T]/(T? + 1) ein algebraisch abgeschlossener Korper.
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e Falls L/ K endlich ist und L algebraisch abgeschlossen, so ist entweder L = K oder [L : K| = 2,
K ist reell abgeschlossen und L = K[i] (Artin—Schreier—Theorie).

e Es gibt Unterkérper R von C mit [C : R] = 2, die aber nicht isomorph zu den reellen Zahlen
sind (sogar unendlich viele Isomorphietypen). Falls R 22 R, so gibt es immer noch unendlich

viele Moglichkeiten fiir R.

Bemerkung 3.5.8 (a) Sei L/K galoissch, a € L vom Grad n iiber K, und sei {a1,...,a,} =
{a(a) | @ € Aut(L/K)} die Menge der n Konjugierten von a. Dann ist

ming/ g (X) = (X —a1) - (X —an) =X — ¢ 1 X" 14y o X" 2 — - 4 (=1)"co.

Die Koeflizienten ¢; sind die elementar—symmetrischen Funktionen in den a;: ¢; be-

steht aus allen Summen von Produkten von n—i der Konjugierten as, ..., a,. Insbesondere
ist
Cp—1=0a1+ - +a, = Z ala)
acAut(L/K)
o = A1 Qp = H ala)
a€Aut(L/K)

(b) Sei f € K[X] vom Grad n und L der Zerfiallungskorper von f iiber K. Ist f separabel, so ist
die Erweiterung L/ K galoissch und die Galois—Gruppe operiert treu auf den Nullstellen von
f, d.h. bis auf Isomorphie ist Aut(L/K) eine Untergruppe von Sym(n). Ist f irreduzibel,
so operiert Aut(L/K) transitiv auf den Nullstellen.

3.6 Einheitswurzeln und Radikalerweiterungen

Bemerkung 3.6.1 Eine Galois—Erweiterung heifit zyklisch / abelsch / auflésbar, falls die
zugehorige Galois—Gruppe diese Eigenschaft hat.

Definition und Bemerkung 3.6.2 Sei K ein Korper, n > 1. Ein Element a € K heifit
dann n-te Einheitswurzel, falls ¢ = 1 gilt. Die n-ten Einheitswurzeln sind die Nullstellen
des Polynoms X™ — 1, also gibt es hochstens n n-te Einheitswurzeln. Sie bilden eine endliche

multiplikative Untergruppe pu,(K) von K*, die also zyklisch ist (Folgerung|1.3.8)).
1. Fall: Die Charakterisik von K teilt n nicht.

Dann ist das Polynom X™ — 1 separabel, es gibt in K n verschiedene n-te Einheitswurzeln und

un(K) =2 Z,. Die Erzeuger von p,(K) heiflen dann primitive n-te Einheitswurzeln, ihre

Anzahl ist ¢(n). Dies sind genau die n-ten Einheitswurzeln in K der Ordnung n.

In C bilden die n-ten Einheitswurzeln die Ecken eines regulédren n-Ecks auf dem Einheitskreis.
2mik

Diese Ecken sind die e*%" fiir k = 0,...,n — 1, und die primitiven Einheitswurzeln darunter

sind genau die mit ggT(k,n) = 1.
1. Fall: Die Charakterisik von K ist p # 0 und n = p*m mit p { m.

Dann hat X™ — 1 =(X™ — l)pk m verschiedene Nullstellen (denn X™ — 1 ist separabel), jede
mit Vielfachheit p*. Also gilt i, (K) 2 Z,,.

Stets gilt p(K) C pn(K) <= 1| n.
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Die Einheitengruppe von K ist

,u(K)::Uun(K):{a€K|a":1fﬁreinn}l}gKX.

n>=1

Von nun an sei ¢, stets eine primitive n-te Einheitswurzel in K.

Wenn ¢, auftritt, ist stets char(K) { n vorausgesetzt!

Lemma 3.6.3 K((,)/K ist eine abelsche Galois—Erweiterung und Aut(K((,)/K) bettet sich
in (Z/nZ)* ein.

BEWEIS: Da (,, eine primitive n-te Einheitswurzel ist, enthilt K((,) alle n-ten Einheitswurzeln,
ist also Zerfallungskorper von X™ — 1 iiber K. Nach der impliziten Voraussetzung char(K) { n

ist X™ — 1 separabel.

a € Aut(K((,)/K) ist festgelegt durch a((,) € pn(K) = pun(K((,)). Es gibt daher einen
injektiven Homomorphismus

Aut(K () /K) — Aut(pn (K)) = Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*
o run(f()

und diese Gruppe ist abelsch (siehe Folgerung nach Lemma [1.2.8)). O

Lemma 3.6.4 Seia ¢ K, aber a™ = b € K mit char(K) t n. Dann ist K(a) genau dann der
Zerfillungskorper von X™ — b diber K, wenn (, € K(a). In diesem Fall gilt
X" —b=(X—a)(X = Ga)(X = Ga) - (X = (7 a)

und die Erweiterung ist zyklisch. Die Zwischenkérper sind von der Form K(a*) fiir die Teiler

k von n.

BEWEIS: ,<* (¢la)" = (¢")'a™ = 10 = b, und fiir 0 <i < j <n—1ist EZLZ = (J71 £ 1, also
¢Ja # ¢! a. Damit sieht man die Zerlegung des Polynoms, und dass K (a) der Zerfillungskorper
ist. Die Erweiterung ist also galoissch. Jeder Automorphismus a € Aut(K(a)/K) ist festgelegt
durch a + (! a, die Abbildung o + i ergibt eine Injektion der Galois-Gruppe in Z,,, also ist die
Erweiterung zyklisch. Die K (a*) sind klarerweise Zwischenkérper (nicht notwendig paarweise
verschieden, nur wenn n minimal ist mit ™ € K), und da es zu jedem Teiler von n genau eine
Untergruppe von Z,, gibt, gibt es keine weiteren.

»,=“ X™ — b ist separabel. Seien a,a’ zwei verschiedene Nullstellen. Dann ist ()" = % =1,

also ist % eine n-te Einheitswurzel. Wenn a’ die Nullstellen von X™ — b durchliuft, erhélt man

n verschiedene n-te Einheitswurzeln, also auch eine primitive. U

Insbesondere gilt in dem Spezialfall b =1 und a = (,:

X"-1=(X-DX-G)X-) - (X-¢

Satz 3.6.5 Sei g eine Primzahl # char(K) und {; € K. Fir eine Erweiterung L/K sind dann
gleichwertig:

(a) L/K ist galois’sch und Aut(L/K) = Z,;
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(b) L/K st galois’sch und [L : K] = q;

(c) es gibt eina € L mit L = K(a) und a? € K, d.h. L entsteht aus K durch Adjunktion eine
q-ten Wurzel.

Bemerkung: (a)<(c) gilt allgemeiner fiir char(K) tn und ¢, € K.
BEWEIS: (¢)=(b) ist klar und (b)=-(a) ist leicht: Die Galois—Gruppe Aut(L/K) hat Ordnung

q, ist also isomorph zu Z,, da ¢ prim.

(a)=(c): Sei Aut(L/K) = (a) und ¢ € L\K. Setze ¢; := &'(c) fir i = 0,...,¢ — 1 und
f(X)i=co+car X+ +ce1 X1 ¢ K[X].

Wenn an allen ¢ g-ten Einheitswurzeln ¢ € K auch f(¢) € K gelten wiirde, so giibe nach dem

Interpolationssatz ein Polynom g € K[X] vom Grad hochstens ¢ — 1 mit g(¢) = f({) fiir alle ¢
Wahlen von ¢. Dann folgt aus Gradgriinden aber g = f. Also gibt es ¢ mit a := f({) ¢ K.

Dann gilt L = K(a), da der Grad der Erweiterung prim ist, und da ¢ € K = Fix(«), folgt

ala) = alcg+erl+ - +cg1CTh)
=a(co) +afe)C+ -+ aleg_1)¢0t
=14+t eg1Ct P ¢t
=(co+ecrC+- e ¢THC = a¢t

Mithin ist a(a?) = a(a)? = (a{~1)? = a9, wodurch a? € K gezeigt ist. O

Definition 3.6.6 (a) L/K heifit Radikalerweiterung, falls L aus K durch sukzessive Ad-
Junktion von Wurzeln entsteht, d.h. L = K(a1,...,a,) mit a;* € K(a1,...,a,—1) fir alle

1 und geeignete n;.

(b) Fir f € K[X] heifit die Gleichung f(X) =0 aufldsbar (iber K ), falls der Zerfillungs-

korper von f iber K in einer Radikalerweiterung enthalten ist.

Ist die Gleichung f(X) = 0 aufldsbar, so sind die Nullstellen von f aus den Koeffizienten von

f mit den Koérperoperationen und Wurzeln ausdriickbar.

Klar ist aus der Defnition, dass fiir K C L C M gilt: sind M/L und L/K Radikalerweiterungen
so auch M /K. Ist M /K Radikalerweiterung, so auch M/L.

Beispiel 3.6.7 o Q(f/ﬁ, V54 V2, i/\g/ﬁ —1V5+ \3/5) /Q ist eine Radikalerweiterung, eben-
so K(¢n) /K.
e aX?+bX + ¢ =0 ist fiir charK # 2 auflésbar, da die Nullstellen in K (v/b2 — 4ac) liegen.

Satz 3.6.8 Seichar(K) =0, f € K[X] und L der Zerfillungskirper von f iber K. Dann gilt:
f(X) =0 ist auflosbar <= Aut(L/K) =: Gal(f/K) ist eine auflosbare Gruppe.

BEWEIS: ,,=“ Sei L C M eine Radikalerweiterung von K. Die normale Hiille M’ von M/K
ist als Kompositum endlich vieler isomorphe Bilder von M/K ein Kompositum endlich vieler
Radikalerweiterungen iiber K, also selbst eine Radikalerweiterungen iiber K. Sei also M’ =
K(ay,...,a,) mit afi € K(ay,...,a;_1). Ohne Einschrinkung sind alle k; Primzahlen (da a'™ =

(a")™). Sei k := kgV(k1,...,k,). Dann sind alle Erweiterungsschritte in dem Erweiterungsturm

KgK(Ck) gK(Ckval) gK(CkaalaGZ) g gK(Ckvala‘"aa’n) :M/(Ck)
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galoissch mit abelscher Galois—Gruppe (nach Lemma und Lemma|3.6.4), aulerdem ist die
Gesamterweiterung M’ ({;)/K galoissch. Mit Lemma sind also die Gruppen

Aut(M(C) /K (Cr))/ Aut(M' () /K) und
Aut(M' () /K (Ckya,y - - - ,ai_l))/Aut(M'(Ck)/K(Ck, ai,...,a;)) firallei=1,...,n
abelsch. Somit ist nach Satz die Gruppe Aut(M’(¢x)/K) auflssbar und damit auch
Aut(L/K) = Aut(M’'((k)/K)/ Aut(M'(¢)/L).

<= Sel Aut(L/K) auflésbar, also gibt es eine Kompositionsreihe

mit einfachen abelschen Faktoren, also zyklisch von Primzahlordnung. Sei L; := Fix(H;), dann
ist L =Ly 2Ly 2+ 2 Ly = K ein Turm zyklischer Erweiterungen. Setze n := kgV([Lg :
Ly],...,[Lg—1 : Lg]) und betrachte einerseits die zyklische Radikalerweiterung Ly ((,)/ Lk, an-
dererseits die Erweiterungen L;((,,)/L;+1((,)- Es reicht nun zu zeigen, dass auch diese zyklische

Radikalerweiterungen sind, denn dann ist L in der Radikalerweiterung L(({,) von K enthalten.

Zum einen ist L;(¢,,) Zerfillungskorper des gleichen Polynoms iiber L;11((,) wie L; iiber L;1;
die Erweiterungen sind also galoissch. Zum andern definiert

¢+ Aut(Li(Gn)/Lit1(Cn)) — Aut(Li/Lit1)

o= o

L;

einen injektiven Homomorphismus (definiert ist die Abbildung, da L;/L;+1 normal ist, und
injektiv, da ¢, festgelassen wird, ein Automorphismus in Aut(L;((,)/Li+1(¢n)) also durch oy,
festgelegt ist), somit ist Aut(L;(¢,)/Lit1(¢n)) als Untergruppe einer zyklischen Gruppe selbst
zyklisch. t

Folgerung 3.6.9 Gleichungen von Grad < 4 sind auflisbar, denn dann ist Gal(f/K) < Sy

und Sy ist auflosbar.

Lemma 3.6.10 Seip > 3 Primzahl, f € Q[X] irreduzibel vom Grad p mit p—2 reellen Nullstel-
len und 2 nicht reellen (also konjugiert komplexen) Nullstellen. Dann ist Gal(f/Q) = Sym(p).

BeEweEIs: Es gilt G := Gal(f/Q) < Sym(p). Da der Zerfallungskiérper L von f iiber @ die
Teilerweiterung Q[T]/(f) vom Grad p enthilt, ist p ein Teiler von [L : Q] und somit enthélt
G nach dem Satz von Cauchy ein Element g der Ordnung p. Dann ist g ein p-Zykel (weil p
eine Primzahl ist). Auflerdem operiert die komplexe Konjugation auf den Nullstellen wie eine

Transposition 7.

Nun gilt, dass ein p-Zykel und eine Transposition Sym(p) erzeugen: Die Transposition ist ohne
Einschrinkung (1, 2), und eine gewisse Potenz der p-Zykels ist dann von der Form (1,2, ...), also
ist g ohne Einschréinkung (1,2, ...,p). Dann ist aber auch (1,2,...,p)*0(1,2)0(1,2,...,p) % =
(14+k,2+ k) € G, und man sieht sofort, dass (1,2),(2,3),...,(p—1,p) die Sym(p) erzeugen. O

Beispiel 3.6.11 Sei f(X) = X5 —6X + 3. Dann ist f(X) = 0 iiber Q nicht auflssbar (denn f
ist irreduzibel z.B. mit dem Eisensteinschen Kriterium und erfiillt die Bedingungen von Lem-
ma [3.6.10, wie man mit elementarer Analysis leicht nachrechnet).
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3.6.12 [Symmetrische Polynome und die allgemeine Gleichung]

Seien ti,...,t, verschiedene Variablen; sei in K (t1,...,t,)[X]
FX)=(X —t)(X —t2) ... (X —t) = X" =51 X" L4 5 X" 2 — oo 4 (=1)"s,,

Dabei sind die s; = s;(t1,...,t,) € K[t1,...,t,] die elementar-symmetrischen Funktionen in
e tn.

K(t1,...,tn)/K(s1,...,8n) ist galoissch mit Galois—Gruppe S,,, denn K (t1,...,t,) ist per De-
finition der Zerfallungskorper von f, das separabel ist, und jedes o € S,, definiert einen Auto-
morphismus o € Aut(K (t1,...,t,)/K(s1,...,8,)) mit 0| = id und o(t;) = t,(;)-

Folgerung 1: Falls char(K) = 0 und n > 5, so ist die allgemeiner Gleichung n-ten Grades
f(X) = 0 nicht auflsbar.

Folgerung 2: Fix(Aut(K (t1,...,tn)/K(s1,...,84))) = K(s1,...,8,), also ist jede symmetri-
sche rationale Funktion r(ty,...,t,) in den ¢; (d.h. r(ty,...,tn) = 7(toq), ..., tom)) fir alle
o € Sym(n)) eine rationale Funktion in den elementar-symmetrischen Funktionen der ¢;.

Der Hauptsatz iiber symmetrische Polynome besagt, dass auch jedes symmetrische Polynom in

den t; ein Polynom in den elementar-symmetrischen Funktionen der ¢; ist.

Definition 3.6.13 (a) Korper der Form Q((,) heifien Kreisteilungskorper.
(b) @, (X):= JI (X =) istdasn-te Kreisteilungspolynom.

¢ primitive
n-te EW

®,,(X) hat Grad ¢(n). Es gilt offenbar X™ — 1 = [[ ®4(X).
d|n

P(X)=X -1 Py(X)=X2+1
Py(X) =X +1 P5(X) =X+ X3+ X?+ X +1
P3(X)=X2+X+1 P(X)=X2-X+1

Satz 3.6.14 Es gilt ®,,(X) € Z[X] und ist irreduzibel in Q[X]. Somit ist ©,,(X) = min¢, /o(X),
[Q(¢n)/Q] = ¢(n) und Aut(Q(Cn)/Q) = (Z/nZ)".

BeEWEIS: (1) Q(¢,)/Q ist galoissch (Lemma [3.6.3). Ein Automorphismus in der Galois—-Gruppe
muss primitive n-te Einheitswurzeln wieder auf primitive abbilden, also liegen die Koeffizienten
von ®,,(X) im Fixkorper Q.

(2) Zeige nun per Induktion nach n, dass ®,,(X) € Z[X] mit konstantem Term +1:
Es gilt ®,,(X) - J[ ®q(X) = X" — 1. Per Induktion ist das Produkt in Z[X] mit konstantem

d|n,d#n
Koeffizient +1. Ist ®,(X) = co +c1 X + - - + ¢ X" und das Produkt = dy +d1 X + - - + d; X!,
so gilt zum einen cody = —1, also ist ¢y = —dj ebenfalls +1. Fiir die anderen Koeffizienten folgt

dann per Induktion nach i, dass ¢; = i(codi +- -+ c1dy) EZ.

(3) Angenommen ®,,(X) = ¢1(X) - ¢2(X) mit ¢;(X) € Q[X] normiert und ¢; irreduzibel. Mit
dem Lemma von Gauss sind q1, g2 € Z[X]. Sei ¢ eine Nullstelle von ¢;. Dann ist also ¢; = min¢ /q.
Es reicht nun zu zeigen, dass fiir alle p { n auch ¢;(¢(?) = 0. Denn dann gilt auch ¢, (¢*) = 0 fiir
jedes zu n teilerfremdes k (Primfaktorzerlegung von k!). Nun sind aber sdmtliche primitiven

n-ten Einheitswurzeln von der Form ¢* fiir festes ¢ und zu n teilerfremdem k, somit ist dann

58



q1 = ®,, irreduzibel vom Grad ¢(n). Die Injektion Aut(Q(¢,)/Q) — (Z/nZ)* aus Lemma[3.6.3]

ist damit auch surjektiv.

(4) Angenommen ¢;(¢?) # 0. Dann ¢2(¢?) = 0, also ist ¢ Nullstelle von ¢2(X?) und folglich
q1(X) ‘ @2(XP) = ¢1(X)-g3(X) fiir g35(X) € Z[X] erneut nach dem Lemma von Gauss. Betrachte
nun die Abbildung ,, modulo p* Z[X]| — F,[X]. Es gilt dann ¢;(X) - ¢3(X) = ¢2(XP) = qg(X)p,
denn @ € F,[X] hat seine Koeffizienten im Fixkorper des Frobenius. Also sind g1, ¢z nicht
teilerfremd, und somit ist ®, = qi - ¢z nicht separabel. Aber ®,, | Xn—1= X" -1, das
separabel ist: Widerspruch. O

Satz 3.6.15 Seip{n. Dann ist Fy[G,] = Fpe C Fppwm, wobei k minimal ist mit der Eigenschaft
pF =1 (mod n).

BEWEIS: Suche k& minimal so, dass X" — 1 | XP' X = X(ka*1 —1), also so, dass n | Pk —1.
Mit dem Satz von Euler gilt p#(™ =1 (mod n), also k | ¢(n). O

Bemerkung 3.6.16 Sei n = p" ---p* die Primfaktorzerlegung. Mit dem chinesischen Rest-
satz gilt

Z/nZ = LIPS T X - X Lpt T
also auch (Z/nZ)* = (Z/pZ) x x -+ x (Z/p3*Z)*
a1—1, o —1

und somit ¢(n) = p(p") - p(pp*) = (p1— 1)p] ~(px — V)py

denn es gibt % viele Zahlen < p®, die durch p teilbar sind, wewegen ¢(p®) = (p — 1)p®~1L.

Folgerung: ¢ ist multiplikativ fiir teilerfremde Zahlen.

Ist ggT(n,m) =1, so [Q(Cm, Cn) = Q(Gn)] = p(m).

3.6.17 [Konstruktion des reguliren n-Ecks] (Beweis von Satz|3.2.15))

Wenn (,, konstruierbar ist, so ist ©((,) eine 2er Potenz, also (mit der Primfaktorzerlegung von

oben) gilt ; = 1 fiir alle Primfaktoren p; # 2, und diese sind von der Form 2™ + 1.
Umgekehrt: Ist ¢({,) eine 2er Potenz, so ist Q((,)/Q abelsch vom Grad 2er Potenz. Die Galois—

Gruppe ist als 2-Gruppe also auflosbar mit Kompositionsfaktoren Z/2Z. Die Fixkorper einer
Kompositionereihe bilden einen Turm quadratischer Erweiterungen, welcher die Konstruierbar-

keit von (,, zeigt.
Satz 3.6.18 (Wedderburn) Sei D ein endlicher Schiefkérper. Dann ist D kommutativ.

BEWEIS: Sei Z(D) :={d € D | zd = dx fiir alle x € D} das Zentrum von D und Cp(a) :={d €
D | ad = da} der Zentralisator von a € D. Man rechnet leicht nach, dass Cp(a) ein Schiefkérper
ist, also Z(D) = () Cp(a) sogar ein Korper, und dass D und Cp(a) Z(D)-Vektorrdume sind
(vgl. Ubung). acb

Sei g := |Z(D)|, n := dimy(py(D) und n; := dimzpy(Cp(a;)). Mit der Klassengleichung|1.4.16

fiir D* gilt dann
gt —1

qni — 1’

" —1=(g-1) + )

icl
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wobei (a;);er ein Reprisentantensystem der nicht—zentralen Konjugationsklassen ist. Insbeson-
dere folgt n; | n. Nun gilt

-1 Hd|n‘1>d(Q) .
g =1 Jlgn, ®ala)

I ®ale) = ®ula)- 2
d|n
dlh;
mit einem z; € Z. Also folgt
o) [q" =1 = ¢=1+Du(q)- )2
iel
und damit ®,,(¢) | ¢ — 1 und |®,(¢)| < ¢— 1.

Falls n > 1, so ist |¢ — | > ¢ —1 fiir alle primitiven n-ten Einheitswurzeln ¢ (denn ¢ > 2). Dann

aber ist |®,,(q)| = 11 lg—¢| > (¢g—1)?™ > ¢—1: Widerspruch! O
¢ prim. n-te EW

Sei p eine ungerade Primzahl. Dann hat Aut(Q((,)/Q) = (Z/pZ)* = Z/(p—1)Z eine eindeutige
Untergruppe vom Index 2. Also gibt es eine eindeutige quadratische Erweiterung @, von Q

1

innerhalb Q(¢,) (denn quadratische Erweiterungen sind automatisch normal). Man iiberlegt

sich ohne Schwierigkeiten, dass es dann eine eindeutig bestimmte quadratfreie ganze Zahl d,,

gibt mit Q, = Q(,/d,).

—1

Satz 3.6.19 d, = (—1)"7 - p.

BEWEIS: Seien (o, (i, ..., (p—1 die p-ten Einheitswurzeln, (o = 1. Dann &ndert A = [](§ — ()
i<j

unter dem Erzeuger der Galois-Gruppe Aut(Q(¢,)/Q) das Vorzeichen, also ist A% € Q und

Qp = Q(A). Nun gilt

p—1 p—1
pp—1) p_1 p-1 — p_1
A= ()T G- 6) = 0 [T = D = (0 [ = (1),
i#j =0 =0
p—1 p—1
denn [] ¢; = 1. Da p ungerade, ist also d, = (=1)"= -p. O

1=0

Es gilt nun die erstaunliche Beziehung

p—1
(- p = ) (%) G
a=1

wobei das Vorzeichen von der Wahl von (, abhingt. Wenn man jetzt noch ein wenig weiter-

rechnet, ist das quadratische Reziprozitéitsgesetz nicht mehr fern....
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