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1 Grundlagen

G = (G,-, " e) ist eine Gruppe, falls - eine assoziative zweistellige Verkniipfung auf G (Halb-
gruppe) mit neutralem Element e € G ist (Monoid), bei der jedes Element g € G ein inverses
Element g~' besitzt. Die Abbildung ' : G — G und das Element e € G sind durch - eindeutig
bestimmt, d.h. eine Halbgruppe kann auf héchstens eine Art eine Gruppe sein.

[Wohingegen z.B. eine additive Gruppe auf viele Arten zu einem Ring gemacht werden kann, etwa
gilt (R,+) = (C,+). Beide sind sogar als Q-Vektorrdume isomorph, also als Gruppen isomorph zu
D, x, Q. Auch legt ~1 die Gruppenstruktur natiirlich nicht fest: jede Permutation von N\{0} kann
man ~'-erhaltend auf Z fortsetzen.)

Das Element g~ ! ist sogar eindeutiges Rechts- und Linksinverses von g. Es folgt (g7')"' =g

und (gh)™' =h-'g~".
Eine Gruppe heift kommutativ oder abelsch, falls g1g2> = g2g; fir alle g1, g2 € G gilt.

Das Multiplikationszeichen - wird oft weggelassen; fiir e steht manchmal 1. Kommutative Grup-
pen werden zuweilen additiv als (G, +, —, 0) geschrieben. Die Anzahl der Elemente von G heifit

die Ordnung von G.

Beispiele Die triviale Gruppe E = {e}.

Die zyklischen Gruppen Z = (Z,+) und Zn := ({0,...,n—1}, + mod n) = Z/nZ (auch C, oder
Zn geschrieben).

Geometrische Gebilde im R™ besitzen eine Symmetrie— und eine Drehgruppe. Zum Beispiel ist
Z,, die Drehgruppe des regelméfligen n-Ecks; seine Symmetriegruppe heiflt die Diédergruppe

D Die unendliche Diédergruppe Dy, ist die Symmetriegruppe von Z als Teilmenge von R.

Die Automorphismen einer Struktur bilden stets eine Gruppe. Zum Beispiel kann man D,
(bzw. Z,,) auch als die Automorphismengruppe eines (gerichteten) Graphen ansehen, nimlich
eines (gerichteten) Kreises der Lénge n. Die Automorphismen eines Vektorraums V bilden die
allgemeine lineare Gruppe GL(V). Im Falle V = K™ schreibt man dafiir auch GL(n, K).

Die Automorphismen einer Menge Q) sind einfach nur deren Permutationen: sie bilden die
symmetrische Gruppe Sq. Falls |Q| = n, schreibt man kurz S;,. Untergruppen einer S heiflen
Permutationsgruppen: man darf dann Elemente nur nach gewissen Regeln vertauschen. Zu einer

Permutationsgruppe gehort die Information, wie die Gruppenelemente als Permutation wirken.

Alle diese Beispiele sind Gruppen von Bijektionen, d.h. treten natiirlicherweise als Permutati-

onsgruppen auf. Man kann tatséchlich jede Gruppe als Permutationsgruppe auffassen, allerdings
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gibt es dazu in der Regel verschiedene Moglichkeiten (z.B. kann Z; als Permutationsgruppe auf

4 Elementen entweder ein Paar oder zwei Paare vertauschen).

Manche Gruppen treten nicht natiirlicherweise als Permutationsgruppen auf (man spricht dann
von ,abstrakten Gruppen®). Etwa die additiven und multiplikativen Gruppen von Kérpern (wie
Q, R, C, Fq). Die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes ist ein weiteres Beispiel.
Manchmal tauchen Gruppen an ungewohnter Stelle auf: zum Beispiel bilden fiir einen Korper

K gewisse K-Algebren unter dem Tensorprodukt eine Gruppe, die Brauer—Gruppe von K.

Homomorphismen FEin Homomorphismus zwischen Strukturen ist stets eine strukturerhal-
tende Abbildung. Ein Gruppenhomomorphismus zwischen zwei Gruppen G und H ist also eine
Abbildung ¢ : G — H, die ©(g1 - 92) = @(g1) - ©(92), @(g7') = 9(9)~" und @(e) = e erfiillt.

Es reicht, die erste Bedingung nachzupriifen, d.h. ein Halbgruppenhomomorphismus zwischen
Gruppen ist bereits ein Gruppenhomomorphismus. Mehr noch: ist G Gruppe, H Halbgruppe
und @ : G — H ein surjektiver Halbgruppenhomomorphismus, so ist H bereits eine Gruppe.

Ein paar Beispiele fiir Gruppenhomomorphismen sind: Modulorechnen modn : Z — Zy;
Determinante det : GL(n,K) — K*; Signum sgn : S;; — Z3; Auswertungshomomorphismen
KIX] = A, P(X) — P(a) fiir Kérper K und K-Algebren A, a € A.

Untergruppen Eine Untergruppe U von G, in Zeichen U < G, ist eine unter allen Ver-
kniipfungen abgeschlossene Teilmenge von Gj; insbesondere enthilt sie e und ist daher nicht

leer. Die Untergruppen von G sind genau die Bilder von Homomorphismen nach G.

Jede Untergruppe U induziert zwei Aquivalenzrelationen auf G: g7 ~, g2 : <= 951 g1 € Uund

g1 ~r 92 : & 919y’
{gu | u € U}; die Aquivalenzklassen von ~, sind die Rechtsnebenklassen Ug = {ug |u € U}.

€ U. Die Aquivalenzklassen von ~ sind die Linksnebenklassen gu =

[Man kann die Verkniipfungen - und ~', spéter auch ¢ und [, ] durch elementweise Anwendung auf

Teilmengen von G fortsetzen. Man schreibt dabei in der Regel g statt {g}.]
Beachte: gU=U < ge U.

Je zwei Nebenklassen stehen in Bijektion zueinander: U mit gU bzw. Ug mittels der Abbildun-
gen u +— gu bzw. u — ug. Also ist zum einen der Index |G : U] von U in G, das ist die Anzahl

der Rechts— bzw. Linksnebenklassen von U, wohlbestimmt. Zum andern folgt der

Satz 1 (von Lagrange) Die Ordnung einer Untergruppe teilt die Gruppenordnung: es gilt
Gl = Ul |G : Ul (bzw. |G : U| = {Z}, falls |G| endlich).

Untergruppen von Untergruppen sind selbst Untergruppen, und aus V < U < G folgt |G : V| =
|G : Ul - |U: V|. Der Schnitt von Untergruppen ist wieder ein Untergruppe; insbesondere gibt
es zu jeder Teilmenge X von G eine kleinste, X enthaltende Untergruppe: die von X erzeugte
Untergruppe (X). Es gilt (X) = {x1i1 ~~xf1 | k € N,x; € X}. Der Schnitt zweier Untergruppen
U und V ist die grofite in beiden enthaltene Untergruppe. Umgekehrt ist (U U V) die kleinste
U und V enthaltende Untergruppen. Die Untergruppen von G bilden daher einen Verband.

Beispiel: Untergruppenverband von Zzo (, Wiirfel“ mit Zq4 fiir d|30) und S3 (A3 = Z3 und
dreimal Zz = Sz).

Ubung: Sind U,V < G, so ist genau dann UV < G, wenn UV = VU. [Achtung: dies bedeutet

nicht uv = vu fiir u € U,v € V]
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Normalteiler Eine Untergruppe N heif3t normal oder Normalteiler von G, in Zeichen N < G,
falls gN = Ng fiir alle g € G gilt. Man schreibt h9 fiir g~'hg; dann lautet die Normalteilerbe-
dingung N9 = N fiir alle g € G.

In kommutativen Gruppen ist jede Untergruppe normal.

Im Falle eines Normalteilers N schreibt man G/N fiir die Menge der (Rechts- wie Links-) Ne-
benklassen. Man kann darauf représentantenweise die Gruppenoperation fortsetzen, also durch
91N - g2N = (g7192)N. Das neutrale Element ist dann N = eN, und es gilt (gN)~' =g~ 'N.

[Schon wegen (gN)~" = Ng~ " ist die Bedingung notwendig; ebenso, weil N in G/N als neutrales

Element kommutieren mu8.]

Normalteiler sind genau die Kerne von Homomorphismen aus G: Zu jedem Normalteiler exi-
stiert die kanonische Surjektion G — G/N, g — g = gN. Ist umgekehrt ¢ : G — H ein

Homomorphismus, so gilt @(ker(¢)?) = @(g~ ") @(ker(9))@(g) = @(g~)ep(g) =e.
Schnitte von Normalteilern sind normal. Das Produkt von Normalteilern ist wieder ein Nor-

malteiler. Das Produkt eines Normalteilers mit einer Untergruppe ist wieder eine Untergruppe.
Normalteiler von Normalteilern sind nicht notwendig selbst normal!

Zu jeder Teilmenge X < G gibt es

e cinen kleinsten, X enthaltenden Normalteiler X := (X9 | g € G);

e einen groften, in X enthaltenen Normalteiler Xg := () geg X?

e cine maximale Untergruppe von G, in der X normal ist, den Normalisator Ng(X) ={g € G |
X9 =X} von X in G.

)

Homomorphiesitze FEin Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H induziert einen Isomor-
phismus @ : G/ker(p) — Bild(¢p), gker(@) — @(g). Der Homomorphismus ¢ zerfillt in
G — G/ ker(¢) — Bild(¢) — H.

Beispiele: Z/nZ = Z,,, GL(n,K)/SL(n,K) = K*, Sy /An = Z>, RIX]/(X?> +1) = C.

Satz 2 (Noethersche Isomorphiesiitze)

(a) Sei H< G und NG. Dann ist HON <N und H/(HNN) = HN/N
(b) Seien N < M <G, N<G. Dann ist M/N<G/N und (G/N)/(M/N) = G/M.

BeweEIs: (a) H—= HN/N, h — hN ist ein Epimorphismus mit Kern H N N.
(b) G/N = G/M, gN — gM ist ein Epimorphismus mit Kern M/N. [ |

Direkte Produkte Das (mengentheoretische) direkte Produkt von Gruppen Gy, ..., Gy wird
durch die komponentenweisen Verkniipfungen zu einer Gruppe, die mit G X - - - X Gy, bezeichnet

wird.

[Kategorientheoretisch ist G1 X - - - X Gn ein Koprodukt, also gleich der direkten Summe G1 ®-- - ® Gn.
Fiir unendlich viele Faktoren stimmt dies nicht mehr: die direkte Summe €. _; G; ist die Untergruppe
des direkten Produktes [,

entheoretische Produkt ist das freie Produkt]

iel
Gi, die aus den Elementen mit endlichem Triger besteht. Das kategori-

Sind U und V zwei kommutierende Untergruppen von G, dann ist die Abbildung ¢ : UxV — G,
(u,v) — uv ein Homomorphismus mit Bild UV und Kern {(u,v) |uwv = ¢} = {(u,u™") |u €
UNV}. Es ist also @ ein Isomorphismus, falls G = UV und UNV = E. G heifit dann das innere

direkte Produkt von U und V. Entsprechend fiir mehrere kommutierende Untergruppen.
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2 Zyklische Gruppen

Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls sie von einem Element erzeugt wird. Zyklische Gruppen sind
daher kommutativ.

Sei G zyklisch, g € G. Man definiert g° := e, g"*' := g - g™ per Induktion, und g~™ =
(g™)~'. Dadurch wird die Abbildung v : Z — G,n +— g™ zu einem Gruppenhomomorphismus.
Auflerdem gilt (g™)™ = g™™. Bild(yq) = (g) ist die von g erzeugte zyklische Untergruppe.
Die Grofle des Bildes o(g) := |{g)| heifit die Ordnung von g. Der Ezponent von G, exp G, ist
das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen aller Elemente, also die kleinste Zahl n mit

g™ = e fiir alle g € G, falls eine solche existiert, co sonst.

Satz 3 Die zyklischen Gruppen sind Z und Zy, fiirn > 1. Zwei zyklische Gruppen gleicher Ord-

nung sind isomorph. Untergruppen und homomorphe Bilder zyklischer Gruppen sind zyklisch.

BEWEIS: Aus der Homomorphieeigenschaft von ¢ folgt, daB ¢((g)) = (¢(g)). Fir X C Z
liegt geT(X) € (X) (denn der ggT schreibt sich als Z-Linearkombination von X), und es gilt
(ggT(X)) = (X). Eine Untergruppe U von Z,, ist damit als homomorphes Bild des Urbildes von
U unter der natiirlichen Projektion Z — Z,, ebenfalls zyklisch.

Fiir zyklisches G = (g) gilt nun Z/ ker(ygq) = G.
1. Fall: ker(yg) =1{0}, (g) = Z, alle g™ sind verschieden und o(g) = oo.
2. Fall: ker(yy) =nZ, (g) ={¢°g',...,g" '} = Z, und o(g) =n. |

Ein Homomorphismus von einer zyklischen Gruppe ist durch das Bild eines Erzeugers eindeutig

bestimmt. Es gibt genau dann einen Homomorphismus yy, : Zn — H mit y,(1) = h, falls o(h)[n.

Untergruppenverbinde und Automorphismengruppen der zyklischen Gruppen

Z: Die Untergruppen sind nZ fiir n € Z, die fiir n # 0 jeweils zu Z isomorph sind. Es gilt
mZ < nZ < n|m. Z hat zwei Erzeugende: 1 und —1. Daher gilt Aut(Z) = Z,.

Zn: In Z;, erzeugt m eine Untergruppe der Ordnung ﬁ. Insbesondere gibt es @(n) viele

m,n
Erzeugende von Z, und zu jedem din hat Z,, eine zu Zq isomorphe Untergruppe, und zwar
genau eine (da es in Zn nur d Elemente gibt, deren Ordnung d teilt, oder da 4, @(d) =n).
Diese Untergruppe ist {O, 2% - (d—= 1)%}.

Fiir ggT(k,n) = 1 definiert x — kx einen Automorphismus von Z,, und jeder Automorphis-
mus ist von dieser Form. Also gilt Aut(Z,,) = ((Z/nZ)*, ).

Satz 4 Das direkte Produkt zweier nicht-trivialer zyklischer Gruppen ist genau dann wieder

zyklisch, wenn beide Gruppen endlich von teilerfremder Ordnung sind.

BEWEIS: Ist Zy,, = (g) und Z,, = (h), so gilt o((g,h)) = exp(Zm X Zn) =kgV(m,n).
ZxZ27,dazB. [Aw(ZxZ)| =3, und Zx Zn 2 7Z fir n> 1, da Zn < Z X Zn. n

Eine Gruppe heifit einfach, wenn sie nicht trivial ist und aufler E und sich selbst keine Normal-

teiler besitzt.

Satz 5 Die kommutativen einfachen Gruppen sind genau die zyklischen Gruppen von Prim-

zahlordnung.
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BEWEIS: Da G kommutativ, sind alle Untergruppen Normalteiler, insbesondere (g) fiir g € G.
Also ist G zyklisch. Aus der Untergruppenstruktur oben ersieht man, dafl genau die zyklischen
Gruppen von Primzahlordnung keine nicht-trivialen Untergruppen besitzen. |

3 Freie Gruppen

Sei X eine Menge, dann bezeichnet X* die Menge der Worter iiber X, d.h. der endlichen Fol-
gen von Elementen von X. Unter der Konkatenation (Hintereinanderschreibung) bildet X* ein
Monoid (mit dem leeren Wort als neutralem Element).

Dieses Monoid kann man in eine Gruppe einbetten, die freie Gruppe tiber X. Dazu nimmt man
! zwischen X und einer zu X disjunkten, gleichmichtigen Menge X~ ' und bildet

F:= (XUX ")*. Auf F sei ~ die kleinste Aquivalenzrelation, so daf fiir Worter v,w € F und
1

eine Bijektion ~
x € X sowohl vxx~'w ~ vw als auch vx ~"xw ~ vw gilt. (Zwei Worter in F sind also dquivalent,
wenn man sie in endlich vielen solchen Schritten ineinander iiberfithren kann). Falls v ~ v/ und
w ~ w’', so gilt vw ~ v/'w’, daher ist Fx := F/~ ein Monoid. Tats#chlich ist Fx eine Gruppe,
denn durch elementweises Anwenden von ~' erhélt man Inverse. Die Elemente von X heifien

freie Erzeugende von Fx.

Als Trégermenge von Fx kann man auch die reduzierten Warter betrachten: in jeder ~-Klasse
gibt es genau einen Représentanten minimaler Linge (das mufl bewiesen werden!), in dem kein
x und x~' aufeinander folgen. Die Gruppenoperation besteht dann aus Konkatenation und

anschlieBender Reduktion, d.h. sukzessives Entfernen von xx ' und x~'x.

Falls X C G, so gibt es den Auswertungshomomorphismus X* — G, der jedem Wort den Wert
des Wortes in G zuordnet. X erzeugt genau dann frei eine freie Untergruppe von G, wenn kein
nicht-leeres reduziertes Wort in X U X~' den Wert e erhiilt.

Satz 6 Jede Abbildung f: X — G setzt sich eindeutig zu einem Homomorphismus fiFx—> G
fort. Insbesondere setzt sich jede Abbildung (Bijektion) X =Y eindeutig zu einem Homo-(Iso-)
morphismus Fx — Fy fort. Ferner gilt Fx = Fy < |X| =1Y|.

BEWEIS: ?(xfl coxET) = f(xq)E - f(xn) T st die einzige Moglichkeit, f zu einem Homo-
morphismus fortzusetzen. f ist dadurch wohldefiniert, denn jede Reduktion auf der Fx-Seite
ermdglicht die entsprechende Reduktion auf der G-Seite. Die Homomorphie ist dann per Defi-
nition gegeben.

Tst f: X — Y bijektiv, so gilt —1 = 1. Daraus folgt Fx = Fy, falls [X| = |YI.

Sei Hx := <W2 | w € Fx) <Fx. In Fx/Hx hat jedes Element die Ordnung 2, ist also selbstinvers.
Daher ist die Faktorgruppe kommutativ, denn Xy = (xy)~' =y~ 'x " = yx. Also ist Fx/Hx
ein F2-Vektorraum, mit Basis X. Aus Fx = Fy folgt nun Fx/Hx = Fy/Hy (als Vektorriume),
also |X| =Y. [ |
Eine Gruppe heifit frei, falls sie zu einem Fx isomorph ist. |X| = k heifit der Rang von Fx; man
schreibt dafiir auch einfach F.. [Tarskis Problem: sind alle freien, nicht-kommutativen Gruppen

elementar #quivalent zueinander? Stimmt fiir unendlich viele freie Erzeugende.]
Beispiele: (1) Fo = E; F; = Z.
(2) Fa: ((1) %) und (} ?) erzeugen frei eine freie Untergruppe von SL(2,Z).

BEWEIS: Betrachte das Bild von 0 unter den zugehorigen Moébiustransformationen «(z) = z+2
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und B(z) = 557 auf €. Fiir n # 0 verschiebt o™ den offenen Einheitskreis auBerhalb des
Einheitskreises und lidBt co fest. Beachte B(z) = a(z~')7', also f™(z) = a™(z~")~!, damit
wirft B™ fiir n # 0 das AuBlere des Einheitskreises samt co in den Einheitskreis. Damit lassen

nur die reduzierten Worter in o« und 3, in denen 3 nicht vorkommt, co fest. |
Satz 7 (Schreier) Untergruppen freier Gruppen sind frei. [schwer, ohne Beweis|

(3) Falls F» von x,y frei erzeugt wird, so bilden die z, :=y "xy™ ein freies System.

k

BEWEIS: Ein nicht-triviales Wort in den z,, ist der Form w =z -- 'Zthj,- mit Ny # Ny, ki #0

und j > 0. Wegen zK = y~™x*y™ folgt w = y~KixkKiymz—m ...ymi—mioixkiyni | Dies ist die

1
1
reduzierte Form, also w # e. ]

Also gilt Fxx, < F2.! (Es gilt natiirlich auch F, < Fx,!) Daher:

e Der Rang kann bei Untergruppen zunehmen.
e Von zwei Elementen erzeugte Gruppen sind bereits beliebige kompliziert.
e Alle freien Gruppen sind linear, d.h. Untergruppe von einem GL(n, K).
[Das folgt fiir iiberabzihlbaren Rang aus modelltheoretischen Uberlegungen, denn die Klasse der

linearen Gruppen ist unter elementarer Aquivalenz abgeschlossen.]

Freie Erzeugendensysteme freier Gruppen dhneln Basen von Vektorrdumen insofern ihre Méachtig-
keit festgelegt ist. Es gibt aber freie Systeme grofieren Ranges (es gilt also kein Ergéinzungssatz!)

Satz 8 (a) Firn €N gilt: wird F, von g1,...,gn erzeugt, so sind g1,...,gn frei.

(b) F« kann nicht von weniger als x Elementen erzeugt werden.

k Erzeugende sind natiirlich bei unendlichem k in der Regel nicht frei.

BEWEIS: (a) ist schwer: ohne Beweis. (b) ist fiir endliches k klar aus (a). Fiir unendliches «

enthélt ein kleineres Erzeugendensystem weniger als k Buchstaben. |

Im Einklang mit der bisherigen Definition sei der Rang einer beliebigen Gruppe die minimale

Anzahl von Erzeugenden.

Z(G) :={g € G| gh = hg fiir alle h € G} heifit das Zentrum von G; dies ist stets ein Normal-

teiler. G ist genau dann kommutativ, wenn G = Z(G).
Satz 9 Fir x> 1 gilt Z(F.) =E.

BEWEIS: Falls das reduzierte Wort v weder mit x € X noch mit x~! beginnt, so gilt xv # vx. B

[Es gilt sogar mehr: die einzigen kommutativen Untergruppen sind die (unendlichen) zyklischen; ,kom-

mutieren® ist eine Aquivalenzrelation auf G\ {e}.]

Prasentationen von Gruppen Jede Gruppe ist homomorphes Bild einer freien Gruppe.
Sei ndmlich X ein Erzeugendensystem von G. Dann setzt sich die Identitidt auf X zu einem

(surjektiven) Homomorphismus idx : Fx — G fort.

Sei 7t: Fx — G eine Surjektion und R erzeuge ker(¢) als Normalteiler, d.h. ker(¢@) = RFX. Dann
heifit (X, R) eine Prdsentation von G: X ist ein Erzeugendensystem mit Relationen R und G ist

die ,,grofite” von X erzeugte Gruppe, in der alle Worter aus R der Wert e annehmen.

1%, steht fiir ,,abzihlbar—unendlich®, 2%¥0 fiir  kontinuumsgrof“ (d.h. so groB wie R).
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Beispiel: (1) (d | d™) ist eine Prisentation von Z,,.
(2) (s,d|s? d™, s 'dsd) ist eine Prisentation von D,,. Ohne die Relation d™ erhilt man eine

Présentation von Dy, .

Satz 10 (Dyck) Ist R C S, so setzt sich idx zu einem eindeutig bestimmten surjektiven Ho-
momorphismus (X | Ry — (X |S) fort.

Eine Gruppe (X,R) heifit endlich prasentiert, falls sowohl X als auch R endlich sind. Jede
endliche Gruppe ist endlich préasentiert; jede endlich présentierte Gruppe ist endlich erzeugt —

die Umkehrungen gelten jeweils nicht.

Das Wortproblem fiir eine endlich préasentierte Gruppe G = (X, R) fragt, ob es einen Algorithmus
gibt, welcher fiir Worter in X* entscheidet, ob sie in G der Wert e annehmen. Es gibt endlich
prasentierte Gruppen mit unlésbarem Wortproblem. In F,, ist dagegen das Wortproblem l6sbar,

indem man einfach zum reduzierten Wort iibergeht und priift, ob es gleich e ist.

Es ist auch nicht entscheidbar, ob eine Prisentation die triviale Gruppe liefert.

Freie Gruppen in Varietiten Ist W eine Menge von Wortern in den Variablen X =
{x1,%2,...}und X~" und G eine Gruppe, so sei W(G) die Menge aller Auswertungen der Worter
in G, d.h. die Menge der Bilder von W unter allen Homomorphismen X* — G. Die Klasse der
Gruppen G, fiir die W(G) = {e} gilt, heifit die von W bestimmte Varietit von Gruppen.

Zum Beispiel ist die Varietdt der abelschen Gruppen durch das Wort xpch]_]xz_] bestimmt,
die Varietiit der Gruppen vom Exponenten 2 durch das Wort x2.

Ist U die durch W definierte Varietiit, dann heiit F./(W(F)) eine in U freie Gruppe. Ist
X C G € U, dann setzt sich idx eindeutig zu einem Homomorphismus F/(W(F¢)) — G fort;
insbesondere ist jede Gruppe in U homomorphes Bild einer in ¥ freien Gruppe.

Beispiel: Fiir W = {x1x2x] 'x; '} ist F, := (W(F)) und Fo/F. = @ Z die freie abelsche
Gruppe.

BEWEIS: : Fiir (xq) = Z erfiillt P
von Dyck erhilt man also eine Surjektion Fy/F, — @;c(xi). Umgekehrt kann man einem

1

icw (xi) die Préasentation ((xi)iex | Xixjx; x]._1 ), mit dem Satz

. . . n n
Element nyxi, - niXq, € @i, (xi) mit iy < --- < i das Wort XX

i zuordnen, was eine

surjektive Umkehrung auf F/F. ergibt. [ ]

Freie Produkte Seien G und H zwei Gruppen. Dann ist ihr freies Produkt G xH definiert als
(GUH | R), wobei R alle Worter iiber G und iiber H enthilt, die in G bzw. in H trivial werden.
Das freie Produkt von G und H kann man auch als die Folgen von Elementen, die abwechselnd
aus G und aus H kommen, beschreiben, wobei die Gruppenoperation die Konkanetation mit
den naheliegenden Reduktionen ist.

Beispiel: (1) Fe x Fy = Feia

(2) Zy xZ3 =Dy (x = —x und x — 1 — x sind freie Erzeuger der Ordnung 2).

(3) Z2 % Z3 = PSL(2,Z) [siehe Robinson 6.2]

Satz 11 Man kann jede Gruppe vom Rang < Ny in eine vom Rang 2 einbetten.

Es gibt also 2%° viele Gruppen vom Rang 2, im Gegensatz zu X vielen zyklischen. [Direkt: man

kann in Fiy ), gewisse Relationen o(y~ "xy") = n-te Primzahl fordern.
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BEWEIS: [Skizze] G = (e = go, g1, ...) wird zunichst in G := G * F, p) eingebettet. Betrachte
darin die Untergruppen H; = (a, ab,abz, ...y und Hy = (b, gob“,g1baz,...). Beide Erzeu-
gendensysteme sind frei, also ist ¢ : Hy — Ha, @(a®") = gnb?" ein Isomorphismus. Nun kann
man Gj nach Gy := (G * (t))/K abbilden, wobei o(t) = co und K besagt, dal ¢ von der Kon-
jugation mit t induziert wird, also die Abbildung H — H, x — x* auf H; mit ¢ iibereinstimmt.

Es ist nun ein nicht-trivialer Satz, dafl dies eine Einbettung ist. Dann sieht man H = {(a,t). Bl

4 Automorphismen und semi-direkte Produkte

Die Gruppe G°P Zu jeder Gruppe (G, ) gibt es die Gruppe G°P = (G, x) mit hxg = gh. Es ist
G = G°P vermoge g — g~ '; die Identitit dagegen ist kein Homomorphismus. Der Unterschied

wird bei Gruppen von Abbildungen deutlich: versteht man die Verkniipfung f o g als ,erst f,

dann g“ oder umgekehrt? Permutationsgruppen illustrieren den Unterschied: Sei 7ty = (%g)

und 7 = (g?) Was ist 717 0 72?

Tty gibt @
Platzwechsel
an

Platz 2 Platz 2

& © & @

Platz 3 Platz 1 Platz 3 Platz 1 @

7t gibt

‘Wechsel der @ @
Elemente an

1

Innere Automorphismen vy : x —= x9 := g~ 'xg heifit Konjugation mit g und ist ein

Automorphismus von G. Man erhélt durch g + y4-1 einen Homomorphismus ¢ : G — Aut(G)
mit Bild(¢) = Inn(G), den sogenannten inneren Automorphismen, und Kern(@) = Z(G).

BEWEIS: (vq)™' =v4-1 und Ygn =Yn 0 Vg.
Ferner: v4 =id &= x = x9 fiir alle x &= gx = xg fiir alle x <= g € Z(G). [ ]

Beachte: g — v4 ist ein Homomorphismus G — Aut(G)°P!

Es gilt Inn(G) < Aut(G); der Quotient Out(G) := Aut(G)/Inn(G) heifit die Gruppe der duferen

Automorphismen.
BEWEIS: &' 0ygox =Y, 14 fiir g € G und o € Aut(G). [ ]

Eine Untergruppe ist genau dann normal, wenn sie invariant unter Inn(G) ist. Eine Untergruppe,
die sogar unter ganz Aut(G) invariant ist, heifit charakteristisch. Zum Beispiel ist das Zentrum

eine charakteristische Untergruppe.

Semidirekte Produkte Angenommen N<G, H < G mit HN = G und HN'N = E. Dann
heifit G =H x N =N x H (inneres) semidirektes Produkt von H und N.

Jedes Element g € G hat dann eine eindeutige Darstellung g = hn mit h € Hund n € N (denn
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hiny = hon, = hy'hy = non' € HNN = E). Die Abbildung N — N, n +— nM ist fiir
h € H ein Automorphismus von N; mit dem zugehoérigen Homomorphismus o« : H — Aut(N)
gilt also (hiny)(hany) = (hiha)(nf?na) = (hihy)(a(hy) () - na).

Seien umgekehrt H, N und o : H — Aut(N) gegeben. Dann bildet man das (dufere) semidirekte
Produkt G := Hxy, N = N x4 H mit Grundmenge H x N und Operation (hyn{) - (hony) =
(hihz, a(h2)(n1)-n2). Durch h — (h,e) und n — (e,n) kann man H und N als Untergruppen
von G auffassen; es gilt dann N <G und a(h,) wird zur Konjugation mit h, (im semidirekten

Produkt werden die Automorphismen «[H] von inneren Automorphismen induziert).
Das semidirekte Produkt ist genau dann ein direktes Produkt, wenn o[H] = {id}.

Beispiel: D,, = Z; x Z;,. Zugrunde liegt ein nicht-trivialer Homomorphismus Z; — Aut(Z;).

Das Kranzprodukt Wir betrachten zunéchst einen Spezialfall: Die Automorphismengruppe

einer Aquivalenzrelation mit n Klassen von jeweils k Elementen heiit das Kranzprodukt S Sn.

Satz 12 FEs ist Sx1Sn = (S X ... x S¢) % Sy der Homomorphismus Sy, — Aut(Sy x -+ - x Sy)
H—/

n-mal
ist durch das Vertauschen der Komponenten gegeben. Insbesondere gilt |Sx 1Sy =1 - k™.

BEWEIS: Sei Sy Permutationsgruppe auf X, S, auf Y. Dann operiert Sy ¢ S auf X x Y. Als
Untergruppen hat man zum einen Sy := Sy X --- x Sx mit komponentenweiser Operation auf
den ersten Komponenten, zum andern S;; mit Operation auf der zweiten Komponente, die erste
festlassend. Man sieht leicht S} NS =E, S <(SE,Sn) = SE - Sny und (S7,Sn) =Sk 1Sn. W
Im allgemeinen Fall sei G Permutationsgruppe auf X und H Permutationsgruppe auf Y. Das
Kranzprodukt G ! H ist die Permutationsgruppe auf X x Y, die von folgenden Permutationen

erzeugt wird:
x), falls y =
(x,y) — (9x), ) Y=o firalleyo€Y,geG
(x,y) falls y # yo

(x,y) = (x,h(y)) firalleheG
Es gilt dann G!H = (H x ... X H) x4 G, wobei oc: G — Aut(H x ... x H) die Operation von
%/_/

|G|-mal
G auf den Komponenten angibt. Es folgt |G H| = [H|/C! - |G].

Beispiel (Rubik’s Cube):

Index 12?
, Verdrehgruppe“ < (S31S8) x (S21S12) mit Ordnung 8-3%-12-2'2~26-10°
— —
Op. auf Ecken  Op. auf Kanten

5 Gruppenoperationen

Sei G eine Gruppe und Q # () eine Menge. Dann operiert G auf Q und Q heifit eine G-Menge),
falls es zu jedem w € Q und g € G ein w.g gibt mit

1. w.e=uw fiir alle w € Q

2. (w.g).h = w.(gh) fiir alle w € Q und g,h € G
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Eine Abbildung « : Q — Q' zwischen G-Mengen heifit G-dquivariant, falls a(w.g) = «(w).g
fiir alle w € Q und g € G gilt. Zwei Operationen von G auf Q, Q' heiflen dquivalent, falls es
eine G-dquivariante Bijektion oc: Q — Q' gibt.

Satz 13 G-Mengen Q entsprechen Homomorphismen ¢ : G — Sym(Q).

BEWEIS: Setze @(g)(w) = w.g. |

Operiert G auf Q, so ist w ~ w’ == 3Ig € G w.g = w’ eine Aquivalenzrelation mit Aquiva-
lenzklassen w® = {w.g | g € G}, den Bahnen der Operation.

Gw:={g € G| w.g = w} < G heifit der Stabilisator von w.

Es gilt (1,c0 Gw = Kern des Homomorphismus G — Sym(G).

Definition: Eine Operation ¢ : G — Sym(Q) heifit

o transitiv, falls es nur eine Bahn gibt.
o treu, falls Kern(@) = E. (Dann ist G Permutationsgruppe von Q, das heifit G < Sym(Q).)
o semirequldr, falls G, = E fiir alle w € Q gilt.

o requldr, falls sie transitiv und semiregulér ist.

Beispiel (1) G operiert regulidr auf Q = G durch Rechtsmultiplikation, das heifit w.g =
wg, mit Homomorphismus pg : G — Sym(G). Ebenso operiert G regulir auf Q = G durch

1

Linksmultiplikation mit dem Inversen, w.g := g~ w, mit Homomorphismus Ag : G — Sym(G).

Als Folgerung ergibt sich:

Satz 14 (Satz von Cayley) Jede Gruppe G ist Untergruppe von Sym(G); jede Gruppe ist
also Permutationsgruppe.

Satz 15 Die beiden Operationen pg und Ag sind dquivalent vermdge L : w — w™; folglich
sind pg(G) und Ag(G) in Sym(G) durch v konjugiert. Die beiden Operationen sind genau dann
isomorph (das heifit: ergeben dieselbe Permutationsgruppe), wenn G kommutativ ist.

BEWwEIS: Die G-Aquivarianz von tist (wg)™" = g Tw™'. Ist « : Q — Q G-fiquivariant und
bijektiv, so folgt a(ax~'(w).;g) = w.,g aus a(w.,;g) = «x(w).,g, also sind beide Operationen
durch « konjugiert. Ist G kommutativ, so ergibt sich durch pg und Ag dieselbe Permutations-
gruppe; ist umgekehrt x — xg von der Form x — h~'x, so folgt ¢ = h™! mit x = e, also
xg = gx fiir alle x. [ |

Hingegen sind Ag und pgor (bzw. pg und Ager) isomorph!
Beispiel (2) Sei U < G. Dann operiert U durch Rechtsmultiplikation auf Q = G. Die Operation

ist treu, aber nicht transitiv. Die Bahnen sind die Rechtsnebenklassen G : U.

Beispiel (3) G operiert durch Rechtsmultiplikation auf G : U, das heifit Uh.g := Uhg.
Diese Operation ist transitiv, ihr Kern ist Ug. Sie ist also genau dann treu, wenn U keinen
nicht-trivialen Normalteiler enthélt; und genau dann regulédr, wenn U = E.

Beispiel (4) G operiert auf Q = G durch Konjugation, das heiit w.g := w9 = g~ 'wg.

Der Kern ist Z(G), die Bahnen sind die Konjugationsklassen h® = {g7'hg | g € G}. Im

Gegensatz zu den bisherigen Beispielen sind diese im Allgemeinen von verschiedener Grofe!

Satz 16 G operiere auf Q.

10
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(a) wC steht in Bijektion mit G : Gy vermige w.g — Gug.
Insbesondere ist |wC| = |G : Gyl; im endlichen Fall gilt |wS| ‘ |G|.

(b) Ist w’ € wC, etwa w' = w.g, so gilt Gy, = GY.
(c) Ist G transitiv, so gilt |G| = Q|- |Gyl fiir jedes w € Q.
(d) Ist G regulir, so gilt |G| = [Q].

BEWEIS: (a) Die Abbildung ist offenbar surjektiv und wegen w.g = w.h &= w.gh™! = w &=
ghf1 € Gy & Guwg = Gyh wohldefiniert und injektiv.

(b)h€ Gy &= w'h=w' &= w.gh=w.g & h9 ' €Gy &= heGY,.

(¢),(d) sind klar nach (a). [ |

Folgerung 17
(a) Sei G kommutative, transitive Permutationsgruppe auf Q. Dann operiert G regulir.
(b) Jede transitive Operation ist dquivalent zur Multiplikation auf G : Gy, (beliebiges w € Q).

(c) Jede regulire Operation ist dquivalent zur Rechtsmultiplikation auf G.

BEWEIS: (a) Seien w,w’ € Q. Wegen der Transitivitit existiert g € G mit w’ = wg, also
Gw’ =G& =Gy, da G <G (G kommutativ). Also E=(,/c0 Gu’ = G-

(b) Direkt aus Teil (a) des Satzes.

(¢) G operiere regulér durch Rechtsmultiplikation auf G = G. Dann ist Gg, =G, =E. N

Falls G transitiv operiert und G, = E fiir ein w € Q gilt, so bereits G, = E fiir alls w € Q!

Lemma 18 G operiere durch Rechtsmultiplikation auf G : U und G : V.

Beide Operationen sind genau dann dquivalent, wenn U und V konjugiert sind.

BEWEIS: Gegeben sei o: (G :U) — (G : V) mit «(U) = Vh. Dann gilt:

gelU & Vgh=a(U)g = a(Ug) = x(U) =Vh &3 hgh™ ' e V&= ge VI
*ok [ ]

Folgerung 19 Operiert G auf Q, so gilt |Q = } ;|G : Gw,|, wobei (wi)icr ein Reprdsen-

tantensystam der Bahnen ist.

Spezialfall: G operiere durch Konjugation auf (). Die einelementigen Konjugationsklassen
werden genau durch die Elemente des Zentrums gebildet. Dabei ist G, gleich dem Zentralisator

Cg(w)={g e G|gw = wg} von w in G. Es gilt nun die Klassengleichung:
Gl =1Z(G)I+ ) _1G: Gy,l,
i€l
wobei (gi)ie1 ein Reprisentantensystem der nicht-trivialen Konjugationsklassen ist.
Definition: G operiert durch Konjugation auf P(G). Fiir X C G ist der Stabilisator hierbei

der Normalisator Ng(X) :={g € G | X9 = X} von X in G. Dadurch wird X zur Ng(X)-Menge
unter Konjugation, der Kern ist der Zentralisator Cg(X) :={g € G | xg = gx fiir alle x € X}.

Es gilt also Cg(X) <Ng(X), Ng(X)/Cg(X) = Sym(X) und ferner Cg(X) =, cx Cc(x).

11
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Falls X < G, so X < Ng(X) und Ng(X)/Cg(X) — Aut(X); weiter gilt Z(Ng (X)) < Cg(X) und
Z(X) < Cg(X).

G heiit p-Gruppe (p Primzahl), falls |G| = p™ fiir ein n > 1.

Satz 20 (a) Ist G eine p-Gruppe, so ist Z(G) # E und Z(G) ist p-Gruppe.

(b) |G| =p?, p Primzahl = G abelsch.

BewEIS: (a) Klassengleichung: |G| = |Z(G)| + ) ;|G : Cg(gi)l. Es gilt p ‘ |G : Cg(gi)] und
P ‘ |G|, also auch p ‘ |Z(G)].

(b) Sei Z :=Z(G). Da 1 < |Z] } |G|, gilt |Z| = p oder |Z| = p?. Also ist G/Z = (gZ) zyklisch.
Somit gilt G = (Z, g). Da g mit Z kommutiert, ist G abelsch. [ |

p-Gruppen sind daher nilpotent, d.h. G, G/Z(G), (G/Z(G))/Z(G/Z(G)), ... erreicht E.

6 Symmetrische Gruppen

Zwei Elemente in S, sind genau dann konjugiert zueinender, wenn sie in der Zykelzerlegung
dieselbe Anzahl Zykel derselben Léinge besitzen: (i11...11x,) - (in1...1nk, ) ist konjugiert zu
(G11---d1ky) - Gt -+ Ink,, ) durch die Permutation i1m — jim.

Satz 21 S, wird von den Transpositionen, Ay von den 3-Zykeln erzeugt.

BEWEIS: Durch hochstens n — 1 Transpositionen kann man jede Permutation darstellen: man
versetzt zunichst das erste Element an die richtige Stelle, dann das zweite, usw. Da (ab)(ac) =
(abc) und (ab)(cd) = (abc)(adce), ist ferner jedes Produkt geradzahlig vieler Transpositionen
ein Produkt von 3-Zykeln. |

Beispiele (Normalteiler sind in den Bildern umrahmt):

Si =, Ay = E
S» =25, A =L

S4 hat zwei nicht-triviale Normalteiler: A4, der Kern der Signumfunktion, und die Kleinsche
Vierergruppe V = Z; X Z;, der Kern der Operation der Wiirfelgruppe auf den 3 Achsen. Es
gilt Sy/Aq = Z3; S4/V = S3; Ay/V = Z3.

Betrachtet man die Konjugationsklassen der S4, so sieht man Identitit 1
schnell, dafl es bereits aus ,arithmetischen* Griinden kei- Transpositionen 6
nen weiteren nicht-trivialen Normalteiler geben kann: Jeder 3-Zykel 8
Normalteiler ist Vereinigung vollstéindiger Konjugationsklas- 4-Zykel 6
sen und die Anzahl der Elemente muf§ 24 teilen. Doppeltranspositionen 3

12
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Satz 22 A, ist einfach fiir n # 4.

BEeEweEIs: Es gilt sicher fiir n < 3. Sein > 5 und E # N < A,,. Die Permutationen werden hier

von links verkniipft.

e N darf keinen 3-Zykel enthalten: je zwei 3-Zykel (abc), (a’b’c’) sind zunéchst in S, konju-
giert, etwa durch 7. Dann sind sie auch in A, konjugiert, denn falls 7t ungerade ist, so finde
(d,e) mit d,e ¢ {a,b,c} (n > 5!). Es gilt dann weiterhin ((ef)7t)(abc)((ef)r)™' = (a’b’c’).

e N darf keine Permutation enthalten, die einen Zykel der Lange > 4 besitzt: Falls 0 € N mit
o= (abed...)(...)..., soist (abec) 'o(abc) = (bcad...)... =0’ und o0~ 'o’ = (abc).

Also haben alle Elemente aus N nur Zykel der Linge 2 und 3.

e Falls zwei disjunkte Zykel der Linge 3 vorkommen, etwa o = (abc)(a’b’c’)..., so ist
(a’b’c) 'o(a’b’c) = (abc’)(cc’d’) ... =: ¢’ und damit oo’ = (aa’cbc’)... im Widerspruch
zur Zykelldinge < 3. Also bestehen alle Elemente von N Zykellénge 2.

e Ist 0 = (ab)(a’b’) € N, so ist 6/ = (acb)'o(acb) = (ac)(a’b’) € N fiir alle ¢ & {a,b, a’b’}
und somit auch oo’ = (abc) € N.

e Ist 0 = (a1by)(azbz)(asbsz)(asbs) € N, so auch o’ = (azbz)(azbi)o(azbi)(azbz) =
((11 az)(a3b1 )(bzbg)(a4b4) ... und damit auch oo’ = ((11 agbz)(azbgbﬂ |

Folgerung 23 Sein > 4. Die Normalteiler von Sy, sind E, Ay, Sy

BEWEIS: Sei N <S,,. Dann ist NNA,, <A,. Falls NNA,, = A,,, so hat N hochstens Index 2 in

Sn,alsoN = A, oder N = S,,. Andernfalls NNA,, = E, also [N| < 2, da |Sn| = NA,L| = ‘\NN‘AQS\"

das heifit N = ((ab)). Dies ist ein Widerspruch, da alle Transpositionen konjugiert sind. [ |

Eine Untergruppenreihe E = Ny < Ng_1 < ... < Ng = G heiit Kompositionsreihe von G,
falls alle Nj/Njiq einfach sind. Die Faktoren Nj/Njy1 heilen Kompositionsfaktoren von G.
Es ist klar, dafl Kompositionsreihen in endlichen Gruppen stets existieren und daf sich jede

youbnormalreihe“ E = Ny <<Ng_1 <...<INp = G zu einer Kompositionsreihe verfeinert.

Satz 24 (Jordan-Hélder) Sei G endlich. Zwei Kompositionsreihen von G haben die gleiche

Léinge und bis auf Permutution dieselben Kompositionsfaktoren.

BEWEIS:

Seien zwei Kompositionsreihen Ny <1 Nx_1 < ... < Ny G

und My < M1 < ... < Mgy gegeben. Falls N7 = My, /\
so fertig nach Induktion. Andernfalls gilt M1N; = G, M, N

G/Mjy =N;/(Ny N My) und G/Ny = M;/(N1 N My).
Sei Lin<dLim—1<...<L; Kompositionsreihe von N1 NMj.

Die Eigenschaft im Satz definiert eine Aquivalenzrelation M2 My N N2
~ auf Kompositionsreihen. Es gilt per Induktion und aus
obigen Uberlegungen: M3 L3 N3
Mi<...<Mi<G~Lpy<...Ls<aMiNN; <M1 <G ]
~Ln<...L3aMi NNy <9N; <G | o
~Ne<...<aN; <G E
|

Sn hat fiir n # 4 genau eine Kompositionsreihe: E << A, <1S;y mit Faktoren A;, und Z;. Die S4
hat genau drei (isomorphe) Kompositionsreihen E<1Z; <<V <1A4<1S4 mit Faktoren Z5, 725,73, 7Z;.

13
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Automorphismentiirme und vollstindige Gruppen Eine Gruppe G mit Z(G) = E heif3t
vollstandig, falls die Einbettung G — Aut(G), g — v4 ein Isomorphismus ist, also falls G =
Inn(G) = Aut(G).

Lemma 25 Falls Z(G) = E, so gilt Cpu(g)(Inn(G)) = E, insbesondere Z(Aut(G)) = E.

BEWEIS: Seil & 0yg =Yg o . Dann gilt fir alle x € G: a(x)9 = (yg 0 &)(x) = (x 0vg)(x)
a(x9) = «(x)*9) also oc(x)“(g)gf] = a(x) oder x(g)g~ ' € Z(G) =E, d.h. «(g) = g.

|
Falls Z(G) = E, kann man also den Automorphismenturm von G konsruieren, ndmlich G <
Aut(G) < Aut(Aut(G))---.

Satz 26 (ohne Beweis) (Wielandt) Ist G endlich, so wird der Automorphismenturm nach
endlich vielen Schritten stationdr.
(Thomas) Ist G unendlich, so wird der Automorphismenturm nach (2ISO* wvielen Schritten

stationdr.

Automorphismen der S,

Satz 27 FEs bestehen folgende eins—zu—eins—Entsprechungen:

o Aquivalenzklassen treuer Operationen von Sy, auf{1,... 1}
o Konjugationsklassen von Untergruppen von Index n der Sy

o Aufere Automorphismen der S,

BEWEIS:

e Eine treue Operation von G = Sy, auf {1,...,n} entspricht einer Injektion (also einem Isomor-
phismus) G = S;; < Sy. Jede andere (dquivalente) Operation erhilt man durch Vorschalten
eines (inneren) Automorphismus.

e S, operiert treu auf {1,...,n} & S,, operiert transitiv:

,=* ist klar.

,< ist klar fiir n < 2. Ansonsten operiert S, /Kern immer noch transitiv und enthélt mehr
als 2 Elemente, der Kern kann also nicht die A, sein. Zusétzlich iiberlege man sich, dafl
S4/V = S3 nicht transitiv auf 4 Elementen operieren kann.

Transitive Operationen sind aber dquivalent zur Rechtsmultiplikation auf den Nebenklassen
eines Stabilisators, der dann Index n hat.

e Aquivalente Operationen entsprechen dabei konjugierten Untergruppen, also inneren Auto-

morphismen. |
Sn als Permutationsgruppe von {1,...,n} aufzufassen, bedeutet, jedem g € S,, eine Permuta-
tion zuzuweisen. Innere Automorphismen der S, vertauschen die Elemente {1,...,n}, weisen

somit g € Sy, eine andere Permutation mit gleicher Zykelzerlegung zu. AuBere Automorphis-
men dagegen vertauschen einige Konjugationsklassen, weisen also manchen Elementen g € S,
andere Typen von Permutationen zu. Dies mufl konjugationsklassenweise erfolgen, natiirlich die

Ordnung der Permutationen erhalten und auch die Paritdt, da A, charakteristisch in S, ist.

Auflerdem diirfen nicht-triviale aiilere Automorphismen die Transpositionen nicht enthalten,

da diese alle anderen Permutationen erzeugen, genauer:

Lemma 28 Ist Sy, als Permutationsgruppe von {1,...,n} gegeben und o ein Automorphismus,

welcher Transpositionen auf Transpositionen abbildet, so ist o € Inn(Sy).

14
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BEWEIS: Die Transposition (12) wird auf (ab) und (13) auf (cd) abgebildet. Da o((12)(13)) = 3,
gilt [{a,b,c,d}| = 3, etwa d = a. Mit demselben Argument wird (14) entweder auf (ae) fiir
ein e oder auf (bc) geworfen. Letzteres fithrt zum Widerspruch, da o((12)(13)(14)) = 4, aber
o((ab)(ac)(bc)) = 2. Alsoist 1 +— a usw. eine wohldefinierte Abbildung ¢ und man sieht leicht,
dafl & der Konjugation mit o entspricht. |

Satz 29 Ist n #£ 2,6, so ist Sy, vollstindig, also Aut(Sy,) = Inn(S,,) = Sn.
Weiter ist Aut(S2) = E, Inn(Sg) = S¢ und Out(Sg) = Z5.

BEWEIS: n = 2 ist klar; fiir n > 3 gilt Z(S,) = E, also S, = Inn(Sy,) < Aut(Sy).

Se¢ hat zwei Konjugationsklassen von Untergruppen von Index 6 (alle = Ss!):

e die Einpunktstabilisatoren

e es gibt 24 5-Zykel in der S5, also 6 Untergruppen der Ordnung 5. Darauf operiert Ss transitiv
durch Konjugation; da der Kern nicht die As sein kann, operiert sie auch treu. Man erhélt
also eine Einbettung Ss < S¢, deren Bild wegen der Transitivitdt kein Einpunktstabilisator

sein kann.

Daf} es keine weiteren Untergruppen von Index 6 gibt, bleibt ohne Beweis!

Ein dulerer Automorphismus muf} die Transpositionen auf eine andere Konjugationsklasse von
ungeraden Elementen der Ordnung 2 werfen, also Produkten von k disjunkten Transpositionen,
k ungerade. Fiir n <5 gibt es das nicht; fir n > 7 und 1 < k < % gibt es davon

n\ /m-—2 n—2k+2 T n!
(2)( 2 )( 2 )'E_kl(n—Zk)!Zk

viele, und (TZ‘) viele Transpositionen. Gleichheit bedeutet (n —2)-... - (n —2k +1) = 2k Tk!,
alsomM—2)-...-m—k+1) <21 abern —2 >4 und n — k+ 1 > 2; Widerspruch! |

Die Vollstandigkeit der S;, bedeutet, da3 die Zuordnung Konjugationsklasse +» Zykelzerlegung
eindeutig ist. Im Falle der Sg gibt es folgende Moglichkeit:

Ordnung Paritdt Zykelzerlegung Anzahl

1 + 9] 1
2 — () 15
+ () 45 }
3 + (...) 40 o nicht-triviale
+ (.0 40 duBere Auto-
4 — (...r) 90 morphismen
+ () () 90 vertauschen
5 + (oerr) 144 diese Klassen
6 — () 120 } v
— (.)0) 120

Bemerkung;:

(a) Fiir n >4 gilt Z(A,n) =E, also Ay, =Inn(An) — Aut(An).
(Holder) Aut(An) = Sy fiir n # 6 (also Out(An) = Z3) und |Out(Ag)| = 4.
Ferner natiirlich Aut(A3z) = Z; und Aut(A,) = E.
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(b) Es gilt Sx = Ay x Sy. Fiir S, kann man die von einer beliebigen Permutation ¢ der
Ordnung 2 erzeugte Untergruppe nehmen. Der Homomorphismus ergibt sich aus (o) <
Sn < Aut(Ay) und somit, falls A, als Permutationsgruppe auf {1, ..., n} gegeben ist, aus

der Vertauschung der Elemente geméf o.

7 Die Polyedergruppen

Wiirfel und Oktaeder (beziehungsweise Dodekaeder und Ikosaeder) sind zueinender dual: die
Mittelpunkte der Flichen des einen sind die Eckpunkte des anderen. Also haben sie gleiche
Dreh- und Symmetriegruppen.

Satz 30 Die Dreh- und Symmetriegruppen der reguldren Polyeder sind:

Drehgruppe  Symmetriegruppe

Tetraeder Ay S4
Wiirfel/Oktaeder Sa Sa xSy
Dodekaeder/Ikosaeder As As X S»

BEWEIS: Sei L jeweils die Symmetriegruppe, A die Drehgruppe. I operiert transitiv auf den
beiden Orientierungen des Raumes mit Kern Delta. Es gilt also A <X vom Index 2.

Tetraeder: A und X operieren treu und transitiv auf den 4 Ecken. A besteht aus 12, £ aus 24
Elementen, also gilt £ =S4 und A = A4.
Wiirfel: A operiert treu auf

den 4 Hauptdiagonalen; da A

24 Elemente enthélt (transi-
tiv auf den 6 Flichen und
der Stabilisator einer Fliche
besteht aus 4 Drehungen)),
ist A = S4. Die Symme-
trie o, welche jeder Ecke die4 1
gegeniiberliegende zuordnet,
hat Ordnung 2 und ist cha-
rakteristisch. Also gilt (o) <X
bzw. 0 € Z(X) und insbeson-

dere 0 ¢ A. Es folgt £ =
A x (o) =S4 x S,.

(Wegen Z(A) = E folgt auch
Z(X) = (o). Durch die treue
Operation von ¥ auf den 6

Flachen erhélt man die Sym- 5 1 4
metriegruppe als Untergrup- 3 9

pe der Sg.)

Dodekaeder: Die 20 Ecken bilden 5 maximale Tetraeder (dafiir gibt es 2 Moglichkeiten, die
durch Symmetrie ineinander iibergehen; die Tetraeder sind jeweils um 72 Grad zueinander
gedreht). Dual kann man den Ikosaeder als Schnitt von 5 Tetraedern darstellen. A operiert

treu auf den 5 Tetraedern, denn jede Ecke eines Tetraeders ist mit Ecken je drei verschiedener
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anderer Terateder benachbart. Somit gilt A — Ss5. Wegen |A| = 60 (transitiv auf 12 Flichen,
Einpunktstabilisator der Grofle 5) folgt A = As. Sei 0 wiederum die Spiegelung, die jeder Ecke
ihr gegeniiber zuordnet. Wie im Falle des Wiirfels iiberzeugt man sich von ¢ € Z(X), damit
Y=Ax{(0)=As5xS;. |
Awirfel operiert auf den 3 Paaren gegeniiberliegender Flichen (beziehungsweise der Achsen

dadurch), dies ergibt den Homomorphismus S4 — S3 mit Kern V. Ferner bilden die 4 Ecken
des Wiirfels 2 regelméflige Tetraeder. Die Operation von A darauf ergibt S4 — S, mit Kern A4.

8 Die Sylow—Satze

Sei in diesem Abschnitt G stets eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und |G| = p®n mit
p t n. Eine p-Sylowgruppe von G ist eine Untergruppe U < G der Ordnung p® (also eine
p-Untergruppe mit p { |G : U|). Die Menge der p-Sylowgruppe von G wird mit Syl,(G), ihre
Anzahl mit Ny, (G) bezeichnet.

Satz 31 (Sylow) (a) Sei |G| = p®m und #(p®) die Anzahl der Untergruppen von G der
Ordnung p®. Dann gilt #(p®) =1 (mod p). Insbesondere existieren p-Sylowgruppen stets.

(b) Je zwei p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert und es gilt N, (G) = |G : Ng(P)| = 1
(mod p) fiir eine p-Sylowgruppe P, insbesondere Ny (G) | n.

(c) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe enthalten.
Folgerung 32 (Cauchy) Falls p ‘ |G|, so existiert g € G mit o(g) = p.

BEWEIS: (a) Q :={M C G | I[M| = p®} ist G-Menge unter Rechtsmultiplikation mit Bahnen
Q;={MjglgeG}l,j=1,...,k Sei Uj ={g € G| Mg = M;} der Stabilisator von M; der
eingeschrénkten Operation auf Q;. Also gilt My = MU; = UgEM]— g, mithin [U] | [M;] = p®,
d.h. Uj ist p-Gruppe. Wegen |Q;] = |G : W] gilt pm | 1Q;] & || < p®. Ferner |U;| =
p® = Q| =m = M; = g;l; fiir ein g; = Q; ={g;Ujg|g € G} ={Vg|g e G},
wobei V := Ujg I eine Untergruppe der Ordnung p? ist. Also entsprechen Bahnen der GroBe m
genau Untergruppen in Q. Es folgt

b
(T?;):mE Z 1Q;] = #(p°) -m  (mod pm).

[Qj]=m

Dies gilt auch fiir G = Z|g|, wo #(p®) = 1 ist, was (“;ﬁ’jb) = m (mod pm) ergibt. Zusammen
folgt m = (“;E’,b) = #(p®)m (mod pm), also 1 = #(p®) (mod p).
(b,c) Sei P € Syl,(G) und Q eine p-Untergruppe von G, dann operiert Q auf {P9 | g € G}

durch Konjugation. Alle Bahnen haben p-Potenzgrofie. Ist {P9} eine einelementige Bahn, so
folgt Q < Ng(P9), also P9 <(Q,P9) = QP?, welches eine p-Gruppe der Ordnung “8‘5‘5;‘ ist,
die p® = |P9| nicht iiberschreiten darf. Daher Q < P9.

Falls Q = P, so folgt daraus P = P9, d.h. {P} ist die einzige einelementige Bahn, woraus sich
|IG:Ng(P)|=K{P9]ge G}|=1 (mod p) ergibt.

Fiir beliebiges Q muf es daher eine einelementige Bahn {P9} geben, mithin Q < P9 € Syl (G)
und Gleichheit aus GroBengriinden, falls Q € Syl, (G). |
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Ist |G| = p]f‘ ...pkn die Primfaktorzerlegung und P; € Syl,, (G), so gilt PN P; = E fiir i #j
und G = (Pq,...,Pn), dapt [ (Pr,...,Pn).

Satz 33 Sind alle Sylowgruppen P1,...,Pn normal in G, so ist G =Py X -+ X Py.

BEWEIS: Wegen der Konjugiertheit gehoren dann alle Sylowgruppen zu verschiedenen Primzah-
len. Per Induktion iiber k beweist man (a) (P1---Px—1) NP = E; (b) [P1--- Pyl =|P1]---[Pxl
und (¢) Py ---Px = Py X - - x Py. Die Induktionsschritte fiir (a) und (b) ergeben sich direkt aus
den Induktionsvoraussetzungen fiir (b) und (a). Fiir (¢) mufl man nur noch nachweisen, daf§ die
P; elementeweise kommutieren: fiir h € P; gilt h~'g~Thg € PiP? = Py, analog € P; fiir g € Pj,
also h™"g~"hg = e. Damit folgt Py ---Px = (P7---Px_1) x Py aus (a). [ ]

Satz 34 Sei NG und P € Syl,(G). Dann gilt PN N € Syl,(N) und PN/N € Syl (G/N).

BEwEIs: PNN und PN/N = P/(PNN) sind p-Gruppen und jeweils maximale p-Untergruppen,

da [N:PAN| = | 15 sowie [G/N:PN/N| =[G :PN|||G:Pl. m

Satz 35 (Frattini-Argument) Sei N<G und P € Syl,(N). Dann G = Ng(P) - N.

BEWEIS: Sei g € G. Dann ist P9 € Syl,(N), also gibt es h € N mit P9 = P". Damit gh™! €
Ng(P), also g € Ng(P) - N. [ ]

Eine beispielhafte Anwendung
Satz 36 Ist G einfach der Ordnung 60, so G = As.

BEWEIS: Angenommen es gibt U < G mit |G : U] < 5. Rechtsmultiplikation auf G : U liefert
einen nicht-trivialen Homomorphismus ¢ : G — Sg.uy. Da G einfach, ist ¢ eine Einbettung, aus
Groflengriinden folgt |G : U] =5 und Bild(@) = As.

Angenommen |G : U] > 5 fiir alle U < G. Dann:
5<N5(G)=1 (mod5)und N5 |12, also N5 =6
5<N3(G)=1 (mod 3) und N3 |20, also N3 =10
5<N2(G)=1 (mod 2) und N3 | 15, also N, =15

Seien Py,P, € Sylz(G) mit [Py NPy =2. DaPiNP, Py (i = ],2), ist P1NPyd <P1,P2> = Q,
folglich Q # G. Da auflerdem |Q| > 4, ist |G : Q| ein echter Teiler von 15, also 3 oder 5:
Widerspruch, 2-Sylowgruppen sind paarweise disjunkt iiber E. Es ergibt sich:

{geGlolg)=5} = 6:4 = 24
|{g€G‘0(g):3H = 10-2 = 20 > 90 Elemente: Widerspruch!
{g€G|olg)=20der4}| = 15-3 = 45 |

9 Auflosbare Gruppen

Eine endliche Gruppe G heifit aufldsbar, falls alle Kompositionsfaktoren abelsch sind (bzw.

zyklisch sind oder von Primzahlordnung).

Beispiele:
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e Alle abelschen Gruppen sind auflésbar.

e D, =7, xZy ist auflosbar.

e S, ist genau dann auflésbar, wenn n < 4.

e p-Gruppen sind auflésbar (denn die Subnormalreihe E <1 Z(G) <1 - - - hat abelsche Faktoren).

e G ist auflosbar, falls |G| = pq mit Primzahlen p # q:
O.b.d.A. gilt p < q. DaNg =1 (mod q) und Ng | p, folgt Nq = 1. Fiir Q € Syl (G) ist also
E < Q < G Kompositionsreihe mit zyklischen Faktoren.

Kommutatoren Fiir g,h € G ist [g,h] :== g~"h~'gh € G der Kommutator von g und h.
Die Untergruppe G’ := {[g,h] | g,h € G) heiit die Kommutatorgruppe von G.

Setze G := G und G := (GM™))’. Alle G™) sind charakteristische Untergruppen von G;
-G g G 9GO heiBt die Kommutatorreihe von G.

Lemma 37 Sei N<G. Dann ist G/N genau dann abelsch (bzw. auflosbar), wenn G’ < N
(bzw. G™ <N fiir ein k).

Insbesondere ist also G/G’ maximaler abelscher Quotient von G.
BEWEIS: G/N abelsch <= [g,h]JN = [gN,hN] = N fiir alle g,h € G < [g,h] € N fiir alle
goheG & G'<N.

Per Induktion sieht man (G/N)*) = G®)N/N, folglich N = (G/N)®¥) = G®N/N
G < N. Man schliet mit dem folgenden Satz. |

Satz 38 Aquivalent sind:

(a) G ist auflisbar.
(b) Es gibt eine Subnormalreihe E =Ny < --- << No = G mit abelschen Faktoren.
(c) Es gibt ein k mit G'®) =E.

BEWEIS: (a)=(b) per Definition.

(b)=(a): verfeinere die Subnormalreihe zu einer Kompositionsreihe.
(b)=(c): Per Induktion zeigt man GU) < Nj:

Trivial fiir j = 0; im Induktionsschritt folgt GO+ = (GU))’ < Ny
(¢)=(b): Die Kommutatorreihe ist eine solche Reihe laut dem Lemma. |

< Nji1 mit dem Lemma.

Eine unendliche Gruppe heifit auflésbar, falls Bedingung (c) des Satzes erfiillt ist. Das kleinste
k mit G = E heiBt Auflisbarkeitsstufe von G. In unendlichen, nicht auflésbaren Gruppen
kann man natiirlich die Kommutatorreihe transfinit fortfiihren, indem man G := <A G
fiir Limeszahlen A setzt. Eine Gruppe heiBt hypo-abelsch, falls G(*) = E fiir ein o« € Ord.

Sitze iiber auflésbare Gruppen

Satz 39 (a) Untergruppen und homomorphe Bilder auflosbarer Gruppen sind auflosbar.
(b) Sei N<G. Sind N und G/N auflisbar, so auch G.

(c) Sind alle G/Ni auflésbar (i=1,...,1n), so auch G/();—; Ni.

(d) Sind U< G und NG auflosbar, so auch UN.
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BeEwEIS: (a) UL G = UM < GM,

N<G= (G/N)™ = GM™N/N.

(b) Sei N = E und (G/N)™ = GMIN/N = N, also G(™ < N. Dann G("+%) < N = E.
(c) Sei G*) < Nj fiiri =1,...,n. Setze k := max{k;}, dann G*) < i Ni.

(d) UN/N = U/(UNN) ist auflésbar nach (a), N nach Voraussetzung, mithin UN nach (b). H

Satz 40 Alle endlichen Gruppen mit Ordnung p®, pqr, peq oder p2q? sind auflésbar, wobei
P, q,v Primzahlen sind und a,b € N.

BeweErs: Fall p® ist bereist abgehandelt.

Fall p®q: Sei G minimales Gegenbeispiel; dann ist p # q und G einfach (sonst wiren N <G und
G/N auflosbar, also auch G). Insbesondere folgt N (G) = q aus N, (G) > 1 und N, (G) | q.
Falls Py NP, = E fiir alle P1,P, € Sylp(G)7 P1 # P2, so

{9 € G |olg) =p* ke N} =Np(G)- (p® 1) +1=1G| (g — 1)

und die verbleibenden Elemente reichen gerade fiir eine g-Sylowgruppe aus: Widerspruch.
Sei daher E # D := Py N P2 maximal. Dann D < (Np, (D), Np, (D)) =: N.

e Falls N eine p-Gruppe ist, so N < P3 € Sylp(G), 0.B.d.A. P3 ZP, und P, NP3 > P, NN >
Np, (D) > D, da Py p-Gruppe, damit nilpotent ist und die Normalisator—Eigenschaft besitzt

(kommt im Kapitel iiber nilpotente Gruppen): Widerspruch zur Maximalitit von D.

e Also gilt IN| = p®q. Sei Q € Syly(N). Da |QPy| = [ZAFL = 42° = |G|, gilt QPy = G. Sei
g€ G,g=xy mit x € Q,y € P;. Dann D9 =D =DV¥ (dax € Q < N < Ng(D)) und

DY < P} = Py. Folglich ist E # D€ ein echter Normalteiler von G: Widerspruch.

Fall pqr: Sei p > q > r. Falls G eine normale Sylowgruppe N besitzt, so ist N auflosbar und
der Quotient ebenfalls nach dem vorherigen Fall. Also mit k,1,m € N:

T4+p<Np(G)=1+kp|qr, also N, =qr
1+ g < Ng(G)=T1+1q|pr, also Ng > p
14+r<N;(G)=1+mr|pq,also N, > ¢
Es folgt
1+[{geGlolg)=p}|+[{geGlolg)=a}|+|{g€G|olg) =T}
T+arlp—1)+pla—1)+qlr=1)=par+1+pg—p—g

par=|G| >
=
AlsoT+pgq—p—q<0,dh.p(g—1) <q—1und p > 1: Widerspruch.

Fall p?q?: Sei G minimales Gegenbeispiel; dann ist p # q und G einfach. O.b.d.A. p > q.
Wegen N, (G) =1 (mod p) und N, (G) | g2 folgt N, (G) = g°.

e Angenommen es gibt P1,P; € Syl,(G) mit D := Py N P2 der Ordnung p. Da die P; abelsch
sind (Ordnung p?!), gilt D < (Py,P2) = N. Es folgt |[N| = p?q und |G : N = g. Die Rechts-
multiplikation von G auf G : N ergibt eine Einbettung G — Sq: Widerspruch, da p { q!.

e Also schneiden sich verschiedene p-Sylowgruppen in E. Damit

[{g€G|o(@p?} =Ny =1 +1=q*(p>—1)+1=IGl— (¢ 1)

und es bleiben wiederum nur Elemente fiir eine g-Sylowgruppe: Widerspruch. ]

Satz 41 (ohne Beweis) (Burnside) Alle Gruppen der Ordnung p®q® sind auflosbar.
(Feit, Thompson) Alle Gruppen ungerader Ordnung sind auflésbar (sehr schwer).
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Eine Liste kleiner nicht-auflésbarer bzw. einfacher nicht-abelscher Gruppen

e Sei G eine Gruppe mit |G| < 200. Dann ist G auflésbar aufler fiir |G| = 60, 120, 168, 180.
e Falls |G| =60, so G = As.
Falls |G| =120,50 G =S5 = As5xZ3, G = A5 x Z; oder G = SL(2,5), wobei Z, = Z(SL(2,5))
und PSL(2,5) = SL(2,5)/Z; = As.
Falls |G| =180, so G = A5 x Z3.
Falls |G| = 168, so G = PSL(2,7).
e Eine Liste der einfachen, nicht-abelschen Gruppen der Ordnung < 5000:

IGl= 60 G= As=PSL(2,5) | |Gl= 1092 G= PSL(2,13)
168 PSL(2,7) 2248 PSL(2,17)
360 Ag = PSL(2,9) 2520 A5
504 PSL(2, 8) 3420 PSL(2,19)
660 PSL(2,11) 4080 PSL(2,16)

Die Hallschen Sitze Sei 7 eine Menge von Primzahlen. Eine endliche Gruppe heifit 7-
Gruppe, falls alle Primteiler der Gruppenordnung aus 7t stammen. U ist 7-Hallgruppe von G,
falls U 7--Gruppe ist und alle Primteiler von |G : U] nicht aus 7t stammen.

Im Allgemeinen existieren 7--Hallgruppen nicht: z.B. hétte eine {3,5}-Hallgruppe der As Index
4, womit sich eine Einbettung As < S4 ergébe.

In auflosbaren Gruppen dagegen gilt die Verallgemeinerung der Sylowschen Sétze:

Satz 42 (Hall, ohne Beweis) Sei G auflisbar. Dann ezistieren - Hallgruppen zu jeder Prim-
zahlmenge m; t-Hallgruppen sind zueinander konjugiert und jede - Untergruppe von G ist in

einer 1t-Hallgruppe enthalten.

Umgekehrt ist G auflosbar, wenn G zu jeder Primzahl p eine P\{p}-Hallgruppe besitzt.

10 Nilpotente Gruppen

Eine Gruppe G heifit nilpotent, wenn es eine Zentralreihe in G gibt, das heifit Normalteiler
Ni <G mit E=No<aNj<---<IN¢. =G und Niy1/Ny < Z(G/Njy). Die minimale Linge ¢ einer
Zentralreihe von G heift Nilpotenzklasse von G.

E = Zo(G) und induktiv Zi+1(G) > Zi(G) so, daBl Zi;11(G)/Z+(G) = Z(G/Z;(G)) definiert die

sogenannte aufsteigende Zentralreihe
EZZ()(G)QZ](G)Q"'

Man kann sie durch Z«11(G)/Z«(G) = Z(G/Z«(G)) und Zx(G) := U, -\ Z«(G) fiir Limeszahlen
A transfinit fortsetzen. Klarerweise sind alle Z,(G) charakteristische Untergruppen. Zy (G) :=
Uxcora Za(G) heiBt das Hyperzentrum von G; G heit hyperzentral, falls G = Z (G).

Fiir X,Y € G setzt man [X,Y] := (Ix,yl | x € X,y €Y).

Also ist G’ = [G, G]. Man definiert nun K;(G) := G und induktiv K, 11(G) := [K,(G), G].
Es gilt also G’ = K2(G) und G™ < K,11(G). Definiert man induktiv die n-fach Kommuta-
toren [g1,...,9n) := [[g1,...,9n_1], gn] und beachtet, dal wegen [xy,z] = [xY, z¥][y, z] jeder
Kommutator von Produkten Produkt von Kommutatoren ist, so siecht man leicht K, (G) =

(lg1,...,9nl | gi € G), was die von der bisherigen Praxis abweichende Indizierung erklirt.
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Die absteigende Zentralreihe ist nun:

G =Ki(G) 2 Kz(G) = ---
Dies ist tatséchlich eine Zentralreihe: K (G) ist offenbar charakteristisch in G, und ist N < G,
so N/IN, G] < Z(G/[N, G]), denn [g[N, G], h[N, G]] = [g, h] - [N, G] = [N, G].

Auch die absteigende Zentralreihe ist transfinit fortsetzbar durch Ky41(G) := [K«(G), G] und
Ka(G) := Ny Ka(G) fiir Limeszahlen A. Dann heifit Koo (G) := () copq Ka(G) das Hypozen-
trum von G, und G hypozentral, falls K, (G) = E.

Achtung: Bei manchen Autoren ist Hyperzentrum = Z,(G) und Hypozentrum = K, (G)!

Lemma 43 Seien U,V < G Dann gilt:

(a) [U, V] =V,

(b) Fiir Uy < U und Vo <V gilt [Up, Vol < [U,V]
(c) W, VI<(W,V)

(d) WL,VI<U & V< Ng(U)

(e) L,VLG=[U,VIKG und [U,VICUNV

BewEIS: (a) [x,y] = [y,x]"; (b) ist klar.

(c) Wegen [x,y]* = [xz,yllz,y] ™" fiir z € U und [x,yl* = [x,z]"'[x,yz] fiir z€ V.

(d) x,yl =x'x¥ € X &= xY € X.

(e) [x,yl® = [x9,y9]; dann mit (d) [U,VICUNV. [ ]

Satz 44 Aquivalent sind:

e G ist nilpotent der Klasse ¢ mit Zentralrethe E = Np < --- < N. = G.
[ GZK](G)>--->KC+1(G)=E.
e E=274(G)< - < Z(G) =G.

Weiter gilt Ki(G) < NZ._i4+1(G).

BEWEIS: (a) = (b),(c): Sei E = No = M¢41 < -+ < Ny = My < G eine Zentralreihe. Zeige
Ni < Zi(G) und X;(G) < M; per Induktion:

Nij1/Ni < Z(G/Ni) = Ni31,Gl C Ny € Zi = [Zi,1,Gl; die Behauptung folgt, da per
Definition Zi1(G) maximal mit der Eigenschaft (x) ist.

Mi/Mit1 < Z(G/Miy1) = [Mi/Miy1,G/Mip1] = Ein G/Miqq, das heilit [Mi, G] < M.
Per Induktion: Ki;1(G) = [Ki(G), G] < [My, G] < Miy1.

(b),(c)=(a) ist klar mit , hochstens der Klasse c*; Gleichheit folgt aus der Umkehrrichtung! l

Also ist bewiesen, daf§ die aufsteigende die ,maximale“ und die absteigende die ,minimale*

mogliche Zentralreihe ist.

Beispiele:

(a) Abelsche Gruppen sind nilpotent.
(b) p-Gruppen sind nilpotent.

(c) U(n,K), die oberen n x n-Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diagonale und Koeffizienten

aus K sind nilpotent.
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(d) S; ist auflosbar, aber nicht nilpotent. Also sind Erweiterungen einer nilpotenten Gruppe
durch eine nilpotente Gruppe nicht notwendigerweise nilpotent.

(e) Sei G =Dy = (d,s) mit o(d) = 0o, o(s) =2 und d® = d~'. Dann
K2(G) = G' = (ld,s]) = (d?)
Kjs1(G) = (1d¥"s]) = (a”)

Also ist G auflosbar der Stufe 2, nicht nilpotent, hypozentral, aber die aufsteigende Zen-
tralreihe bleibt trivial.

= Ko (G) = E; ferner G” =E und Z(G) = E.

(f) Sei Z,0 = die ,p™-ten Einheitswurzeln in C fiir alle n“ = (ao,as,...) mit ap = e,

a; = aj—1 und abelsch. Setze G = Zpoo x (b) mit b = 1 und a}’ = ajaj_7. Dann ist

G/Zpo0o zyklisch, also G’ < Zpo und G” = E, also ist G auflosbar der Stufe 2. Wegen
la;,b] = a].’1ajaj_1 = aj_1 € [Zpo,G] gilt Kj(G) = Zpeo fiir alle j > 2 und G ist nicht
nilpotent. Andererseits gilt a; € Z(G) und [a;,1, b] = a;, also folgt mit Induktion a; € Z;.
Daher Z,00 < Zy(G), G =Zu41(G) und G ist hyperzentral.

Satz 45 (a) Untergruppen und homomorphe Bilder nilpotenter Gruppen der Klasse ¢ sind
nilpotent der Klasse < c.

(b) Gi nilpotent firi=1,...,n = Gy X ... X Gy, ist nilpotent der Klasse max{ci}.

(¢) G/Nj nilpotent firi=1,...,n=> G/(i_; Ny nilpotent der Klasse < c.

(d) Sind M, N <G nilpotent der Klassen cym, e, so ist M- N nilpotent der Klasse < cpm +cn-
(e) (Hall) NG und G/N’ nilpotent = G nilpotent.

BEWwWEIS: (a) KI(U) < Ki(G), KI(G/N) = KI(G)N/N
(b) Ki(G1 x ... X Gn) =Ki(G1) x ... x Ki(Gn).

(c) Mit (a) und (b), denn G/ ()7 Ni < G/Nj x ... x G/Ny, denn G — G/Nj x ... x G/Ny,
g — (gNy,...,gNy) hat Kern ;_; N;.

(d) Aus Kommutatorrechnung sieht man [UV, W] = [U, V][V, W]. Per Induktion folgt:

Kiti(IM,ND) =TT [Xi,...,Xil, also
Xie{M,N}

Kin(MND = [ T X, X, MN] = T X, XoMI- T X, X6 N
Xie{M ,N} Xie{M,N} Xie{M,N}

Mit dem Lemma (d) und M <G folgt [Xy,...,Xi] < [M,...,M], wobei k die Anzahl von M
1
k ma

unter den X; ist. Also [X1,..., Xcpten+1] < Key+1(M) =E oder < Ke+1(N) =E.
(e) Folgt am Ende des Kapitels. |

Satz 46 Fir eine endliche Gruppe G sind dquivalent:

(a) G ist nilpotent.

(b) G erfiillt die Normalisator-Bedingung, das heifit U < G = U < Ng(U).
(c) Jede mazimale Untergruppe ist normal in G.

(d) Jede Sylowgruppe ist normal in G.

(e) G ist direktes Produkt ihrer Sylowgruppen.

(f) Falls (o(g),0(h)) =1, so gh =hg.
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BEWEIS: (b) = (c) ist trivial; (d) = (e) bereits gezeigt und (e) = (f) klar.

(a) = (b): Seij so, daB Kj41(G) < U, Kj(G) £ U. Dann [K;(G), U] < [K;(G), Gl =K;41(G) < U,
also K;(G) < Ng(U) mit Teil (d) des Lemmas.

(c) = (d): Sei P € Syl,(G), Ng(P) # G und Ng(P) < U <pax G. Fiir g € G gilt dann nach
Voraussetzung P9 < U9 = U, also P, P9 € Syl,,(U) und es existiert u € U mit P9 = P*. Damit
gu~! € Ng(P) < U, daB heiit g € ull = U: Widerspruch!

(f) = (d): Seien Py € Syl (G),...,Pn € Syl, (G) zu den verschiedenen Primzahlteilern
Pi,.-.,Ppn von |G]. Dann P; <(Py,...,Py) =G.

(e) = (a) Sylowgruppen sind als p-Gruppen nilpotent, damit auch ihr direktes Produkt. W

In unendlichen Gruppen sind die Bedingungen (b), (c¢) und (f) schwicher als Nilpotenz!
Satz 47 Sei G nilpotent und E < N<G. Dann ist [N,G] < N und NNZ(G) #E.

BEWEIS: Sei N7 := N und Ni;1 := [Ny, G]. G habe Nilpotenzklasse ¢ > 0. Dann ist N¢; 7 <
Ke11(G) = E, also ist N7 > N3 echt absteigend. Sei N, = E £ Ny, 7. Dann ist E = [N, G],
also E # N1 <Z(G)NN. |

Die Fitting—Gruppe Die Fitting-Gruppe F(G) von G ist die von alles nilpotenten Normal-

teilern erzeugte (charakteristische) Untergruppe.

Sei nun G endlich. O, (G) := ([P | P € Syl,(G)} <G ist als p-Gruppe nilpotent und maximale
normale p-Untergruppe von G: ist N normale p-Untergruppe, so N < P € Syl,(G) und N =
N9 < P9, mithin N < O, (G). Falls N nilpotenter Normalteiler von G ist, so N =Py x ... x Py
mit P; € Syl (N) und die P; sind als charakteristische Untergruppen von N normal in G.
Also gilt P; < Op(G) und N < HPGPZ 0O, (G). Folglich ist Hpepz 0, (G) = F(G) der maximale
nilpotente Normalteiler von G.

Die Frattini—-Gruppe Die Frattini-Untergruppe ®(G) = ({U | U <pax G} ist offenbar
ebenfalls eine charakteristische Untergruppe von G. Sie hat als wesentliche Eigenschaft, die
Untergruppe aller ,Nichterzeuger” von G zu sein. Genauer heifit dies: Falls G = H®(G) fiir
H < G, so gilt H= G (denn andernfalls H < U,y und per Definition auch ®(G) < U).

Sei nun wieder G endlich.

Lemma 48 (a) ®(G) ist nilpotent.
(b) Ist G/®(G) ist nilpotent, so auch G.

BewErs: (a) Sei P € Syl,(®(G)). Mit dem Frattini-Argument gilt G = Ng(P) - ®(G), also
Ng(P) =G.

(b) Sei P € Syl,(G). Dann ist PO(G)/®(G) € Syl,(G/®(G)), also PO(G)/P(G) IG/D(G)
und somit auch N := PO(G) < G. Wieder mit dem Frattini-Argument: G = Ng(PNN)-N =
NGg(P)-N=Ng(P)-P-®(G) =Ng(P) - ®(G), also G = Ng(P). |

Sei M maximale Untergruppe von G. Ist M < G, so ist |G/M| = p eine Primzahl. (Andernfalls:
Sei P/M € Syl,(G/M) fiir einen Teiler p von |G/M|, dann P = G, also G p-Gruppe. In p-
Gruppen G/M mit |G/M| = p! existiert Untergruppe U/M mit [U| = p'~1, also U = M.).
Also ist G/M abelsch, das heifit G’ < M. Umgekehrt folgt M <G aus G’ < G. Folglich gilt:
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Satz 49 G ist nilpotent < G’ < M fiir alle mazimalen M — G’ < ®(G).

Es folgt nun der offengebliebene Beweis des Satzes von Hall: sind N <G und G/N’ nilpotent,

so auch G:

BewEIs: Fiir N<G gilt ®(N) < ®(G): denn angenommen ®(N) £ M <jax G. Dann folgt
G =®(N)M, also N = ®(N)(NNM) und N = N N M: Widerspruch. Ferner, falls N < ®(G),
so ®(G/N) =N {u/N | U/N <max G/N} =N {U } N < U <pax G}/N = ®(G)/N.

G/N'
nilpotent nilpotent

Nun (G/N/)' = G//N" <™ ®D(G/N') = ®(G)/N’, da N’ "< "®(G); also G’ < ®(G). M

11 Abelsche Gruppen

Alle Gruppen in diesem Abschnitt sind kommutativ und werden daher in der Regel additiv
(G, 0,4, —) geschrieben; insbesondere schreibt man ng fiir g"™. Dadurch werden abelsche Grup-
pen zu Z-Moduln. Ein grofler Teil der Theorie abelscher Gruppen gilt allgemeiner fiir Moduln
iiber Hauptidealringen.

Da n(g + h) = ng + nh, gilt o(g +h) | kgV(o(g),o(h)). Es folgt, da Gn] := {g € G | ng =
0} ={g€eG | o(g)n} eine Untergruppe von G ist (wohingegen z.B. $,,[2] ganz Sy, erzeugt).

Fiir eine Primzahl p setzt man ferner die p-Komponente G, als die Menge aller p-Elemente,

d.h. Gy = Unen
p-Untergruppe von G und somit charakteristisch in G; G/G,, enthélt keine p-Elemente mehr.

Glp™] ={g € G| 3In € Np™g = 0}. Die p-Komponente G, ist die maximale

Im endlichen Fall ist Gy, also die p-Sylowgruppe von G.
Glp] ist auf natiirliche Weise ein Fp-Vektorraum (die Modulmultiplikation Z x G[p] — Glp]

faktorisiert durch pZ), insbesondere sind die Gruppenautomorphismen genau die Vektorraum-

automorphismen. Ferner sind Untergruppen auch Unterrdume.

Torsionsgruppen Elemente endlicher Ordnung heiflen auch Torsionselemente; sie bilden die
Torsionsgruppe Tor(G) := {g €eG ‘ In € Nng = 0} von G. Eine Gruppe G heifit Torsionsgrup-
pe, falls G = Tor(G), und torsionsfrei, falls Tor(G) = E. Es ist G/Tor(G) maximale torsionsfreie
Faktorgruppe von G (falls n- gTor(G) = E, so ng € Tor(G), also existiert ein m mit mng =0,
womit g € Tor(G)).

Satz 50 Sei G Torsionsgruppe. Dann gilt G = @pep Gyp.

BEWEIS: G, N G4 = E fiir p # q ist klar.
Sei g € G und o(g) = p]f‘ ---p]f‘ die Primzahlzerlegung. Setze n; := Lﬂ) und gi :=nig € Gp,,
Py

da o(gi) :pf‘. Wegen ggT(ny,...,n) =1 gibt es a,...,a; mit agmng +---+ amny = 1. Es

folgt g = (a1ng +---+am)g=aig; +---+aig1 € @}:1 Gp,- [ ]

Beispiele:

o Alle endlichen Gruppen sind Torsionsgruppen; Z, und alle unendlich-dimensionalen Vek-
torrdume iiber Fy sind unendliche Torsionsgruppen.

e Zund Z & - - - @ Z sind Beispiele torsionsfreier Gruppen.

e Tor(C*) = alle Einheitswurzeln.
e Tor(R*) = {£1}.
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Lemma 51 Die endlich erzeugten Torsionsgruppen sind genau die endlichen Gruppen.

BEWEIS: Sei G = (g1, ..., gn) Torsionsgruppe. Dann sind die zyklischen Gruppen (g;) endlich
und G =(g1) + - -+ + (gn). Die Umkehrrichtung ist klar. [ |

Lemma 52 Sei G abelsche p-Gruppe vom Ezxponenten p™ und g ein Element mazximaler Ord-
nung. Dann gilt G = (g) & H.

BEWEIS: Sei M maximal mit M N (g) = () (existiert nach Zorns Lemma). Falls G # M +(g), so
sei x € G\ (M + (g)) von minimaler Ordnung. Dann ist px € M + (g), das heift px =y +1-g
mit y € M. Es gilt 0 = p™x = p™ 'y + p™~'l. g, folglich p™~'1l-g € M N (g) und somit
p™ | p™ T also p | L. Sei 1 = pj, also p(x —jg) =y € M und x —jg € M, da x ¢ M + (g).
Aus der Maximalitdt von M folgt nun (x —jg, M) N (g) # 0, das heiBt es existieren k,k’ und
y' € M mit 0 #£ kg =k'(x —jg) +y’. Also ist k'x € M + (g).

Angenommen p | k’: Da p(x —jg) € M und y’ € M, folgt k’/(x —jg) € M, somit kg = 0.
Alsop t k/, das heifit ggT(p,k’) = 1. Dapx, k'x € M+(g) erhilt man x € M+(g): Widerspruch!
Mithin G = M + g und somit G =M & g. ]

Satz 53 Jede endliche abelsche Gruppe ist direkte Summe zyklischer Gruppen.

BEWEIS: Zerlege G in die direkte Summe seiner p-Komponenten und zerlege dann induktiv mit

Hilfe des Lemmas jede p-Komponente. |

Mit diesem Struktursatz kann man nun einfach sdmliche abelschen Gruppe einer gegebenen
Ordnung bestimmen. Fiir 360 = 23 - 32 - 5 sind dies zum Beispiel:

IoDLry DLy O Z3D L3 ® Zs LoDy DLy © Zo ® Zs
L) DLy ® Z3D L3 ® s Ly DZs O Lo O Ls
ls ® 3D L3 D Ls s ® Zo ® Zs

Folgerung 54 Sei K ein Kérper, G endlich < K*. Dann ist G zyklisch. Insbesondere ist F
zyklisch.

BEWEIS: Es reicht zu zeigen, dal G, zyklisch ist. Sei G, = Zpni X ... X Zpn. Dann gilt
|G[p]| = p*. Die Elemente von G[p] sind aber Losungen von xP = 1, wovon es in einem Koérper

nur p viele geben kann. Also k = 1. |
Beispiele

a) F,n ist Vektorraum der Dimension n iiber F,,, somit ist die additive Gruppe (Fpn,+) =
P P P
Z, ® - @ Zp; die multiplikative Gruppe (]an, )= Zpn_g.
H—/

n mal

(b) Sein=p*" ---py* die Primfaktorzerlegung. Dann gilt
(@/MZ)',) = @/ D) ... x (2o T)"

da (chinesischer Restsatz!) Z/nZ = Z/p{"'Z x - - - x Z/p*7Z als Ring. Weiter
fﬁI’p > 2: (Z/me)* %meq(p,”
fir m>2:  (Z/2™7)* = Zym 2 x Z» und (Z/27)* = E.
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BeweEIs: (b) (Z/pZ)* = FY = Z,_4. Betrachte die Surjektion ¢ : (Z/p™Z)* —= (Z/pZ)"

o : (Z/p™2) — (Z/pZ)*, x + p™Z — x + pZ, mit Kern T
(X | x =1 mod p} der Gréfe p™'. /

Z
Behauptung: Kern(¢@) = <m> Dann folgt da8 (Z/p™Z)* = Zp—1 x Kern(¢@) zyklisch ist.
Dazu zeigt man per Induktion nach k zunéchst (1 +p)pk = 1+p**! (mod p¥). Daraus gewinnt
man (1+p)P" “=14+pm™! #1 (mod p™), also hat 1+ p die Ordnung p™~! in Kern(¢).
Seinunp : (Z/2™Z)* — (Z/47)* = {1,—1}. Wie oben zeigt man mit Induktion nach k zunéchst:
(144)2° =1+2%2(mod2%+3), also hat 5 die maximale Ordnung 2™ 2 in Kern(1). AuBerdem
ist —1 ¢ Kern(1) und hat Ordnung 2, somit (5) N (—1) = E. Es folgt (Z/2™Z)* = (5) x (—1) =
szfz X Zz. |

Die Gleichung x> =1 (mod 2™) hat 4 Losungen: 1,—1,14+2m~T 1 4 2m~1,

Freie abelsche Gruppen

Satz 55 (a) Seien ﬁ,E freie abelsche Gruppen tber X1 bzw. Xz. Dann ist FT.2F
[Xq] = [X2].

(b) Echte Untergruppen freier abelscher Gruppen sind wieder frei abelsch (von kleinerem Rang,
falls dieser endlich ist).

BEWEIS: (a): ,=* ist klar; ,<*: Fi/2F; ist F2-Vektorraum mit Basis X;.

(b) fiir endlichen Rang: Sei X = {x1,...,xn} und H < F. Setze Fy = (x1) @ --- @ (x;) und
Hi = HNF;. Dann gﬂt Hpr]/Hi = Hi+]Fi/Fi < Fpr]/Fi = <Xi+1>. Entweder ist Hiy1 = Hy,
oder Hiy1/Hi = (yir1 + Hi) und Hiy1 = Hi @ (yit1) mit yis1 € (xi41). Also ist H direkte
Summe der y;, wobei gegeniiber F mindestens ein Index 1 ausfillt.

Bei beliebigem Rang funktioniert der gleiche Beweis mit transfiniter Induktion. |

Eine abelsche Gruppe heifit projektiv, falls fiir alle Gruppen K, H, fiir alle Epi- K—"H
morphismen 7t : K — H und fiir alle Homomorphismen ¢ : G — H ein Homo- wll'\ /
¥

morphismus ¥ : G — K existiert mit ¢ = o . CI;

Satz 56 (MacLane) Die projektiven abelschen Gruppen sind genau die freien abelschen Grup-

pen.

Mit dem gleichen Beweis gilt dies fiir alle Varietdten U, in denen Untergruppen von U-freien
Gruppen wieder U-frei sind. Dies sind nur die Varietéiten aller Gruppen, aller abelschen Gruppen
und der abelschen Gruppen von Exponenten p.

BEWEIS: ,,&“: Sei G freie abelsche Gruppe iiber X. Zu x € X existiert a, € K
mit mit 7t(ay) = @(g). Setze x — ay zu Homomorphismus { : G — K fort.

F
A
»=%: Sei G projektiv, Quotient der frei abelschen Gruppe F wie rechts. Man W1 %
|
erhdlt  : G — F und o1 = idg, also ist VP injektiv, G Untergruppe einer G
freien abelschen Gruppe und damit selbst frei abelsch. |

Folgerung 57 Falls G abelsch, H < G und G/H frei abelsch, so ist G = H ® K mit G/H = K.
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BEWEIS: Sei t: G — G/H die natiirliche Surjektion, 1\ der Schnitt dazu, ", G/H
den man aus der Projektivitit gewinnt. Dann gilt G = Kern(nr) @ Bild({): A /

P /
Wegen 7t(g —(n(g))) = 7nt(g) — (mop)(n(g)) =7m(g) —7(g) =0firge G | ‘d
gilt G = Kern(rt) + Bild(W). G/H
Ferner ist fiir g =1 (g’ + H) € Kern(mt) 4+ Bild(V): ¢’ + H=m(d(g’ + H)) = 0. |

Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Satz 58 (a) Die endlich erzeugten Torsionsgruppen sind genau die endlichen Gruppen, d.h.

die endlichen direkten Summen endlicher zyklischer Gruppen.

(b) Die endlich erzeugten torsionsfreien Gruppen sind genau die freien abelschen Gruppen

endlichen Ranges, d.h. die endlichen direkten Summen unendlicher zyklischer Gruppen.

(c) Die endlich erzeugten abelschen Gruppen sind genau die endlichen direkten Summen be-

liebiger zyklischer Gruppen.

Q ist torsionsfrei, aber weder frei noch endlich erzeugt!
BEWEIS: (a): bereits gezeigt.
(b) ,&“ Z & --- @ Z ist offenbar torsionsfrei und endlich erzeugt.

»,=“:Sei G = (g1,...,gn) torsionsfrei. Zeige per Induktion G = Z¥ fiir ein k < n:

Sei H:= {g € G| 3nng € (g1)} < G. Falls mx € H, so mnx € (g1), also x € H, das heift
G/H ist torsionsfrei. G/H = (g2 +H, ..., gn + H) = Z* per Induktion und G/H ist frei abelsch,
also existiert K < G mit G = K@ H. Nun ist H als direkter Summand von G endlich erzeugt,
H/(g1) ist Torsionsgruppe, also ist H/(g1) endlich und es gibt ein m € N mit mH < {(g1). Also
ist H — {(g1), h — mh injektiver Homomorphismus (mh; = mh, = m(h; —h,) = 0 =
h; = h;,, da G torsionsfrei). Da H # E ist H = Z und somit G = H® K = Z @ Zk = Z~x+1.

(c) ,=“: G/Tor(G) ist endlich erzeugt und torsionsfrei, also frei abelsch und = Z¥. Somit ist
G = Tor(G) @ ZX. Dann ist Tor(G) eine endlich erzeugte Torsionsgruppe, also direkte Summe
zyklischer Gruppen nach (a).

& ist klar. |

Divisible Gruppen Eine abelsche Gruppe G heifit divisibel (oder teilbar), falls es fiir alle
g € G und alle m € N/{0} ein h € G mit mh = g gibt (mit anderen Worten: die Homomorphis-
men G — G, g — mg sind alle surjektiv, bzw. G = mG fiir alle m € N/{0}).

Beispiele:

e (@ und die Priifergruppen Z,oo .
e E ist die einzige endliche divisible Gruppe.
e Homomorphe Bilder und beliebige direkte Summen divisibler Gruppen sind divisibel.

e Untergruppen divisibler Gruppen sind im Allgemeinen nicht divisibel (Z < Q).
Eine abelsche Gruppe G heifit injektiv, falls fiir alle Gruppen H, K, alle

H
inj
injektiven Homomorphismen t : H — K und Homomorphismen ¢ : H — G (pl i
ein Homomorphismus 1V : K — G existiert mit ¢ = o . G

Satz 59 (Baer) Die injektiven abelschen Gruppen sind genau die divisiblen Gruppen.
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BEWEIS: ,,=“: Sei g € G. Betrachte den Homomorphismus ¢4 : mZ — G, mzZ——17
m — g. Dann existiert Pg : Z — G mit mp4(1) =Pg(m) = @g(m) =g. ‘pgl v 7
L7
G
»&“ Sei ohne Einschrankung H < K, sei @ : L - Gmit H K L <K H;L <K.
maximale Fortsetzung von ¢ (existiert mit Zorns Lemma). (pl /
Sei nun x € K\ L. M @

Falls L N (x) =, so setze @ fort auf L N (x) durch @(x) =0.
Falls LN (x) = (mx). Sei g = @(mx) und g = mg’ mit g’ € G. Setze @ fort auf L + (x) durch
h+nx — @(1) + ng’ (nachrechnen, daf dies ein Homomorphismus ist!). [ ]

Folgerung 60 (a) Ist G abelsch und D < G divisibel, so gilt G =D @ K.
(Denn D —— G, also G = Bild(1) ® Kern({) = D ® Kern(\) wie oben.)
v,
7/
s

id

D
(b) Jede abelsche Gruppe G zerlegt sich in G = D @ K, wobei D die eindeutig bestimmte ma-

ximale divisible Untergruppe ist und K keine unendlichen divisiblen Untergruppen enthdlt.

Freie abelsche Gruppen verhalten sich dual zu den divisiblen Gruppen:

e Die freien abelschen Gruppen sind die projektiven, die divisiblen die injektiven.

e Untergruppen freier ablescher Gruppen sind frei abelsch; homomorphe Bilder divisibler Grup-
pen sind divisibel.

e Jede abelsche Gruppe ist homomorphes Bild einer freien abelschen Gruppe und Untergruppe
einer divisiblen Gruppe.

e Rang 1: Die nicht-trivialen Untergruppen von Z sind zu Z isomorph; die homomorphen Bil-
der sind alle zyklischen Gruppen. Die echten Untergruppen von Zpeo sind die zyklischen
p-Gruppen (die endlich erzeugten Untergruppen von Q sind von der Form Zm"); einziges
nicht-triviales homorphes Bild ist Z,0 (bzw. Q).

Bewis: Sei F frei abelsch mit F——> G mit Kern K. Dann ist F = @, Z < @, Q = D
(divisibel), also G = F/K < D/K divisibel. [ ]

Es gibt sogar eine bis auf Isomorphie eine eindeutig bestimmte kleinste divisible Obergruppe,
die divisible Hiille.

Divisible torsionsfreie Gruppen sind auf natiirliche Weise Q-Verktorrdume (torsionsfrei impli-

ziert, daf die Division durch n eindeutig wird).
Satz 61 Divisible Gruppen sind genau beliebige direkte Summen von Q und Zpo .

BEwEIs: G/Tor(G) ist divisibel und torsionsfrei; also ist G/Tor(G) =@, Q und G =H, Q@
Tor(G) = @, Q&P cp Tor(G)pp. Nun ist Tor(G) als homomorphes Bild von G divisibel, ebenso

seine p-Komponenten Tor(G)y.

Also sei ohne Einschrinkung G eine divisible p-Gruppe. Dann ist G[p] ein Glp]——aG
Fp-Vektorraum der Dimension d. Setze H = € 4 Z,00 und @ : G[p] — HIp] Nl \ :11)
ein Isomorphismus. H ist divisibel, also injektiv und es existiert P : G — H @ v
mit P(G[p]) = Hlpl. Hlp
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Kern(\) ist eine p-Gruppe, also folgt aus Kern({) N G[p] = 0 bereits Kern(y) = 0. Ebenso
folgt Bild(y) = H aus Bild(y) N H[p] = Hlp], da in jeder Komponente von H eine divisible

Untergruppe von Z, erreicht werden muf, also E oder ganz Z 0. |

12 Matrixgruppen

Ein n-dimensionaler Vektorraum V iiber einem Korper K fithrt zu drei verschiedenen ,,Geome-

trien“:

e V als Vektorraum (mit 0 als ausgezeichnetem Element);

e V als affiner Raum A(V), dem homogenen Raum zu V, in dem alle Punkte gleichberechtigt
sind;

e und schliellich zum projektiven Raum P(V), dem Raum der eindimensionalen Unterrdume
von V, den man auch durch Erginzen eines (n — 1)-dimensionalen Vektorraums iiber K um

yunendliche Punkte“ (= Parallelititsklassen von Geraden) erhalten kann.

Zu diesen drei Rdumen gehoren jeweils Automorphismengruppen. Man beachte, dafl der Korper
K in den Geometrien beinhaltet ist, (z.B. als Streckungen um einen festen Punkt — fir n > 2
kann man K explizit aus der Inzidenzstruktur zwischen Punkten und Geraden in A(V) wie-
dergewinnen). Also kann man sowohl die Automorphismen betrachten, welche K punktweise
festlassen, als auch jene, welche einen Automorphismus von K induzieren. Schlielich kann man
Zusatzstruktur erhalten wollen, insbesondere interessiert hier das durch die Determinante be-

stimmte Volumen. Diese Automorphismengruppen erhalten folgende Namen:

‘ K beweglich K fest volumenerhaltend

affiner Raum ATL(V) AGL(V) ASL(V)
Vektorraum I'L(V) GL(V) SL(V)
projektiver Raum PIL(V) PGL(V) PSL(V)

Fiir V = K™ schreibt man auch OOL(n, K) statt OOL(V), und schlielich OOL(n, q), falls
K =TF4. Es gelten nun folgende Beziehungen zwischen den Gruppen (wobei [J je nach Position
fiir A, P und nichts bzw. T, G und S steht):

e OSL(V) < OCGL(V) < OFL(V); OL(V) < AOL(V) und OL(V) — POL(V).
e OIL(V) =0OGL(V) x Aut(K).

AGL(V) = GL(V) x V (V als Gruppe der Translationen), ebenso ASL(V) = SL(V) x V.

e det : GL(V) — K* mit Kern SL(V).

PGL(V) = GL(V)/K*, wobei K* hier die Gruppe der zentralen Streckungen ist, ebenso
PSL(V) =SL(V)/{x e K* | x™ =1}.

Sei I = I, die Identitétsmatrix in GL(n, K) und Ei; die Matrix mit Eintrag 1 an der Position (i, j)
und O sonst. Eine Transvektion ist eine Matrix Tij(a) := I+ aEy; fiir 1 #j. Alle Transvektionen
liegen in SL(m, K).

Lemma 62 Es gilt Cqp,n k) (SL(n,K)) ={al|a e K>}

Folgerung 63 Z(GL(n,K)) ={al|a € K*}

BEWEIS: Aus [A,Tij (1)] =1 folgt AEi]‘ = Ei]‘A, also aii = ajj und axi = Ajk = 0 fir k 7& 1,) |
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Nun ermdglichen die Beziehungen oben die Ordnungen der Gruppen (JOJL(n, q) auszurechnen:

Zunichst gibt es g* viele Fy-Linearkombinationen von k-Vektoren (der Nullvektor ist Linear-
kombintion aus null Vektoren!). Baut man eine Matrix zeilenweise auf, liegt sie genau dann in
GL(n, q), wenn fiir alle k der k-te Zeilenvektor nicht Linearkombination der vorangehenden ist.
Also folgt g(n, q) :=|GL(n,q)l = (¢™ = 1)(q™ —q)--- (g™ —q" ).

Sei @ = p* mit p = char(Fq). Dann gilt Aut(Fq) = Zx (erzeugt durch den Frobenius). Ferner
ist {x € Fq | x™ = 1} eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe Fy = Z4 1 der Ordnung
ggT(q—1,n). Fiir die anderen Gruppen ergeben sich damit als Michtigkeiten folgende Vielfache

von ¢g(1, q) (mit der Anordnung von oben):

‘ r allgemeine spezielle
affine Gruppen kq™ q" qq—_n1
lineare Gruppen k 1 ﬁ
projektive Gruppen q% q% m

Zu bemerken ist, dafl einzig bei der PSL die Gruppenordnung nicht notwendig monoton mit n

und g wiéchst.
Ublich sind noch folgende Bezeichnungen:

T(n, K) bezeichnen die oberen Dreiecksmatrizen, also die reguléren Matrizen (ai;) mit aiy; =0
fir i > j. Sie bilden eine auflésbare Untergruppe von GL(n,K) (im Falle eine algebraisch
abgeschlossenen Korpers K eine sogenannte Borel-Gruppe: eine maximale zusammenhéngende
auflosbare Untergruppe von GL(n, K). Alle Borel-Gruppen sind untereinander konjugiert).

U(n, K) steht fiir die oberen Dreiecksmatrizen mit a;; = 1 fiir alle i = 1,...,n. Sie bilden eine

nn—1) n(n-1)

nilpotente Untergruppe von GL(n,K). Wegen |U(n,q)l = q~ z  und GL(n,q) =q~ z -
n

[T(g* —1) ist U(n, q) offenbar eine p-Sylowgruppe von GL(n, q).

i=1

Permutationsmatrizen Jede endliche Gruppe G 148t sich in GL(|G|, R) einbetten fiir einen
beliebigen Ring R mit 0 # 1. Dazu geniigt es, S, in GL(n, R) einzubetten. Dies geschieht durch

n
IT: Sy — GL(n,R), 0 — > Eig(i), welches ein Gruppenhomomorphismus ist, falls man fiir
i=1

Sn die Verkniipfung von links nimmt. Fiir die bei Abbildungen iibliche Verkniipfung von rechts
n

miiite man TT°P : 0 — Y Eg(3); benutzen.
i=1

Das Bild von TT besteht aus den sogenannten Permuationsmatrizen: Matrizen, die pro Zeile und

n n
Spalte genau einen Eintrag 1 und sonst stets 0 enthalten. Durch 0 +— ) Eig(i)+ > Eijno(i)+n
i=1 i=1
erhéilt man auch Einbettungen in SL(2|G|, R) und PSL(2|G|, K).

Sei p Primzahl. Da man jede endliche Gruppe in ein GL(n,p) einbetten kann, wo die Exi-
stenz von Sylowgruppen oben konkrt aufgezeigt wurde, erhélt man einen Alternativbeweis der

Existenz von Sylowgruppen, wenn man zeigen kann, dafl sie sich auf Untergruppen iibertragt.

Sei also H < G und P € Syl,,(G). Aus der Doppelnebenklassenzerlegung G = () HxiP erhilt

i€l
e H - P H
gl=Y " _p. ¥
Gl ‘— Hxi N P| Pl Z\HxiﬁP\
i€l iel
Folglich gibt es ein i mit p { %, also ist die p-Gruppe H** N P eine Sylowgruppe von H*:

bzw. HN P ' € Syl (H).
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Die Einfachheit von PSL

Satz 64 PSL(n, q) ist einfach fiir n > 2 oder q > 3.
Lemma 65 Die Transvektionen erzeugen SL(n, K).

BEWEIS: Fiir n =1 ist das Lemma trivial; sei also n > 1. Multiplikation mit T;j(a) (von rechts
bzw. links) bedeutet Addition des a-fachen der i-ten Spalte zur j-ten bzw. der j-ten Zeile zur
i-ten.

Die erste Spalte ist nicht der Nullvektor, etwa ax; # 0. Durch eventuelle Addition der k-ten
Zeile zur n-ten kann man a,1 # 0 annehmen; durch Addition des %—fachen der n-ten Zeile
zur ersten erhilt man aj; = 1. Nun bewirkt Addition des (—g—‘]‘:)—fachen der ersten Zeile zur
k-ten und Addition des (—%ﬂ)—fachen der ersten Spalte zur k-ten, dal man ajx = ayx; = 0 fiir

k # 0 annehmen kann. Dann schliet man per Induktion nach n. |
Lemma 66 Alle Transvektionen sind in GL(n, K) konjugiert; fir n > 2 sogar in SL(n, K).

BEWEIS: Sei A Diagonalmatrix mit ai; =1, aj; = %; falls 1 > 2 sei ein anderes Diagonalelement
Ak = (1j_j1 und alle anderen Diagonalelement ayx = 1. Dann gilt A*1Tij(a)A = Tij(b). Sei B
wie I,, bis auf vier Eintr'&ge: bii = bk = O, bix = 1 und by = —1. Dann Bf]Tij ((l)B = Tk]' ((1)

Im Falle n = 2 fehlt noch J~'Ty2(a)] = Tzi1(a), wobei ] = ($ ). [ |

Der Beweis des Satzes kann nun mit lingerer Matrixrechnung erfolgen: man zeigt zunéchst, dafl
ein nicht im Zentrum enthaltener Normalteiler eine Transvektion enthalten mufl. Im Fallen =2
miissen die Transvektionen zwar keine Konjugationsklasse in SL(2, q) bilden, man kann aber
auf direktem Wege nachrechen, dafl die von einer Transvektion erzeugte normale Untergruppe

bereits ganz SL(2, q) ist. (Details kénnen im Buch von Robinson nachgelesen werden.)

Einen strukturelleren Beweis erhiilt man, indem man SL(n, K) auf dem projektiven Raum ope-
rieren 148t. Wichtig ist dann, dal SL(n, K) zweifach transitiv operiert und (fiir n > 23 oder
[K| > 3) eine perfekte Gruppe ist.

e PSL(2,2) = GL(2,2) = S; (operiert auf den 3 eindimensionalen Unterriumen von F3).
PSL(2,3) = A4 (operiert auf den 4 Punkten der projektiven Geraden iiber F3).
PSL(2,4) = PSL(2,5) = As (bis auf Isomorphie einzige einfache Gruppe der Ordnung 60).
PSL(4,2) = Ag

PSL(2,9) = Ag
Es gibt keine weiteren Isomorphien zwischen PSL(n, q) und symmetrischen oder alternieren-

den Gruppen.

e PSL(2,7) = PSL(3,2) ist bis auf Isomorphie die einzige einfache Gruppe der Ordnung 168.
Es gilt |PSL(4,2)| = |PSL(3,4), aber Ag = PSL(4,2) # PSL(3,4): hier liegen zwei nicht-

isomorphe einfache Gruppen gleicher Ordnung vor!.

Man erkennt eine gewisse Analogie zwischen Sy, A,, sgn, 3-Zykel einerseits und GL(n,K),
SL(n, K), det, Transvektionen andererseits. Mit Ausnahme kleiner Werte gilt zum einen S;, =
Al =A, und Ay = A, /Z(A4) ist einfach, zum andern GL(n,K)’ = SL(n,K)’ = SL(n, K) und
SL(n, q)/Z(SL(n, q)) ist einfach.
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13 Anhang

Eine vollstindige Liste der Gruppen der Ordnung < 15

Ein Strich — bedeutet eine triviale Sylowgruppe, ein Eintrag 1 eine normale, nicht-triviale
Sylowgruppe; p steht fiir den eventuellen Primteiler > 5 der Gruppenordnung.

|G] Gruppe G exp(G) Art N, N3 N, G’ Z(G) Aut(G)
1 E=272=5 1 trivial — — — E E E
2 Z,=S,=D; 2 zykl. einfach 1 — — E G E
3 Z3 = A3 3  zykl. einfach | — 1 — E G Z;
4 Zy 4 zyklisch 1 — — E G Zy
ZyxZy; =Dy 2 abelsch 1 — — E G S3
5 Zs 5 zykl. einfach | — — 1 E G Z4
6 Ze 6 zyklisch 1 1 — E G Zy
S3 =D3 6 auflosbar 3 1 — Az E S3
7 Z7 7  zykl. einfach | — — 1 E G Zg
8 Zg 8 zyklisch 1 — — E G Zy X Zy
Z4 X Zz 4 abelsch 1 — — E G Zz X Zz
Zy X 2y X Zy 2 abelsch 1 — — E G GL(3,2)
Dy 4 nilpotent 1 — — Z> Z> Dy
Qs 4 nilpotent 1 — — Z Z; S4
9 Zo 9 zyklisch — 1 — E G Ze
Z3 X Z3 3 abelsch — 1 — E G GL(2,3)
10 Z1o 10 zyklisch 1 — 1 E G Zy
Ds 10 auflosbar 5 — 1 Zs E Z4y X Zs
11 AR 11 zykl. einfach | — — 1 E G Zio
12 Z12 12 zyklisch 1 1 — E G Zy X Z>
Ze X 23 6 abelsch 1 1 — E G S3
Zy X Z3 12 auflosbar 3 1 — Zy Z3 S3
Ds 6 auflosbar 3 1 — Z3 Zy Ds
As 6 auflosbar 1 4 — | Zy x Z; E S4
13 Z13 13 zykl. einfach | — — 1 E G Z12
14 YAV 14 zyklisch — — 1 E G Z7
D7 14 auflosbar 7 — 1 Z7 E Z6 X Z7
15 Zis 15 zyklisch — — 1 E G Zy X Zy
24 Sy 12 auflosbar 3 4 — Aq E Sy
60 As 30 einfach 5 10 6 As E As

60 ist die kleinste Gruppenordnung, fiir die es eine nicht-auflésbare Gruppe gibt, die dann die
kleiste nicht-abelsche einfache Gruppe ist.

24 ist die kleinste Gruppenordnung, in der es keine normalen Sylowgruppen geben mufl. Ein
Beispiel hierfiir ist die S4. Alle Gruppen kleinerer Ordnungen sind also p-Gruppen oder se-
midirekte Produkte ihrer Sylowgruppen. Exemplarisch sei vorgefithrt, wie man im Fall der

Gruppenordnungen 8 und 12 sdmtliche Gruppen bis auf Isomorphie bestimmt.
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Die Gruppen der Ordnung 8 Sei G eine Gruppe der Ordnung 8.
1. Fall: G ist abelsch. Dafiir gibt es die drei Moglichkeiten Zg, Z4 x Z; und Z; x Z; X Z;.

2. Fall: G ist nicht abelsch. Dann ist der Exponente von G gleich 4 (denn Gruppen vom Exponent
2 sind F-Vektorrdume). Insbesondere gibt es Elemente der Ordnung 4; alle davon erzeugten
zyklischen Untergruppen sind normal (da Index 2). Da aus zyklischem G/Z(G) folgt, dal G
abelsch ist, gilt Z(G) = Z; und G/Z(G) = Z, x Z;.

Unterfall a): es gibt mehr als ein Element der Ordnung 2. Dann gibt es eine zyklische Untergrup-
pe U der Ordnung 4 und ein Element g ¢ U der Ordnung 2. Es folgt, dal G = U x (g) = D4.

Unterfall b): es gibt nur ein Element der Ordnung 2, also drei zyklische Untergruppen der
Ordnung 4, die sich gemeinsam in Z; schneiden. Es folgt G = Qs.

z s

Konjugierten
klasse unter

Die Gruppen der Ordnung 12 Sei G eine Gruppe der Ordnung 12, P € Syl,(G) und
Q € Syl3(G). Es gilt dann P = Z4 oder P = Z; x Z; und Q = Z3. Ferner

N2(G) =1 (mod2) und N3 | 3, also N =1 oder N, =3

N3(G) =1 (mod3) und N3 | 4, also N3 =1 oder N3 =4
Angenommen N3 = 4. Dann Hg eG ’ o(g) | 4}’ =12—N3(G)-(3—1) =4, also N, = 1.
Folglich ist eine der Sylowgruppen normal, somit G ein semidirektes Prordukt aus P und Q.

1. Fall: Beide Sylowgruppen sind normal und G ist kommutativ. Es folgt (a) G = Zs x Z3 = Z12
oder (b) G=(ZyxZy)x Z3=7Z) x Zs.

2. Fall: PG und N3(G) =4. Falls P = Z4, so gibt es keinen nicht-trivialen Homomorphismus
Q =273 — Aut(P) = Z,. Falls P = Z; x Z;, so gibt es zwei nicht-triviale, zueinander konjugierte
Homomorphismen Q — Aut(P) = Z3. Es folgt (¢) G = (Zy x Z3) x Z3 = A4 = PSL(2,3).

3. Fall: N2(G) = 3, N3(G) = 1, d.h. nur P ist normal in G. Falls P = Z4, so gibt es einen
nicht-trivialen Homomorphismus P — Aut(Q) = Z;. Es folgt (d) G = Z4 x Z3.
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Falls P = Z, x Z;, so gibt es drei nicht-triviale, zueinander konjugierte Homomorphismen
P— Aut(Q) = Z,. Es folgt (e) G=(ZyxZy)XxZ3=7Zy)x Zg =7y xS3 =Deg.

Ein paar Strukturaussagen:

e Sei |G| = p fiir eine Primzahl p:
dann ist G zyklisch, abelsch einfach, G = Z,,.

e Sei |G| = p? fiir eine Primzahl p:
dann ist G abelsch, G = Z,2 oder G = Z, x Z;,.

e Sei |G| = pq fiir Primzahlen p < g:
dann ist die g-Sylowgruppe Z4 normal in G, also G = Z,, x Zq4. Es gibt den trivialen Homo-
morphismus Z, — Aut(Zq) = Z4—1 mit G = Z, x Zq = Zpq4. Ein nicht-trivialer Homomor-
phismus existiert genau dann, wenn ¢ | p — 1; er ist dann eindeutig bestimmt. Falls p = 2, ist
dann G = Dy. Kleinstes anderes Beispiel ist Z3 X Z7 der Ordnung 21. Fiir viele Paare (p, q)
gibt es also nur eine Gruppe der Ordnung pq.

e 24 ist die kleinste Gruppenordnung, in der es keine normalen Sylowgruppen geben muf3. Ein
Beispiel hierfiir ist die S4.
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Symmetrische Gruppen:

|G| Gruppe G Art G’ Z(G) Aut(G)
1 S$i=A1=A, trivial E E E
2 S, zykl. einfach E S, E
3 Az zykl. einfach E Ajs S,
6 S3 auflosbar As E S3
12 A auflosbar Zy X Zy E S4
24 S4 aufosbar As E S4
60 As einfach As E Ss
120 Ss As\Z; As E Ss
360 Asg einfach Ag E Se\Z>
720 Se Ac\Z2 Ag E Se\Z>
“7! An einfach An E Sh
n! Sn An\Z2 An E Sn

Der Untergruppenverband der Sy
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