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Übungen zur Algebraischen Topologie – Blatt 4

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei (X,Z) ein Raumpaar. Bezeichne X/Z den Raum mit Quo-
tiententopologie, der entsteht, wenn man Z zu einem Punkt identifiziert. Man zeige: Ist
Z abgeschlossen und gibt es U mit Z ⊂ U◦ ⊂ X derart, daß die Einbettungen Z ↪→ U
und Z/Z ↪→ U/Z Homotopieäquivalenzen sind, so liefert die offensichtliche Abbildung
Isomorphismen

Hq(X,Z)
∼→ Hq(X/Z,Z/Z)

Hinweis: Ausschneidung.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei X = U ∪ V ein topologischer Raum mit einer Überdeckung
durch zwei offene Teilmengen. Man zeige, daß die Verknüpfungen

Hq(X,U)
∼← Hq(V, U ∩ V )→ Hq−1(U ∩ V )

eines umgedrehten Ausschneidungsisomorphismus mit einem Randoperator zusammen
mit den offensichtlichen anderen Vertikalen einen Homomorphismus

. . . Hq(U ∩ V ) → HqU ⊕ HqV → HqX → Hq−1(U ∩ V ) . . .
↑ ↑ ‖ ↑

. . . Hq+1(X,U) → HqU → HqX
−1→ Hq(X,U) . . .

von der wie angedeutet durch Vorzeichen leicht veränderten langen Homologiesequenz des
Raumpaars (X,U) zur Mayer-Vietoris-Sequenz liefern.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Ein topologischer Raum X werde von zwei offenen Teilmengen
überdeckt, X = U ∪ V , und beide sowie ihr Schnitt mögen im Sinne von ?? eine wohlde-
finierte Eulercharakteristik besitzen. Man zeige, daß dann auch der ursprüngliche Raum
eine wohldefinierte Eulercharakteristik besitzt und daß gilt

χ(X) = χ(U) + χ(V )− χ(U ∩ V )

Aufgabe 4 (4 Punkte). Man leite die Mayer-Vietoris-Sequenz in der reduzierten Homo-
logie her.

Abgabefrist: Donnerstag, den 8. Juni in der Vorlesung.


