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1 Lokalisierung von Kategorien

1.1 Pfadkategorie eines Kochers

Vorschau 1.1.1. Jede Kategorie kann als ein Kocher aufgefafit werden, indem man
die Komposition von Morphismen vergifit. Dieser Funktor hat als Linksadjungier-
ten den Funktor, der jedem Kocher die Kategorie zuordnet, deren Morphismen
Pfade in unserem Kdcher sind. Diese Konstruktion soll in diesem Abschnitt aus-
gefiihrt werden.

1.1.2. Ich erinnere an die Begriffswelt der Kocher. Ein Kocher ist ein Datum
K = (P, E,a,e) bestehend aus zwei Mengen P, E' und zwei Abbildungen a, e :
P — E. Wir nennen die Elemente von £ die Ecken des Kochers und die Elemen-
te von P seine Pfeile. Fiir einen Pfeil p € P nennen wir a(p) seinen Anfangs-
punkt und ¢(p) seinen Endpunkt. Die Kocher bilden in offensichtlicher Weise
eine Kategorie, die wir nach franzosisch ,,carquois® als Car notieren.

Definition 1.1.3. Gegeben ein Kocher K = (P, E, a, e) bilden wir seine Pfadka-
tegorie K wie folgt: Als Objekte nehmen wir die Ecken Ob K := E des Kochers,
als Menge von Morphismen von einer Ecke x in eine weitere Ecke y die Menge
aller Folgen von Pfeilen py, ..., p, mita(p;) = z, e(p,) = y und e(p;) = a(pis1)
fiir 1 < ¢ < n, disjunkt vereinigt mit einem weiteren Element Id, im Fall y = .
Die Verkniipfung ist das ,,Aneinanderhingen®, unsere Folge wire also die Verk-
niipfung p, o ...op; € K(z,y). Wir nennen die Morphismen in der Pfadkategorie
K die Pfade in unserem Kocher.

Beispiel 1.1.4. Gegeben ein Kocher /C mit nur einer Ecke ist seine Pfadkategorie
die Ein-Objekt-Kategorie zum freien Monoid iiber der Menge P seiner Pfeile.

1.1.5. Der offensichtliche Kéchermorphismus von einem Kocher in seine Pfad-
kategorie can : K — K hat die folgende universelle Eigenschaft: Ist C eine
Kategorie und ¢ : K — C ein Morphismus von Kdchern, so gibt es genau einen
Funktor ¢ : K — C mit @ o can = . Ist K ein Kocher und C eine Kategorie, so
liefert die Restriktion sogar einen Isomorphismus von Kategorien

Cat(K,C) = Car(K,C)

Hier machen wir beide Seiten dadurch zu Kategorien, dal wir als Morphismen
die Transformationen nehmen. In anderen Worten ist das Bilden der Pfadkategorie
Car — Cat der Linksadjungierte zum Vergessen der Verkniipfung Cat — Car.

1.1.6 (Notationen fiir Kocher und Kategorien). Manchmal ist es wichtig, die
verwendeten Universen zu spezifizieren. Wir deuten bei Kochern wie bei Kate-
gorien durch ein vorgestelltes L. beziehungsweise i~ an, da} die Menge der



Punkte ein Element beziehungsweise eine Teilmenge eines vorgegebenen Men-
gensystems U ist, und durch ein vorgestelltes £{=" beziehungsweise 4, daf} die
Menge der Pfeile zwischen zwei beliebig vorgegebenen Punkten ein Element be-
ziehungsweise eine Teilmenge eines vorgegebenen Mengensystems 41 ist.

Ergdnzung 1.1.7. Gegeben ein Universum Y mit N € { und ein <-4 -Kdcher
ist seine Pfadkategorie eine <-4 -Kategorie.

1.2 Lokalisierung von Kategorien

1.2.1. Die Morphismen aus einer ausgezeichneten Menge S von Morphismen ei-
ner Kategorie nennen wir im folgenden S-Morphismen.

Satz 1.2.2 (Lokalisierung von Kategorien). Seien C eine Kategorie und S eine
Menge von Morphismen in C. So gibt es ein Paar (Cg, Q) bestehend aus einer
Kategorie Cs mitsamt einem Funktor () : C — Cg derart, dafs gilt:

1. Jeder S-Morphismus wird unter () ein Isomorphismus in Cg;

2. Ist F : C — D ein Funktor, der alle S-Morphismen zu Isomorphismen
macht, so gibt es genau einen Funktor F' : Cg — D mit F' = F o Q).

1.2.3. Natiirlich ist ein derartiges Paar (Cg, ) in der iiblichen Weise eindeutig
bis auf eindeutigen Isomorphismus. Wir konstruieren im Beweis sogar explizit
ein derartiges Paar und nennen es die Lokalisierung von C an S. Manchmal ver-
wenden wir auch die ausfiihrlicheren Notationen Cg = S~'C = C|S™ ). Gegeben
Objekte A, B € C schreiben wir manchmal A — ¢ B fiir einen Morphismus aus
Cs(A, B).

Erginzung 1.2.4. Gegeben ein Universum 4 mit N € 4 und ein Lle—ﬁe—Kécher
ist seine Pfadkategorie eine $l-L(--Kategorie.

1.2.5 (Herkunft der Terminologie). Der Begriff der Lokalisierung kommt aus
der Ringtheorie, in der man das formale Einfithren von Inversen aus geometri-
schen Griinden als Lokalisierung bezeichnet, vergleiche [KAG] 4.4. Mehr zur
Kategorientheorie findet man in [Bor94].

1.2.6 (Lokalisierung von Monoiden als Spezialfall). Man kann insbesondere zu
jedem Paar G' D S bestehend aus einem Monoid mit einer Teilmenge ein weite-
res Monoid S~!G mit einem Monoidhomomorphismus G — S~'G konstruieren
derart, dal3 alle Elemente von S unter diesem Morphismus invertierbar werden
und dal jeder Monoidhomomorphismus G — H, unter dem alle Elemente von
S invertierbar werden, auf genau eine Weise iiber G — S~!G faktorisiert. Die
Ein-Objekt-Kategorie [S~'G] ist in diesem Fall genau die Lokalisierung [G]s der
Ein-Objekt-Kategorie zu G.



Beweis. Wir vergrofern den unserer Kategorie C zugrundeliegenden Kocher zu
einem neuen Kocher C U S~1, indem wir fiir jeden Morphismus s : X — Y aus
S einen Pfeil 5 : Y — X neu hinzunehmen. Zu dem so vergroBerten Kocher
bilden wir dann die Pfadkategorie 1.1.3. Wir notieren [p| den Morphismus in der
Pfadkategorie zu einem Pfeil p aus dem Kocher CLJ1S~! und Idx beziehungsweise
idx die Identitdt auf einem Objekt X in unserer Pfadkategorie beziehungsweise
in unserer urspriinglichen Kategorie C. Nun betrachten wir auf der Menge der
Morphismen unserer Pfadkategorie die kleinste Aquivalenzrelation ~ derart, daf
gilt:

1. [s] o[s] ~ Idy und [§] o [s] ~ Idx fiiralle s : X — Y aus S,

2. Idx ~ [idx] und [f] o [g] ~ [f o g] fiir alle verkniipfbaren Morphismen f
und g aus C;

3.v~w=uov~uowund vox ~ wo x fir beliebige entsprechend
verkniipfbare Morphismen u, v, w, z unserer Pfadkategorie.

SchlieBlich erkldren wir die Kategorie Cg, indem wir als Objekte die Objekte von
C nehmen, als Morphismen jedoch Aquivalenzklassen von Wegen in der Pfad-
kategorie des Kochers C LI S~! unter unserer Aquivalenzrelation ~. Die letzte
Bedingung an unsere Aquivalenzrelation stellt dabei sicher, daB die Verkniipfung
solcher Aquivalenzklassen wohldefiniert ist. Man folgert leicht, daB Cg mit dieser
Verkniipfung von Morphismen eine Kategorie ist. Bezeichne nun wie zuvor K die
Pfadkategorie eines Kochers KC. Die vorletzte Bedingung in unserer Definition der
Aquivalenzrelation erzwingt, daB die Verkniipfung

CoCUSt—SCUS = Cq

von Morphismen von Kochern sogar ein Funktor ist, und die erste Bedingung
erzwingt, daf jeder Morphismus aus S unter diesem Funktor ein Isomorphismus
der Kategorie Cg wird. Wir bezeichnen unseren Funktor mit () : C — Cg und
tiberlassen den Nachweis der universellen Eigenschaft dem Leser. [

Definition 1.2.7. Ein Funktor F' : C — D heilit ein Lokalisierungsfunktor,
wenn fiir die Menge S aller Morphismen von C, die er zu Isomorphismen macht,
der induzierte Funktor eine Aquivalenz von Kategorien F' : Cg = D ist.

Beispiel 1.2.8 (Erweiterung der Skalare als Lokalisierungsfunktor). Das Er-
weitern der Skalare ist ein Lokalisierungsfunktor

@®Z : MOde — MOdf@

von der Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen zur Kategorie der
endlichdimensionalen Q-Vektorrdume. Um das zu sehen, bilden wir zunéchst eine
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Hilfskategorie Modf%, indem wir dieselben Objekte nehmen wie bei Modfy aber
als Morphismenrdume die Lokalisierungen

Modf3(M, N) := P~ Modfz(M, N)

nach der Menge P := Z-( im Sinne der kommutativen Algebra. Es ist dann leicht
zu sehen, daB der offensichtliche Funktor

Modfz — Modfy

die universelle Eigenschaft hat, die die Lokalisierung von Modf; nach der Men-
ge S aller Morphismen nid,, fir n > 0 und M € Modf; charakterisiert. An-
dererseits ist leicht zu sehen, daB die Erweiterung der Skalare eine Aquivalenz
Q®yz : Modf% = Modfg induziert. Daraus folgt die Behauptung.

Satz 1.2.9. Besitzt ein Funktor einen volltreuen globalen Rechts- oder Linksad-
jungierten, so ist er ein Lokalisierungsfunktor.

Beispiel 1.2.10 (Erweiterung der Skalare als Lokalisierungsfunktor). Die Er-
weiterung der Skalare Q®z : Modz — Modg ist ein Lokalisierungsfunktor,
denn sie hat einen volltreuen Rechtsadjungierten, das Vergessen der Operation
der nicht ganzen Skalare. Man beachte, da3 auch der analog zu 1.2.8 konstruierte
Funktor Mod; — Modg mit der dort gegebenen Argumentation ein Lokalisie-
rungsfunktor ist, daf aber der von der Erweiterung der Skalare induzierte Funktor
Q®z : ModZ — Modg keine Aquivalenz ist.

Beweis. Wir behandeln nur einen der beiden Fille, der andere folgt durch Uber-
gang zu den opponierten Kategorien. Sei L : C — D ein Funktorund R : D — C
volltreu und rechtsadjungiert zu L. Sei S die Klasse aller Morphismen in C, die
unter L Isomorphismen werden. Erklidren wir eine Kategorie C( s)» indem wir als
Objekte dieselben nehmen wie die Objekte von C, als Morphismen jedoch set-
zen C(5)(X,Y) := D(LX, LY') mit der offensichtlichen Verkniipfung von Mor-
phismen, so ist der offensichtliche Funktor eine Aquivalenz Cis) 5 D, da die
Koeinheit der Adjunktion fiir alle D € D ein Isomorphismus LRD — D ist
nach [TF] 4.3.9, da wir R volltreu angenommen hatten. Wenden wir diesen Iso-
morphismus an auf LX fiir X € C, so folgt mit der Dreiecksidentitit [TF] 4.8.1,
daf} die Sequenz von kanonischen Morphismen LX — LRLX — LX, die man
mithilfe der Adjunktion erhilt, aus Isomorphismen besteht. Ist nun G : C — &
ein Funktor, der S-Morphismen zu Isomorphismen macht, so faktorisiert er iiber
C — C(s) vermittels eines Funktors G : Cisy — &, wobei wir auf den Morphis-
men G : C)(X,Y) = E(GX,GY) fiir f € Cisy(X,Y) = D(LX, LY') erkliren



durch die Kommutativitit des Diagramms mit Isomorphismen in den Vertikalen
Gx 2L Gy
AR L
Grrx L GRrLy

Diese Faktorisierung ist, wie man leicht sieht, auch die einzig mogliche. [

Beispiel 1.2.11 (Garbifizierung als Lokalisierung). Gegeben ein topologischer
Raum X ist die Garbifizierung pEns,y — Ens,x ein Lokalisierungsfunktor,
denn sie ist linksadjungiert zum volltreuen Einbettungsfunktor. Dasselbe gilt fiir
die Garbifizierung pAb /x Ab,x von Prigarben abelscher Gruppen und ana-
log fiir Priagarben von Ringen und dergleichen mehr. Dasselbe gilt auch fiir die
von der Garbifizierung induzierten Funktoren Ket(pAb,y) — Ket(Ab,x) und
Hot(pAb,x) — Hot(Ab,x).

Beispiel 1.2.12 (Funktoren mit einem volltreuen Adjungierten). Funktoren mit
einem volltreuen Rechtsadjungierten, die nach Satz 1.2.9 folglich Lokalisierungs-
funktoren sind, sind jede Lokalisierung von Moduln iiber einem Kring nach einer
Teilmenge des Krings oder auch die Abelisierung Grp — Ab. Ein Funktor mit
einem volltreuen Linksadjungierten, der nach Satz 1.2.9 folglich auch ein Lokali-
sierungsfunktor ist, wire etwa die zweite Erweiterung der Skalare Ab — Q-Mod
gegeben durch M +— Homy(Q, M). Diese zweite Erweiterung der Skalare ist
durchaus verschieden von der gewohnlichen Erweiterung der Skalare, wie etwa
das Anwenden auf Q/Z zeigt.

Beispiel 1.2.13 (Vervollstindigung metrischer Riume als Lokalisierung). Wir
betrachten den Funktor der Vervollstindigung ) : Met — Metv von der Ka-
tegorie der metrischen Rdumen in die Kategorie der vollstindigen metrischen
Rédume. Morphismen sind jeweils alle Abbildungen, die die Abstidnde erhalten.
Unser Funktor () der Vervollstindigung hat als Rechtsadjungierten den volltreuen
Einbettungsfunktor R : Metv — Met. Das Vervollstindigen metrischer Riume
ist also ein Lokalisierungsfunktor.

Beispiel 1.2.14. Gegeben ein Kocher mit zwei Ecken und nur einem Pfeil, der sei-
nerseits von einer Ecke zur anderen Ecke geht, erhalten wir zwei Lokalisierungs-
funktoren von der Kategorie der Darstellungen unseres Kochers in die Kategorie
der abelschen Gruppen, indem wir jeder Darstellung den Wert an einer festen un-
serer beiden Ecken zuordnen. Auch das folgt aus Satz 1.2.9 folgen, denn diese
Funktoren haben einen volltreuen Links- beziehungsweise Rechtsadjungierten.

Lemma 1.2.15. Seien C O C' D (" eine Kategorie mit zwei vollen Unterka-
tegorien und sei ' : C — D ein Lokalisierungsfunktor derart, daf3 auch seine



Einschrinkung F : C" — D ein Lokalisierungsfunktor ist und daf3 es zu jedem
X' € C' einen Morphismus X" — X' aus X" € C" gibt, der unter F' ein Iso-

morphismus FX" = FX' wird. So ist auch die Einschrinkung F : C' — D ein
Lokalisierungsfunktor.

1.2.16. Dies Lemma zeigen wir, um noch reichhaltigere Beispiele fiir Lokalisie-
rungsfunktoren zur Verfiigung stellen zu konnen.

Beweis. Bezeichne S, S’ S” die Menge aller Morphismen in C,C’,C”, die jeweils
unter F' zu Isomorphismen werden. Gegeben X", Y"” € C” ist in den Notationen
des Beweises von 1.2.2 offensichtlich jeder Pfad im Kocher C’' L S'~! von X"
nach Y dquivalent zu einem Pfad im Kocher C” LI S”~!. Mithin induziert der
offensichtliche Funktor C%, — Cg, Surjektionen auf den Morphismenriumen, ist
also voll. Andererseits ist nach unseren Annahmen die Verkniipfung C¢, — C5 —
Cs eine Aquivalenz von Kategorien, folglich ist C, — C&, sogar volltreu. DaR
dieser Funktor essentiell surjektiv ist, ist eh klar. Das Lemma folgt. [

Beispiel 1.2.17 (Allgemeinere Lokalisierungsfunktoren). Wir betrachten die
Kategorie ModlzOke aller abelschen Gruppen M mit Q ®z M € Modfg. Fiir je-
de volle Unterkategorie A C Mody*® mit Modf; C A ist die Erweiterung der

Skalare ein Lokalisierungsfunktor
Q®z : A — Modfg

Das folgt aus Lemma 1.2.15, da die Skalarerweiterung Q®y auf ModlzOke und auf
Modfz jeweils ein Lokalisierungsfunktor ist nach 1.2.9 und 1.2.8.

1.2.18. Ist I’ : C — D ein Lokalisierungsfunktor, so ist F' surjektiv auf Iso-
morphieklassen von Objekten und jeder Morphismus in D(F A, F'B) 146t sich
schreiben als eine Verkniipfung

F(g1)o F(s1) ' oF(gy)oF(sy)  o...0F(g,)oF(s,) "

mit Morphismen g; in C und s; € S. Das folgt unmittelbar aus unseren Konstruk-
tionen und Definitionen.

1.2.19. Wir nennen einen Funktor F' : A — B volldicht, wenn fiir jede weitere
Kategorie C das Vorschalten von F' auf den Funktorkategorien einen volltreuen
Funktor C% < C# liefert.

Beispiele 1.2.20. Jede Aquivalenz von Kategorien ist volldicht. Ist ein Funktor
F : A — B bijektiv auf Objekten und 148t sich jeder Morphismus in B darstel-
len als Verkniipfung von Bildern von Morphismen aus .4 und Inversen derartiger
Bilder, so ist F' volldicht. Das folgt ohne groflere Schwierigkeiten daraus, daf3
ein quadratisches Diagramm mit [somorphismen in den Horizontalen kommutiert
genau dann, wenn es kommutiert nach Ersetzen der Horizontalen durch ihre In-
versen. Insbesondere ist nach 1.2.18 jeder Lokalisierungsfunktor volldicht.
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Beispiel 1.2.21 (Fall der Ein-Objekt-Kategorien). Ein Morphismus von Mo-
noiden G — H liefert einen volldichten Funtor auf den zugehdrigen Ein-Objekt-
Kategorien [G] — [H], wenn H erzeugt wird von den Bildern der Elemente von
G und den Inversen der Bilder der Elemente von GG mit invertierbarem Bild. Nun
haben wir einen natiirlichen Isomorphismus von Kategorien G'-Ens = Ens!“),
Spezialisieren wir C aus 1.2.20 zu Ens, so besagt das insbesondere, daf3 unter den
gegebenen Annahmen die Restriktion ein volltreuer Funktor H -Ens << G -Ens
ist. Das scheint mir auch ohne die vorhergehenden Uberlegungen unmittelbar ein-
sichtig.

1.2.1 Ubungen

Ubung 1.2.22. Gegeben eine Kategorie C und darin ein System von Morphismen
S ist der von C — Cg induzierte Funktor C°P* — (Cg)°PP eine Lokalisierung
von C°PP an S°PP. Gegeben zwei Kategorien C, D und darin Systeme von Mor-
phismen S, T ist das Produkt der Lokalisierungsfunktoren C x D — Cg x Dr
eine Lokalisierung der Produktkategorie an S x 7T'. Die Verkniipfung von zwei
Lokalisierungen ist auch selbst wieder eine Lokalisierung.

Ubung 1.2.23. Jeder Lokalisierungsfunktor ist auch als Funktor zwischen den
zugehorigen opponierten Kategorien ein Lokalisierungsfunktor. Gegeben zwei
Lokalisierungsfunktoren F : A — A und G : B — B ist auch ihr Produkt
(F x Q) : Ax B — A x B ein Lokalisierungsfunktor. Die Verkniipfung von zwei
Lokalisierungsfunktoren ist auch selbst wieder ein Lokalisierungsfunktor.

1.3 Lokalisierung und Entfaltung

1.3.1 (Entfaltete Objekte). Sei F' : A — B ein Funktor. Ein Objekt I € A
nennen wir rechtsentfaltet fiir /' oder f'-rechtsentfaltet, wenn der Funktor F’
fiir alle X € A eine Bijektion

A(X, 1) > B(FX, FI)

induziert. Das ist gleichbedeutend zu der Forderung, dal der partielle Rechtsad-
jungierte R von F' bei F'I existiert und id ; unter der Adjunktion einem Isomor-
phismus / = RF[ entspricht. Opponiert werden linksentfaltete Objekte erklirt.

Beispiel 1.3.2 (Vervollstindigung metrischer Rdume). Wir betrachten den Funk-
tor F' : A — B der Vervollstindigung 1.2.13 von der Kategorie der metrischen
Riume in die Kategorie der vollstindigen metrischen Rdume, jeweils mit Isome-
trien als Morphismen. In diesem Fall sind genau die vollstindigen Rdume rechts-
entfaltet.
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Beispiel 1.3.3 (Vervollstindigung abzdhlbarer metrischer Riume). Wir be-
trachten den Funktor F' : A — B der Vervollstindigung 1.2.13 von der Kategorie
der abzihlbaren metrischen Rdaume in die Kategorie der vollstindigen metrischen
Réiume, jeweils mit Isometrien als Morphismen. In diesem Fall sind genau die
vollstdndigen abzihlbaren metrischen Raume rechtsentfaltet.

Beispiel 1.3.4 (Erweiterung der Skalare). Fiir den Funktor F' : Ab — Q-Mod
der Erweiterung der Skalare gegeben durch M +— Q ®z M sind alle abelschen
Gruppen, die bereits QQ-Vektorrdume sind, rechtsentfaltet.

1.3.5 (Entfaltungen). Gegeben ein Funktor F' : A — B verstehen wir unter einer
F'-Rechtsentfaltung eines Objekts Y € A einen Morphismus Y — I von Y zu
einem rechtsentfalteten Objekt 7, der unter F' ein Isomorphismus wird. Gegeben
Rechtsentfaltungen ¥ — [ und Z — J und ein Morphismus Y — Z gibt es
genau einen Morphismus / — J, der ein kommtatives Quadrat entstehen 140t.
In der Tat ist ja der induzierte Morphismus F'I — F'J offensichtlich eindeutig
bestimmt. Insbesondere ist eine F'-Rechtsentfaltung von Y, wenn sie denn exis-
tiert, als Objekt von AY eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus.
Opponiert gilt Analoges fiir Linksentfaltungen.

Beispiele 1.3.6. Fiir den Funktor der Vervollstandigung metrischer Rdume ist ei-
ne Entfaltung eine isometrische Einbettung mit dichtem Bild in einen vollstdndi-
gen metrischen Raum. Fiir den Funktor der Vervollstandigung abzihlbarer metri-
scher Rdume 1.3.3 besitzen nur diejenigen abzidhlbaren metrischen Rdume eine
Rechtsentfaltung, deren Vervollstindigung auch abzéhlbar ist. Fiir den Funktor
der Erweiterung der Skalare von Z nach Q ist eine Entfaltung ein Gruppenhomo-
morphismus zu einem Q-Vektorraum, dessen Kern aus allen Torsionselementen
besteht und dessen Bild unseren (Q-Vektorraum erzeugt.

1.3.7. Gegeben eine Kategorie C mit einer ausgezeichneten Menge S von Mor-
phismen nennen wir ein Objekt B € C rechtsentfaltet fiir S oder S-rechtsent-
faltet, wenn fiir alle X € C die natiirliche Abbildung eine Bijektion

C(X,B) = Cs(QX,QB)

ist, wenn B also ()-rechtsentfaltet ist in Bezug auf den Lokalisierungsfunktor
Q@ : C — Cg im Sinne von 1.3.1. Wie bereits in 1.3.1 erwéhnt ist das gleichbedeu-
tend dazu, da3 der Rechtsadjungierte R zu () bei () B definiert ist und die Einheit
der Adjunktion ein Isomorphismus B — R()B. Weiter nennen wir einen Mor-
phismus Y — B eine S-Rechtsentfaltung, wenn er unter () ein Isomorphismus
QY = QB wird und B rechtsentfaltet ist. Nach 1.3.5 ist eine S-Rechtsentfaltung
von Y eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus als Objekt von C¥', wenn sie
existiert. Opponiert verwenden wir analog linksentfaltet und Linksentfaltung.
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Beispiel 1.3.8. Fiir den Funktor Q®z : Modz; — Modg sind genau diejenigen
abelschen Gruppen rechtsentfaltet, die bereits Q-Vektorrdaume sind. Ebenso sind

fiir den Funktor
Q®z : A — Modfg

von einer Kategorie A von abelschen Gruppen mit Modf; C A C ModlzOke wie
in 1.2.17 genau diejenigen abelschen Gruppen aus A rechtsentfaltet, die bereits
Q- Vektorrdaume sind. Das sind mithin auch genau die S-rechtsentfalteten Objekte
fiir S die Menge aller Morphismen, die unter Q®y, zu Isomorphismen werden.

Satz 1.3.9 (Entfaltung und Adjunktion bei Lokalisierungen). Seien C eine Ka-
tegorie, S eine Menge von Morphismen in C und () : C — Cg die Lokalisierung.

1. Ein Objekt B € C ist S-rechtsentfaltet genau dann, wenn der zugehdrige
Funktor B = C( ,B) : C°®® — Ens alle S-Morphismen zu Bijektionen
macht;

2. Besitzt fiir D € Cg der Lokalisierungsfunktor () einen partiellen Rechtsad-
jungierten R bei D, so ist RD rechtsentfaltet und die Koeinheit der Ajunk-
tion ein Isomorphismus QRD = D;

3. Besitzt fiir Y € C der Lokalisierungsfunktor () einen partiellen Rechtsad-

jungierten R bei QY so ist die Einheit der Adjunktion eine Rechtsentfaltung
Y — RQY;

4. Genau dann besitzt () einen globalen Rechtsadjungierten, wenn jedes Ob-
jekt Y € C eine S-Rechtsentfaltung besitzt;

5. Jeder partielle Rechtsadjungierte eines Lokalisierungsfunktors volltreu.

1.3.10. Die in unserem Satz speziell fiir ) : C — Cg formulierten Aussagen
folgen unmittelbar fiir jeden Lokalisierungsfunktor. Alles geht opponiert genauso.
Das Beispiel 1.2.17 mag instruktiv sein.

1.3.11. Ich deute an, wie die Umkehrabbildung Cs(QX,QB) — C(X, B) so un-
gefihr konstruiert werden kann. Ein Morphismus links wird reprisentiert durch
ein Zick-Zack-Diagramm wie etwa

ANLAN
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mit S-Morphismen als Pfeilen nach links. Anwenden von C( , B) macht daraus
ein ein Zick-Zack-Diagramm wie etwa

/X“ S P .

mit Bijektionen als Pfeilen nach rechts. Das Bild der Identitit auf B unter der
Komposition von rechts nach links ist der gesuchte Morphismus in C(X, B). Nun
mul} gezeigt werden, da} er von der Darstellung des Ausgangsmorphismus als
Zick-Zack-Diagramm unabhiingig ist. Das kann man direkt angehen, wir nehmen
aber im folgenden Beweis einen anderen Weg.

C(X,

Beweis. 1. Dal rechtsentfaltete Objekte die behauptete Eigenschaft haben, ist
klar. Umgekehrt gilt es zu zeigen, daf} fiir B mit der besagten Eigenschaft die
Transformation

n:B=(QB) oQ
von Funktoren (Cs)°P? — Ens gegeben nach dem Yonedalemma durch ng(idg) =
idgp eine Isotransformation ist. Nach der universellen Eigenschaft der Lokalisie-
rung gibt es genau einen Funktor B : (Cs)°P? — Ens mit BoQ = B und wir
erhalten eine eindeutig bestimmte Transformation

n:BoQ=(QB) oQ

mit np(idg) = idgp. Da @ als Lokalisierungsfunktor volldicht ist nach 1.2.20,
gibt es mithin genau eine Transformation

i B= (QB)"

mit ﬁ@ =n alias ﬁQB(idB) = (ﬁQ)B(ldB) = nB(ldB) = idQB. Umgekehrt glbt
es nach dem Yonedalemma auch genau eine Transformation

7:(QB)"

mit 7op(idgs) = idp. Wegen (1) o 7)gp(idgs) = idgp folgt mit dem Yoneda-
lemma 7 o 7 = id und a forteriori n o 7Q) = NQ o 7Q) = id. Umgekehrt finden wir
aber auch (7Q) o n)p(idp) = (7Q)p(idgs) = Top(idgp) = idp und so wieder
nach dem Yonedalemma 7() o 7 = id. Damit sind 7(¢) und n zueinander inverse
Isotransformationen.

2. Sicher liefert jeder S-Morphimus X — Y einen Isomorphismus QX = QY
und dann auch eine Bijektion Cs(QY, D) = Cs(QX, D) und schlieBlich eine Bi-
jektion C(Y, RD) = C(X, RD). Damit zeigt Teil 1, daB RD rechtsentfaltet sein
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muf. Insbesondere induziert der Lokalisierungsfunktor @) fiir unser D € Cg und
alle X € C Isomorphismen C(X, RD) = Cs(QX, QRD). Da jedes Objekt in Cg
von einem Objekt X € C herkommt, ist damit die Koeinheit der Adjunktion ein
Isomorphismus QRD = D in Cg.

3. Nach der partiellen Dreiecksidentitidt [TF] 4.8.12 ist die Verkniipfung der na-
tirlichen Morphismen QY — QRQY — QY die Identitit. Nach Teil 2 steht
hinten ein Isomorphismus. Also muf3 auch hinten ein Isomorphismus stehen und
nach Teil 2 ist RQY rechtsentfaltet.

4. Besitzt () einen globalen Rechtsadjungierten R, so besitzt nach Teil 3 jedes
Objekt Y eine Rechtsentfaltung Y — RQY . Besitzt umgekehrt jedes Objekt Y
eine Rechtsentfaltung Y — B, so gilt QY = QB und nach 1.3.7 ist der partielle
Rechtsadjungierte R zu () bei () B definiert. Da zusitzlich () essentiell surjektiv,
ja sogar surjektiv ist auf Objekten, ist damit der partielle Rechtsadjungierte R zu
@ global definiert;

5. Das folgt mit einer Variante von [TF] 4.3.9 fiir partielle Adjungierte aus den
Erkenntnissen in Teil 2. ]

Vorschau 1.3.12. Gegeben Kategorien Z, C und eine Menge von Morphismen S
von C konnen wir eine Menge S(Z) von Morphismen in der Funktorkategorie
Cat(Z,C) erkldren als diejenigen Transformationen 7 mit 7; € S fiir alle i € Z.
Der Funktor des konstanten Systems const : C — Cat(Z,C) induziert dann einen
Funktor auf den Lokalisierungen

konst : Cg — Cat(Z,C)s(z)

Der linksadjungierte Funktor dazu hinwiederum hei3t der Homotopiekolimes
und wird hocol notiert. In diesem Fall ist, anders als bei normalen Kolimites,
auch die Struktur von Z als Kategorie und nicht nur der zugrundeliegende Kocher
relevant.

Ubungen

Ubung 1.3.13 (Entfaltung und Spaltung). Gegeben I : A — B ein Funktor und
I ein F-rechtsentfaltetes Objekt und f : I — C' ein Morphismus, der unter F' ein
Isomorphismus wird, gibt es stets einen Morphismus g : C' — [ mit g f = id;.

Ubung 1.3.14 (Kolimites und Lokalisierung). Seien C eine Kategorie und S eine
Menge von Morphismen von C und () : C — Cg der Lokalisierungsfunktor. Ist
jedes Objekt von C rechtsentfaltbar fiir .5, so besitzt () nach 1.3.9 einen globalen
Rechtsadjungierten und vertauscht nach [TS] 7.1.30 mit Kolimites. Opponiertes
gilt fiir Limites.
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Ubung 1.3.15 (Limites rechtsentfalteter Objekte). Sei ' : A — B ein es-
sentiell surjektiver Funktor. Landet eine Kocherdarstellung D : Z — A in den
F-rechtsentfalteten Objekten von .4 und existiert ihr Limes und ist selbst wieder
F-rechtsenfaltet, so besitzt auch F'D : 7 — B einen Limes und der offensichtli-
che Morphismus ist ein Isomorphismus

F (Lim Di> = lim(F D;)
1€T 1€T

Ubung 1.3.16 (Limites rechtsentfalteter Objekte in Lokalisierungen). Seien C

eine Kategorie und S eine Menge von Morphismen. Landet eine Kocherdarstel-

lung D : 7 — C in den S-rechtsentfalteten Objekten von C und existiert ihr Limes

und ist selbst wieder S-rechtsenfaltet, so besitzt auch QD : Z — Cg einen Limes

und der offensichtliche Morphismus ist ein Isomorphismus

@ (1) = men)
Das ist nur eine offensichtliche Spezialisierung von 1.3.15.

1.4 Lokalisierung unter Orebedingungen

1.4.1. Mit zusétzlichen Bedingungen an das System der zu invertierenden Mor-
phismen erhilt man feinere Aussagen iiber die Lokalisierung, wie wir im folgen-
den ausfiihren.

Definition 1.4.2. Eine Menge von Morphismen einer Kategorie hei3t multiplika-
tiv oder ein multiplikatives System, wenn sie stabil ist unter Verkniipfung und
alle Identitéten enthilt.

Definition 1.4.3. Eine Menge S von Morphismen einer Kategorie C heifit ein
Rechts-Ore-System, wenn sie multiplikativ ist und zusétzlich die beiden folgen-
den Eigenschaften hat:

1. Gegeben X & C' L Y mit s € SgibtengDf—YmitteSund
hs = tg;

2. Gegeben f,g € C(X,Y)und s € S mit fs = gs gibtest € Smittf = tg.

Ein Diagramm der Gestalt X D& Ymitte S interpretieren wir als Mor-
phismus t~'h : X — Y und nennen es einen Rechtsbruch, weil der Zihler eben
rechts steht.
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1.4.4. Eine Menge S von Morphismen einer Kategorie C heifit ein Links-Ore-
System, wenn sie ein Rechts-Ore-System in der opponierten Kategorie ist. Ein
Ore-System in einer Kategorie ist ein Menge von Morphismen, die Rechts-Ore
und Links-Ore ist.

Ergdnzung 1.4.5. Ist unsere Kategorie eine Ein-Objekt-Kategorie mit additiver
Struktur, so sind diese Bedingungen die bei der Lokalisierung nichtkommutativer
Ringe iiblichen Ore-Bedingungen.

Lemma 1.4.6. Gegeben eine Kategorie C mit einem Rechtsoresystem S und ein
Objekt X € C bilden die von X ausgehenden S-Morphismen mit ihrer Struktur
als volle Unterkategorie von CX eine filtrierende Kategorie S*.

Beweis. Gegeben Objekte 7,7 € S gilt es zunichst, ein weiteres Objekt k zu
finden mit Morphismen « : ¢ — k und 5 : j — k. Gegeben S-Morphismen
i: X — D;und j : X — Dj gilt es also, einen S-Morphismus k : X — Dy, zu
finden und C-Morphismen o : D; — Dy mit a« o7 = k sowie 3 : D; — Dy, mit
f o j = k. Das gelingt miihelos mit der ersten Orebedingung. Gegeben Objekte
i,7 € S* und Morphismen ¢, : i — j gilt es weiter, ein Objekt k£ und einen
Morphismus ¢ : j — k zu finden mit (¢ = (. Gegeben C-Morphismen ¢, ) :
D; — D;mit¢poi = j =1poi giltes also, einen S-Morphismus k& : X — Dj, und
einen C-Morphismus ¢ : D; — Dy, zu finden mit (o j = kund (0 ¢ = (0. Das
gelingt miihelos mit der zweiten Orebedingung. DaB schlieBlich S nicht leer ist,
folgt aus idx € S. O

1.4.7. Seien C eine Kategorie und S ein Rechtsoresystem von Morphismen von C.
Wir betrachten fiir X, Y € C die Menge B(X,Y') aller Diagramme D = (f, D, s)
der Gestalt
xLpey
mit s € S und nennen derartige Diagramme Briiche oder genauer Rechtsbriiche
von X nach Y. Wir sagen, ein Bruch (f, D, s) gehe hervor aus einem weiteren
Bruch (f', D', s') € B(X,Y) durch Kiirzen, wenn es einen Morphismus . : D —
D’ gibt mit s = hs und f' = hf. Wir fordern dabei nicht 4 € S und notieren
diese Aussage
D--»D

Bezeichne B(X,Y) die Menge aller Aquivalenzklassen von Briichen von X nach
Y unter der Aquivalenzrelation, die gegeben wird durch die Vorschrift, daB gilt
(f,D,s) ~ (f',D’,s") genau dann, wenn es einen weiteren Bruch (f”, D", s")
gibt mit D' --» D" «-- D. Bezeichne [f, D, s| die Aquivalenzklasse des Bruches
(f, D, s). Per definitionem haben wir dann

B(X,Y) =colf s C(X,D)
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mit dem Kolimes iiber die Kategorie S¥ aller von Y ausghenden S-Morphismen,
aufgefaBt als volle Unterkategorie von CY, oder genauer mit dem Kolimes des
Funktors S¥ — Ens, (Y — D) — C(X, D).

1.4.8. Ich komme mit Rechts und Links in diesem Zusammenhang leicht durch-
einander. Als Eselsbriicke mag man sich einen Rechtsbruch als eine Komposition
der Form s~! o f denken, bei der der Zihler eben rechts steht. Der erste Teil der
Rechtsorebedingung sagt dann, salopp gesprochen, dafl man jeden Linksbruch zu
einem Rechtsbruch umschreiben kann. Der zweite Teil der Rechtsorebedingung
besagt, ebenso salopp gesprochen, da3 zwei Briiche mit einer Eins im Nenner,
die durch Erweiterung zu einem Linksbruch gleich gemacht werden kénnen, auch
durch Erweiterung zu einem Rechtsbruch gleich gemacht werden kénnen.

1.4.9 (Bezug zur Lokalisierung von Kringen). Bei der Lokalisierung eines kom-
mutativen Rings R nach einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S defi-
niert man die Aquivalenzrelation auf Briichen meist durch die Bedingung, daf
unsere Briiche gleich gemacht werden konnen, wenn wir sie beide mit jeweils
einem Element von S erweitern. Unsere Aquivalenzrelation hier wiirde vielmehr
bedeuten, daB sie gleich gemacht werden konnen, wenn wir sie beide mit jeweils
einem Element von R erweitern unter der Mallgabe, dafl dabei die Nenner in .S
bleiben miissen. Man iiberlegt sich jedoch unschwer, daB diese beiden Aquiva-
lenzrelationen im Fall kommutativer Ringe iibereinstimmen.

Proposition 1.4.10 (Kategorien von Briichen als Lokalisierung). Gegeben eine
Kategorie C und ein Rechtsoresystem S von Morphismen von C liefert die offen-
sichtliche Abbildung eine Bijektion

B(X,Y) = Cs(X,Y)

zwischen der Menge der Aquivalenzklassen von Rechtsbriichen und der Menge
der Morphismen in der lokalisierten Kategorie.

Vorschau 1.4.11. Fiir Leser, die bereits die Kategorie der ,,Ind-Objekte* einer vor-
gegebenen Kategorie 3.1.12 kennen, sei bemerkt, daf die ersten Zeilen des folgen-
den Beweises eine Bijektion zwischen B(X,Y") und der Menge der Morphismen
vom Ind-Objekt der von X ausgehenden S-Morphismen zum Ind-Objekt der von
Y ausgehenden S-Morphismen liefert. In diesem Rahmen ist es dann offensicht-
lich, wie wir Aquivalenzklassen von Briichen zu verkniipfen haben und daB wir
so eine Kategorie erhalten, genauer eine volle Unterkategorie der Kategorie der
Ind-Objekte.

Beweis. Zunichst ﬁberlegen wir uns, giaB das Vorschalten eines S-Morphismus
Y — D eine Bijektion B(D,Z) = B(Y,Z) induzieren muB3. Die Surjektivitit
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dieser Abbildung folgt leicht aus der ersten Orebedingung, die es salopp gespro-
chen erlaubt, jeden Linksbruch zu einem Rechtsbruch umzuschreiben. Die Injek-
tivitdt folgt ebenso leicht aus der zweiten Orebedingung. Dann erkldren wir eine
Verkniipfung B(X,Y) x B(Y,Z) — B(X, Z) dadurch, daB ([f, D, s], (¢, E,t))
abgebildet wird auf die Aquivalenzklasse eines Bruches der Gestalt

NSNS
\,/

mit £ — F aus S und kommutierendem schiefen Quadrat. Die so gebildete Aqui-
valenzklasse ist unabhiingig von der Wahl von F' und £, denn wir kénnen sie auch
dadurch beschreiben, daB wir unserem [g, F, t] erst sein Urbild in B(D, Z) zu-
ordnen und dann dessen Bild unter dem Vorschalten von X — D nehmen. Des
weiteren erhalten wir dieselbe Aquivalenzklasse, wenn wir (f, D, s) durch einen
gekiirzten Bruch (f’, D', ') ersetzen, denn das Vorschalten von X — D’ liefert
auch eine Bijektion B(D’, Z) = B(Y, Z) und damit liefert das Vorschalten von
D' — D eine Bijektion B(D, Z) = B(D', Z). Unsere Verkniipfung induziert mit-
hin eine Verkniipfung B(X,Y) x B(Y, Z) — B(X, Z). Nun zeigen wir, daB die
Objekte von C mit den Morphismenmengen B(X,Y) und der eben eingefiihrten
Verkniipfung eine Kategorie bilden. Die Identititsmorphismen sind hier unpro-
blematisch, und die Assoziativitit der Verkniipfung scheint mir auch recht offen-
sichtlich durch Rechnen mit Reprédsentanten. Aus der Konstruktion wird jedoch
zusitzlich klar, daB fiir die eben konstruierte Kategorie B der Funktor C — B, der
die Identitit ist auf Objekten und jeden Morphismus f : X — Y auf die Aqui-
valenzklasse [f, X, idx] abbildet, dieselbe universelle Eigenschaft hat wie unsere
Lokalisierung C — Cs. [l

1.4.12 (Morphismen in einer Orelokalisierung). Seien C eine Kategorie und S
ein Linksoresystem von Morphismen von C. In der Terminologie aus [TS] 7.1.14
liefert nach 1.4.10 die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

colf C(D,Y) = Cs(QX,QY)

mit dem filtrierenden Kolimes iiber das System Sx aller S-Morphismen s : D —
X nach X oder genauer iiber die filtrierende Kategorie S3°.

1.4.13 (Morphismen in einer Orelokalisierung). Seien C eine Kategorie und S
ein Linksoresystem von Morphismen von C. In der Terminologie aus [TS] 7.1.14
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liefert nach 1.4.12 die offensichtliche Abbildung eine Bijektion
colf C(D,Y) & Cs(QX,QY)

mit dem filtrierenden Kolimes iiber das System S aller S-Morphismen s : D —
X in das Objekt X. Ist hier .S ein Oresystem, so erhalten wir sogar ein kommuta-
tives Diagramm

Cs(QX, QY)
/ \
colf C(D,Y) colf C(X, C)
\ /

colf C(D, C)

mit den filtrierenden Kolimites iiber das System aller S-Morphismen s : D — X
in das Objekt X, das System aller S-Morphismen s : Y — C' aus dem Objekt Y
und das System aller Paare derartiger Morphismen. Um das zu sehen, verwendet
man die Transitivitit von Kolimites [TS] 7.1.34 zusammen mit der Erkenntnis, daf3
der zweite Kolimes auf dem Weg nach unten jeweils iiber ein konstantes System
gebildet wird.

Satz 1.4.14. Gegeben ein Funktor F' : C — D mit einem volltreuen Rechtsad-
jungierten ist das System S der Morphismen in C, die unter F' zu Isomorphismen
werden, ein Rechtsoresystem.

1.4.15. Man mag sich als /' den Funktor der Vervollstindigung von der Katego-
rie der metrischen Ridume in die Kategorie der vollstindigen metrischen Riume
denken. In diesem Fall ist S die Menge aller [sometrien mit dichtem Bild.

Beweis. Nach 1.3.9 hat jedes Objekt von C eine F-Rechtsentfaltung. In unse-
rem Beispielfall wire so eine Rechtsentfaltung eine Isometrie mit dichtem Bild
in einen vollstandigen metrischen Raum. Gegeben die durchgezogenen Pfeile im
Diagramm

/

C—1>Y
|
si It
A
xX-%-D

mit s € S finden wir D und die gestrichelten Pfeile mit ¢ € .S, indem wir fiir
t: Y — D eine Rechtsentfaltung von Y nehmen. Morphismen nach D sind dann
dieselben in C und in Cg und in Cg finden wir offensichtlich ein g, da} unser Dia-
gramm zum Kommutieren bringt. Das zeigt die erste Orebedingung, jeder Links-
bruch 146t sich zu einem Rechtsbruch umschreiben. Gegeben f, g € C(X,Y) und
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s € S mit fs = gs gilt weiter fiir jede Rechtsentfaltung ¢ : Y — D bereits
tf = tg. In der Tat gilt offensichtlich

fs=gs=0Q(fs) = Qgs) = Q(f) = Qlg) = Q(tf) = Qltg) = tf =g

mit dem letzten Schritt, da Morphismen nach D dieselben sind in C und in Cg.
Das zeigt die zweite Orebedingung. [

Definition 1.4.16. Ein multiplikatives System S von Morphismen einer Kategorie
C heif3t gesiittigt, wenn fiir einen beliebigen Morphismus f gilt: Gibt es Morphis-
men g, h mit fg € Sund hf € S, so folgt f € S.

1.4.17. Der Begriff eines gesittigten Oresystems scheint mir fiir die Diskussi-
on triangulierter Kategorien praktisch. Fiir einzelne der im folgenden diskutierten
Konsequenzen dieser Eigenschaft sind jedoch auch schwéchere Bedingungen aus-
reichend.

Beispiel 1.4.18. Das System aller Isomorphismen einer Kategorie ist gesittigt.
Das Urbild eines gesittigten multiplikativen Systems unter einem Funktor ist stets
wieder ein gesittigtes multiplikatives System.

Lemma 1.4.19. Gegeben ein gesdittigtes Oresystem S von Morphismen einer Ka-
tegorie C ist S genau die Menge aller Morphismen von C, die unter dem Lokali-
sierungsfunktor C — Cg Isomorphismen werden.

Beweis. Gibt es fiir den Rechtsbruch id ™" f einen Rechtsbruch s~'a mit der Ei-
genschaft s 'aid ™' f = id in der Kategorie der Rechtsbriiche 3, so gibt es b mit
baf = bsund bs € S, also (ba)f € S. Argumentiert man analog mit Links-
briichen, so erkennt man, daB fiir jedes f, das in der Lokalisierung ein Isomor-
phismus wird, mit unserer Sittigungsbedingung 1.4.16 bereits f € .S folgt. [

1.4.20. Lemma 1.4.19 impliziert insbesondere, daf jedes gesittigte Oresystem .S
die Zwei-aus-Drei-Eigenschaft hat: Sind Morphismen f, g, h gegeben mit fg =
h und gehoren zwei der drei Morphismen f, g, h zu S, so auch der Dritte.

Satz 1.4.21 (Orelokalisierung und volltreue Einbettungen). Sei C eine Katego-
rie mit einem Rechtsoresystem S. Ist C' C C eine volle Unterkategorie und S’ C S
ein Rechtsoresystem von Morphismen von C' mit der Eigenschaft, daf; es fiir alle
s € S, die von einem Objekt von C' ausgehen, einen Morphismus h in C gibt mit
hos €S, so ist der offensichtliche Funktor ein volltreuer Funktor

C:Sv ‘l> CS
Beweis. Das erkennt man sofort an der Realisierung 1.4.10 der lokalisierten Ka-
tegorie als Kategorie von Briichen. Formal kommt es von unserer Erkenntnis her,

daB filtrierende Kolimites sich nicht dndern, wenn wir zu einem konfinalen Teil-
system iibergehen. [
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1.4.22. Ist C eine Kategorie mit einem Rechtsoresystem von Morphismen S, so
lassen sich zwei Briiche (f, E,r) € B(X,Y) und (g, F,t) € B(W,Y) stets auf
einen Hauptnenner bringen. Das folgt aus der Filtrierungseigenschaft 1.4.6 von
SY, nach der wir Morphismen von Objekten a : £ — D, b : F' — D so finden,
daB gilt ar = bt € S. Nennen wir diesen Morphismus s : Y — D, so entste-
hen unsere beiden Briiche durch Kiirzen aus Briichen der Gestalt (f’, D, s) und
(¢, D, s).

1.4.23 (Ubertragung additiver Strukturen auf Orelokalisierungen). Seien C
eine Kategorie und S ein Rechtsoresystem. Gegeben eine additive Struktur auf
C im Sinne von [TG] 2.5.1 gibt es genau eine additive Struktur auf Cg, fiir die
der Lokalisierungsfunktor mit der additiven Struktur vertrdglich ist. Man addiert
dazu eben Briiche, indem man sie auf einen Hauptnenner bringt, anders geht es
auch nicht, und priift, da3 die Verkniipfung biadditiv bleibt. Dasselbe gilt fiir die
Lokalisierung nach Linksoresystemen. Besitzt C nur ein Objekt, so ist diese Kon-
struktion die sogenannte Orelokalisierung von nicht notwendig kommutativen
Ringen.

Proposition 1.4.24 (Koprodukte in Orelokalisierungen). Gegeben C eine Kate-
gorie und S ein Rechtsoresystem von Morphismen von C vertauscht der Funktor
C — Cg mit dem Bilden von Kolimites iiber beliebige endliche Diagramme alias
Darstellungen endlicher Kocher.

1.4.25. Insbesondere vertauscht der Ubergang zur Lokalisierung unter diesen An-
nahmen mit endlichen Koprodukten.

Beweis. Seien Z ein endlicher Kocher und C' € Car(Z,C) ein Diagramm dieser
Gestalt in C. Gegeben X € C bezeichne konst(X) € Car(Z,C) das zugehorige
konstante Diagramm. Ich behaupte, daf3 die offensichtliche Abbildung eine Bijek-
tion

colf 5 - Car(Z,C)(C, konst(D)) = Car(Z,Cs)(C, konst(Y))

induziert. Die Surjektivitit zeigt man, indem man Briiche von den C; nach Y auf
einen Hauptnenner bringt und den noch fiir alle Pfeile in Z hinreichend vergrofert.
Die Injektivitit ist eh klar und die Proposition folgt unmittelbar. 0

Proposition 1.4.26 (Orelokalisierung additiver Kategorien). Ist C eine addi-
tive Kategorie und S ein Rechtsoresystem von Morphismen, so ist auch Cg eine
additive Kategorie und @) : C — Cg ist additiv.

Beweis. Das folgt sofort aus der Existenz einer additiven Struktur 1.4.23 in der
Lokalisierung, die mit dem Lokalisierungsfunktor vertriglich ist, und der Exis-
tenz endlicher Koprodukte in der Lokalisierung sowie der Vertriglichkeit des Lo-
kalisierungsfunktors mit endlichen Koprodukten 1.4.24. [
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1.4.1 Ubungen

Ubung 1.4.27 (Entfaltung und Spaltung, Variante). Seien C eine Kategorie und
S ein Rechtsoresystem. Genau dann ist / € C ein S-rechtsentfaltetes Objekt im
Sinne von 1.3.7, wenn es fiir jeden S-Morphismus s : I — C' einen Morphismus
g : C — I gibt mit gf = id;. Hinweis: Daf3 Rechtsentfaltung Spaltungen liefert,
wissen wir bereits aus 1.3.13. Unter der Annahme der Spaltungen ist umgekehrt
id; konfinal in S und die Beschreibung 1.4.12 von Morphismen in Cg als Kolimes
zeigt die andere Richtung.

Ubung 1.4.28. Seien C eine Kategorie und S ein Rechtsoresystem von Morphis-
men von C. Genau dann liefern Morphismen f,g : X — Y aus C denselben
Morphismus in Cg, wenn es s € S gibt mit sf = sg.

Ubung 1.4.29 (Liften kommutativer Quadrate). Seien C eine Kategorie und S
ein Rechtsoresystem von Morphismen. Gegeben ein kommutatives Quadrat fq =
pg in Cg mit den horizontalen Morphismen p, ¢ in C und eine Darstellung von g
als Rechtsbruch g = ¢~1b finden wir stets eine Darstellung von f als Rechtsbruch
f = s7'a und einen Morphismus r wie im Diagramm angedeutet mit 70 = agq
und 7t = sp, so daB} also im Diagramm

die beiden Quadrate kommutieren. Das wird gebraucht fiir das Bilden von Quoti-
enten triangulierter Kategorien.

Ubung 1.4.30 (Oresysteme in Produktkategorien). Gegeben Kategorien C, D
mit multiplikativen Systemen .S, 7" ist auch S x 7' ein multiplikatives System in
C x D. Sind S und T rechtsore beziehungsweise linksore, so auch .S x T'. Sind S
und 7" gesittigt, so auch S x T'.

Ubung 1.4.31. Wir betrachten in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen die
Menge S := {nids | A € Ab,n € Z\0} aller Vielfachen von Identititsmor-
phismen mit von Null verschiedenen ganzen Zahlen. Man betrachte andererseits
die Kategorie Ab ®;Q mit abelschen Gruppen als Objekten und Morphismen
(Ab®zQ)(A, B) := Ab(A, B) ®z Q und der hoffentlich offensichtlichen Ver-
kniipfung von Morphismen. Man zeige, dal der offensichtliche Funktor ein Iso-
morphimus von Kategorien Abg = Ab ®7Q ist.
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1.5 Quotienten abelscher Kategorien*

Definition 1.5.1. Seien A eine abelsche Kategorie und K eine Menge von Objek-
ten von A. Ein Quotient von .4 nach K ist ein Paar (A//C, can) bestehend aus
einer abelschen Kategorie .4/ und einem Funktor can : A — A/K derart, daB§
gilt:

1. Jedes Objekt aus IC wird unter can ein Nullobjekt in A/KC;

2. Ist ' : A — D ein exakter Funktor in eine weitere abelsche Kategorie,
der alle Objekte aus K zu Null macht, so gibt es genau einen Funktor F :
A/K — D mit F = F o can.

1.5.2. Wir zeigen gleich in 1.5.4, dal} solch ein Quotient stets existiert. Wenn er
existiert, ist er offensichtlich in der iiblichen Weise eindeutig bis auf eindeutigen
Isomorphismus. Ist /' : A — D ein exakter Funktor in eine weitere abelsche
Kategorie, der Objekte aus X zu Null macht und fiir den der induzierte Funktor
eine Aquivalenz von Kategorien F:A /K = D ist, so nennen wir den Funktor F'
einen Quotientenfunktor oder genauer, wenn Verwechslungen mit Quotienten-
funktoren im Kontext triangulierter Kategorien zu befiirchten sind, einen exakten
Quotientenfunktor.

1.5.3. Sei A eine abelsche Kategorie. Eine Menge von Objekten I C A heif3t
eine Serre’sche Unterkategorie, wenn sie alle Nullobjekte enthilt und fiir jede
kurze exakte Sequenz von A die Mitte zu K gehort genau dann, wenn beide Enden
zu K gehoren. Die kleinste Serre’sche Unterkategorie, die eine gegebene Menge
von Objekten enthiilt, heiflit die von diesen Objekten erzeugte Serre’sche Unter-
kategorie. Sie kann explizit beschrieben werden als die Menge aller Objekte, die
eine endliche Filtrierung besitzen derart, daf} alle Subquotienten dieser Filtrierung
isomorph sind zu Subquotienten der erzeugenden Objekte.

Satz 1.5.4 (Quotienten abelscher Kategorien). /. Gegeben eine Menge von
Objekten einer abelschen Kategorie existiert stets ein Quotient von besagter
Kategorie nach besagter Menge von Objekten;

2. Genau dann wird ein Objekt vom zugehorigen Quotientenfunktor annulliert,
wenn es in der von unserer Menge von Objekten erzeugten Serre’schen Un-
terkategorie liegt;

3. Jede kurze exakte Sequenz in der Quotientenkategorie kommt her von einer
kurzen exakten Sequenz in der urspriinglichen Kategorie;

4. Jeder Quotientenfunktor ist ein Lokalisierungsfunktor.
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Ergdnzung 1.5.5. Gegeben ein Universum L mit N € £l und eine abelsche 4. —ﬁe—
Kategorie ist auch jeder Quotient eine . -4(--Kategorie.

1.5.6. Wir werden den ersten und den letzten Teil zusammen durch eine explizite
Konstruktion eines Quotienten als Lokalisierung zeigen und fithren dazu zunéchst
noch weitere Begriffe ein.

Proposition 1.5.7. Jede Lokalisierung einer abelschen Kategorie an einem Ore-
system von Morphismen ist wieder eine abelsche Kategorie.

Beweis. Unsere Lokalisierung ist additiv nach 1.4.26 und es bleibt nur, die Ex-
aktheit der Lokalisierung zu zeigen. Der Kern eines Morphismus in unserer ur-
spriinglichen Kategorie ist gerade sein Egalisator mit dem Nullmorphismus und
bleibt deshalb nach 1.4.24 der Kern in der Lokalisierung. Der Kern eines Bruches
ist offensichtlich schlicht der Kern seines Zihlers. Damit ist die Existenz von Ker-
nen und dual von Kokernen in der Lokalisierung gezeigt. Die Gleichheit von Bild
und Kobild muf nur fiir den Zihler eines jeden Bruches gezeigt werden und ist
damit auch klar. 0

Proposition 1.5.8. Ist A eine abelsche Kategorie und KK C A eine Serre’sche
Unterkategorie, so ist das System aller Morphismen mit Kern und Kokern in K
ein Oresystem in A.

Beweis. Die Identititen gehoren natiirlich zu unserem System. Um die Stabilitét
unter Verkniipfung zu zeigen wende man auf das kartesische Quadrat im Dia-

gramm

x L v & g

T T
kergf — kerg

das Lemma [TG] 2.3.13 iiber die Gleichheit der Kerne paralleler Pfeile auf die
horizontalen Pfeile an und verwende das duale Argument fiir cok . Die Orebedin-
gung folgt durch kartesische beziehungsweise kokartesische Ergiinzung mit 1.5.9
und die letzte Bedingung erkennt man, da ¢ o f = ¢ o g gleichbedeutend ist zu
to(f —g)=0unddaszuim(f — g) € K, einer selbstdualen Bedingung. ]

Beweis von 1.5.4. Wir zeigen zundchst den ersten und den letzten Teil. Ist A eine
abelsche Kategorie und IC C A eine Serre’sche Unterkategorie, so notieren wir

A/K

die Lokalisierung von A am Oresystem aller Morphismen mit Kern und Kokern
in KC und nennen sie die Quotientenkategorie. Ist allgemeiner XC C A eine belie-
bige Menge von Objekten, so betrachten wir die davon erzeugte Serre’sche Un-
terkategorie (K) C A und setzen A/K = A/(K). Der Funktor A — A/K hat
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dann offensichtlich die von einem Quotientenfunktor geforderte universelle Ei-
genschaft und Teil 1 sowie Teil 4 des Satzes sind bewiesen.

2. Es gilt, fiir jede Serre’sche Unterkategorie I C A die Identitit C = ker(A4 —
A/K) zu zeigen. Nur die Inklusion D ist problematisch. Haben wir jedoch ein
Objekt A € A, das verschwindet in A//C, so ist die Identitit auf A die Nullab-
bildung in A//C, der Bruch (id, A, id) 146t sich also erweitern zu (s, D, 0) als da
heiflt, es gibt ein D derart, daf} die Nullabbildung D — A zu S gehort. Daraus
folgt sofort A € K.

3.Sei A — A — A" unsere kurze exakte Sequenz in A//C. Wir schreiben den
ersten Morphismus als Bruch, betrachten dessen Zihler f und nehmen in A die
kurze exakte Sequenz im f — A — cok f. ]

Proposition 1.5.9. Jedes kartesische Diagramm in einer abelschen Kategorie in-
duziert Isomorphismen zwischen den Kernen paralleler Pfeile und Monomorphis-
men zwischen den Kokernen paralleler Pfeile.

1.5.10. Die erste Aussage ist ein Spezialfall von Ubung [TG] 2.3.13. Wir bewei-
sen die zweite Aussage zu Ende dieses Abschnitts im Anschluf3 an die Behand-
lung von zwei Spezialfillen. Im Fall von abelschen Gruppen priift man die zweite
Aussage auch leicht explizit.

Lemma 1.5.11. Ist in einem kartesischen Diagramm in einer abelschen Kategorie
ein Ursprungspfeil epi, so auch der gegeniiberliegende Pfeil aus dem Faserpro-

dukt.

1.5.12. Ist ein Ursprungspfeil mono, so auch der gegeniiberliegende Pfeil aus dem
Faserprodukt. Das gilt sogar in beliebigen Kategorien, vergleiche [TG] 2.3.12.

Beweis. Wir notieren unser kartesisches Diagramm

P—sM

L2l

Ni>>Q

Ersetzen wir M durch Mj := im(P — M), so bleibt unser Diagramm Kartesisch.
Jetzt betrachten wir das kommutative Diagramm

Moy x N——= M x N —scok xN

N

Q=0 0
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Die nichttrivialen Vertikalen darin seien durch die Zeilenmatrix (f, —g) erklért.
Die Kerne der beiden linken Vertikalen sind dann gerade die beiden Faserprodukte
My xg N beziehungsweise M x¢o N und wir folgern aus der langen exakten
Homologiesequenz cok x N = 0, also cok = 0 und M = M,,. [

Lemma 1.5.13. Ein kartesisches Diagramm in einer prdabelschen Kategorie, in
dem zwei gegeniiberliegende Pfeile Monomorphismen sind, induziert einen Mo-
nomorphismus zwischen den Kokernen dieser Pfeile.

Beweis. Wir betrachten das Diagramm

M — P — cok

\J \: \
N — @ — cok

In diesem Diagramm sieht man leicht, da M — P der Kern der Verkniipfung
P — () — cok ist. Damit ist aber P — cok in der oberen Horizontalen das Bild
dieser Verkniipfung und damit ist die rechte Vertikale ein Monomorphismus. [

Beweis von 1.5.9. Nun zeigen wir die Proposition. Faktorisieren wir einen Ur-
sprungspfeil in mono o epi, so ist die induzierte Faktorisierung des gegeniiberlie-
genden Pfeils auch eine Faktorisierung in mono o epi wegen der ersten Aussage
der Proposition und 1.5.11. Wir diirfen also annehmen, dal wir die Kokerne von
zwel gegeniiberliegenden Monomorphismen zu vergleichen haben, und das erle-
digt 1.5.13. ]

Beispiel 1.5.14 (Restriktion abelscher Garben als Quotientenfunktor). Der
Riickzug abelscher Garben unter einer topologischen Einbettung ist stets ein Quo-
tientenfunktor. In der Tat hat er nach [TG] 4.3.20 einen volltreuen Rechtsadjun-
gierten und ist damit nach 1.3.9 schon einmal ein Lokalisierungsfunktor. Die zu
lokalisierenden Morphismen sind dann offensichtlich genau die, deren Kern und
Kokern unter dem Riickzug zu Null werden.

Beispiel 1.5.15. Der Riickzug von Ox-Moduln unter einer offenen Einbettung
von Schemata ist stets ein Quotientenfunktor. Dasselbe gilt fiir den Riickzug von
quasikohidrenten O y-Moduln. Das Argument ist dasselbe wie in 1.5.14.

Beispiel 1.5.16. Der Riickzug von kohdrenten Ox-Moduln unter einer offenen
Einbettung von noetherschen Schemata ist stets ein Quotientenfunktor. Das kann
man etwa aus dem in 1.5.15 behandelten Fall quasikohirenter O x-Moduln fol-
gern, indem man Proposition 1.4.21 iiber die Lokalisierung voller Unterkategorien
anwendet. Man beachte, dafl der Riickzug in diesem Fall im allgemeinen keinen
Adjungierten mehr besitzt: Der Vorschub eines kohirenten Oy -Moduls unter ei-
ner offenen Einbettung U G X ist meist nicht mehr kohérent, sondern nur noch
quasikohérent.
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Beispiel 1.5.17. Gegeben ein Ring R mit einem Ideal m C R bilden in der Ka-
tegorie aller R-Moduln die von einer Potenz von m annullierten Moduln eine
Serre’sche Unterkategorie. Gegeben ein R-Modul M gilt fiir die Multiplikation
i m®r M — M offensichtlich mcok p = 0 = mker p, folglich ist p ein
Isomorphismus in besagter Quotientenkategorie.

Beispiel 1.5.18. Gegeben ein Ring R mit einem Ideal m C R mit der Eigenschaft
m? = m bilden von m anullierten Moduln eine Serre’sche Unterkategorie. Die
Quotientenkategorie heifit dann die Kategorie der Fast-Moduln von (R, m). Man
kann in diesem Fall leicht zeigen, da3 der Funktor M +— m ®z m ®r M iiber
den Quotienten faktorisiert. Mit mehr Miihe scheint man sogar zeigen zu konnen,
daB er einen volltreuen Funktor von der Quotientenkategorie in die urspriingliche
Kategorie von Moduln induziert.

1.5.19. Ist R D m ein Ring mit einem Ideal und gilt m®> = m, so erhalten wir
einen Isomorphismus

MArMmRAgRM = mROzm

durch die Vorschrift a ® b ® ¢ — ab ® ¢ = a ® be. Um das zu zeigen, gehen wir
aus von der Multiplikation p : m ®g m — m. Sie fiihrt zu einer rechtsexakten
Sequenz m ®pi ker p - m @z m @i M — m @z m und es reicht zu zeigen, dall
die erste Abbildung Null ist. Aber gegeben > a; ® b; € ker y und ¢ € m finden
wir in der Tat eine Identitit der Form ¢ = ) o, 5, mit o, 3, € m und erhalten

cOY a;@b= af Qb= a,®8eab=0

Lemma 1.5.20. Sei A eine abelsche Kategorie und IC C A eine Serre’sche Unter-
kategorie. Gegeben M, N € A liefert die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

colf A(U,Q) = (A/K)(M,N)

Der Kolimes ist dabei zu bilden iiber alle Unterobjekte U von M mit M /U € K
und iiber alle Quotienten () von N mit ker(N — Q) € K.

Beweis. Ich gebe nur die inverse Abbildung an und iiberlasse dem Leser den Rest
des Beweises. Fiir einen Bruch M <— D — N bilden wir dazu den pushout

D — N
{ {
M — P

und betrachten die induzierte Abbildung auf den Bildern U und @) der vertikalen
Morphismen. ]
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Lemma 1.5.21. Ggeben A eine abelsche Kategorie und K C A eine Serre’sche
Unterkategorie liefert der Quotientenfunktor auf den Isomorphieklassen einfacher
Objekte eine Injektion

(Ir A)\ (Irr ) < Trr(A/K)

Ist A lingenendlich, so ist auch A/K lingenendlich und der Quotientenfunktor
liefert sogar eine Bijektion

(Ir A)\ (Irr ) = Trr(A/K)

Beweis. Einfache Objekte konnen dadurch charakterisiert werden, daf3 jeder Mor-
phismus in besagtes Objekt surjektiv oder Null ist. Nach 1.5.20 werden damit ein-
fache Objekte unter einem Quotientenfunktor stets einfach oder Null, und nichti-
somorphe Objekte, die nicht zu Null werden, bleiben nichtisomorph. Mit 1.5.4.2
erkennen wir dann schon einmal, daf} ein Quotientenfunktor stets eine Injektion
(Irr A)\(Irr ) — Irr(A/K) liefert. Ist aber A € A gegeben mit einfachem Bild
in A//C, und ist die Lénge von A endlich, so muf schon ein einfacher Subquotient
von A dasselbe Bild haben in A//KC wie A selbst. Das zeigt die Surjektivitit im
langenendlichen Fall. 0

Ergdanzung 1.5.22. Besitzt ein Injektiver von A kein von Null verschiedenes Un-
terobjekt aus /C, so bleibt er injektiv in .4 //C. Besitzt ein Objekt aus A kein von
Null verschiedenes Unterobjekt aus /C, so gilt dasselbe fiir jede injektive Hiille
dieses Objekts.

Ergdinzung 1.5.23. Bei [Gab62] wird die Quotientenkategorie sogar definiert da-
durch, daB ihre Objekte dieselben sein sollen wie die Objekte der urspriinglichen
Kategorie, ihre Morphismen jedoch gegeben werden durch die direkten Limites
aus Lemma 1.5.20. Man muf} dann allerdings einige Arbeit investieren, um die
Verkniipfung von Morphismen zu erkldren und die Axiome einer abelschen Kate-
gorie zu priifen.

Ergdnzung 1.5.24. Die Links- beziehungsweise Rechtsadjungierten eines Quo-
tientenfunktors nennen wir, wenn sie existieren, Approximationen. Aus 1.3.9
folgt, da3 Approximationen stets volltreu sind. Insbesondere ist nach [TF] 4.3.9
also die Verkniipfung eines Approximationsfunktors mit dem Quotientenfunktor
dquivalent zum Identititsfunktor unter der Adjunktionstransformation. Bezeich-
net () den Quotientenfunktor und L beziehungsweise R seine Adjungierten, so
liefern die kanonischen Abbildungen Surjektionen M — R@QM und Injektio-
nen LQM — M. Falls L existiert, kann genauer L()M beschrieben werden als
das groBte Unterobjekt von M ohne echten Quotienten aus C und RQM als der
Quotient von M nach dem groften Unterobjekt aus K. Man erkennt das aus der
Beschreibung der Quotientenkategorie in 1.5.20. Es steht in krassem Gegensatz
zu [TG] 2.3.11, aber () ist ja auch alles andere als treu.
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Satz 1.5.25 (Verallgemeinerte Morita-Aquivalenz). Ist A eine lingenendliche
Kategorie und P € A ein projektives Objekt, so ist der Funktor A(P, ) ein
Quotientenfunktor

A(P, ) : A — Modf- A(P)

Beweis. Sicherist K := {M € A | A(P, M) = 0} eine Serre’sche Unterkatego-
rie und nach 1.5.20 liefert der Quotientenfunktor A — A /K fiir alle M € A Bi-
jektionen A(P, M) = (A/K)(P, M). Nun miissen wir nur noch unsere abstrakte
Morita-Aquivalenz [NAS] 7.5.3 auf die Quotientenkategorie anwenden. ]

Beispiel 1.5.26. Gegeben ein Ring A und ein Idempotentes ¢ € A liefert die
Multiplikation mit e nach in etwa demselben Argument wie beim Beweis von
1.5.25 einen Quotientenfunktor

Q: A-Mod — eAe-Mod
M — eM

Die Multiplikation und das Auswerten bei e liefern jeweils [somorphismen e A ® 4
M 5 eM und Homy(Ae, M) = eM. Mit [KAG] 2.8.1 erhalten wir demnach
einen Linksadjungierten sowie einen Rechtsadjungierten von () vermittels der Bil-
dungen

LN = Ae ®cae N sowie RN = Homa.(eA, N)

Ergdnzung 1.5.27. Selbst bei der fiinfdimensionalen Kocheralgebra gilt nicht, dafl
die Multiplikation einen Isomorphismus Ae ®,4.eA = AeA induziert. Der durch
den Bimodul AeA gegebene Hom-Funktor wird fiir einen artinschen Ring A bei
[KMO3] kategorientheoretisch beschrieben als ,,Nimm die groftmogliche Erwei-
terung durch von e annullierte Einfache und teile danach soviel wie moglich von
Einfachen dieser Sorte weg*. Dort heil3t diese Konstruktion eine partielle Appro-
ximation.
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2 Triangulierte und derivierte Kategorien

2.1 Abbildungskegel in Homotopiekategorien

2.1.1. Ich erinnere an [TS] 5.7.11, wo wir fiir einen Komplex X = (X", d’) mit
d% : X" — X" den Komplex [1]X definiert hatten, indem wir den Komplex
um Eins gegen die Richtung der Pfeile verschieben, in Formeln ([1]X)" := X"+,
und die Randoperatoren mit Minuszeichen versehen, in Formeln
iy =y

Jede Kettenabbildung v : X — Y liefert in offensichtlicher Weise eine Kettenab-
bildung v : [1]X — [1]Y, hier fiigen wir keine Vorzeichen ein. Im Fall eines
Komplexes X von abelschen Gruppen haben wir schlicht [1]X = Z[1] ® X.

Definition 2.1.2. Seien 7 eine additive Kategorie und Hot7 die Homotopiekate-
gorie der Komplexe in Z.

1. Ein Dreieck in Hotz ist die Vorgabe von Objekten und Morphismen der
Gestalt
X3y 575X

2. Ein Morphismus von einem Dreieck in ein weiteres Dreieck ist ein Tripel
von Morphismen (f, g, h) derart, daB das folgende Diagramm mit unseren
beiden Dreiecken in den Zeilen kommutiert:

X Y y 7 y [1]X
T
X' Y’ A y [1]X7

3. Ein Dreieck in Hotz heif3t ein ausgezeichnetes Dreieck, englisch distin-
guished triangle, franzosisch triangle distingué, wenn es isomorph ist zu
einem Dreieck der Gestalt

X35Y — K(u) — [1]X

mit u einer Kettenabbildung, K(u) dem Abbildungskegel von u, gegeben
durch K(u)" := X" @ Y™ mit d : (z,y) — (—0x(z),u(z) + dy(y))
und als weiteren Morphismen der offensichtlichen Injektion und Projektion
Y — K(u) — [1]X.
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2.1.3. Die Beziehung zwischen dem hier eingefiihrten algebraischen Abbildungs-
kegel und dem topologischen Abbildungskegel aus [TS] 3.4.1 diskutieren wir in
[TS] 3.4.6. Kurz gesagt konstruieren wir dort fiir jede stetige Abbildung f : Z —
X eine ausgezeichnete funktorielle Homotopiedquivalenz

S(K(f)) = Keg(Sf)

2.1.4. Sei 7 eine additive Kategorie. Unsere Konstruktion des Abbildungskegels
liefert einen Funktor von der Kategorie Ket% der Morphismen von Komplexen in
die Kategorie der Dreiecke in Hotz, ja sogar in die analog definierte Kategorie der
Dreiecke in Ket7.

2.1.5. Ein Dreieck, das zu einem ausgezeichneten Dreieck wird, wenn wir alle
drei Morphismen durch ihre Negativen ersetzen, hei3t antiausgezeichnet.

Proposition 2.1.6 (Drehen von ausgezeichneten Dreiecken). Sei 7 eine additive
Kategorie. Ist X =Y — 7 — [1]X ein ausgezeichnetes Dreieck in Hotz, so ist

auchY — 7 — [1]1X =% [1]Y ein ausgezeichnetes Dreieck in Hotz.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit hat unser erstes Dreieck die Ge-
stalt

X5y % Ku S [x
mit «, 5 den kanonischen Abbildungen. Es gilt also, eine Homotopiedquivalenz
¥ : K(a) = [1]X anzugeben derart, daB kommutiert

Y % Ku — K@ — 1Y

| | vl |

Y 5 Ku) — [1]X = 1Y
Per definitionem haben wir K(a)” = Y™ @ K(u)" = Y"1 @ X" @ Y™ und
der Randoperator wird gegeben durch die Matrix

—0y 0 0
Ok(a) = ( —O 0 ) = 0 —-0x O

Wir nehmen nun ¢» = (0,1id, 0) und erhalten offensichtlich eine Kettenabbildung
derart, daB das mittlere Quadrat kommutiert. In die andere Richtung nehmen wir
¢ = (—u,id,0)" : [1]1X — K(«) und erkennen, daB ¢ eine Kettenabbildung ist
und daB3 mit ¢ nach oben statt ¢ nach unten das rechte Quadrat kommutiert. Of-
fensichtlich gilt )¢ = id auf [1] X. Wir haben gewonnen, wenn wir die Homotopie
¢ ~ id zeigen. Dazu muf3 man nur priifen, daf fiir

0 0 id

s=[00 0 |:K()""—K)"
0 0 O
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die Gleichung 0s + s0 = id — ¢ erfiillt ist. O

Proposition 2.1.7 (Morphismen von Dreiecken). Sei 7 eine additive Kategorie.
Gegeben ein kommutatives Diagramm in Hotz der Gestalt

X—sY—>7 [1]X
1
X—Y—>7 [1]X

mit ausgezeichneten Dreiecken als Zeilen gibt es ein h : Z — Z derart, daf3
(f, g, h) ein Morphismus von Dreiecken wird.

2.1.8. Dieses h ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Unter geeigneten
Zusatzannahmen gilt das aber doch, vergleiche 2.3.8. In Ubung 2.2.12 diirfen Sie
zeigen, daB mit f und g auch h ein Isomorphismus sein muf.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dafl beide
Dreiecke die Standarddreiecke fiir u beziehungsweise @ sind mit Z = K(u) und
Z = K(a). Sei s™ : X" — Y"1 eine Homotopie, die die Kommutativitit des
ersten Quadrats liefert, also sd + ds = gu — 4 f. Wir behaupten, dafl

h:<f0>:MMﬁKM)

s g

eine Kettenabbildung ist und dafl mit diesem h die beiden anderen Quadrate sogar
kommutieren, ohne dal man zu Homotopieklassen iibergehen muf3. Diese Rech-
nung iiberlassen wir dem Leser. [

2.1.9. Gegeben eine abelsche Kategorie A liefert das Bilden der Kohomologie
eines Komplexes Funktoren H' : Hot 4 — A und wir haben H°([i]X) = H'X fiir
beliebiges X € Hot 4.

Lemma 2.1.10 (Kohomologiesequenz eines ausgezeichneten Dreiecks). Ist A
eine abelsche Kategorie und X — 'Y — Z — [1|X ein ausgezeichnetes Drei-
eck in Hot 4, so erhalten wir mit den natiirlichen Abbildungen eine lange exakte
Sequenz auf der Kohomologie

o HTYZ S HIX S HY — HIZ = HIT X —

Beweis. Da wir nach 2.1.6 Dreiecke drehen konnen, reicht es, die Exaktheit von
HY — H°Z — HO[1]X zu zeigen. Dazu diirfen wir ausgehen von einem Drei-
eck der Gestalt X - Y — K(u) — [1]X, und dann haben wir schlicht einen
Ausschnitt der langen exakten Kohomologiesequenz zur kurzen exakten Sequenz
von Kettenkomplexen Y — K(u) — [1]X vor uns. O
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2.2 Triangulierte Kategorien

Definition 2.2.1. Eine Z-Kategorie ist eine Kategorie .4 mitsamt einem Auto-
morphismus [1] : A = A. Mit Automorphismus meine ich einen Isomorphismus
der Kategorie zu sich selbst, nicht etwa blof eine Aquivalenz von Kategorien.

Vorschau 2.2.2. Es gibt durchaus relevante Situationen, in denen man die hier ent-
wickelten Begriffsbildungen auf den Fall erweitern muf3, daf} unsere Verschiebung
[1] : A — A nur eine Aquivalenz von Kategorien ist. Allgemeiner wir man auch
Kategorien mit einer Operation allgemeinerere Gruppen erklidren wollen. Das al-
les weckt jedoch Elefanten der Notation, die ich lieber schlafen lasse.

Definition 2.2.3. Unter einem Dreieck in einer Z-Kategorie versteht man ein Dia-
gramm der Gestalt X 5 Y % Z 5% [1]X, das suggestiver aber weniger priizise

auch in der Gestalt
(1] /

Z

geschrieben werden mag. Wir notieren Dreiecke auch abkiirzend X — Y —
Z — [1]. Ein Morphismus von Dreiecken wird definiert wie im Fall der Homo-
topiekategorie einer additiven Kategorie in 2.1.2.

X Y

Definition 2.2.4. Eine triangulierte Kategorie ist eine additive Z-Kategorie mit-
samt einer Vorschrift, die unter allen Dreiecken unserer Z-Kategorie gewisse Drei-
ecke auszeichnet derart, daf} die folgenden merkwiirdigen durch den Fall 2.1 der
Homotopiekategorien motivierten Axiome erfiillt sind:

1. Jedes Dreieck, das isomorph ist zu einem ausgezeichneten Dreieck, ist auch
selbst ein ausgezeichnetes Dreieck;

2. Fiir jedes Objekt X ist das Dreieck X LX 50— [1] X ausgezeichnet;

3. Jeder Morphismus X — Y unserer Kategorie kann in ein ausgezeichnetes
Dreieck X — Y — Z — [1]X eingebettet werden. Es wird sich spiter
herausstellen, dal hier Z eindeutig ist bis auf nicht-eindeutigen Isomor-
phismus, vergleiche das anschlieBende Axiom 5. Wir génnen ihm dennoch
einen bestimmten Artikel und nennen Z in Erinnerung an 2.1.2 auch im
allgemeinen den Abbildungskegel iiber dem Morphismus X — Y;

4. Bin Dreieck X % Y — Z — [1]X ist ausgezeichnet genau dann, wenn das
~gedrehte* Dreieck Y — Z — [1]X =% [1]Y ausgezeichnet ist;
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5. Gegeben ein Diagramm mit ausgezeichneten Dreiecken in den Horizontalen
und einem kommutativen Quadrat links

X Y Z [1]X
fl gi [l]fi
X' Y’ A (11X’

gibt es einen Morphismus i : Z — Z' derart, daBl die beiden dadurch
in der Mitte und rechts entstehenden Quadrate kommutieren. Von diesem
Morphismus h wird nur die Existenz und nicht die Eindeutigkeit gefordert;

6. (Oktaederaxiom) Gegeben ausgezeichnete Dreiecke

/

X Y VA [1]X
4 X’ 1]y
X gy 1]X

gibt es ein ausgezeichnetes Dreieck Z' — Y’ — X’ — [1]Z’ derart, daB im
nebenstehenden Oktaeder die beiden Quadrate im Schnitt mit senkrechten
Ebenen kommutieren, die vier ,,zyklischen* Dreiecke ausgezeichnete Drei-
ecke sind, und die vier anderen Dreiecke kommutieren.

Die ausgezeichneten Dreiecke einer triangulierten Kategorie heiflen, nun, eben
ausgezeichnete Dreiecke. Eingefiihrt wurden sie urspriinglich auf Franzosisch
als triangles distingués. Auf Englisch nennt man sie distinguished triangles.

Vorschau 2.2.5. Der Definition einer triangulierten Kategorie haftet etwas Kiinst-
liches an und sie ist es auch. Ich hoffe aber, Sie im folgenden davon zu iiberzeu-
gen, daB} diese Begriffsbildung fiir viele Argumentationen dennoch ein geschickter
Rahmen ist.

Vorschau 2.2.6 (Motivation fiir das Oktaederaxiom). In 2.6.1 werden wir jeder
abelschen Kategorie eine triangulierte Kategorie Der(.4) zuordnen sowie einen
Funktor Ket(A) — Der(A). In 2.6.4 werden wir weiter einen Funktor von der
Kategorie der kurzen exakten Sequenzen in Ket(A) zur Kategorie der ausge-
zeichneten Dreiecke in Der(.A) konstruieren. Gegeben X — Y — Z injektive
Kettenabbildungen erhalten wir nun offensichtlich eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen
Y/X - Z/X - Z]Y
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Die Struktur der Pfeile soll den Aufbau eines solchen Oktaeders verdeutlichen:
Man beginnt mit zwei verkniipfbaren Morphismen und ihrer Komposition,
dargestellt durch durchgehende Pfeile zwischen X, Y und Z. Jeden dieser

Morphismen ergénzt man zu einem ausgezeichneten Dreieck, angedeutet durch

die gestrichelten Pfeile. Und dann fordert man die Existenz von gepunkteten
Pfeilen, die die drei eben konstruierten Objekte zu einem vierten
ausgezeichneten Dreieck verbinden, die drei anderen so entstehenden Dreiecke
zum Kommutieren bringen (was den horizontalen gepunkteten Pfeil im iibrigen
bereits eindeutig festlegt), und die beiden in Schnitten unseres Oktaeders mit
geeigneten senkrechten Ebenen entstehenden Quadrate zum Kommutieren
bringen. Von zwei gegeniiberliegenden Flichen ist also stets eine ein
kommutatives Diagramm und die andere ein ausgezeichnetes Dreieck. Unser
Oktaederdiagramm hat weitaus weniger Symmetrien als ein echter Oktaeder,
genauer ist die Symmetriegruppe eine zyklische Gruppe der Ordnung vier,
erzeugt vom Drehen um die senkrechte Achse um einen rechten Winkel gefolgt
vom Vertauschen der oberen und der unteren Ecke.
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oder diagrammatisch

Z/Y

\/\

Es entspricht einem Oktaeder in Der(.4) und mag die Axiomatik motivieren.

2.2.7. Jede triangulierte Kategorie liefert eine weitere triangulierte Kategorie,
wenn man statt der ausgezeichneten Dreiecken die sogenannten antiausgezeich-
neten Dreiecke auszeichnet, die aus ausgezeichneten Dreiecken durch das Andern
des Vorzeichens aller drei Morphismen entstehen.

2.2.8. Wir notieren Oktaeder oft vereinfacht in der Form
ZI
Y Y’
X X'
In dieser Gestalt sind alle vier ausgezeichneten Dreiecke als leidlich gerade Pfeil-

sequenzen erkennbar, einige kommutative Dreiecke und ein kommutatives Qua-
drat sind jedoch nicht sichtbar. Eine andere Darstellung ist

X Y 7' [1]X
]
X Z Y’ [1]X
| |
Y Z X’ 1y
| |
7 —Y — > X' A
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mit einigen Identitdten in den Vertikalen, kommutativen Quadraten und ausge-
zeichneten Dreiecken als Zeilen. In dieser Darstellung sehen wir alle Informa-
tion unseres Oktaeders: Alle vier ausgezeichneten Dreiecke als Zeilen, alle vier
kommutativen Dreiecke als Quadrate mit einer ist-gleich-Seite, davon eines sogar
doppelt, und beide kommutativen Quadrate, davon eines sogar doppelt. Als letzte

Ve N,
\/ \/
\ /

\ /

N e ~N e

- —

Dies Diagramm soll man sich periodisch nach rechts und links fortgesetzt denken.
Alle vier ausgezeichneten Dreiecke sind hier gut als eckenlose Wege erkennbar,
und die vier kommutativen Dreiecke ebenso wie die beiden kommutativen Viere-
cke sind gleichfalls gut zu sehen.

2.2.9. Aus [TG] 2.5.11 folgt, daB jeder Isomorphismus von additiven Kategori-
en additiv ist. Insbesondere brauchen wir die Additivitit des Funktors [1] einer
triangulierten Kategorie nicht extra zu fordern.

2.2.10 (Komposition von Morphismen in einem Dreieck). In einem ausgezeich-
neten Dreieck ist die Komposition von je zwei aufeinanderfolgenden Morphismen
Null. In der Tat gibt es fiir jedes ausgezeichnete Dreieck X — Y — Z — notwen-
dig einen Morphismus von Dreiecken nach 0 — Z — Z — der Gestalt (7, v,id)
mitv : Y — Z dem zweiten Morphismus unseres Ausgangsdreiecks. Folglich ist
(0,v,1id) ein Morphismus von Dreiecken, und damit gilt vou = 0 firu : X — Y
den ersten Morphismus unseres Ausgangsdreiecks.

Lemma 2.2.11. Ist T eine triangulierte Kategorie und X — Y — Z — [1]X
darin ein ausgezeichnetes Dreieck, so bilden fiir jedes Objekt W € T die Mor-
phismen nach W eine lange exakte Sequenz von abelschen Gruppen

A TXW) T W)~ T(Z,W) + T(1]X, W) «

Dasselbe gilt dual auch fiir die Morphismen von W in die Objekte unseres ausge-
zeichneten Dreiecks.



) N / 44\
\ / / \ /
\
VoY
\ ~ _
\
~ K
e & —

Noch eine andere Darstellung eines Oktaeders
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Beweis. In einem ausgezeichneten Dreieck ist die Komposition zweier aufeinan-
derfolgender Morphismen stets null, also ist unsere lange Sequenz schon einmal
ein Komplex. Andererseits ist 0 — W = W — [1]0 stets ein ausgezeichnetes
Dreieck. Wir konnen also nach 2.1.7 ein kommutatives Diagramm

X =Y = Z — [1|X

{ {
o - W 5 W —= 0

stets kommutativ ergédnzen, und das zeigt die Exaktheit unseres Komplexes bei
T (Y, W). Drehen von Dreiecken nach 2.1.6 liefert den Rest. O

Ubungen

Ubung 2.2.12. Sind bei einem Tripel von Morphismen, die zusammen einen Mor-
phismus von ausgezeichneten Dreiecken bilden, zwei der Morphismen Isomor-
phismen, so auch der Dritte. Hinweis: Lange exakte Sequenzen 2.2.11 und Fiinfer-
lemma und Yoneda-Lemma. Man beachte, dafl wir dazu das Oktaederaxiom nicht
bendtigen.

Ubung 2.2.13 (Morphismen von ausgezeichneten Dreiecken, Eindeutigkeit).
Sei T eine triangulierte Kategorie. Gegeben ein kommutatives Diagramm mit aus-
gezeichneten Dreiecken in den Horizontalen

X =Y —» Z — [1X

{ 4 {
X =Y - 7 - [1X

gibt es nach Annahme einen Morphismus Z — Z’, der es kommutativ vervoll-
stindigt. Man zeige, dal sowohl unter der Annahme 7 ([1].X, Z’) = 0 als auch
unter der Annahme 7 (Z,Y’) = 0 dieser Morphismus Z — Z’ sogar eindeutig
bestimmt ist. Im Spezialfall von Homotopiekategorien war das 2.3.8. Hinweis:
Dieser Morphismus Z — Z' ist sogar bereits dadurch eindeutig bestimmt, daf}
er das linke beziehungsweise das rechte durch ihn neu entstehende Quadrat zum
Kommutieren bringt.

Ubung 2.2.14 (Morphismen in ausgezeichneten Dreiecken, Eindeutigkeit). Sei
T eine triangulierte Kategorie. Gibt es zu einem Morphismus aus einem ausge-
zeichneten Dreieck keinen von Null verschiedenen Morphismus in die Gegenrich-
tung, so wird der fragliche Morphismus bereits durch die beiden anderen eindeutig
festgelegt. Sind also in Formeln X % Y % Z % [1]X ausgezeichnete Dreiecke
fiir zwei Morphismen 7, s : Z — [1]X und gilt 7 ([1]X, Z) = 0, so folgt r = s.
Im Spezialfall von Homotopiekategorien war das 2.3.9.

39



Ubung 2.2.15. Wenn man in einem ausgezeichneten Dreieck bei zwei Morphis-
men das Vorzeichen dndert, entsteht wieder ein ausgezeichnetes Dreieck.

Ubung 2.2.16. Die opponierte Kategorie einer triangulierten Kategorie 7 ist mit
der entgegengesetzten homologischen Verschiebung [1]7ops := [—1]7" und ,,den-
selben* ausgezeichneten Dreiecken versehen auch eine triangulierte Kategorie.

Sie heil3t die opponierte triangulierte Kategorie.

Ubung 2.2.17 (Summen und Produkte von Dreiecken). Man zeige, daB die
direkte Summe von zwei ausgezeichneten Dreiecken (XY, 7) und (X', Y’ Z')
wieder ein ausgezeichnetes Dreieck ist. Hinweis: Man betrachte den Abbildungs-
kegel K iiber X & X' — Y @ Y’ und konstruiere Morphismen Z — K und
7' — K und zeige mit Yonedalemma, Fiinferlemma und 2.2.11, dal} sie einen
Isomorphismus Z & Z' = K liefern. Analoges gilt mit demselben Argument
fiir beliebige Summen und Produkte. Man beachte aber, dall der Funktor von der
Kategorie der Komplexe einer abelschen Kategorie in ihre Homotopiekategorie
keineswegs mit beliebigen Summen oder Produkten vertriglich sein muB.

2.3 Triangulierung von Homotopiekategorien

Satz 2.3.1 (Homotopiekategorien als triangulierte Kategorien). Fiir jede ad-
ditive Kategorie T ist ihre Homotopiekategorie Hot(Z) mit ihrer durch Verschie-
bung und Negativieren der Differentiale 2.1.1 erkldirten Z-Operation und den in
2.1.2 durch Abbildungskegel erkldrten ausgezeichneten Dreiecken eine triangu-
lierte Kategorie.

Beweis. Alle Axiome mit Ausnahme des Oktaederaxioms sind entweder offen-
sichtlich erfiillt oder werden in 2.1 bewiesen. Um auch noch das Oktaederaxiom
zu priifen, reicht es zu zeigen, daB fiir Morphismen von Komplexen X Ly %z
die Sequenz

Keg(f) —> Keg(g o f) = Keg(g) — [1] Keg(f)

ein ausgezeichnetes Dreieck ist, wenn diese Komplexe und Morphismen gegeben
werden durch

n+1 n (10) n+1 n (fo) n+1 (OO) n+2 n+1
X Y ———X eI/ ———Y e Z—X eY
22) 1G3o) 20 55)
Xn+2 D Yn+1 (10) Xn+2 o) Zn+1 (fo) Yn+2 o) Zn+1 (00) Xn+3 o) yn+2
0g 11 10

Hier und im Folgenden verwenden wir unsere Konvention [KAG] 2.1.17, nach der
Elemente von direkten Summen als Spaltenmatrizen aufgefait werden, mit den
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vorne stehenden Komponenten oben, und Morphismen zwischen direkten Sum-
men durch Matrizen von Homomorphismen zwischen den Summanden, die durch
Matrixmultiplikation von links operieren. Um zu zeigen, daf3 dies Dreieck ausge-
zeichnet ist, gilt es, eine Homotopiedquivalenz h : Keg(g) — Keg(u) anzugeben
derart, daf

Keg(g o f) — Keg(u) — [1] Keg(f)

in der Homotopiekategorie kommutiert. Nun haben wir ja

Keg(u)n — Xn+2 D Yn+1 D Xn+1 D Zn

Keg(g o f) —— Keg(g) — [1] Keg(f)
/

mit Randoperator

o 0 0 O
f -0 0 0
1 0 -0 0
0 g gof 0
und es reicht zu zeigen, da} die Marix
0 0
(1) 8 . Yn+1 D J/AEN Xn+2 D Yn+1 D Xn+1 D zn
01

eine Homotopiedquivalenz h mit den gewiinschten Eigenschaften liefert. Explizi-
te Rechnung zeigt, daB} sie eine Kettenabbildung definiert und das rechte Quadrat
unseres Diagramms der sechs Komplexe von eben zum Kommutieren bringt. De-
finieren wir eine Abbildung in die Gegenrichtung & : Keg(u) — Keg(g) durch
die Matrix

(O 1 f 0) . Xn+2 D Yn—H @Xn-i-l D AN Yn—i—l D A
00 01

so erhalten wir auch eine Kettenabbildung, von der klar ist, da sie das linke
Quadrat mit umgekehrtem Mittelpfeil zum Kommutieren bringt. Weiter gilt of-
fensichtlich £ o A = id, so da} nur zu zeigen bleibt, da3 h o £ homotop ist zur
Identitit auf Keg(u). Solch eine Homotopie wird jedoch gegeben durch die Ma-
trix

o O OO
o O OO
o O O
o O OO
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Ergdnzung 2.3.2. Wir haben hier genau genommen nicht nur das Oktaederaxiom
im Fall der Homotopiekategorie einer additiven Kategorie nachgewiesen, sondern
sogar darin einen Funktor von der Kategorie aller Paare von verkniipfbaren Mor-
phismen in die Kategorie aller Oktaeder konstruiert, der dariiberhinaus vertriglich
ist mit unseren funktoriellen Abbildungskegeln aus 2.1.4 in einer Weise, die hier
nicht ausbuchstabiert werden soll.

2.3.3. Unter einem internen Automorphismus einer Schmelzkategorie .# mit
Einsobjekt I verstehen wir einen Automorphismus « : .# = .4 der zugrunde-
liegenden einfachen Kategorie, der in Cat(.#,.#') isomorph ist zu einem Funk-
tor der Gestalt £® fiir eine Einheit . Ein Datum (£, ) bestehend aus einer
Einheit F und einer Isotransformation ¢ : @ = (E®) nennen wir dann eine Rea-
lisierung unseres internen Automorphismus. Solch eine Realisierung entspricht
eineindeutig einem Paar (E, ) bestehend aus einer Einheit und einem Isomor-
phismus 7 : «(I) & E, indem wir (F,«) das Paar (E, ) zuordnen mit 7 der
Komposition o(I) = E ® I = FE. Insbesondere ist so eine Realisierung ein-
deutig bis auf eindeutigen Isomorphismus und jede Realisierung liefert fiir stabil
universell verschmelzbare Objekte M, N dieselben Isomorphismen

a(M®@N) S a(M)® N = M@ a(N)

Unter einem Signumsautomorphismus einer Schmelzkategorie mit Vorzeichen
verstehen wir einen internen Automorphismus derart, daf3 die zugehorige Einheit
E eine Signumseinheit ist, dal also auf £ ® E die Vertauschung das Negative der
Identitit ist.

2.3.4 (Interne triangulierte Struktur einer Schmelzkategorie). Eine Struktur
von triangulierter Kategorie auf der einfachen Kategorie einer Schmelzkatego-
rie mit stabil universellen Verschmelzungen und internem Hom heifle eine in-
terne triangulierte Struktur, wenn der zugehorige Automorphismus [1] ein Si-
gnumsautomorphismus ist und wenn auflerdem fiir jedes ausgezeichnete Dreieck
L — M — N — [1]L und jedes Objekt K auch die drei Dreiecke

LK - M®K — N®K — [1(L®K)
K=L — K=3M — K=3N —  [IJ(K=1L)
=K + M=K + N=>K <+ [-1)(L=K)

ausgezeichnete Dreiecke sind. Bei der Konstruktion des jeweiligen letzen Mor-
phismus haben wir hier stillschweigend Isomorphismen ([1]L)® K = [1](L® K)
und dergleichen verwendet, die daher riihren, da8 unser Automorphismus [1] in-
tern ist.

Beispiel 2.3.5. Die in 2.3.1 eingefiihrte Struktur als triangulierte Kategorie auf der
Kategorie der Homotopiekomplexe Hot = Hot(Ab) ist offensichtlich intern fiir
die in [TSK] 2.5.3 erklirte Struktur als Schmelzkategorie.
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Satz 2.3.6 (Kurze exakte Sequenzen als ausgezeichnete Dreiecke). Sei A eine
abelsche Kategorie mit genug Injektiven und i A C A die Kategorie aller injekti-
ven Objekte von A. Man betrachte die Kategorie Hot"" (iA) := {X € Hot(iA) |
X7 =0falls g < 0und H1X = 0 falls q # 0}. So gilt:

1. Das Bilden der nullten Kohomologie induziert eine Aquivalenz von Katego-
rien H° : Hot"t (i A) = A;

2. Das Bilden der nullten Kohomologie induziert eine Aquivalenz von Katego-
rien

X—=Y—>7Z-[1X =

ausgezeichnete Dreiecke {
in Hot(i.A) mit XY, Z € Hot"" (i.A)

kurze exakte
Sequenzen in A

Vorschau 2.3.7. Wir werden wir dieses Resultat in einer besseren Terminologie in
2.7.14 wiederfinden.

Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus dem Hauptlemma der homologischen Alge-
bra [TG] 3.2.6. Fiir den Rest des Beweises fiithren wir eine bequeme Terminologie
ein und nennen die im Satz beschriebenen ausgezeichneten Dreiecke von Hot (i.4)
,.speziell“. Die Homologiesequenz 2.1.10 zeigt, daB " aus jedem unserer spezi-
ellen ausgezeichneten Dreiecke eine kurze exakte Sequenz macht. Nach Teil 1
liefert also 7° schon mal einen treuen Funktor von unserer Kategorie von speziel-
len ausgezeichneten Dreiecken in die Kategorie der kurzen exakten Sequenzen aus
A. Als néchstes zeigen wir, daf3 unser Funktor surjektiv ist auf Isomorphieklas-
sen von Objekten. Hierzu miissen wir uns daran erinnern, da wir in [TG] 3.6.1
gezeigt hatten, daf in einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven jede kurze
exakte Sequenz A — B — (' isomorph ist zum Kernkomplex eines Doppel-
komplexes aus injektiven Objekten mit in positiven Graden exakten Spalten und
kurzen exakten Zeilen. Da diese notwendig spalten, hat unser Doppelkomplex die

Gestalt
) ) )
? < IPgpJ? —» J?
) ) )
I - I'eJt - Jt
) ) )
I — "eJ% —» J°
) ) )

A < B —- C

Die mittlere Vertikale ist folglich der Abbildungskegel K(u) einer Kettenabbil-
dung u : [-1]J — I und das ausgezeichnete Dreieck [—1]J — I — K(u) — J
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liefert mit Drehen ein ausgezeichnetes Dreieck I — K(u) — J — [1]]. Jetzt
miissen wir noch zeigen, daf} unser Funktor HO volltreu ist. Seien dazu zwei spe-
zielle ausgezeichnete Dreiecke (X, Y, Z) und (X',Y”, Z’) gegeben. Jeder Mor-
phismus der zugehorigen kurzen exakten Sequenzen liefert ein Diagramm

X —=» Y - Z - [1X

f g4 hl i
X =Y - Z - X’

mit der Eigenschaft, da3 darin die beiden linken Quadrate kommutieren. Nun be-
achten wir
Hot([1).X, Z"N =0

nach dem Lemma [TG] 3.2.6 iiber injektive Auflosungen und folgern aus 2.2.11
die Injektivitdt von Hot(Z, Z') — Hot(Y, Z’). In anderen Worten ist unser Mor-
phismus h : Z — Z’ der einzige Morphismus von Z nach Z’, der das mittlere
Quadrat zum Kommutieren bringt. Andererseits gibt es aber nach 2.1.7 einen Mor-
phismus von Z nach Z’, der alle drei Quadrate zum Kommutieren bringt. Damit
ist klar, daB (f, g, h) schon ein Morphismus von Dreiecken sein muf. O

Ubungen

Ubung 2.3.8. Gegeben ein kommutatives Diagramm mit ausgezeichneten Dreie-
cken in den Horizontalen

X —- Y - Z — [1X

{ { {
X =Y = 7 - [1X

gibt es nach 2.1.7 einen Morphismus Z — Z’, der es kommutativ vervollstandigt.
Man zeige, daB unter der Annahme Hotz([1]X, Z’) = 0 dieser Morphismus Z —
7' sogar eindeutig bestimmt ist.

Ubung 2.3.9. Gibt es zu einem Morphismus aus einem ausgezeichneten Dreieck
keinen von Null verschiedenen Morphismus in die Gegenrichtung, so wird der
fragliche Morphismus bereits durch die beiden anderen eindeutig festgelegt. Sind
also in Formeln X =% Y % Z =% [1]X ausgezeichnete Dreiecke fiir zwei
Morphismen r, s : Z — [1]X und gilt Hotz([1].X, Z) = 0, so folgt r = s.

Ubung 2.3.10. Ist A eine abelsche Kategorie und M — N ein Quasiisomorphis-
mus von Komplexen in Ket4 und P ein Komplex projektiver Objekte von A,
der in Richtung der Differentiale beschrinkt ist, so ist auch die auf den Hom-
Komplexen induzierte Abbildung ein Quasiisomorphismus

Hom (P, M) = Hom4(P, N)
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Man folgere fiir eine abelsche Kategorie .A mit genug Projektiven und genug In-
jektiven kanonische Isomorphismen lExtj;‘(M ,N) = Ext% (M, N). Hinweis:
Man ergiinze unseren Quasiisomorphismus zu einem ausgezeichneten Dreieck
M = N — K — in Hot 4 und beachte, dal dann K exakt ist. Mit dem Haupt-
lemma der homologischen Algebra [TS] 5.6.14 folgt Hot 4([¢] P, K') = O fiir alle
q und mit der langen exakten Sequenz 2.2.11 folgt die Behauptung. Noch stérke-
re Aussagen in dieser Richtung enthilt die Interpretation [TD] 2.6.10 von Ext
und dem a priori anders definierten 1Ext als dieselben Morphismenrdume in der
derivierten Kategorie.

Ubung 2.3.11. In einer Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmelzun-
gen und interner triangulierter Struktur bilden die starren Objekte stets eine vol-
le triangulierte Unterkategorie. Hinweis: [TSK] 3.4.10. Insbesondere besteht die
vom Einsobjekt erzeugte volle triangulierte Unterkategorie (I) A stets aus starren
Objekten.

Ubung 2.3.12. Gegeben ein Kring R endlicher Torsionsdimension ist Der(R-Mod)
nach ?? eine Schmelzkategorie und (R)a besteht nach [TD] 2.3.11 aus starren
Objekten.

2.4 Triangulierte Funktoren

2.4.1. Ein Z-Funktor F' : A — B von Z-Kategorien ist definiert als ein Paar
(F, u) bestehend aus einem Funktor F’ nebst einer Isotransformation u : [1]o F' =
F o [1], die die Z-Struktur unseres Z-Funktors heifen moge. Die Verkniipfung
von Z-Funktoren sei definiert durch (F,u) o (G,v) = (F o G,uG o Fv). Sie ist
assoziativ.

2.4.2. Gegeben eine Z-Struktur u eines Funktors wie eben ist natiirlich auch ihr
Negatives (—u) eine Z-Struktur fiir denselben Funktor.

2.4.3. Die Menge aller Z-Funktoren von einer Z-Kategorie A in eine Z-Kategorie
BB notieren wir Cat”(.A, B). Gegeben ein Universum { wie in [LA2] ?? bezeichne
$1Cat” die Kategorie aller Z-Kategorien, deren zugrundeliegende Kategorie eine
$1-Kategorie ist. Als Morphismen von {{Cat” nehmen wir unsere Z-Funktoren.

Definition 2.4.4. Eine Z-vertrigliche oder kurz vertriagliche Transformation
(F,u) = (G,v) zwischen Z-Funktoren ist eine Transformation 7 : F' = G, die
mit den jeweiligen Z-Strukturen vertrédglich ist in dem Sinne, dafl das Diagramm
von Transformationen

[1]o F==Fo[l]

[HTﬂ ﬂf[ll

[1]oG==Go[l]
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kommutiert. Jede Verkniipfung vertrdglicher Transformationen ist wieder vertrig-
lich und die Menge Cat”(.A, B) wird mit diesen Transformationen als Morphis-
men eine Kategorie. Wir notieren die Menge der vertriglichen Transformationen

Cat?(A, B)(F, G)

oder abkiirzend Trans”(F,G). Eine Adjunktion (L, R) von Z-Funktoren nen-
nen wir eine vertriagliche Adjunktion, wenn die zugehorigen Transformationen
Id = RL und LR = Id vertriglich sind. Gegeben eine Adjunktion zwischen
Funktoren zwischen zwei Z-Kategorien existiert fiir jede Z-Struktur auf einem
der beiden genau eine Z-Struktur auf dem anderen derart, dafl die Adjunktion mit
diesen Z-Strukturen vertriglich ist.

Vorschau 2.4.5. Man kann auch allgemeiner fiir eine beliebige Gruppe I" den Be-
griff einer I'-Kategorie und eines I'-Funktors und einer vertrdglichen Transforma-
tion und einer vertriglichen Adjunktion von I'-Funktoren einfithren. Das will ich
hier nicht weiter verfolgen.

Definition 2.4.6. Ein triangulierter Funktor von einer triangulierten Kategorie
in eine weitere ist ein additiver Z-Funktor, der ausgezeichnete Dreiecke zu ausge-
zeichneten Dreiecken macht.

Definition 2.4.7. Eine Menge von Objekten einer triangulierten Kategorie heif3t
ein trianguliertes System, wenn gilt:

1. Das Nullobjekt gehort zu unserer Menge;

2. Mit je zwei Objekten eines ausgezeichneten Dreiecks gehort auch das Dritte
zu unserer Menge.

Ein trianguliertes System, das mit jedem Objekt auch alle seine direkten Sum-
manden enthilt, nennen wir ein Verdiersystem.

2.4.8. Nach der Definition einer triangulierten Kategorie 2.2.4 haben wir fiir je-
des Objekt X ein ausgezeichnetes Dreieck (X, 0, [1]X) und jeder Isomorphismus
X 5 Y palBtin ein ausgezeichnetes Dreieck (X, Y, 0). Folglich gehéren zu einem
gegebenen triangulierten System mit einem Objekt X auch alle [n]X und alle zu
X isomorphen Objekte.

2.4.9 (Diskussion der Terminologie). Kashiwara und Schapira verwenden in
[KS90] die Bezeichnung Nullsystem fiir das, was ich ein trianguliertes System
nenne. Der Terminologie von Kashiwara und Schapira folge ich nicht, da ich der-
artige Systeme keineswegs nur betrachten will, um sie wegzuteilen. Die Bezeich-
nung als ,,Verdiersystem* ist nicht iiblich. Verdier selbst benutzt die Bezeichnung
souscatégorie épaisse.

46



2.4.10. Verstehen wir ein trianguliertes System als volle Unterkategorie, so erbt
es in natiirlicher Weise die Struktur einer triangulierten Kategorie. Diejenigen
Objekte, die von einem triangulierten Funktor zu Null gemacht werden, bilden
offensichtlich sogar ein Verdiersystem. Das kleinste triangulierte System bezie-
hungsweise Verdiersystem, das eine vorgegebene Menge von Objekten umfalit,
bezeichnen wir als das von dieser Menge erzeugte triangulierte System be-
ziehungsweise Verdiersystem. Das von einer Menge von Objekten N erzeugte
triangulierte System notieren wir (N') = (\\) . Hier verwenden wir einen unte-
ren Index A, wenn wir betonen wollen, daf das triangulierte Erzeugnis gemeint
ist, und in Anlehnung an unsere Vereinbarung aus [AL] 3.5.1 das untere Ausrufe-
zeichen, wenn wir betonen wollen, daf3 das Symbol in der Klammer nicht einen
einzelnen Erzeuger meint, sondern ein ganzes System von Erzeugern. Besteht N
aus einem einzigen Objekt NV, so schreiben wir auch kiirzer (N) oder (V). Fiir
das von was auch immer erzeugte Verdiersystem verwenden wir analog die Nota-

tion ( )ae-

Beispiel 2.4.11. In der Homotopiekategorie der Kategorie der Vektorrdume iiber
einem Korper k besteht das von k? erzeugte Verdiersystem aus allen in beide
Richtungen beschrinkten Komplexen mit endlichdimensionalen Eintrigen. Das
von k? erzeugte triangulierte System enthilt jedoch nur beschrinkte Komplexe
mit endlichdimensionalen Eintrigen und gerader Eulercharakteristik, wir haben

also (k*)a # (k) ac.

2.4.12. Ist ein triangulierter Funktor von triangulierten Kategorien volltreu auf ei-
ner vollen unter allen Verschiebungen [n| stabilen Unterkategorie, so ist er auch
volltreu auf dem von dieser Unterkategorie erzeugten triangulierten System, ja
sogar Verdiersystem. Das folgt sofort aus 2.2.11 und dem Fiinferlemma. Das An-
wenden dieser Erkenntnis bezeichnet man oft als dévissage, franzosisch fiir ,,Auf-
schrauben®.

Ubungen

Ubung 2.4.13. Ist ein triangulierter Funktor eine Aquivalenz von Kategorien, so
ist auch jeder dazu quasiinverse Funktor trianguliert. In anderen Worten kann man
unter keinen Umsténden in einer triangulierten Kategorie noch zusétzliche Dreie-
cke auszeichnen derart, dal man wieder eine triangulierte Kategorie erhilt.

Ubung 2.4.14. Man betrachte den Funktor I, der jedem Komplex C' von abel-
schen Gruppen seinen dualen Komplex DC' := C* im Sinne von [TG] 5.1.13
zuordnet, und versehe ihn mit der Z-Struktur, die durch diejenigen Morphismen
[1]DC = D[1]C erklért wird, die auf der Komponente vom Grad n beider Kom-
plexe das (—1)"-fache der offensichtlichen Identifikation sind. Mit dieser Z-Struk-
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tur ist D ein triangulierter Funktor
D : Hota, — Hotyy

Ubung 2.4.15. Gegeben ein triangulierter Funktor ' : 7 — 7' und Y € T
bilden die Objekte X € 7 mit 7 (X, [¢]Y) = T'(FX, Flq]Y) fiir alle ¢ € Z ein
Verdiersystem in 7.

2.5 Quotienten triangulierter Kategorien

2.5.1. Seien T eine triangulierte Kategorie und N eine Menge von Objekten von
7. Im folgenden konstruieren wir ein Paar (7 /AN, can) bestehend aus einer tri-
angulierten Kategorie 7 /A und einem triangulierten Funktor can : 7 — T /N
derart, daf} gilt:

1. Jedes Objekt aus A/ wird unter can zu Null in 7 /N;

2. Ist D eine weitere triangulierte Kategorie und F' : 7 — D ein triangulier-
ter Funktor, der alle Objekte aus AV zu Null macht, so gibt es genau einen
triangulierten Funktor ' : 7 /N — D mit F' = F o can.

Ein derartiges Paar ist in der iiblichen Weise eindeutig bis auf eindeutigen Isomor-
phismus. Wir nennen es den trianguierten Quotienten von 7 nach .

2.5.2. Ist F' : T — D ein triangulierter Funktor in eine weitere triangulierte Ka-
tegorie, der die Objekte aus A/ zu Null macht und fiir den der induzierte Funktor
eine Aquivalenz von Kategorien F T /N = D ist, so nenne ich F einen Quo-
tientenfunktor oder genauer, wenn ich Verwechslungen mit Quotientenfunktoren
im Kontext abelscher Kategorien vermeiden will, einen triangulierten Quotien-
tenfunktor. Man erinnere, da3 nach 2.4.13 in diesem Fall jeder Quasiinverse zu
unserer Aquivalenz auch trianguliert ist.

Satz 2.5.3 (Triangulierte Quotienten durch Lokalisierung). Seien T eine tri-
angulierte Kategorie und K C T ein trianguliertes System. So gilt:

1. Die Menge S(KC) aller Morphismen mit Kegel in K ist ein Oresystem;

2. Die an S(K) lokalisierte Kategorie Tg ) wird eine triangulierte Katego-
rie, wenn wir sie mit der von T induzierten Z-Operation [1] versehen und
als ausgezeichnete Dreiecke alle Dreiecke nehmen, die isomorph sind zu
Bildern ausgezeichneter Dreiecke von T ;
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3. Der kanonische Funktor T — Tg) ist ein triangulierter Quotient von T
nach K. Die davon annullierten Objekte sind genau alle direkten Summan-
den von Objekten von K und die davon zu Isomorphismen gemachten Mor-
phismen genau alle Morphismen mit Abbildungskegel in derartigen Sum-
manden, die mithin sogar ein gesdittigtes Oresystem bilden.

2.5.4. Mit diesem Satz ist auch klar, daB fiir jede Menge von Objekten A einer
triangulierten Kategorie 7 der triangulierte Quotient 7 /A existiert: Man wen-
det eben die Konstruktion aus dem Satz an auf das von dieser Menge erzeugte
triangulierte System (A\') o und setzt also in Formeln

TIN = Tswa)

Zusitzlich zeigt unser Satz dann, daB die von can : T — T /N zu Null gemach-
ten Objekte genau die Objekte des von N erzeugten Verdiersystems sind und daB
dieses Verdiersystem aus allen direkten Summanden des von N erzeugten trian-
gulierten Systems besteht.

Beweis. 1.DaB unser System S := S(K) stabil ist unter Verkniipfung, folgt sofort
aus dem Oktaederaxiom. DaB} sich jeder Winkel

X
y_1.z

mit s € S ergidnzen 14t zu einem kommutativen Diagramm

w2~ X

| ]

Y —Z7

mit ¢ € S folgt auch aus dem Oktaederaxiom, indem man nidmlich erst das Drei-
eck X - Z — N — iiber s bildet und damit den Oktaeder zur Komposition
Y — Z — N. Dessen untere Ecke, also die dritte Ecke des Dreiecks iiber der
Komposition, ist dann das gesuchte 1. Sind schlieflich f,g : X — Y gegeben
und s € Sund sf = sg, also s o (f — g) = 0, so betrachten wir das ausgezeich-
nete Dreieck iiber s und folgern mit 2.2.11 die Existenz von h : X — W mit

(f—g)=roh.

VolsX
A h //
- lf—g
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Bilden wir nun, wie durch die gepunkteten Pfeile angedeutet, das ausgezeichnete
Dreieck iiber h, so haben wir t € S und (f — g) ot = 0. Damit haben wir gezeigt,
dafl unser System linksore ist im Sinne von 1.4.3. Daf es auch rechtsore sein
muB, folgt durch Ubergang zur opponierten Kategorie.

2. Nach 1.4.26 ist unsere lokalisierte Kategorie 7s additiv und der kanonische
Funktor 7 — Tg desgleichen. Die Z-Operation geht ohne Schwierigkeiten auf die
Lokalisierung iiber. Es bleibt, die Axiome fiir ausgezeichnete Dreiecke zu priifen.
Das Giiltigkeit des ersten Axioms (X, X, 0) ist offensichtlich. Da jeder Morphis-
mus von 7g isomorph ist zum Bild eines Morphismus von 7, 146t sich auch jeder
Morphismus von 7g in ein ausgezeichnetes Dreieck einbetten. Auch das Drehen
von Dreiecken ist unproblematisch. Wir zeigen nun das Axiom zur Existenz ei-
ner Ergiinzung zu einem Morphismus ausgezeichneter Dreiecke. Wir diirfen dazu
nach 1.4.29 ausgehen von einem kommutativen Diagramm

Yy gl
A B (ij [1)A
o

\i
X' Y’ 7' [1)X’

in 7 mit ausgezeichneten Dreiecken aus 7 in den Horizontalen, in denen die ge-
punktelten Pfeile Morphismen aus S sind und wir die gestrichelten Pfeile nach
dem entsprechenden Axiom in 7 dazu finden konnen. Nach 2.5.5 gehort dann der
gestrichelte Pfeil nach oben auch zu S und das Ergédnzungsaxiom folgt fiir die
lokalisierte Kategorie. Das Oktaederaxiom folgt wieder ohne weitere Schwierig-
keiten daraus, daf jedes kommutative Dreieck in 7g isomorph ist zum Bild eines
kommutativen Dreiecks in 7.

3. Die universelle Eigenschaft scheint mir evident. Geht ein Objekt unter dem
Quotientenfunktor nach Null, so muf} die Identitit darauf zur Nullabbildung wer-
den. Schreiben wir diese Bedingung in der Kategorie der Briiche, so impliziert sie
leicht, daf} unser Objekt direkter Summand eines Objekts von K sein muB. [

Lemma 2.5.5. Sei K C T ein trianguliertes System in einer triangulierten Ka-
tegorie. Haben bei einem Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken zwei der
Objektmorphismen Kegel in K, so auch der Dritte.
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Beweis. Wir argumentieren anhand des Diagramms

X Y A
|
i \ ‘ \
Xy 1 g
‘ .
i \ | ,
Y
<IC< rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr W =
(1]
/ (1]
—_ ]C <

Hierin haben wir durch zweimaliges Anwenden des Oktaederaxioms auf die bei-
den Kompositionen im Rechteck oben links die beiden gestrichelt beziehungswei-
se gepunktelt gezeichneten ausgezeichneten Dreiecke erhalten und sehen so, daf}
sowohl Z — W als auch Z' — W Kegel in K haben. Mit nochmaligem Anwen-
den des Oktaederaxioms auf die Komposition Z — Z' — W folgt dann, dal auch
Z — 7' Kegel in K hat. O]

2.5.6. Gegeben eine triangulierte Kategorie 7 und darin eine Menge von Objekten
N setzen wir

N+ :={IcT|T(N,I)=0VYN € N}
und bezeichnen die Objekte von A/t als A -rechtsentfaltet. Offensichtlich ist
N+ stets ein Verdiersystem und nach 1.3.9 besteht es genau aus den S({(N')a)-
rechtsentfalteten Objekten im Sinne von 1.3.7. Insbesondere induziert der Quo-
tientenfunktor nach 1.3.7 einen volltreuen Funktor N+ <= 7 /N und dessen es-
sentielles Bild besteht aus denjenigen Objekten des Quotienten, auf denen der
partielle Rechtsadjungierte des Quotientenfunktors existiert. Opponiert setzen wir
N :={PeT|T(P,N)=0VN € N} und bezeichnen die Objekte von +* N
als \V-linksentfaltet und erhalten die opponierten Aussagen.
2.5.7. Gegeben eine triangulierte Kategorie 7 und darin eine Menge von Objek-
ten N ist offensichtlich das Produkt einer Familie A -rechtsentfalteter Objekte,
wenn es existiert, wieder V -rechtsentfaltet. Dasselbe gilt allgemeiner fiir Limites
N -rechtsentfalteter Objekte. Opponiert sind Kolimites N -linksentfalteter Objekte
wieder N -linksentfaltet.

2.6 Derivierte Kategorien

Definition 2.6.1. Gegeben eine abelsche Kategorie A bezeichnen wir den Ver-
dierquotienten im Sinne von 2.5.3 der zugehorigen Homotopiekategorie nach dem
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Verdiersystem aller exakten Komplexe mit
Der 4 = Der(A) := Hot(.A)/(exakte Komplexe)
und nennen diese triangulierte Kategorie die derivierte Kategorie von A.

2.6.2. Nach der in 2.5.3 gegebenen Konstruktion ist die derivierte Kategorie die
Lokalisierung der Homotopiekategorie nach allen Quasiisomorphismen im Sinne
von [TG] 5.1.15. Die universelle Eigenschaft der Lokalisierung liefert uns folglich
Funktoren

H' : Der(A) — A

mit der Eigenschaft, dal jedes ausgezeichnete Dreieck eine lange exakte Sequenz
liefert und daBl ein Morphismus ein Isomorphismus ist genau dann, wenn er Iso-
morphismen auf allen H’ induziert. Morphismen in der derivierten Kategorie no-
tiere ich manchmal —p,, und Isomorphismen —p;.

2.6.3. Gegeben ein Ring A verwenden wir auch die abkiirzenden Notationen
Dery := Der(A-Mod) und Der_4 := Der(Mod- A) fiir die derivierten Kate-
gorien der entsprechenden Kategorien von A-Moduln.

2.6.4 (Ausgezeichnetes Dreieck einer kurzen exakten Sequenz). Gegeben eine
kurze exakte Sequenz

xLhviz

von Komplexen in einer abelschen Kategorie A betrachten wir das Diagramm

X — Y = Keg(f) — [1]X
| I } I
X - Y — 7 = )X
} I | }

[—1] Keg(g) — Y — Z —  Keg(g)

mit dritter oberer Vertikale (0, g) und unterer erster Vertikale (f,0)". Man er-
kennt, daf} diese Vertikalen Quasiisomorphismen sind. Zum Beispiel betrachten
wir fiir die dritte Vertikale die lange exakte Homologiesequenz der kurzen exakten
Sequenz von Kettenkomplexen Keg(idyx) — Keg(f) — Z und priifen, daB die
Homologie von Keg(idy) verschwindet. Man erkennt weiter, daB die linken und
mittleren Quadrate kommutieren, wohingegen das rechte Rechteck in der Homo-
topiekategorie kommutiert vermittels der Homotopie Keg(f)" = Y™ @& X! —
Y™ — Z" 1 @Y™ = Keg(g)"~!. Es gibt also in der derivierten Kategorie genau
einen Morphismus Z — [1].X, der das obere und gleichbedeutend das untere Qua-
drat rechts zum Kommutieren bringt. Das so entstehende ausgezeichnete Dreieck

xdhySzonx
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nennen wir das ausgezeichnete Dreieck unserer kurzen exakten Sequenz. Die-
se Konstruktion liefert sogar einen Funktor von der Kategorie der kurzen exakten
Sequenzen von Komplexen in die Kategorie der ausgezeichneten Dreiecke der
derivierten Kategorie.

2.6.5. Gegeben eine abelsche Kategorie A nennen wir die in Bezug auf das Ore-
system der Quasiisomorphismen in Hot4 im Sinne von 1.3.7 rechtsentfalteten
Komplexe quisrechtsentfaltet. Per definitionem ist ein Komplex / € Hot 4 quis-
rechtsentfaltet genau dann, wenn fiir jeden weiteren Komplex X die Morphismen
nach [ dieselben sind in der Homotopiekategorie und der derivierten Kategorie,
in Formeln

Q : Hot4(X, 1) = Dery(QX,QI)

Analog erklidren wir quislinksentfaltete Komplexe.

Proposition 2.6.6 (Quisrechtsentfaltete Komplexe aus Injektiven). Gegeben
eine abelsche Kategorie A ist jeder gegen die Pfeile beschrinkte Komplex aus
injektiven Objekten quisrechtsentfaltet. Des weiteren ist jeder Komplex aus injek-
tiven Objekten mit verschwindendem Differential quisrechtsentfaltet.

Beweis. Quasiisomorphismen sind ja genau die Morphismen der Homotopiekate-
gorie mit exaktem Abbildungskegel. Nach 2.5.6 ist also I quisrechtsentfaltet ge-
nau dann, wenn fiir jeden exakten Komplex NV gilt Hot 4(N, I) = 0. Das folgt je-
doch fiir jeden gegen die Pfeile beschrinkten Komplex injektiver Objekte aus dem
Hauptlemma der homologischen Algebra [TG] 3.2.6. Einen beliebigen Komplex
mit verschwindendem Differential konnen wir nach [TG] 3.2.36 als Produkt in
der Homotopiekategorie auffassen und Produkte von quisrechtsentfalteten Kom-
plexen sind nach 2.5.7 wieder quisrechtsentfaltet. Alternativ sieht man auch leicht
ein, daf} sich jeder Quasiisomorphismus I — Y von einem Komplex injektiver
Objekte mit verschwindendem Differential zu einem weiteren Komplex so durch
Y — I verldangern 146t, dafl die Verkniipfung die Identitit auf [ ist. Daraus folgt
die Behauptung dann auch direkt. 0

2.6.7. Gegeben eine additive Kategorie Z betrachten wir in der triangulierten Ka-
tegorie Hot(Z) das Verdiersystem Hot ™ (Z) aller gegen die Pfeile beschriinkten
Komplexe.

Korollar 2.6.8 (Derivierte Kategorie und Komplexe von Injektiven). Seien A
eine abelsche Kategorie und i A die volle additive Unterkategorie ihrer injektiven
Objekte. So restringiert der Quotientenfunktor () : Hot(A) — Der(A) zu einem
volltreuen Funktor

Hot " (iA) < Der(A)

Beweis. Das gilt sogar allgemeiner fiir die volle Unterkategorie aller quisrechts-
entfalteten Komplexe der Homotopiekategorie. [
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Vorschau 2.6.9. Wir zeigen in 2.6.25, da3 gegeben eine abelsche Kategorie A end-
licher homologischer Dimension mit genug Injektiven jeder Komplex aus injek-
tiven Objekten quisrechtsentfaltet ist und daB die Lokalisierung eine Aquivalenz
Hot(iA) = Der(A) induziert.

2.6.10 (Erweiterungen als Morphismen). Sind A, B Objekte einer abelschen
Kategorie A mit genug Injektiven, so erhalten wir eine Bijektion

Ext? (A, B) = Der4(A, [q]B)

durch die Wahl einer injektiven Auflosung B < < und die natiirlichen Isomor-
phismen H2A(A, I7) = Hot4(A, [q]I7) = Dera(A, [q]IT) = Der4(A4,[q]B)
mit dem mittleren Isomorphismus nach 2.6.8. Man priift auch leicht, dafl unse-
re Bijektion oben unabhiingig ist von der Wahl der injektiven Auflosung von B.
Hat opponiert A genug Projektive, so erhalten wir in derselben Weise Bijektio-
nen lExtj;‘(A, B) 5 Der4(A, [¢| B) mit unseren 1Ext aus [TG] 3.2.23. Fiir allge-
meines A vereinbaren wir den entsprechenden Morphismenraum in der derivier-
ten Kategorie als Definition von Ext? (A, B). Die Verkniipfung von Morphismen
heiflt in diesem Fall das Yoneda-Produkt

Ext? (A, B) x Ext%(B,C) — Ext (A, O)

2.6.11 (Erweiterungen und Zentrum). Gegeben eine abelsche Kategorie A und
eine Selbsttransformation des Identititfunktors z : Idy4 = Idy und A, B €
A gilt fiir die zugehorigen Endomorphismen z 4, zp und jede Erweiterung f €
Ext? (A, B) die Identitit zz o f = f o z4 fiir das Yonedaprodukt. In der Tat gilt
unsere Identitit offensichtlich in der Homotopiekategorie, ja sogar in der Katego-
rie der Komplexe, und sie folgt direkt fiir die derivierte Kategorie. Das verallge-
meinert unsere Erkenntnisse im Fall von Modulkategorien aus [TG] 3.2.18.

Vorschau 2.6.12. Aus 2.7.6 wird folgen, dal auch fiir eine allgemeine abelsche
Kategorie A und beliebige A, B € A gilt Der4(A, [¢|B) = 0 fir ¢ < 0.In 2.7.3
zeigen wir, daf} auch in dieser Allgemeinheit der offensichtliche Morphismus ein
Isomorphismus A(A, B) = Der 4(A, B) ist.

2.6.13 (Selbsterweiterungen). Gegeben ein Objekt M € A einer abelschen Ka-
tegorie bilden seine Selbsterweiterungen mit der Komposition von Morpismen der
derivierten Kategorie als Multiplikation einen graduierten Ring

Ext’y (M) := @5 Ext, (M, M) = @ Dera(M, [q] M)

Wir nennen ihn den Ring der Selbsterweiterungen von /.

Beispiel 2.6.14 (Der Kohomologiering). Ist speziell X ein topologischer Raum
und bezeichnet Ab,x wie in [TG] 2.2.7 die Kategorie der abelschen Garben auf
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X, so liefert fiir alle 7/ € Ab,x das Auswerten auf dem konstanten Schnitt
1 € I'(Zx) einen Isomorphismus Ab,x(Zx,F) = I'F. Wir folgern Isomor-
phismen HY(X; F) = RI'(F) = RY(Ab,x(Zx, ))(F) = Extib/X(ZX,]:) =
Derap, (Zx, [q]F) nach der Definition [TG] 3.5.1 der Garbenkohomologie als
derivierter Funktor, der Definition der Ext-Gruppen in abelschen Kategorien mit
genug Injektiven [TG] 3.2.24 und der Interpretation dieser Ext-Gruppen als Mor-
phismen in der derivierten Kategorie 2.6.10. Insbesondere erhalten wir so [somor-
phismen von abelschen Gruppen

H*(X; Zx) = Extl,, (Zx) B Deran,, (Zx. [q)Zx)

Auf diese Weise erhilt die Garbenkohomologie eines topologischen Raums die
Struktur eines graduierten Rings. Wir nennen ihn den garbentheoretischen Ko-
homologiering, um ihn vom singulidren Kohomologiering aus [TS] 6.1.15 zu un-
terscheiden. Seine Multiplikation heifit weiter das cup-Produkt. Vermittels der
Verkniipfung in der derivierten Kategorie von Ab, x erhilt die Kohomologie jeder
abelschen Garbe die Struktur eines graduierten Rechtsmoduls iiber dem garben-
theoretischen Kohomologiering.

Vorschau 2.6.15 (Graduierte Kommutativitit des Kohomologierings). Die gra-
duierte Kommutativitit des garbentheoretischen Kohomologierings eines topolo-
gischen Raums X zeigen wir erst in [TSF] ??. Wir leiten sie aus der Existenz
eines derivierten Tensorprodukts abelscher Garben oder genauer der Struktur ei-
ner Schmelzkategorie auf Der(Ab,x) ab. Dazu miissen wir jedoch noch tiefer in
die homologische Algebra einsteigen und sowohl das Derivieren von Funktoren
in mehreren Variablen erklédren als auch das Linksderivieren auf Situationen ver-
allgemeinern, in denen es nicht genug projektive Objekte gibt.

2.6.16 (Triangulierte Funktoren zu exakten Funktoren). Jeder additive Funk-
tor I : A — B induziert einen triangulierten Funktor Hotr : Hot4 — Hotg
in natiirlicher Weise. Sind A und B abelsch und ist /' exakt, so macht Hotr ex-
akte Komplexe zu exakten Komplexen und induziert folglich einen triangulierten
Funktor

Derg : Der 4 — Derp

auf den derivierten Kategorien. Dieser Funktor hinwiederum induziert fiir jedes
Objekt M € A einen Homomorphismus von graduierten Ringen

Ext% (M) — Extz(FM)

Vorschau 2.6.17 (Triangulierte Funktoren zu additiven Funktoren). Gegeben
ein additiver Funktor F' : A — B zwischen abelschen Kategorien kann man auch
dann, wenn er nicht exakt ist, in vielen Fillen immer noch sinnvoll triangulierte
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Funktoren RF, LF' : Der 4 — Derp auf den derivierten Kategorien erkliren, sei-
nen ,,Rechtsderivierten* und seinen ,,Linksderivierten*. Im allgemeinen sind das
aber nur noch partiell definierte triangulierte Funktoren. Mehr dazu wird in 3.4.2
diskutiert.

2.6.18 (Funktorialitit des Kohomologierings). Speziell erhalten wir fiir jede
stetige Abbildung f : X — Y nach 2.6.16 mit dem exakten Riickzug f* :
Ab,y — Ab,x und dem offensichtlichen Isomorphismus f*Zy — Zx einen
Ringhomomorphismus

H*(Y; Zy) = H*(X; f*Zy) = H*(X; Zx)

Der Leser mag zur Ubung zeigen, daB dieser Ringhomomorphismus mit unserem
Zuriickholen auf der Kohomologie aus [TG] 4.3.7 {ibereinstimmt.

2.6.19 (Kohomologie eines Komplexes als Morphismenraum). Gegeben ein
Ring R und ein Komplex L € Hot(R-Mod) erhalten wir speziell mit [TS] 1.4.12
und der opponierten Aussage zu 2.6.8 kanonische Isomorphismen von R-Moduln

HIL = Hotr([—¢|R, L) = Dergr([—¢|R, L)

2.6.20 (Totale Homologie). Gegeben eine abelsche Kategorie A betrachten wir
die Funktoren Z, B, H : Ket 4 — Ket 4, die jedem Komplex (X?) den Komplex
seiner Zykel, Bilder, oder Homologieobjekte (747.X) mit verschwindenden Diffe-
rentialen zuordnen. Wir haben kurze exakte Sequenzen von Komplexen ZX —
X — [1]BX und BX — ZX — HX. Hat bereits X selbst verschwindende
Differentiale, so liefern sie Isomorphismen X < ZX = HX.

Proposition 2.6.21 (Komplexe mit projektiver Homologie). Gegeben eine abel-
sche Kategorie A ist der offensichtliche Funktor von der Kategorie aller Komple-
xe mit projektiven Eintrdgen und verschwindendem Differential in die derivierte
Kategorie ein volltreuer Funktor

Ket™%(p.A) <> Der(A)

und induziert eine Aquivalenz mit der vollen Unterkategorie aller Komplexe X
der derivierten Kategorie mit H1X projektiv fiir alle q.

2.6.22. Analoges gilt fiir Injektive. Ich habe hier die Projektiven vorgezogen, weil
mir das Arbeiten mit Zykeln alias den Kernen der Differentiale leichter fillt als
das Arbeiten mit den Kokernen der Differentiale.

Beweis. Unser Funktor ist volltreu, da der offensichtliche Funktor ein Isomor-
phismus Ket™°(A) = Hot?=%(A) ist und da nach 2.6.6 angewandt auf die oppo-
nierte Kategorie Komplexe aus projektiven Objekten mit verschwindendem Dif-
ferential stets quislinksentfaltet sind. Gegeben ein Komplex X € Ket(.4) mit
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H9X projektiv fiir alle ¢ gibt einen Morphismus s : HX — X in Ket(.A) der-
art, dal ‘Hs : HHX — HX invers ist zum offensichtlichen Isomorphismus
HX — HHX aus 2.6.20. In der Tat konnen wir in diesem Fall die Surjektion
Z1X — HIX der Zykel auf die Homologie spalten. Dariiberhinaus ist s in der
Homotopiekategorie eindeutig bestimmt. Sind in der Tat s, so zwei Spaltungen,
so landet s; — s in den Bildern und faktorisiert mithin als s; — sy : H9X — B1X
und dieser Morphismus besitzt einen Lift § : H9X — X97! mit 51 — 59 = dJ.
SchlieBlich ist s ein Quasiisomorphismus, induziert also einen Isomorphismus in
der derivierten Kategorie. 0

2.6.23. Gegeben eine abelsche Kategorie .4 heiflit das Supremum
hdim(A) := sup{i | IM, N € Amit Ext’ (M, N) # 0}

die homologische Dimension von A. Im Fall hdim(A) < oo sagen wir auch,
unsere abelsche Kategorie habe endliche homologische Dimension. Homologi-
sche Dimension —oo haben genau die Nullkategorien, als da heilt, diejenigen
abelschen Kategorien, bei denen alle Objekte Nullobjekte sind. Homologische Di-
mension < () haben genau diejenigen abelschen Kategorien, bei denen alle kurzen
exakten Sequenzen spalten. Derartige Kategorien heilen halbeinfach. Abelsche
Kategorien einer homologischen Dimension < 1 bezeichnet man auch als erbli-
che Kategorien, da sich bei ihnen die Eigenschaft der Projektivitit auf Untermo-
duln vererbt. Diese Terminologie ist allerdings gefihrlich, denn es gibt durchaus
abelsche Kategorien, die nicht von homologischer Dimension < 1 sind, bei denen
sich aber dennoch die Eigenschaft der Projektivitét auf Untermoduln vererbt, etwa
weil sie auBler der Null gar keine projektiven Objekte besitzen.

2.6.24 (Derivierte Kategorien halbeinfacher Kategorien). Gegeben eine halb-
einfache Kategorie A ist jedes Objekt projektiv und nach 2.6.21 ist der offensicht-
liche Funktor eine Aquivalenz von Kategorien

Ket®%(A) = Der(A)
Insbesondere gilt das fiir die Kategorie der Vektorrdume iiber einem Korper.

Proposition 2.6.25 (Derivierte Kategorien und homologische Dimension). Ge-
geben eine abelsche Kategorie A endlicher homologischer Dimension mit genug
Projektiven sind alle Komplexe aus Projektiven quislinksentfaltet und die Lokali-
sierung liefert eine Aquivalenz von Kategorien

Hot(pA) = Der(A)

2.6.26. Insbesondere gilt das fiir die Kategorie der abelschen Gruppen A = Ab
und allgemeiner fiir die Kategorie der Moduln iiber einem Hauptidealring.
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Beweis. Nach [TG] 9.3.9 gibt es unter unseren Annahmen zu jedem Komplex
einen Quasiisomorphismus von einem Komplex projektiver Objekte. Nach der
Entfaltung durch Spaltung aus Ubung 1.4.27 miissen wir damit nur noch zeigen,
daB jeder Quasiisomorphismus in Hot(p.4) ein Isomorphismus ist. Jeder Quasi-
isomorphismus in Hot(p.4) hat aber als Abbildungskegel einen exakten Komplex
aus projektiven Objekten. Die Zykel solch eines Komplexes miissen selbst pro-
jektiv sein, da sie der Beginn eines exakten Komplexes aus projektiven Objekten
sind und wir endliche homologische Dimension angenommen hatten. Damit folgt
leicht, da3 unser Abbildungskegel nullhomotop sein muB}, so daB jeder Quasiiso-
morphismus in Hot(p.A) bereits ein Isomorphismus ist. O

Proposition 2.6.27 (Derivierte Kategorien erblicher Kategorien). Gegeben ei-
ne erbliche Kategorie A mit genug Projektiven induziert der offensichtliche Funk-
tor

Ket™(A) — Der(A)
eine Bijektion auf Isomorphieklassen von Objekten.

2.6.28. Insbesondere gilt das fiir die Kategorie der abelschen Gruppen A = Ab
und allgemeiner fiir die Kategorie der Moduln iiber einem Hauptidealring.

Beweis. Jedes Objekt der derivierten Kategorie ist unter unseren Annahmen nach
2.6.25 isomorph zu einem Komplex P aus projektiven Objekten. Da wir unsere
Kategorie erblich angenommen hatten, sind dann auch alle Bilder projektiv und
wir finden Spaltungen der kurzen exakten Sequenzen ker @ — P* — im 0. Die
zugehorigen Kompositionen P* —» ker & — H*P induzieren einen Quasiiso-
morphismus s : P — HP. Er hat sogar die Eigenschaft, dal /s invers ist zum
offensichtlichen Isomorphismus HHP = HP. O

Vorschau 2.6.29. Produkte von Objektfamilien in derivierten Kategorien diskutie-
ren wir in 3.9.2.

Ubungen

Ubung 2.6.30. Gegeben ein Vektorraum V iiber einem Korper K oder allgemei-
ner ein freier Modul iiber einem Kring K zeige man, dafl unsere Isomorphismen
Extl, (K, K) = Alt'V aus [TG] 3.2.32 in ihrer Gesamtheit einen Ringisomor-
phismus

Extéy, (K, K) = AltV

bilden zwischen der Algebra der alternierenden Formen mit ihrem Shuffle-Dach-
produkt [LA2] ?? und dem Ring der Selbsterweiterungen mit seinem Yoneda-Pro-
dukt. Hinweis: Das cap-Produkt von rechts auf dem hinteren Faktor [TSK] 3.2.5
induziert stets eine SV -lineare Kettenabbildung des Koszulkomplexes aus [TG]
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3.2.32 zu sich selber. Hinweis: Ich empfehle, das nur fiir das cap-Produkt von
rechts mit Linearformen zu priifen; dann zu zeigen, dafl das den endlichdimensio-
nalen Fall erledigt; und dann den unendlichdimensionalen Fall argumentativ zu
folgern.

Ubung 2.6.31. Seien A eine abelsche Kategorie und z € Cat(A,.A)(id,id) eine
Transformation des Identitdtsfunktors zu sich selbst. So gilt fiir alle M, N € A
und jede Erweiterung f € Ext’y(M, N) in Ext’y(M, N) die Identitiit zy o f =
f o zy. Speziell gilt fiir die Kategorie A = R-Mod der Moduln iiber einem Ring
und z € Z(R) ein Element des Zentrums stets (z-) o f = f o (2-).

Ubung 2.6.32. Gegeben ein kommutatives Diagramm von kurzen exakten Se-
quenzen von Kettenkomplexen

B = C —= D
1 {
A = B — (C

in einer abelschen Kategorie A erhalten wir in der Homotopiekategorie einen aus-
gezeichneten Homomorphismus von dem nach 2.6.4 der ersten Sequenz zuge-
ordneten ausgezeichneten Dreieck in das einmal verdrehte der zweiten Sequenz
zugeordnete ausgezeichnete Dreieck, indem wir vom offensichtlichen Homomor-
phismus von Dreiecken

[-1]Keg' — B — C" — Keg
\: 1 \J \J
[-1]Keg — B — C — Keg

ausgehen und vom oberen und unteren dieser Dreiecke jeweils den in 2.6.4 gege-
benen Isomorphismus zu dem unseren jeweiligen Sequenzen zugeordneten Drei-
eck verwenden. Gegeben ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen mit
kurzen exakten Zeilen

A — B —
{ {
B —- C — D

in einer abelschen Kategorie A erhalten wir in der Homotopiekategorie ebenso
einen ausgezeichneten Homomorphismus von dem nach 2.6.4 der ersten Sequenz
zugeordneten ausgezeichneten Dreieck in das einmal andersrum verdrehte der
zweiten Sequenz zugeordnete ausgezeichnete Dreieck. Bezeichnet B” das Bild
von B’ — B und C” das Bild von ¢’ — C, so ist der induzierte Morphismus
ein iso B” = (" und unser Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken fak-
torisiert iiber das ausgezeichnete Dreieck mit dem Abbildungskegel iiber diesem
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Isomorphismus als dritter Ecke. In diesem Fall ist also der zusitzlich konstruierte
Morphismus null in der Homotopiekategorie. Das mag zu einem besseren Ver-
standnis der erweiterten Natiirlichkeit der langen exakten Kohomologiesequenz
[TS] 2.2.16 beitragen.

Ubung 2.6.33 (Derivieren durch Lokalisieren der Komplexkategorie). Sei A
eine abelsche Kategorie. Man priife, dal Kettenabbildungen f,g € Ket4(X,Y)
genau dann homotop sind, wenn es eine Kettenabbildung h : SA; ®7z X — Y gibt
mit f = hodpund g = h o ;. Hier meint SA; den Komplex der Simplizialketten
des eindimensionalen Standardsimplex. Andererseits sind im Diagramm

do

X TSAi @z X £ X
o1

beide Kompositionen die Identitit und p ist eine Homotopiedquivalenz. Jeder
Funktor, der Homotopiedquivalenzen zu Isomorphismen macht, muf3 also iiber
Ket 4 — Hot 4 faktorisieren. Andererseits werden unter diesem Funktor auch alle
Homotopiedquivalenzen Isomorphismen. Bezeichnet also H die Menge der Ho-
motopiedquivalenzen, so liefert der offensichtliche Funktor einen Isomorphismus
von Kategorien

H! Ket 4 = Hot 4

Bezeichnet weiter () die Menge aller Quasiisomorphismen in Ket4 und Q die
Menge aller Quasiisomorphismen in Hot 4, so liefert demnach der offensichtliche
Funktor einen Isomorphismus von Kategorien

Q_l Kety4 = Q_l Hot 4

Damit erhalten wir eine alternative Konstruktion der derivierten Kategorie Der 4
als Lokalisierung der Kategorie Ket 4 der Komplexe nach Quasiisomorphismen.

Ubung 2.6.34. Gegeben eine abelsche Kategorie von endlicher homologischer Di-
mensiond € Nund M — [° — [' — ... — [971 — N exakt mit injektiven I”
zeige man, dal auch NV injektiv ist.

Ubung 2.6.35. Gegeben eine abelsche Kategorie A und X € Hot 4 zeige man,
daBes A € A gibt und s € Hot 4(A[0], X) mit s : A — H°X surjektiv.

Ubung 2.6.36. Gegeben ein Ring R nennen wir die homologische Dimension sei-
ner Kategorie von Linksmoduln auch die homologische Dimension von R. Gege-
ben ein Ring R endlicher homologischer Dimension d hat der Polynomring R[X]
die homologische Dimension d + 1.
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2.7 Beschrinkte derivierte Kategorien

Definition 2.7.1. Gegeben eine additive Kategorie Z betrachten wir in der trian-
gulierten Kategorie Hot(Z) die Verdiersysteme

Hot+ = Hot™(Z)
Hot; = Hot™ (Z)
Hot> = Hot”(Z) aller beidseitig beschrinkten Komplexe.

aller den Differentialen entgegen beschrinkten Komplexe;
aller in Richtung der Differentiale beschrinkten Komplexe;

Wir nennen diese und analoge Kategorien auch beschrinkt gegen die Pfeile be-
ziehungsweise beschrinkt mit den Pfeilen.

2.7.2. Im Fall einer abelschen Kategorie .4 schreiben wir im folgenden Derfﬁ) =

Der® (A) mit # € {4+, —, b} fiir die triangulierten Quotienten dieser triangulier-
ten Kategorien nach dem Verdiersystem aller exakten Komplexe in der jeweiligen
Kategorie von Komplexen. Wir werden demnéchst zeigen, dafl die offensichtli-
chen Funktoren volltreue Einbettungen Der( ) < Der 4 sind. Fiir ihr essentielles
Bild verwenden wir die Notation

Der?4 C Dery

Lemma 2.7.3. Fiir jede abelsche Kategorie A liefern die offensichtlichen Funk-

toren volltreue Einbettungen
Der +) \
\ Der(A
Der(~

Des weiteren ist ein Komplex im Der(A) isomorph zum Bild eines Objekts un-
ter einer unserer Einbettungen genau dann, wenn seine Kohomologie nach oben
beschrinkt beziehungsweise nach unten beschrinkt beziehungsweise beschrdnkt
beziehungsweise nur im Grad Null konzentriert ist.

A < Der®

'(A)

Beweis. Wir verwenden die Abschneidefunktoren, wie sie in 2.7.4 eingefiihrt wer-
den. Um zu zeigen, daB Der(™)(A) — Der(A) volltreu ist, wenden wir unser all-
gemeines Resultat 1.4.21 zu volltreuen Funktoren zwischen Lokalisierungen an.
Ist s : X — Y ein Quasiisomorphismus mit Y € Hot™ (A), so ist fiir hinreichend
groBes n der Morphismus A : 7="X — X ein Quasiisomorphismus und leistet
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das Gewiinschte. Die anderen Fille mit Ausnahme der Einbettung von .4 behan-
delt man dhnlich. Im Fall der Einbettung von A zeigt der Funktor H°, daB sie treu
ist. Ist andererseits X ein Komplex, dessen Kohomologie nur im Grad Null lebt, so
liefern die Quasiisomorphismen X = 729X < 7=0729X einen Isomorphismus
X Sper HX in der derivierten Kategorie, wo wir H#°X als im Grad Null kon-
zentrierten Komplex auffassen. Also ist jeder Komplex mit trivialer Kohomologie
auBerhalb von Null in der derivierten Kategorie isomorph zu seiner Kohomologie.
Damit gilt es nur noch zu zeigen, daB die Einbettung A — Der(.A) surjektiv ist
auf Morphismen. Dazu stellen wir fiir A, B € A einen Morphismus als Bruch
A < X — B in der Homotopiekategorie dar mit A <~ X einem Quasiisomor-
phismus. Wenden wir nun die Abschneidefunktoren in der Homotopiekategorie
auf unseren Bruch an, so erhalten wir einen Bruch A < 75°72°X — B, der
offensichtlich denselben Morphismus darstellt. Nun steht jedoch links ein echter
Isomorphismus und wir sind fertig. 0

2.7.4 (Abschneidefunktoren). Gegeben ein Komplex X = (X™, d") in einer
abelschen Kategorie erkldren wir fiir alle n € Z die Komplexe

TS X o= Xl kerd” — 0 - 0 —.
r<ntl X o= X 5 X 5 imd - 0 —.
7> X .= 0 = imd* —» X"t 5 X2
rentl X .= 0 = 0 = cokd® — X"tz .

Der Buchstabe 7 steht fiir englisch ,truncated oder franzosisch ,,tronqué®. Wir
haben ein offensichtliches kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Qua-
siisomorphismen in den Vertikalen

7.<n+1X( - X - 7—2n+1X

| |

Tn ¢ X D¢

Sicher gilt H!(7="X) = Hi(r<""1X) = 0 fir ¢ > n und die offensichtli-
chen Morphismen 7="X — 7<"*1X — X induzieren fiir i < n Isomorphis-
men auf den i-ten Kohomologiegruppen. Der offensichtliche Morphismus ist also
stets ein Quasiisomorphismus 7" X % 7<"*1 X und verschwinden alle ‘X fiir
i > n, so sind die offensichtlichen Morphismen Quasiisomorphismen 7" X —
7<nt1X = X. Analoges gilt fiir das andere Abschneiden. Offensichtlich machen
alle diese Abschneidefunktoren homotope Abbildungen zu homotopen Abbildun-
gen und Quasiisomorphismen zu Quasiisomorphismen und induzieren folglich
Abschneidefunktoren sowohl auf der Homotopiekategorie als auch auf der deri-
vierten Kategorie. Wir verwenden fiir diese induzierten Funktoren dieselbe Nota-
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tion und erhalten ein funktorielles Diagramm

rsnrznX > 2 X

[n]lzznx \ X
; e

rEnrsnX < rsnx
2.7.5. Gegeben eine abelsche Kategorie A setzen wir

Dery" = {X € Dery | H'X =0 fiiri > n}
Dery" = {X € Dery | H'X =0 fiiri < n}

Offensichtlich gilt Dery" C Dery"*' und Der3" D Der;""".

Proposition 2.7.6 (iiber Abschneidefunktoren). Gegeben A eine abelsche Ka-
tegorie und n € 7 haben wir:

1. Fiiralle X € Dery" und Y € Der{""" gilt Der4(X,Y) = 0;

2. Die Einbettung i=" : Derf‘” — Der 4 besitzt stets einen Rechtsadjungierten
75" Dery — Derin;

3. Die Einbettung i=" : Deri" — Der 4 besitzt stets einen Linksadjungierten
72" Dery — Dery";

4. Die Einheit beziehungsweise Koeinheit zu diesen Adjunktionen lassen sich
fiir jedes X € Der 4 auf genau eine Weise ergdnzen zu einem ausgezeichne-
ten Dreieck

"X 5 X - "X = 175X

und dieses Dreieck ist funktoriell in X.

Beweis. Jeder Morphismus aus Der 4 (X, Y') 148t sich natiirlich darstellen als ein
Bruch X < Z — Y von Morphismen in Hot 4 mit einem Quasiisomorphis-
mus Z —+ X. Unter der Annahme X € Der="(.A) konnen wir diesen Bruch
erweitern durch den Quasiisomorphismus 7="Z — Z. Unter der Annahme Y €
Der=""'(A) diirfen wir weiter aufgrund des Quasiisomorphismus Y % 7="+1y’
annehmen, dall Y durch einen Komplex dargestellt wird, der Null ist in Graden
< n. Die erste Aussage folgt nun wegen Hot 4(7="Z,Y) = 0, es gibt ja noch
nicht einmal von Null verschiedene Kettenabbildungen zwischen diesen beiden
Komplexen. Wir erhalten mit den Abschneidefunktoren aus 2.7.4 nun offensicht-
lich eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen 75" X — X — X /75X
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nebst einem offensichtlichen Quasiisomorphismus X/7"X % 72"*1X und so
mit 2.6.4 ein ausgezeichnetes Dreieck

"X - X - "X = 175X

in der derivierten Kategorie Der(.A). Die Eindeutigkeit des dritten Morphismus
folgt mit 2.2.14 aus Teil 1. Um nun die erste Adjunktion zu zeigen, miissen wir
fir X € Derq und Y € Der3" zeigen Der 4(V, 75" X) = Der 4(Y, X). Das folgt
jedoch sofort aus den bereits bewiesenen Teilen. Die andere Adjunktion zeigt man
genauso. [

2.7.7 (Erweiterungen vom Grad Eins). Sei 4 eine abelsche Kategorie. Wie im
Fall abelscher Gruppen [TS] 6.5.6 konstruiert man auch im allgemeinen eine Bi-
jektion zwischen Ext'; (M, N) und der Menge aller Isomorphieklassen von kurzen
exakten Sequenzen N — F — M in A.

Satz 2.7.8 (Derivierte Kategorien iiber injektive Auflosungen). Gegeben eine
abelsche Kategorie A mit genug Injektiven und i A C A die Unterkategorie ihrer
injektiven Objekte schriinkt der Quotientenfunktor ein zu einer Aquivalenz von
triangulierten Kategorien

Q : Hot™(iA) = Der™(A)

Beweis. Nach 2.6.8 ist unser Funktor volltreu. Nach [TG] 9.3.9 fiir Freunde von
Spektralsequenzargumenten oder alternativ nach 2.7.9 fiir Freunde indexdrmerer
Argumente ist jeder gegen die Pfeile beschrinkte Komplex quasiisomorph zu ei-
nem gegen die Pfeile beschrinkten Komplex von injektiven Objekten. Der Satz
folgt. [

Proposition 2.7.9 (Rechtsentfaltung durch Komplexe injektiver Objekte). Ist
A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven, so existiert fiir jeden Komplex
A* € Hot=°(A) ein Quasiisomorphismus A* = I* zu einem Komplex von Injek-
tiven I* € Hot="(i.A).

Beweis. Wir konstruieren /* induktiv mit der Zusatzeigenschaft, daf} jeweils Mo-
nomorphismen zwischen den Kokernen der Randoperatoren induziert werden.
Sind wir schon bei

T R
1

d
— I?
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angekommen in einer Weise, da Isomorphismen H?A = H?[ induziert wer-
den fiir ¢ < p und ein Monomorphismus zwischen den Kokernen der in obigem
Diagramm explizit mit d notierten Rénder, so bilden wir den Pushout von

cokd — Art!

i
cokd

und wihlen eine Einbettung dieses Pushouts in ein injektives Objekt /P!, Mit
1.5.9 dualisiert folgt, da wir so im Grad p einen Epimorphismus auf der Ho-
mologie erhalten. Da unser vertikaler Morphismus zwischen den Kokernen nach
Induktionsannahme ein Monomorphismus ist, erhalten wir hier sogar einen Iso-
morphismus. Um unsere Induktion am Laufen zu halten miissen wir nur noch
zeigen, dal nun wieder ein Monomorphismus auf den Kokernen der Rander im
Grad eins hoher induziert wird. Das folgt jedoch aus

cok(AP — APT1) 5 cok(I? — Pushout) < cok(I? — IPt1) O

Ubungen

Ubung 2.7.10 (Mehr zu Morphismen in der derivierten Kategorie). Seien A

eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven, A € A ein Objektund Y € Hot™(A)

ein Komplex. Haben alle Objekte Y unseres Komplexes die Eigenschaft Ext% (A, Y*) =
0 Vg > 0, so ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

Hot4(A,Y) = Der4(A,Y)

Wir konnen also in gewisser Weise auch ,,Morphismen in der derivierten Katego-
rie mit Auflésungen aus entfalteten Objekten berechnen®, nur daf3 wir im Fall von
Komplexen statt von Auflosungen lieber von Entfaltungen reden. Hinweis: Indem
wir einen Quasiisomorphismus Y — I in einen Komplex / € Hot ™" (i.A) wihlen
und den Abbildungskegel als neues Y betrachten, diirfen wir Y exakt annehmen
und miissen unter dieser zusitzlichen Annahme Hot 4(A,Y’) = 0 zeigen.

Vorschau 2.7.11. Demnichst werden wir diese Ubung auch aus allgemeiner Theo-
rie herleiten konnen: Nach 3.4.13 ist Y rechtsentfaltet fiir Hot 4(A, ) und damit
haben wir (Hota(A, ))(Y) = (RHota(A, ))(Y) = Dera(A,Y) mit dem
zweiten Isomorphismus nach 3.2.20.

Ubung 2.7.12. Seien A eine abelsche Kategorie und Y € Dery und n € Z.
Man zeige: Genau dann gilt Y € Der7", wenn gilt Der4(X,Y) = 0 fiir alle
X e Derfl"_l. Man formuliere und zeige auch die duale Aussage.
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Ergiinzende Ubung 2.7.13. Man zeige: Gegeben eine additive Kategorie Z mit
spaltenden Idempotenten liefert die Einbettung der mit Grad Null endenden Kom-
plexe Hot="(Z) C Hot™(Z) eine Aquivalenz mit der Kategorie aller mit den Pfei-
len beschriankten Komplexe 7" mit Hot(1[0],7'[n]) = O fiir alle n > 0 und alle
I € 7. Ebenso liefert die Einbettung der mit Grad Null beginnenden Komplexe
Hot=°(Z) c Hot™ (Z) eine Aquivalenz mit der Kategorie aller gegen die Pfeile
beschrinkten Komplexe 7" mit Hot(7'[n], I[0]) = O fiir alle n < O und alle I € 7.

Ubung 2.7.14 (Ausgezeichnete Dreiecke als kurze exakte Sequenzen). Gege-
ben eine abelsche Kategorie A liefert der Funktor H° eine Aquivalenz zwischen
der Kategorie der ausgezeichneten Dreiecke X — Y — Z — [1] in Der(.A), bei
denen die Objekte zum Bild von A gehoren, und der Kategorie der kurzen exakten
Sequenzen in A. Ein quasiinverser Funktor kann wie in 2.6.4 konstruiert werden.

Ubung 2.7.15. Gegeben eine abelsche Kategorie A und ein ausgezeichnetes Drei-
eck X - Y — Z — [1] in Der 4 mit 7=°Y 5 Y erhalten wir mit den offensicht-
lichen Morphismen ein ausgezeichnetes Dreieck 751X — YV — 7507 — [1].
Ebenso erhalten wir unter der Annahme Y = 72°Y mit den offensichtlichen
Morphismen ein ausgezeichnetes Dreieck 72°X — Y — 72717 — [1]. Hin-
weis: Fiinferlemma.

Ubung 2.7.16. Gegeben ein linksnoetherscher Ring A liefert die Einbettung einen
volltreuen Funktor Der™ (A-modf) < Der™ (A-mod).

Ubung 2.7.17. Gegeben ein N-graduierter Ring A mit halbeinfacher Nullkom-
ponente A° und allen A" von endlicher Linge als A°-Linksmoduln liefert die
Einbettung Kategorie der graduierten Moduln endlicher Linge einen volltreuen
Funktor Der”(A-modfi?) <% Der”(A-modf”). Hinweis: Man verwende das Kri-
terium 1.4.21 fiir die volltreue Einbettung von Ore-Lokalisierungen und das ,,Ab-
schneiden oberhalb eines geeigneten Grades*.

Ubung 2.7.18 (Vergleich von Morphismen in Hot und Der). Gegeben eine abel-
sche Kategorie A und darin zwei beschrinkte Komplexe X, Y, zwischen deren
Objekten es keine hoheren Erweiterungen gibt, in Formeln Ext?(X™ Y™) = 0
falls ¢ > O fiir alle n, m, induziert die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

Hot 4(X,Y) = Ders(X,Y)

Hinweis: Man verwende 2.4.15 und unsere volltreue Einbettung von A in seine
derivierte Kategorie.

Ubung 2.7.19. Sei A eine abelsche Kategorie derart, daB gilt Ext’,(A4, B) = 0 fiir
beliebige A, B € A bei ungeradem i > 3. Ist X € Der(A) ein Komplex mit
‘H?X = 0 fiir ungerades ¢, so konnen wir Isomorphismen

X5 Pl-gr'x
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finden, die auf H? die offensichtlichen Isomorphismen induzieren. Sie sind aller-
dings nicht eindeutig bestimmt.

2.8 Vergleich verschiedener Kohomologieringe*

2.8.1. Gegeben 7 eine additive Kategorie und I*, J* € Ket; Komplexe in Z bil-
den wir analog wie in [TS] 1.4.12 den Komplex von abelschen Gruppen Homz (7*, J*).
Speziell wird Endz(*) unter der Verkniipfung von Morphismen ein dg-Ring.

Satz 2.8.2 (Abstrakte Interpretation des cup-Produkts). Ist X ein lokal sin-
guldr-azyklischer Raum, so ist unser Vergleichsisomorphismus aus [TG] 5.1.4 ein
Ringisomorphismus

H*

sing

(X) = Hga, (X)

zwischen dem singuldren Kohomologiering und dem in 2.6.14 eingefiihrten gar-
bentheoretischen Kohomologiering.

2.8.3. Wir fiihren zunichst eine geeignete Terminologie ein. Unter einem Qua-
siisomorphismus von einem dg-Ring A in einen dg-Ring B verstehen wir einen
Homomorphismus von dg-Ringen, der einen Isomorphismus auf der Kohomolo-
gie induziert. Unter einem Morphismenbimodul von einem dg-Ring A in einen
dg-Ring B verstehen wir ein Paar (M, ¢) bestehend aus einem A-B-dg-Bimodul
M nebst einer Klasse ¢ € H°M, die eine Basis von HM als H B-Rechtsmodul
bildet. Wir sagen dann auch, c sei eine Quasibasis des B-dg-Moduls M. Ist zu-
sdtzlich ¢ auch eine Basis von HM als H A-Linksmodul, so nennen wir unseren
Morphismenbimodul (M, ¢) einen Isobimodul. Jeder Morphismenbimodul zwi-
schen dg-Ringen liefert einen Homomorphismus zwischen ihren Kohomologie-
ringen, der dadurch charakterisiert werden kann, daf3 a — b gleichbedeutend ist
zu ac = cb. Ist unser Morphismenbimodul ein Isobimodul, so ist besagter Homo-
morphismus sogar ein Isomorphismus. Jeder Quasiisomorphismus liefert einen
Isobimodul in offensichtlicher Weise. Was an dieser Stelle noch fehlt, ist eine wie
auch immer geartete Verkniipfung von Morphismenbimoduln, und diese ist im
allgemeinen auch nicht unproblematisch.

Beweis von 2.8.2. Wir wihlen eine injektive Auflosung Zx — Z* der konstan-
ten Garbe Zx und faktorisieren sie mithilfe der Existenz und Eindeutigkeit von
Homotopielifts [TG] 3.2.7 tiber die Auflosung durch lokale singulidre Koketten
Zx — Sy als Zx — Sy — Z*. Nach 2.8.3 reicht es zu zeigen, da} unsere
Faktorisierung Sy — Z* eine Quasibasis des Komplexes

ST

ist, und zwar sowohl fiir die Linksoperation von End Z* als auch fiir die Rechts-
operation von S* X, die vom dg-Ring-Homomorphismus S*X — End S%, ¢ —
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¢ U mit dem cup-Produkt auf Ketten aus [TSK] 4.3.3 induziert wird. Der erste
Teil dieser Behauptung folgt mit der Existenz und Eindeutigkeit von Homotopie-
lifts [TG] 3.2.7 aus dem Quasiisomorphismus S — Z*. Fiir den zweiten Teil
betrachten wir das kommutative Diagramm von Komplexen

X = X
1 \
Sy=8% Zx=S%
1 \

ST o Ix=T

Hier ist die obere linke Vertikale durch ¢ — ¢ U gegeben und die anderen Pfeile
sind hoffentlich selbsterkldrend. Nach unserem Vergleichssatz [TG] 5.1.4 ist die
Komposition in der rechten Vertikale ein Quasiisomorphismus. Nach der Existenz
und Eindeutigkeit von Homotopielifts [TG] 3.2.7 ist auch die unterste Horizontale
ein Quasiisomorphismus. Folglich ist auch die Verkniifung in der linken Vertika-
len ein Quasiisomorphismus. Des weiteren haben alle Komplexe der linken Ver-
tikale natiirliche Strukturen als dg-Rechtsmoduln iiber S* X und die Morphismen
sind mit diesen Strukturen vertrdglich. Das zeigt den zweiten Teil der Behauptung.
Auf diese Weise vermittelt also unser dg-Bimodul in der Tat einen Isomorphismus
zwischen den beiden fraglichen Kohomologieringen. Es ist dann nicht schwer zu
sehen, daf} dieser Isomorphismus iibereinstimmt mit dem in [TG] 5.1.4 konstru-
ierten Vergleichsisomorphismus. [
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3 Faktorierte und derivierte Funktoren

Derivierte Funktoren wurden in einer Dissertation von Verdier eingefiihrt, die er
bei Grothendieck schrieb. Verdier erklirt sie als eine Art von Kan-Erweiterungen.
Ich ziehe den Zugang vor, den Deligne in SGA verfolgt. Beide Zugénge fiihren
in typischen Situationen zu denselben derivierten Funktoren, sind jedoch grund-
satzlich verschieden. Bei der Definition von Verdier gilt es zu beachten, dal man
etwa im Fall eines linksexakten Funktors von abelschen Kategorien ' : A — B
zu unterscheiden hat zwischen derivierten Funktoren RF : Der’ — Derj und
RF : Der4 — Derg und daB} diese, selbst wenn sie beide existieren sollten, kei-
neswegs auf Der’; libereinstimmen miissen. Bei Deligne dahingegen haben wir es
nur mit einem einzigen partiell definierten Funktor R/ : Der 4 --+ Derg zu tun,
den es immer gibt, der aber nur partiell definiert ist.

3.1 Limites in Funktorkategorien

3.1.1. Man erinnere sich an Limites und Kolimites in Kategorien, wie sie in [TS]
7.1 eingefiihrt wurden.

3.1.2 (Limites und Kolimites in Funktorkategorien). Gegeben seien ein Kocher
7 und Kategorien A, D und eine Darstellung Z — Cat(A, D), i — F;. Existiert
fiir alle A € A der Kolimes col F;(A) in D, so erhalten wir offensichtlich einen
Kolimes der F; in Cat(.A, D) durch die Vorschrift

(col F})(A) := col(F;(A))

Dasselbe gilt, wenn wir col durch lim ersetzen, was direkt durch Ubergang zu den
opponierten Strukturen gefolgert werden kann.

3.1.3 (Limites und Kolimites in Kategorien von Mengenfunktoren). Nach 3.1.2
existiert fiir jede Kategorie .A und jedes Mengensystem 4{ der Limes beziehungs-
weise der Kolimes in der Kategorie {{Ens™ = Cat(.A, UEns) fiir jede Darstellung
in 4Ens* eines Kochers Z, wenn der Limes bezichungsweise der Kolimes fiir alle
Darstellungen unseres Kochers in UEns existieren. Nach [TS] 7.1.23 beziehungs-
weise [TS] 7.1.9 existieren sie dann auch fiir jedes groBere Mengensystem U D
in YEns™ und bleiben dieselben. Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz ist,
immer noch nach [TS] 7.1.23 beziehungsweise [TS] 7.1.9, daB [ ein Universum
ist und daf} die Punktmenge unseres Kochers Z zu 4 gehort, daB3 also Z im Sinne
von 1.1.6 ein L--Kocher ist.

3.1.4 (Vertriglichkeit von Limites mit Ko-Yoneda-Einbettungen). Seien [ ein
Mengensystem und C eine {-Kategorie und C < C{j := Cat(C°PP, {[Ens) die Ko-
Yoneda-Einbettung C' — (C': X — C(X, (). Existiert der Limes eines Systems
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(Cy)iez in C, so liefert er auch einen Limes des Bildsystems in C”, in Formeln

Beide Funktoren nehmen ja auf allen Z € C denselben Wert lim C(Z, C;) an.

3.1.5 (Vertriglichkeit von Kolimites mit Yoneda-Einbettungen). Seien 4 ein
Mengensystem und C eine 4-Kategorie und C < C;| := Cat(C,{UEns)°PP die
Yoneda-Einbettung C' + (C' : X — C(C, X)). Existiert der Kolimes eines Sys-
tems (C;);cz in C, so liefert er auch einen Kolimes des Bildsystems in CV, in
Formeln

col C; = (col Cy)Y
Beide Funktoren nehmen ja auf allen Z € C denselben Wert col C(C;, Z) an.

3.1.6 (Unvertraglichkeit von Kolimites mit Ko-Yoneda-Einbettungen). Im Ge-
gensatz zu den im vorigen Punkt behandelten Fillen muf3, wenn der Kolimes
col C; existiert, der natiirliche Morphismus col C; — (col C;)" in C” dennoch
kein Isomorphismus sein, als da heifit, die natiirliche Abbildung colC(Z,C;) —
C(Z, col C;) muB keineswegs fiir alle Objekte Z eine Bijektion sein. Ein typisches
Gegenbeispiel ist der Fall der Kategorie der Vektorrdaume, in der wir jeden Raum
V' als Kolimes des Systems aller endlichdimensionalen Teilrdume C; C V' schrei-
ben konnen: Der Kolimes der Homomorphismenrdume geht dann isomorph auf
den Raum der Homomorphismen endlichen Rangs und keineswegs isomorph auf
den Raum aller Homomorphismen. Ein vielleicht noch typischeres Gegenbeispiel
ist der Fall direkter Summen von Vektorrdumen: Die Identitét auf einer direkten
Summe mit unendlich vielen von Null verschiedenen Summanden landet nicht in
einer endlichen Teilsumme. Analoges gilt fiir Limites.

3.1.7 (Vertriglicheit in der Unvertriglichkeit). Man beachte, da3 wenn der Ko-
limes col C’Z in C" existiert und zusitzlich im essentiellen Bild der Ko-Yoneda-
Einbettung C <~ C” liegt, daB dann auch der Kolimes col C; in C existiert und
der natiirliche Morphismus doch ein Isomorphismus col C; = (col C;)” in C” ist.
Das folgt aus den in [TS] 7.1.27 besprochenen Aussagen zur Vertriglichkeit von
Kolimites mit volltreuen Funktoren. Analoges gilt fiir Limites.

Beispiel 3.1.8 (Unvertraglichkeit verschiedener Limites bei Mengen). Wir be-
trachten in der Kategorie Fns der Mengen das System

oM M2 M

fiir irgendeine feste Menge M mit den Abbildungen, die jeweils den letzten Ein-
trag eines Tupels weglassen. Sein Limes in Ens ist die Menge Ens(N, M) aller
Folgen in M. Der Limes des Systems ... — (M?*)V — (M?*)Y — MY von
Mengenfunktoren in Ens” = Cat(Ens, Ens)°PP dahingegen ordnet jeder Menge

70



Y den Kolimes des Systems Ens(M,Y) — Ens(M?%Y) — Ens(M3,Y) — ...
zu alias die Menge aller Abbildungen Ens(N, M) — Y, die tiber eines der M"
faktorisieren. In Ens" ist also der natiirliche Morphismus

(lim M™)Y — lim((M™)")

kein Isomorphismus, wenn M mindestens zwei Elemente hat. Mit 3.1.7 zeigt das,
daB die Yoneda-Einbettung Ens <~ Ens" nicht essentiell surjektiv ist.

Beispiel 3.1.9 (Unvertriglichkeit verschiedener Kolimites bei Mengen). Wir
betrachten in der Kategorie Ens der Mengen das System

{0} - {0,1} —» {0,1,2} — ...

mit dem Kolimes N und priifen, daB der Kolimes in Ens" beschrieben werden
kann als der Funktor, der jeder Menge X die Menge aller Abbildungen X — N
mit endlichem Bild zuordnet. Der natiirliche Morphismus

col({0,...,n}") = (col{0,...,n})"

ist mithin kein Isomorphismus. Mit 3.1.7 zeigt das, daf} die Ko-Yoneda-Einbet-
tung Ens < Ens” nicht essentiell surjektiv ist.

3.1.10 (Notation fiir Kolimites und Limites in Funktorkategorien). Ich ver-
wende fiir in der Kategorie C”" zu verstehende Kolimites einer Kocherdarstellung
(Cy)iez in C die Notation

col C; := col (Z

und im filtrierenden Fall die Notation colf und spreche im filtrierenden Fall von
einem Indkolimes. Dual verwende ich die Notation lim und im kofiltrierenden
Fall die Notation limf fiir in der Kategorie C¥ zu verstehende Limites. Im kofil-
trierenden Fall spreche ich auch von einem Prolimes.

3.1.11 (Alternative Notationen). In der Literatur findet man vielfach statt col die
Notation “lim” mit Anfithrungsstrichlein fiir in der Kategorie C" zu verstehende
Kolimites und statt lim die Notation lim” fir in der Kategorie CY zu verstehende
Limites.

3.1.12 (Morphismen von Limites von Mengenfunktoren). Sei (D;) ein Dia-
gramm von Objekten einer Kategorie C. Ein Morphismus eines Objekts F' € C in
den Limes lim D); ist per definitionem eine vertrdgliche Familie von Morphismen
aus CV(F, D;) alias ein Element von lim; C¥(F, D;). Das Yoneda-Lemma [L.A2]
7.10.2 liefert eine natiirliche Bijektion zwischen dieser Menge und lim; F'(D;).
Ist speziell F' = lim C; auch der Limes eines Systems (C;), so erhalten wir eine
natiirliche Bijektion

CY(lim C;, lim D;) = lim, col; C(C;, Dy)
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Im iibrigen diirfen Sie in Ubung 3.1.22 zeigen, daB jedes Objekt von CV zu einem
Objekt der Gestalt lim C; isomorph ist.

3.1.13. Unter einem Pro-Objekt einer Kategorie C versteht man ein kofiltrieren-
des System von Objekten von C im Sinne von [TS] 7.1.12. Gegeben Pro-Objekte
(C;) und (D;) erklirt man einen Morphismus von Pro-Objekten als ein Element
der Menge

lizgnf C(glf C(Ci, Dy)

Um die Komposition von Morphismen von Pro-Objekten zu erkldren, bemerken
wir, dal ein Morphismus repridsentiert werden kann durch eine mit j indizier-
te Familie von Morphismen C’i(j) — Dj, die in der Weise vertréglich sind, dal3
fiir jeden Systemmorphismus D, — D; und den zu k£ gehdrigen Morphismus
Cigry — Dy, einen Index ¢ = i(j, k) mit Morphismen i — i(j) und i — (k) gibt,
fir den C; — Cy(jy — D;jund C; — Cyy — Dy, — D libereinstimmen. Weiter
représentiert eine zweite vertrigliche Familie von Morphismen C;(;y — D; genau
dann denselben Morphismus von Pro-Objekten, wenn wir fiir jedes j einen Index
2(j) und Morphismen 2(j) — (j) und 2(j) — #(j) so finden, da} die Komposi-
tionen Cj;y — Cjjy — Djund Cjjy — Cj;) — D libereinstimmen. Mit dieser
Beschreibung von Morphismen scheint mir nun offensichtlich, wie Morphismen
von Pro-Objekten zu komponieren sind. Gegeben ein Mengensystem 4l verstehen
wir unter einer {{-objektkleinen Kategorie eine Kategorie, deren Objektmenge
ein Element von il ist. Wihlen wir ein Universum &l und ist C eine 4(-Kategorie, so
bilden die durch kofiltrierende (-objektkleine Kategorien indizierten Pro-Objekte
eine Kategorie

prog(C)
und nach dem vorhergehenden liefert die Vorschrift (C;) — limf; C; einen voll-

treuen Funktor
proy(C) < Cy]

3.1.14 (Bedeutung der Pro- und Ind-Objekte). Die Pro-Objekte einer Katego-
rie C bilden salopp gesprochen einen noch vergleichsweise gut zuginglichen Teil
der Kategorie C¥ aller Mengenfunktoren. In ganz C¥ haben zwar die Objekte und
Morphismenmengen im wesentlichen dieselbe Beschreibung, aber ich kenne in
dieser Allgemeineit keine vergleichbar iibersichtliche Beschreibung fiir die Verk-
niipfung von Morphismen. Analoges gilt dual fiir Ind-Objekte, wie wir sie gleich
einfithren werden.

3.1.15 (Ind-Objekte und ihre Morphismen). Ein Ind-Objekt einer Kategorie C
ist ein filtrierendes System (C;) in C. Die Morphismen in ein weiteres Ind-Objekt
(D;) erkldren wir als Elemente der Menge

limf colf C(C;, D;)
i
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Gegeben ein Universum &l und eine 4-Kategorie C bilden dann die durch -
objektkleine filtrierende Kategorien indizierten Indobjekte eine Kategorie indy(C)
und die Konstruktion (C;) +— colf; C; liefert einen volltreuen Funktor

Jedes Element von colf; C(C;, D;) wird reprisentiert durch einen Morphismus
@; : C; = D, fiir ein b, das vom jeweiligen Element des Kolimes abhidngen wird.
Dessen Bild im Kolimes notieren wir ¢;. Ein Morphismus von Ind-Objekten ist
dann eine vertrdgliche Familie derartiger ¢;.

Definition 3.1.16. Ein filtrierendes System (C;) in einer Kategorie C heif3it essen-
tiell konstant, wenn colf C; isomorph ist zu einem Objekt im Bild der volltreuen
Einbettung C < C” alias zu einem Funktor der Gestalt D fiir ein Objekt D € C.
Dual heifit ein kofiltrierendes System (C;) essentiell konstant, wenn limf C; iso-
morph ist zu einem Objekt im Bild der volltreuen Einbettung C < C".

3.1.17. Im Fall eines essentiell konstanten filtrierenden Systems (C;) in einer Ka-
tegorie C ist nach 3.1.7 der natiirliche Morphismus ein Isomorphismus

colf C; = colf C;

Es gilt aber noch mehr. Schreiben wir die Bedingung ,,essentiell konstant* fiir colf
aus, so entspricht zunichst einmal ein Morphismus ¢ € C”(colf Cy, D) einem
vertriglichen System von Morphismen ¢; € C(C;, D) und ein Morphismus ¢ €
CN(D, colf C;) hat die Gestalt ¢ = @; fiir ein ; € C(D, C;) und einen Index j.
Die Bedingung ) o ¢ = id bedeutet dann schlicht ¢; o ¢; = idp fiir diesen einen
Index j und [TS] 7.1.36 zeigt nocheinmal, daf fiir das vertrigliche System von
Morphismen v; € C(C;, D) unser D der Kolimes des Systems der C; gewesen
sein muf. Die Bedingung ¢ o v = id bedeutet aber zusétzlich die Forderung, daf3
es fiir jedes a Systemmorphismen s;; : 7 — kund s, : a — k gibt derart, da3
die Verkniipfung

C.s DA ;™M e,
zusammenfillt mit dem von sy, induzierten Morphismus C, — C}.

Beispiel 3.1.18. Das filtrierende System von R-Vektorrdumen, indiziert durch Z
und mit irgendwelchen Vektorrdaumen an jeder Stelle und Nullmorphismen fiir
alle Morphismen ist essentiell konstant und isomorph zum durch das Nullobjekt
dargestellten Funktor.

Beispiel 3.1.19. Gegeben ein Vektorraum W ist der Funktor, der jedem weiteren
Vektorraum Z die Menge aller linearen Abbildungen endlichen Ranges von £
nach W zuordnet, ein Ind-Vektorraum, er kann niamlich als der Kolimes der end-
lichdimensionalen Teilrdume von W in der Kategorie der kontravarianten Men-
genfunktoren beschrieben werden.
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Beispiel 3.1.20. Gegeben ein Vektorraum V' ist der Funktor, der jedem weiteren
Vektorraum Z die Menge aller linearen Abbildungen endlichen Ranges von V'
nach Z zuordnet, ein Pro-Vektorraum, er kann niamlich als der Limes der endlich-
dimensionalen Quotienten von V' in der Opponierten zur Kategorie der Mengen-
funktoren beschrieben werden.

Ubungen

Ubung 3.1.21 (Hinreichendes Kriterium fiir essentiell konstante Systeme). Sei
X I — C ein filtrierendes System in einer Kategorie C. Es gebe einen Index
1 € T derart, daB jeder von ¢ ausgehende Systemmorphismus s : ¢ — @ in der
Weise durch einen weiteren Systemmorphismus ¢ : a — j verldngert werden
kann, daf die Verkniipfung einen Isomorphismus X (¢s) : X; = X induziert. So
ist der offensichtliche Morphismus ist ein Isomorphismus

Xi = COlfj X]

und nach 3.1.7 ist a forteriori der offensichtliche Morphismus ist ein Isomorphis-
mus X; — colf; X;. Dal} es auch andere essentiell konstante Systeme gibt, zeigt
eine leichte Variation von Beispiel 3.1.18.

Ubung 3.1.22 (Mengenfunktoren als Kolimites). Seien C eine Kategorie und
C" := Cat(C°P Ens) und C' — C die volltreue Ko-Yoneda-Einbettung C < C".
Gegeben X € C” betrachten wir die volle Unterkategorie Cx C C% aller Mor-
phismen ¢ — X mit C € C und den Funktor V : Cx — C”, der den Mor-
phismus nach X vergift. So ist der natiirliche Morphismus ein Isomorphismus
cole, V' = X oder anders notiert

ol O3 X

C—=X
Genauer liefert jeder Morphismus ¢ : cols_, C' — Y mitY e C fiir beliebige
A,C € Cund v : C — X eine Abbildung (v, A) : C(A) — Y (A). Jedes u €
X (A) entspricht nun einem @ : A — X und liefert so (@, A) : A(A) — Y(A).
Die Abbildung X (A) — Y (A) wird nun gegeben durch u — ¢(4, A)(id4). Den
Rest mag der Leser selber machen.

Ubung 3.1.23 (Proendliche Mengen als topologische Riiume). Man betrachte
die Kategorie Ensf der endlichen Mengen und zeige, dal unter der Interpretation
endlicher Mengen als diskrete topologische Riume das Bilden des Limes in der
Kategorie der topologischen Riaume einen volltreuen Funktor

pro- Ensf < Top
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von der Kategorie der Pro-Objekte zu endlichen Mengen in die Kategorie der
topologischen Ridume liefert. Allgemeiner zeige man, dal wir in derselben Weise
einen volltreuen Funktor

pro- Ens < Unif

von der Kategorie der Pro-Objekte von Mengen in die Kategorie der uniformen
Riume mit gleichmiBig stetigen Abbildungen als Morphismen erhalten.

Ubung 3.1.24. Man betrachte die Kategorie Grpf der endlichen Gruppen und zei-
ge, da} nach dem Auffassen endlicher Gruppen als diskrete topologische Gruppen
das Bilden des Limes in der Kategorie der topologischen Gruppen einen volltreu-
en Funktor

pro- Grpf < GrpTop

von der Kategorie der Pro-Objekte in endlichen Gruppen in die Kategorie der
topologischen Gruppen liefert. Die topologischen Gruppen im essentiellen Bild
dieses Funktors heiflen proendliche Gruppen. Sie konnen dadurch charakteri-
siert werden, daf} sie kompakt und Hausdorff sind und da3 das neutrale Element
eine Umgebungsbasis aus offenen Normalteilern besitzt.

Ubung 3.1.25 (Erweiterung einer Kategorie um alle endlichen Produkte). Sei-
en i ein Mengensystem und C eine $-Kategorie. So erhélt die Ko-Yoneda-Einbet-
tung C <= C{ Produkte, wann immer diese existieren, und auch fiir jedes grolere
Mengensystem 0 O 4 erhilt die offensichtliche Einbettung C{; < C% Produkte,
wann immer diese existieren. Gibt es in 4 alle endlichen Produkte, so auch in C{}.

3.2 Faktorierte Funktoren auf Ore-Lokalisierungen

3.2.1. Die Elemente einer ausgezeichneten Menge S von Morphismen einer Ka-
tegorie nennen wir im folgenden S-Morphismen.

3.2.2 (Ore-Lokalisierung durch Ind-Objekte). Seien C eine Kategorie und S
ein Rechtsoresystem von C. Nach 1.4.13 haben wir eine natiirliche Bijektion

colf C(X, B) = Cs(X,Y)

v3B
zwischen dem Morphismenraum Cg (X, Y') in der Lokalisierung und dem filtrie-
renden Kolimes iiber das System aller S-Morphismen Y — B aus Y der Mor-

phismenridume C(X, B). In der Terminologie von 3.1.12 ist diese Menge weiter
in natiirlicher Bijektion zu C" (X, Y™) fiir

Yt := colf B

vy3B

mit dem filtrierenden Kolimes in der Funktorkategorie iiber das System SY aller
S-Morphismen Y — B aus Y. Damit aber induziert jeder S-Morphismus ¢ :
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X — A, da wir die analoge Aussage in Cg ja bereits kennen, eine Bijektion
CMNA,YT) = CMNX,Y™). Die Vorschrift Y — Y induziert mithin, wieder nach
3.1.12, einen volltreuen Funktor

Cs < ind(C)

3.2.3 (Ore-Lokalisierung durch Pro-Objekte). Analog konstruiert man im Fall
eines Linksoresystems S einen volltreuen Funktor Cg < pro(C), X +— X ™.

Definition 3.2.4. Seien F' : C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von
C. Der rechtsfaktorierte oder ausfiihrlicher der volle rechtsfaktorierte Funktor
RF von F ist die Komposition

Cs < ind(C) — ind(D)

der volltreuen Einbettung aus 3.2.2 mit dem von [ auf Ind-Objekten induzierten
Funktor.

3.2.5 (Rechtsfaktorierter auf Objekten). Seien ' : C — D ein Funktor und S
ein Rechtsoresystem von C. Auf Objekten wird unser Rechtsfaktorierter gegeben
durch die Vorschrift
(RF)(QY) := colf FB
v5B

Der Indkolimes ist hier gemeint tiber die filtrierende Kategorie aller S-Morphismen
Y — BinC. Fir @) : C — Cg die Lokalisierung und V' : D < ind(D) der of-
fensichtliche volltreue Funktor erhidlt man aus der Konstruktion zusitzlich eine
ausgezeichnete Transformation

p:VoF=RFoQ

Definition 3.2.6. Seien F' : C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von
Morphismen von C. Ein Objekt I € C heiflit F'-S-rechtsentfaltet, wenn sich jeder
S-Morphismus I — B so durch einen weiteren Morphismus B — J verldngern
146t, dal die Komposition ein S-Morphismus ist und unter F' einen Isomorphis-
mus F'I = FJ induziert.

3.2.7 (Riickwértskompatibilitit der Terminologie). Sei S ein Rechtsoresystem
von Morphismen einer Kategorie C. Nach 1.4.27 ist ein Objekt S-rechtsentfaltet
im Sinne von 1.3.7 genau dann, wenn es Id-S-rechtsentfaltet ist fiir den Iden-
titatsfunktor auf C, und dann ist es auch F-S-rechtsentfaltet fiir jeden Funktor
F : C — D in eine weitere Kategorie D. Unsere S-rechtsentfalteten Objekte sind
weiter genau die ()-rechtsentfalteten Objekte im Sinne von 1.3.1 fiir den Quo-
tientenfunktor ) : C — Cg. Unsere ['-S-rechtsentfalteten Objekte hier stehen
zu den F'-rechtsentfalteten Objekten aus 1.3.1 in keiner direkten Beziehung, sie
verallgemeinern vielmehr die ()-rechtsentfalteten Objekte.
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3.2.8. Seien F' : C — D ein Funktor und .S ein Rechtsoresystem von Morphismen
von C. Ein Objekt [ ist F'-S-rechtsentfaltet, wenn in der filtrierenden Kategorie der
von [ ausgehenden S-Morphismen diejenigen S-Morphismen [ — J, die unter F’
zu Isomorphismen werden, eine konfinale Unterkategorie bilden. Das ist nur eine
Umformulierung der Definition.

3.2.9. Ein Objekt I € C heiit F'-S-déployé a droite, wenn unsere Transformation
aus 3.2.5 einen Isomorphismus p; : V(FI) = RF(QI) induziert. Diese Bedin-
gung ist mithsamer in der Handhabung und fiir unsere Zwecke reichen rechtsent-
faltete Objekte aus. Nach 3.1.21 ist jedes rechtsentfaltete Objekt auch déployé a
droite.

Definition 3.2.10. Seien F' : C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von
Morphismen von C. Ein Objekt Y € C heifle F'-S-rechtsentfaltbar, wenn es ein
F-S-rechtsentfaltetes Objekt I € C gibt mitsamt einem Morphismus Y — [, der
in Cg ein Isomorphismus wird. So einen Morphismus nennen wir dann eine F'-S-
Rechtsentfaltung von Y. Die vollen Unterkategorien der F'-S-rechtsentfalteten
beziehungsweise F-S-rechtsentfaltbaren Objekte notieren wir Cjpy C Cp C C
und die vollen Unterkategorien ihrer Bilder in der Lokalisierung entsprechend
Cs,[p] C Cs7p C Cg.

3.2.11. Die Frage, inwieweit Cjpy — Cgr) und Cr — Cg r wieder Lokalisie-
rungsfunktoren sind, lassen wir unberiihrt.

3.2.12. Sei C eine Kategorie mit Rechtsoresystem S. Wir hatten in 3.2.7 gesehen,
dal3 die Id-S-rechtsentfalteten Objekte genau unsere S-rechtsentfalteten Objekte
sind. Analog vereinbaren wir hier, dal wir die Id-S-rechtsentfaltbaren Objekte
kurz S-rechtsentfaltbar nennen.

Satz 3.2.13 (Rechtsfaktorierter). Seien F' : C — D ein Funktor und S ein
Rechtsoresystem von Morphismen von C. So gibt es bis auf eindeutigen Isomor-
phismus genau ein Paar (R, T) bestehend aus einem Funktor

RICS’F—>D

und einer Transformation T = 7 : F' = R(Q) von Funktoren Cr — D derart,
dap fiir jedes I'-S-rechtsentfaltete Objekt I € Cip) unsere Transformation einen
Isomorphismus 71 = Tp; 1 FI = RQI liefert.

3.2.14. Seien F' : C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von Morphis-
men von C. Das Paar (R, 7) aus unserem Satz nennen wir den zahmen Rechtsfak-
torierten von F'. Es wird sich beim Beweis des Satzes erweisen, dafl der zahme
Rechtsfaktorierte im wesentlichen eine Einschrinkung des vollen Rechtsfakto-
rierten ist. Im weiteren verstehen wir unter dem Rechtsfaktorierten von F' meist
unseren zahmen Rechtsfaktorierten und verwenden auch dafiir die Notation RF'.
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3.2.15. Seien F' : C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von Morphis-
men von C. Ist Y — [ eine F-S-Rechtsentfaltung, so erhalten wir mit 7 in den
Horizontalen ein kommutatives Diagramm

FY — RF(QY)

! 0
FI & RF(QI)

einen und daraus einen ausgezeichneten Isomorphismus RF(QY) = FI. Das
zeigt, wie wir unsere rechtsfaktorierten Funktoren berechnen kénnen.

3.2.16 (Charakterisierung von eingeschrinkten Rechtsfaktorierten). Seien F' :
C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von Morphismen von C. Ist in der
Situation des Satzes 3.2.13 iiber den Rechtsfaktorierten allgemeiner eine volle
Unterkategorie Y C Cr gegeben, in der jedes Objekt eine F'-S-Rechtsentfaltung
besitzt, so gibt es auch bis auf eindeutigen Isomorphismus genau ein Paar (R, 7)
mit R : Q(U) — Dund 7 : F' = RQ derart, daB 7; fiir alle F'-S-rechtsentfalteten
Objekte I von U ein Isomorphismus ist. Das folgt aus unserem Beweis des Satzes
gleich mit.

Beweis. Per definitionem macht der volle rechtsfaktorierte Funktor F'-S-rechts-
entfaltbare Objekte zu essentiell konstanten induktiven Systemen. Bezeichnen wir
mit ind, (D) die Kategorie der essentiell konstanten Systeme, so schrénkt (RF, p)
demnach ein zu einem Paar derselben Art in der unteren Horizontale des Dia-
gramms

¢y —R o ind(D)

IR

CF Csyp RE indek(D)%D

Wir erhalten also einen Rechtsfaktorierten (R, 7), indem wir fiir die Aquivalenz
von Kategorien V' unten rechts ein Quasiinverses wihlen und es dem auf Cg  ein-
geschrinkten vollen Rechtsfaktorierten (RF, p) nachschalten. Um die Eindeutig-
keit zu zeigen, nehmen wir an, nun (R, 7') sei ein weiteres mogliches Paar. Indem
wir die Aquivalenz V:D5S indek (D) nachschalten, miissen wir nur zeigen, da
es genau eine Transformation k : VR = RF gibtmit p = kQ o V7' : VF =
RF (@ und daB diese Transformation « eine Isotransformation ist. Das alles folgt
aber unmittelbar aus unseren Annahmen und der Tatsache, daf} die Einbettung
eine Aquivalenz Cg ] = Cg p ist. O

Beispiel 3.2.17 (Blick hinter die Kulissen). Seien F' : C — D ein Funktor und
S ein Rechtsoresystem von Morphismen von C. Aus unserem Satz 3.2.13 zum
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Rechtsfaktorierten folgt, daB jeder S-Morphismus s : I — J zwischen F-S-
rechtsentfalteten Objekten unter F' ein Isomorphismus wird. Ich will nun zeigen,
wie unsere Argumente in diesem speziellen Fall funktionieren, indem ich mit den
entsprechenden Vereinfachungen nocheinmal eine unabhiingige Argumentation
ausschreibe. Weil wir I als F'-S-rechtsentfaltet annehmen, gibtes w : J — I; mit
ws € S und F(ws) iso. Es folgt F'(w)F(s) iso. Wegen S rechtsore und ws € S
und ohne dall wir s € S verwenden gibt es weitert : J — J;und v : [; — J; mit
t € S'und v(ws) = ts. Wegen rechtsore gibt es dann auch u € S mit u(vw) = ut.
Aufgrund unserer Annahme, dal J ein F'-S-rechtsentfaltetes Objekt ist, gibt es
einen Morphismus = mit zut € S und F'(zut) iso, also F(zuvw) = F(zuv)F(w)
iso. Da nun F'(w) sowohl durch Nachschalten wie durch Vorschalten geeigneter
Morphismen zu einem Isomorphismus gemacht werden kann, ist F'(w) selber iso.
Aus F(w)F(s) iso und F'(w) iso folgt dann schlieBlich F'(s) iso wie gewiinscht.

Beispiel 3.2.18 (Uberfliissiges Faktorieren). Seien ' : C — D ein Funktor und
S ein Rechtsoresystem von C. Sind in C alle Objekte F-S-rechtsentfaltet, so wer-
den nach unserem Satz 3.2.13 zum Rechtsfaktorieren oder auch nach 3.2.17 alle
Morphismen aus S unter F' zu Isomorphismen und unser Funktor F’ faktorisiert
in eindeutiger Weise iiber Cg als F' = F o Q. Fiir den rechtsfaktorierten Funktor
(RF, 7) ist dann 7 eine Isotransformation 7 : F'0Q = F' = RF o Q und induziert
nach der Volldichtigkeit von Lokalisierungsfunktoren 1.2.20 eine Isotransforma-
tion F = RF.

3.2.19 (Diskussion der Literatur). Seien F' : C — D ein Funktor und S ein
Rechtsoresystem von Morphismen von C. Deligne nennt ein Objekt Y € C déri-
vable, wann immer das Indobjekt (RF")(Y) zum essentiellen Bild der volltreuen
Einbettung V' : D < ind(D) gehort. Ich will vermeiden, in dieser Allgemeinheit
zu arbeiten.

3.2.20 (Rechtsfaktorierte von Morphismenfunktoren). Sei (C,.S) eine Kate-
gorie mit einem ausgezeichneten Rechtsoresystem. Gegeben ein Objekt X € C
ordnet der Rechtsfaktorierte des Yonedafunktors X := C(X, ) : C — Ens einem
Objekt QY die Ind-Menge

(RX)(QY) = colf C(X, B)

vy3B

zu. Ist der Yonedafunktor X :=C(X,):C — EnsaufY € C rechtsentfaltbar fiir
S, ist also Y ein X-S-rechtsentfaltbares Objekt, so ist diese Ind-Menge essentiell
konstant und wir erhalten zusammen mit 3.1.17 und 3.2.2 natiirliche Bijektionen

(RX)(QY) = colf C(X, B) = colf C(X,B) = Cs(QX,QY)

1 =92 1 =9z
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Der Rechtsfaktorierte des Yonedafunktors ist mithin, wo immer er definiert ist, der
Yonedafunktor in der lokalisierten Kategorie. Ist S ein Linksoresystem, so erhal-
ten wir opponiert fiir den Rechtsfaktorierten des Yonedafunktors Y = C(,Y):
C°PP — Ens, sofern er auf einem Objekt X € C definiert ist, eine natiirliche Bi-
jektion (RY)(X) = Cg(X,Y). Ist S sogar ein Oresystem, so ordnet der volle
Rechtsfaktorierte des Morphismenfunktors

More :=C(, ) : C°®® x C — Ens

einem Paar (QX, QY) die Ind-Menge colf | Sy y5pC (A, B) zu. Existiert der
Rechtsfaktorierte bei (X, QY) oder ist diese Ind-Menge auch nur essentiell kon-

stant, so erhalten wir zusammen mit 3.1.17 und 3.2.2 natiirliche Bijektionen

(RMore)(QX,QY) = colf C(A,B)>  colf C(A, B) = Cs(QX,QY)

ASx vySB ASx vEB

Im Fall eines Oresystem beschreibt der Rechtsfaktorierte des Morphismenfunk-
tors mithin, wo immer er definiert ist, die Morphismen in der lokalisierten Kate-
gorie. Wie in 3.10 ausgefiihrt wird, verhalten sich die sogenannten ,,universellen
Approximationen® in diesem Kontext noch besser als unsere faktorierten Funkto-
ren.

3.2.21 (Faktorieren einer Verkniipfung). Seien F' : C — D ein Funktor und
S ein Rechtsoresystem von C. Gegeben ein weiterer Funktor G : D — & ist of-
fensichtlich jedes F’-S-rechtsentfaltete Objekt auch G'F'-S-rechtsentfaltet. Es gibt
mithin nach 3.2.16 genau eine Transformation von Funktoren o : R(GF) =
G o RF mit (aQ) o 7¢r = (GTr) und diese ist eine Isotransformation

|Cs,F

R(GF)|e,, = GoRF

|Cs,F

Feinere Aussagen in dieser Richtung besprechen wir im Zusammenhang mit Gro-
thendieck’s Spektralsequenz in 3.4.22.

Proposition 3.2.22 (Rechtsfaktorierter des Identititsfunktors). Gegeben eine
Kategorie mit Rechtsoresystem (C, S) ist der Rechtsfaktorierte RId : Cg1q — C
des ldentitdtsfunktors ein maximaler partieller Rechtsadjungierter R des Lokali-
sierungsfunktors ) : C — Cg mit T der Einheit der Adjunktion.

Beweis. Nach 3.2.7 besteht Cjiq) genau aus allen S-rechtsentfalteten Objekten von
C im Sinne von 1.3.7 und nach 1.3.7 sind das genau alle Objekte I € C derart, dafl
der partielle Rechtsadjungierte R von () bei (I definiert ist und die Adjunktion
einen Isomorphismus I = RQI liefert. Auf allen Objekten von Cg [1q) und damit
auch auf allen Objekten von Cg 14 ist also der partielle Rechtsadjungierte definiert.
Ist umgekehrt der partielle Rechtsadjungierte R zu () bei QY definiert, so ist
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RQY nach 1.3.9 rechtsentfaltet und idy entspricht unter der Adjunktion einem
Morphismus Y — RQY’, der unter () zu einem Isomorphismus wird. Mithin
ist Y ein S-Id-rechtsentfaltbares Objekt im Sinne von 3.2.10. So sehen wir, daf}
auch umgekehrt alle Objekte, auf denen der Rechtsderivierte zu () definiert ist, zu
Cs 14 gehoren miissen. Also ist unser partieller Rechtsadjungierter ein Funktor R :
Cs1a — C und die Einheit der Adjunktion ist eine Transformation ¢ : Id = R(Q)
mit e; : [ = RQI fiir alle rechtsentfalteten Objekte /. Damit aber hat das Paar
(R, ¢) die charakterisierende Eigenschaft, die den Rechtsfaktorierten der Identitét
(RId, 7) festlegt bis auf eindeutigen Isomorphismus. O

Ergdnzung 3.2.23. In den Notationen des vorhergehenden Beweises ist nach 1.3.9
weiter ()7y ein Isomorphismus. Nach 1.4.19 folgt daraus, wenn S ein gesittigtes
Oresystem ist, sogar 7y € S.

3.2.24 (S-Rechtsentfaltet impliziert G-S-Rechtsentfaltet). Gegeben eine Kate-
gorie C mit einem Rechtsoresystem S sind die S-rechtsentfalteten Objekte nach
3.2.21 notwendig G-S-rechtsentfaltet fiir jeden Funktor G : C — D und 3.2.21
liefert stets eine Isotransformation

a: RGleg,, = R(Gold) = G o RId mit aQ o 7¢ = Grq.

|Cs,ld

Nun wissen wir aus 3.2.22, da3 der Rechtsfaktorierte RId des Identititsfunktors
gerade der maximale partielle Rechtsadjungierte R des Lokalisierungsfunktors ist.
Salopp gesprochen haben wir also RG' = G o R wo immer der partielle Rechts-
adjungierte R des Lokalisierungsfunktors definiert ist.

Vorschau 3.2.25 (Faktorieren mit injektiven Auflosungen). Gegeben A eine
abelsche Kategorie und S das Rechtsoresystem der Quasiisomorphismen in C :=
Hot 4 hatten wir bereits in 2.6.5 vereinbart, die S-rechtsentfalteten Komplexe
quisrechtsentfaltet zu nennen. Ebenso vereinbaren wir hier, die S-rechtsentfalt-
baren Komplexe quisrechtsentfaltbar zu nennen. Zum Beispiel ist jeder gegen
die Pfeile beschrinkte Komplex I von injektiven Objekten von .4 nach 2.6.6 quis-
rechtsentfaltet. Wenn A genug Injektive besitzt, ist demnach fiir jedes A € A
der Komplex A[0] quisrechtsentfaltbar. Betrachten wir nun eine weitere abelsche
Kategorie B und einen additiven Funktor 7" : .4 — B und die Verkniipfung
F := @ o Hot(T') von Funktoren

F :C =Hoty — Hotg — Derg =D
und hat A weiter genug Injektive, so finden wir natiirliche Isomorphismen
(R'T)(A) = H'((RF)(A[0]))

Sie zeigen die Beziehung unserer hoheren derivierten Funktoren aus [TG] 3.2.8
mit den hier erklirten faktorierten Funktoren. Im iibrigen gibt es, wenn .4 genug
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Injektive besitzt, nach [TG] 9.3.9 oder alternativ 2.7.9 sogar von jedem Kom-
plex in Hot " (A) einen Quasiisomorphismus zu einem Komplex in Hot™ (i.A) aus
injektiven Objekten. Jeder Komplex in Hot™(.A) ist mithin quisrechtsentfaltbar
fiir jeden Funktor F' : Hot(.A4) — D in eine beliebige weitere Kategorie. Ein
Vorteil der Begrifflichkeit der F'-S-rechtsentfaltbaren Objekte oder spezieller der
F-quisrechtsentfaltbaren Komplexe liegt darin, dal wir damit, auch ohne die Exis-
tenz von genug injektiven Objekten vorauszusetzen, derivierte Funktoren erklidren
und untersuchen konnen. Das verwenden wir in der opponierten Situation im wei-
teren zum Beispiel, um auf der derivierten Kategorie der abelschen Garben auf
einem topologischen Raum ein Tensorprodukt zu erkléren.

3.2.26. Seien opponiert ' : C — D ein Funktor und S ein Linksoresystem von
Morphismen von C. Der volle linksfaktorierte Funktor von F’ ist der Funktor
LF : Cs — pro(D) von der Lokalisierung von C in die Kategorie der pro-Objekte
von D gegeben durch
(LF)(X) := limf FA
A5 x

Der Limes ist dabei zu verstehen iiber die kofiltrierende Kategorie aller S-Mor-
phismen A — X in C. Wir haben (LF)°PP = R(F°PP) : CJP* — ind(DPP) =
(pro(D))°PP. Alle fiir rechtsfaktorierte Funktoren bewiesenen Aussagen iibertra-
gen sich unmittelbar auf linksfaktorierte Funktoren. Insbesondere erkldren wir die
vollen Unterkategorien Cjz C Cr C C der F'-S-linksentfalteten bezichungswei-
se F'-S-linksentfaltbaren Objekte und die vollen Unterkategorien

CS,[F] - C&F CCs

in der Lokalisierung mit deren Bildern als Objekten und verzichten darauf, eine
Notation einzufiihren, die in diesem Kontext den Unterschied zwischen rechts und
links zum Ausdruck bringt. Weiter erkldren wir den Linksfaktorierten als das bis
auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte Paar (LF, o) bestehend aus
einem Funktor LF' : Cg » — D und einer Transformation

oc:LFoQ=F

in Cat(Cp, D), die fiir F-S-linksentfaltetes P alias P € Cz) einen Isomorphismus
op : (LF)(P) = FP liefert.

3.2.27 (Rechtsfaktorierter und Linksfaktorierter). Seien /' : C — D ein Funk-
tor und S ein Oresystem von Morphismen von C. Fiir die Objekte X, die sowohl
linksentfaltbar als auch rechtsentfaltbar sind, liefern unsere Definitionen natiirli-
che Morphismen (LF)QX — FX — (RF)QX in D. Fiir Objekte X, die so-
wohl F'-S-linksentfaltet als auch F'-S-rechtsentfaltet sind, sind diese Morphis-
men sogar Isomorphismen. Sind alle Objekte von C sowohl F'-S-rechtsentfaltet
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als auch F'-S-linksentfaltet, so erhalten wir auf diese Weise Isotransformationen
LFo@ = F = RF o Q. Insbesondere macht dann F' Morphismen aus S zu
Isomorphismen und faktorisiert folglich als F' = FoQ.Da jeder Lokalisierungs-
funktor nach 1.2.20 volldicht ist, kommen unsere Isotransformationen also her
von wohlbestimmten Isotransformationen

LF = F = RF
Die rechte dieser Isotransformation wurde bereits in 3.2.18 diskutiert.

3.2.28 (Adjunktion von faktorierten Funktoren). Seien adjungierte Funktoren
F:C— Dund G: D — C gegeben und seien S ein Linksoresystem in C und 7’
ein Rechtsoresystem in D. So erhalten wir natiirliche Bijektionen

(Cs)" (X, TR(QG)Y) (DT)V(L(TQF))Q Y)
colf  r  Cs(X,QGI) colf ;s  Dr(QFPY)

j I
COlfygL psy C(P,GI) L>colfPiX7 vz, D(FPI)
Hier bezeichnet ) : C — Cs und ) : D — Dy die jeweilige Lokalisierung.
Sind speziell das ind-Objekt R(QQG)Y und das pro-Objekt L(QF)X essentiell
konstant, so erhalten wir eine natiirliche Bijektion

Cs(X,R(QG)Y) S Dr(L(QF)X,Y)

Sind etwa alle Objekte von C bereits () F-S-linksentfaltbar, so ist R(QG) der par-
tielle Rechtsadjungierte zu L(QF') auf allen QG-T-rechtsentfaltbaren Objekten
von D.

Vorschau 3.2.29. Die obigen Aussagen zur Adjunktion von vollen faktorierten
Funktoren sind fiir die ,,Kan-Erweiterungen®, die auch oft betrachtet werden und
die wir in 3.10 behandeln, in dieser Allgemeinheit nicht mehr richtig.

3.2.30. Ich erinnere daran, da3 wir in [TF] 4.8.5 einen partiell definierten Funk-
tor als einen auf einer vollen Unterkategorie definierten Funktor erklért hatten.
Gegeben Kategorien A, B und partiell definierte Funktoren L : A --» B und
R : B --» Averstehe ich unter einer partiellen Adjunktion (L, R) eine Isotrans-
formation

anp: B(LA,B) 5 A(A, RB)

von Funktoren A, x Bz — Ens vom Produkt der Definitionsbereiche unserer je-
weiligen Funktoren. In dieser Terminologie induziert also mit den Notationen der
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vorherigen Bemerkung 3.2.28 jede Adjunktion (F,G) von Funktoren zwischen
Kategorien mit ausgezeichneten Links- beziehungsweise Rechts-Oresystemen ei-
ne partielle Adjunktion der faktorierten Funktoren (L(QF'), R(QG)).

3.2.1 Ubungen

Ubung 3.2.31. Seien F' : C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von
Morphismen von C. Induziert eine F'-S-Rechtsentfaltung ¥ — [ von Y € C
einen Isomorphismus F'Y = F'I, so ist Y bereits F'-S-rechtsentfaltet.

Ubung 3.2.32. Seien F' : C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von
Morphismen von C. Gegeben sei eine Menge Z C C von Objekten derart, daf3
(1) jedes Objekt Y € C einen S-Morphismus zu einem Objekt I € 7 besitzt und
da3 (2) jeder S-Morphismus zwischen Objekten aus Z unter /' ein I[somorphismus
wird. So besteht Z aus F'-S-rechtsentfalteten Objekten.

Ubung 3.2.33. Seien (C, S) und (D, T) Kategorien mit Morphismenmengen. Ist
I € C rechtsentfaltet fiir S und .J € D rechtsentfaltet fiir 7', soist (I, J) € C x D
rechtsentfaltet fiir S x 7T'.

Ubung 3.2.34. Seien F' : C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem in C.
Besitzt Y € C eine F'-S-Rechtsentfaltung, so auch jedes weitere Objekt Z € C mit
QY = Q7 in Cg. Hinweis: Ich erinnere die Definition: Eine F'-S-Rechtsentfaltung
3.2.10 ist ein Morphismus zu einem entfalteten Objekt, der in der Lokalisierung
ein Isomorphismus wird.

Ubung 3.2.35. Seien F' : C — D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem in
C. Gegeben ein F-S-rechtsentfaltbares Objekt X € C bilden die entsprechenden
Entfaltungen X — [ ein Ind-Objekt. Hinweis: Jeder Morphismus der lokalisierten
Kategorie kann als Rechtsbruch geschrieben werden. Zwei Morphismen f, g in C
werden nach 1.4.28 gleich in der Lokalisierung genau dann, wenn es s € S gibt
mit sf = sg. Diese Ubung wird gebraucht bei der Diskussion der Lokalisierung
von Kofaserfunktoren durch lokale Linksanpassung [TSF] 2.5.12.

3.3 Faktorieren iiber triangulierte Quotienten

3.3.1. Gegeben eine triangulierte Kategorie 7 und ein trianguliertes System ) C
7T ist nach 2.5.3 das System S = .Sy, aller Morphismen mit Kegel in V' ein Ore-
system und wir haben per definitionem 7g = 7 /). Statt S-rechtsentfaltet be-
ziehungsweise S-rechtsentfaltbar sagen wir in diesem Kontext auch V-rechtsent-
faltet beziehungsweise V-rechtsentfaltbar. Ebenso sagen wir fiir einen Funktor
F T — D statt F-S-rechtsentfaltet beziechungsweise F-S-rechtsentfaltbar in
diesem Kontext F'-)-rechtsentfaltet beziehungsweise F'-V-rechtsentfaltbar.
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3.3.2. Die V-rechtsentfalteten Objekte von 7 sind per definitionem genau unsere
V-rechtsentfalteten Objekte aus 2.5.6, also genau die Objekte unseres Verdiersys-
tems V* aller Objekte I € 7 mit 7(V, ) = 0 fiiralle V € V.

Satz 3.3.3 (Rechtsfaktorierter eines triangulierten Funktors). Gegeben ein tri-
angulierter Funktor F' : T — D und ein trianguliertes System YV C T gilt:

1. Die F-V-rechtsentfalteten Objekte von T bilden eine volle triangulierte Un-
terkategorie Tip) C T

2. Die F-V-rechtsentfaltbaren Objekte von T und ihre Bilder bilden jeweils
volle triangulierte Unterkategorien Tp C T und (T /V)r C T/V;

3. Der rechtsfaktorierte Funktor RF von F besitzt genau eine Z-Struktur, fiir
die T : ' = (RF)Q eine vertrigliche Transformation von 7-Funktoren ist,
und mit dieser Z-Struktur ist er ein triangulierter Funktor

Beweis. Einen Morphismus mit Abbildungskegel in V nennen wir im folgenden
kurz einen V-Morphismus. Zunichst zeigen wir, daf} die F'-)-rechtsentfalteten
oder kurz entfalteten Objekte eine volle triangulierte Unterkategorie 7y C T
bilden. Dazu argumentieren wir anhand des kommutativen Diagramms

A B c

V\L V01l V02
X Y 7z
1 2 2

vl:s v|4
0
X—sY 7=

Vla vls
X// Y/ Z// [1]
6 5 6

Wir gehen aus von einem ausgezeichneten Dreieck in der obersten Horizonta-
le, in dem wir B und C' als entfaltet annehmen, und von einem beliebigen V-
Morphismus A — X. Da nach 2.5.3 die V-Morphismen ein Oresystem bilden,
konnen wir in einem ersten Schritt (1) den Kowinkel oben links so kommutativ
erginzen, dal wie angedeutet auch B — Y ein V-Morphismus ist. Dann ver-
vollstindigen wir in Schritt (2) die zweite Horizontale zu einem ausgezeichneten
Dreieck und ergédnzen die beiden linken Vertikalen zu einem Morphismus von
ausgezeichneten Dreiecken durch einen Morphismus C' — Z, dessen Kegel nach
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2.5.5 wie angedeutet in V liegen muB. In Schritt (3) wihlen wir Y — Y’ mit Ke-
gel in V so, daB die Komposition F'B — FY — FY’ ein Isomorphismus ist. In
Schritt (4) ergiinzen wir wieder zu einem Morphismus von ausgezeichneten Drei-
ecken. In Schritt (5) wihlen wir Z' — Z” mit Kegel in V so, dal die Komposition
FC — FZ — FZ' — FZ" ein Isomorphismus ist. In Schritt (6) ergéinzen wir
ein letztes Mal zu einem Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken. Lassen wir
nun ' auf das ganze Diagramm los, so werden beide Kompositionen der mittleren
und rechten Vertikalen Isomorphismen, also auch die Komposition in der linken
Vertikale. Das zeigt Teil 1. Nun zeigen wir, da} auch die F'-V-rechtsentfaltbaren
oder kurz entfaltbaren Objekte eine volle triangulierte Unterkategorie 7 C T bil-
den. Wir gehen aus von einem ausgezeichneten Dreieck, in dem wir B und C' als
entfaltbar annehmen, und argumentieren anhand des kommutativen Diagramms

vl vl

1]
A—r X —> ¥V —
vi4 V|3

(1]
Z—=X—FY —

Hier wihlen wir im Schritt (1) eine Entfaltung von B, bilden im Schritt (2) das
ausgezeichnete Dreieck, wéhlen in Schritt (3) mithilfe von 3.2.34 eine Entfaltung
von Y und bilden in Schritt (4) wieder das Dreieck. Nach dem bereits Bewiese-
nen besteht dann das unterste Dreieck aus entfalteten Objekten und wir sehen, daf3
Tr C T eine volle triangulierte Unterkategorie ist. Fiir Vp := TyNV ist nun der
offensichtliche triangulierte Funktor 7(z/V;p — T /V volltreu nach dem allge-
meinen Resultat 1.4.21 iiber Orelokalisierung und volltreue Einbettungen. Unser
Funktor liefert folglich eine Aquivalenz

E WF]/V[F} =5 (T/V)r

mit der vollen Unterkategorie aller derjenigen Objekte von 7 /V, die in T entfalt-
bar sind, und insbesondere ist diese volle Unterkategorie von 7 /V auch triangu-
liert und Teil 2 ist bewiesen. Nun zeigen zeigen wir F'(X) = 0 fiir alle X € Vip).
Per definitionem ist fiir X' € V ja der Nullmorphismus X — 0 ein VV-Morphismus,
und ist X zusitzlich entfaltet, so muf} er sich verldngern lassen durch einen Mor-
phismus 0 — Y derart, dal die Komposition einen Isomorphismus FF.X = FY
liefert. Das ist aber offensichtlich nur moglich, wenn bereits gilt X = 0. So
folgt in der Tat F((X) = 0 fiir alle X € Vjp). Die Einschrinkung von F' auf
Tir C T faktorisiert mithin iiber einen triangulierten Funktor F' : T{z)/Vp) — D.
Jede Wahl eines Quasiinversen U der Aquivalenz E liefert so einen triangulierten
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Funktor -
R:=FU:(T/V)r - D

nebst einer vertrdglichen Transformation 7 : F' = R() von Funktoren 7z — D,
die zusammen die charakterisierende Eigenschaft eines Rechtsfaktorierten aus
3.2.13 haben. Die Eindeutigkeit des Paares (R, 7) bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus zeigt auch, daf die Z-Struktur auf R durch die Bedingungen im Satz bereits
eindeutig festgelegt wird. 0

3.3.4 (Uberfliissiges Faktorieren). Seien ' : 7 — D ein triangulierter Funktor
und V C T ein trianguliertes System. Ist jedes Objekt von 7 rechtsentfaltet fiir
(F, V), so faktorisiert F iiber F': 7/V — D und unser 7 ist eine Isotransformati-
ont: FQ = F = RFQ und induziert eine Isotransformation /' = RF. Diese
Erkenntnis ist ein Spezialfall von 3.2.18.

3.3.5 (Rechtsfaktorierte und Linksfaktorierte). Seien [’ : 7 — D ein trian-
gulierter Funktor und V C 7T ein trianguliertes System. Ist jedes Objekt von T
sowohl F'-V-rechtsentfaltet wie I'-V-linksentfaltet, so induzieren die natiirlichen
Transformationen aus der Definition Isotransformationen LFo(Q = F' = RFo().
Damit annulliert F alle Objekte aus V und faktorisiert iiber 7/V als F' = F'Q und
unsere [sotransformationen kommen her von eindeutig bestimmten Isotransfor-
mationen
LF = F S RF

Das alles spezialisiert 3.2.27 und folgt auch unmittelbar aus unserem Satz 3.3.3
zum Rechtsfaktorierten eines triangulierten Funktors.

3.4 Derivierte Funktoren

3.4.1. Sei F : A — B ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien. Den
rechtsfaktorierten Funktor zur Verkniipfung

() o Hot(F') : Hot(A) — Hot(B) — Der(B)

in Bezug auf das gesittigte Oresystem S’ der Quasiisomorphismen alias das Ver-
diersystem der exakten Komplexe von Hot(.A) nennen wir den rechtsderivierten
Funktor zu F' und notieren ihn vereinfachend RF' := R(Q o Hot(F")). Unser
rechtsderivierter Funktor zu F’ ist also ein triangulierter Funktor

RF' : Der(A)p — Der(B)

mit der vereinfachten Notation Der(A)p := Der(A)gomot(r) fiir die nach 3.3.3
volle triangulierte Unterkategorie der () o Hot(F'))-S-rechtsentfaltbaren Objekte,
die wir in diesem Kontext abkiirzend F'-quisrechtsentfaltbar nennen. Wir sagen
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in diesem Kontext auch einfacher F'-quisrechtsentfaltet statt ,,(C) o Hot(F"))-S-
rechtsentfaltet” und notieren die Kategorie aller F'-quisrechtsentfalteten Komple-
xe Hot(.A) () beziehungsweise Der(.A)(r je nachdem, ob wir sie als Objekte der
Homotopiekategorie oder der derivierten Kategorie betrachten. Ganz genau ist
dann unser Rechtsderivierter nach 3.2.13 das bis auf eindeutige Isotransformation
eindeutig bestimmte Paar (RF, 7) aus besagtem triangulierten Funktor und einer
Transformation 7 : @ o (Hot F') = RF o @), die fiir alle F'-quisrechtsentfalteten
Komplexe Y einen Isomorphismus 7y : F'Y = (RF)Y in Der(B) liefert.

3.42. Sei F : A — B ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien.
Die volle Unterkategorie aller Objekte A € A derart, daB A[0] ein F-quisrechts-
entfaltbarer Komplex ist, notieren wir Ax und nennen diese Objekte die F-quis-
rechtsentfaltbaren Objekte von A. Die hoheren derivierten Funktoren von F'
erkldren wir dann als die Funktoren

RIF:Ap — B

gegeben durch (RYF) : A — HY(RF(A[0])). SchlieBlich nennen wir A € A ein
F-rechtsazyklisches Objekt, wenn A[0] ein F'-quisrechtsentfalteter Komplex ist.

Proposition 3.4.3 (Rechtsderivieren erhélt Positivitit). Gegeben ' : A — B
ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien und X € Der(A)r ein F-
quisrechtsentfaltbarer Komplex gilt

X € Der="(A) = RF(X) € Der="(B)
3.4.4. Insbesondere induziert die Adjunktion (7=",7="), wenn 7="X auch F'-
quisrechtsentfaltbar ist, einen Morphismus 7="RF(X) — RF(7="X). Des wei-
teren verschwinden unsere R?F fiir ¢ < 0 auch in der Allgemeinheit unserer
Definition 3.4.2.

Beweis. Nach Annahme gibt es einen Quasiisomorphismus X — Y zu einem
F-quisrechtsentfalteten Komplex Y € Hot(.A). Dann ist fiir Y der natiirliche
Morphismus ein Quasiisomorphismus Y % 7="Y und muB sich so durch einen
Morphismus 72"Y — Z fortsetzen lassen, daB die Komposition ein Quasiiso-
morphismus ist und einen Quasiisomorphismus F'Y — F'Z induziert. Es folgt
HRF(X)=H'FY = 0fiiri < n. O

3.4.5 (Riickwirtskompatibilititen). Sei A eine abelsche Kategorie. Nach 2.6.6
sind gegen die Pfeile beschrinkte Komplexe von injektiven Objekten in Hot 4
stets quisrechtsentfaltet. Folglich verallgemeinern die hier definierten hoheren de-
rivierten Funktoren unsere durch injektive Auflésungen definierten hoheren de-
rivierten Funktoren aus [TG] 3.2.8. Man sieht so auch leicht ein, da3 die obige
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Definition eines F'-rechtsazyklischen Objekts im Fall eines linksexakten Funktors
F : A — B von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere
abelsche Kategorie mit der unter diesen Voraussetzungen in [TG] 3.6.4 gegebenen
Definition dquivalent ist.

3.4.6. Analoge Sprechweisen vereinbaren wir fiir linksderivierte Funktoren und
setzen zur Vermeidung von Vorzeichen L; F'X := H~(LF(X[0])).

3.4.7 (Derivierte Morphismen als Morphismen der derivierten Kategorie).
Gegeben eine abelsche Kategorie A konstruieren wir in diesem Abschnitt fiir alle
Objekte X,Y € Hot 4, fiir die der Rechtsfaktorierte in Bezug auf Quasiisomor-
phismen RHom 4 des Funktors

(Q oHom 4) : Hot%” x Hot 4 — Der(Ab)
bei (X,Y) definiert ist, einen Isomorphismus von abelschen Gruppen
H° RHom4(X,Y) = Dery(X,Y)

Nach unseren Erkenntnissen 3.2.21 iiber das Faktorieren einer Verkniipfung ist ja
fiir so ein Paar (X, Y') und jeden Funktor G : Der(Ab) — D der Rechtsfaktorierte
von G o (@) o Homy) bei (X, Y) definiert und wir haben einen ausgezeichneten
Isomorphismus

R(G o (Q o Homy))(X,Y) = G(RHom4(X,Y))

Fiir G = H° finden wir speziell H° o (Q o Hom4) = Morp,; und damit ist auch
der Rechtsfaktorierte von Mory,, bei (X,Y') definiert. Fiir den Rechtsfaktorier-

ten von Mory,; hatten wir jedoch bereits in 3.2.20 eine ausgezeichnete Bijektion
(R Morpet)(X,Y) = Der4(X,Y) konstruiert.

3.4.8 (Derivierte Morphismen in einer Variablen). Gegeben eine abelsche Ka-
tegorie .4 und X € Hot 4 erhalten wir fiir alle Objekte Y € Hot 4, fiir die der
Rechtsderivierte RHom 4(X, ) des Funktors (@ o Homyu(X, )) : Hoty —
Der(Ab) definiert ist, einen natiirlichen Isomorphismus von abelschen Gruppen

H°(RHom(X, )(Y)) = Dera(X,Y)

In der Tat haben wir in diesem Fall X = H° o (Q o Homy(X, )) und nach
unseren Erkenntnissen 3.2.21 ist dann auf Y auch der Rechtsfaktorierte von X
definiert und dessen Wert bei Y stimmt nach 3.2.20 mit der Morphismenmenge
in der lokalisierten Kategorie Der 4(.X, Y") iiberein. Analoges gilt fiir den anderen
Eintrag.
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Beispiel 3.4.9 (Derivieren exakter Funktoren). Gegeben ein exakter Funktor
F : A — B zwischen abelschen Kategorien ist jeder Komplex sowohl quisrechts-
entfaltet als auch quislinksentfaltet fiir ' und wie in 3.3.5 besprochen erhalten wir
in diesem Fall Isotransformationen

LF = (Q o Hot(F))™ = RF

zwischen dem linksderivierten Funktor, dem von @ o Hot(F') vermittels der uni-
versellen Eigenschaft der Lokalisierung auf den derivierten Kategorien induzier-
ten Funktor und dem rechtsderivierten Funktor. Wir notieren () o Hot(F"))™ in
diesem Fall schlicht

F : Der(A) — Der(B)

Fiir diesen Funktor gilt F(Der="(A)) C Der="(B), F(Der="(A)) C Der="(B)
und die Adjunktionen geben Isomorphismen 72" F = [r=n, Fr<t & 7SN die
zusammen Isomorpismen F'H"™ = H"F liefern.

Scholium 3.4.10. Das Derivieren exakter Funktoren ist ein Extremfall der hier
vorgestellten Theorie, in dem der derivierte Funktor global existiert, ohne dall man
irgendwelche Annahmen {iiber die Existenz von Entfaltungen machen muf3. Ein
anderer Extremfall ist das Derivieren durch gegen die Differentiale beschriinkte
injektive Auflosungen, das fiir jeden beliebigen additiven Funktor gelingt, aber
eben nur als partiell definierter Funktor. Ein wichtiger weniger extremer Fall ist
das derivierte Tensorieren von Garben, auf das wir noch zuriickkommen werden.

Korollar 3.4.11 (Rechtsderivieren und Abschneiden). Gegeben F' : A — B
ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien und X € Der(A)p ein F-
quisrechtsentfaltbarer Komplex mit 7<"X auch F-quisrechtsentfaltbar induziert
7="X — X einen Isomorphismus

TS"RF(7="X) & 75"RF(X)

Beweis. Wir betrachten das ausgezeichnete Dreieck 75" X — X — 77" X — [1].
Seine lange exakte Kohomologiesequenz zeigt, daB wir nur H'RE7>"X = 0 fiir
© < n zu zeigen brauchen. Das folgt jedoch daraus, dall nach 3.4.3 Rechtsderivie-
ren Positivitit erhélt. ]

Proposition 3.4.12 (Nullter Rechtsderivierter eines linksexakten Funktors).
Gegeben ein linksexakter Funktor F' : A — B zwischen abelschen Kategorien
liefert die kanonische Transformation F' = (RF)Q fiir jedes F'-quisrechtsentfalt-
bare Objekt A € Ap einen Isomorphismus

FA S RIF(A)
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Beweis. Ist A[0] = Y eine F-Quisrechtsentfaltung, so ist Y = 72 ein Qua-
siisomorphismus und 72°Y besitzt nach 3.2.34 seinerseits eine F-Quisrechtsent-
faltung 72°Y — Z. Nun betrachten wir die Sequenz

FA = HFY -5 HF2Y - HFZ

Die linksexakte Sequenz A — Y°/(imd) — Y zeigt nach Anwenden von F,
dafl die Komposition der beiden linken Morphismen dieser Sequenz ein Isomor-
phismus ist. Die Komposition der beiden rechten Morphismen ist ein Isomorphis-
mus nach Konstruktion. Damit miissen dann alle drei Morphismen Isomorphis-
men sein. Der erste [somorphismus ist aber gerade der [somorphismus, den wir in
der Proposition behauptet hatten. 0

Proposition 3.4.13 (Entfaltung durch Komplexe aus azyklischen Objekten).
Gegeben ein additiver Funktor F' : A — B zwischen abelschen Kategorien ist ein
F'-quisrechtsentfaltbarer Komplex X € Hotj[1 aus F'-rechtsazyklischen Objekten
bereits F'-quisrechtsentfaltet.

3.4.14. Besitzt A genug Injektive, so ist nach 3.2.25 jeder Komplex X € Hot’
fiir jeden additiven Funktor F' quisrechtsentfaltbar.

Beweis. Jeder Komplex aus F'-rechtsazyklischen Objekten von A mit nur end-
lich vielen von Null verschiedenen Eintridgen ist F'-quisrechtsentfaltet, da die F'-
quisrechtsentfalteten Komplexe nach 3.3.3 eine volle triangulierte Unterkatego-
rie bilden. Fiir n > 0 ist also der ab der (n + 1)-ten Stelle durch Null fort-
gesetzte Komplex X=" quisrechtsentfaltet fiir F'. Das ausgezeichnete Dreieck
X — X=" — Z — [1] besteht mithin aus F-quisrechtsentfaltbaren Komple-
xen und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

QF(X) — QF(X=") — QF(Z) — [
\ U \J

RF(X) — RF(X=") — RF(Z) — [1]
Nach 3.4.3 folgt aus Z € Der="(A) bereits RF(Z) € Der="(B). Im linken
Quadrat werden also nach Anwenden von H? fiir ¢ < n die beiden Horizontalen
Isomorphismen. Fiir die mittlere Vertikale gilt das eh wie bereits eingezeichnet
und fiir die linke Vertikale folgt es. Wenden wir diese Erkenntnis auf alle n an, so
folgt HY(QF (X)) = HYRF (X)) fir alle ¢ und damit QF (X ) = RF(X) wie
behauptet. 0

3.4.15 (Lange exakte Sequenz der hoheren Derivierten). Sei F' : A — B ein
additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien. Nach 3.4.3 verschwinden auf
jedem F'-quisrechtsentfaltbaren Objekt von A alle negativen Rechtsderivierten.
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Nach 2.6.4 gehort jede kurze exakte Sequenz A” — A — A” zu einem wohl-
bestimmten ausgezeichneten Dreieck und fiihrt folglich, wenn alle drei Objekte
F-quisrechtsentfaltbar sind, auch in dieser Allgemeinheit zu einer langen exakten
Sequenz

RF(A") — R°F(A) = R'F(A") = R'F(A') — R'F(A) - R'F(A") — ...

Es reicht im iibrigen auch schon zu fordern, daB3 zwei Objekte unserer kurzen
exakten Sequenz F'-quisrechtsentfaltbar sind, denn dann ist das dritte nach 3.3.3
notwendig auch F'-quisrechtsentfaltbar. Ist F' linksexakt, so zeigt 3.4.12, da} wir
in unserer langen exakten Sequenz sogar R"F' durch F ersetzen diirfen.

3.4.16 (Adjunktion derivierter Funktoren auf derivierten Kategorien). Ge-
geben A, B abelsche Kategorien und (F, G) ein Paar von adjungierten additiven
Funktoren

F

A= B

G
sind LF und RG partiell adjungiert im Sinne von 3.2.30, wir haben also eine
explizite Isotransformation

na.p : Der4(A,RGB) = Derg(LFA, B)

von Funktoren Der(A)r x Der(B); — Ens. In der Tat, gegeben Komplexe
A € Hot A und B € Hotg liefert unsere Adjunktion (F),G) natiirliche Isomor-
phismen Hot 4(A,GB) = Hotg(F A, B) alias eine Adjunktion (Hot F, Hot G)
und unsere Isotransformation ergibt sich damit aus der allgemeinen Diskussion
zur Adjunktion faktorierter Funktoren in 3.2.28.

Beispiel 3.4.17 (Spezialfall der Garbenkohomologie). Gegeben ein topologi-
scher Raum X betrachten wir den linksexakten Funktor I' : Ab,x — Ab der
globalen Schnitte. Unsere Theorie liefert dazu einen rechtsderivierten Funktor
RI' : Der(Ab,x)r — Der(Ab) auf der vollen Unterkategorie der I-entfaltbaren
Objekte. Da Ab,x genug Injektive hat, sind alle gegen die Richtung der Diffe-
rentiale beschrinkten Komplexe schon einmal quisrechtsentfaltbar, in Formeln
Der™(Ab,y) C Der(Ab,x)r. In [TSF] 2.3.2 zeigen wir, daB sogar alle Garben-
komplexe quisrechtsentfaltbar sind, so daf sogar gilt Der(Ab,x)pr = Der(Ab,x).
Gegeben ein Komplex F € Der(Ab, x)r von abelschen Garben setzt man

HY(X; F) = HYRI)(F)

und nennt diese Gruppe die g-te Hyperkohomologie von X mit Koeffizienten
in F. Besteht der Komplex F = G[0] aus einer Garbe G im Grad Null und Nullen
in allen anderen Graden, so erhalten wir unsere Garbenkohomologie zuriick. In
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Formeln gilt also H?(X;G[0]) = HY(X;G). Analog verfahren wir auch im Fall
des Funktors der Schnitte mit Tréger in einer abgeschlossenen Teilmenge A @& X
und setzen

HEL (X5 F) == HI(RLA) (F)

und nennen diese Gruppe die ¢g-te Hyperkohomologie von X mit Koeffizienten
in 7 und Triger in A. Analog verfahren wir im Fall des Funktors der kompakten
Schnitte und setzen

HY (X5 F) i= AR (F)

und nennen diese Gruppe die g-te kompakte Hyperkohomologie von X mit
Koeffizienten in 7. In dieser Allgemeinheit ist sie zwar definiert, aber verniinftige
Eigenschaften haben diese Gruppen nur unter weitergehenden Annahmen an X
und F. Ist & im vorhergehenden ein Komplex von abelschen Garben auf einem
Raum, in den X als Teilraum eingebettet ist, so ist hier wie in [TG] 3.5.4 implizit
F|x zu verstehen.

Beispiel 3.4.18 (Derivierter Riickzug und Vorschub abelscher Garben). Ge-
geben eine stetige Abbildung f : X — Y ist der Riickzug f* : Ab,y — Ab/x
ein exakter Funktor und nach 3.4.9 ist folglich sein Rechtsderivierter wie auch
sein Linksderivierter schlicht der offensichtliche auf der Lokalisierung induzierte
Funktor

f* : Der(Ab,y) — Der(Ab,x)

Nach 3.4.16 ist damit der Rechtsderivierte R f, des Vorschubs f, : Ab,x — Ab/y
ein partieller Rechtsadjungierter zu unserem derivierten Riickzug f*. Wir wissen
bereits aus 2.6.6, daB R f, auf Der™ (Ab /x ) definiert ist. In [TSF] 2.3.2 zeigen wir,
daB er sogar auf ganz Der(Ab,x) definiert ist. Um die Notation zu vereinfachen,
verwenden wir oft die alternative Notation (£, f(x) fur unser adjungiertes Paar
von Funktoren zwischen den nicht-derivierten Kategorien von abelschen Garben,
das wir bis hierher (f*, f.) notiert hatten, und setzen neu

f« = Rf) : Der(Ab,x) — Der(Ab,y)

und notieren dann (f*, f,) unser adjungiertes Paar von Funktoren zwischen den
derivierten Kategorien.

3.4.19 (Iterierter derivierter Vorschub). Gegeben verkniipfbare stetige Abbil-
dungen f : X — Y und g : Y — Z induziert die offensichtliche Isotransformati-
on f*g* = (gf)* in unserer neuen Notation durch Ubergang zu den Adjungierten
eine Isotransformation g, f. = (¢gf). von Funktoren Der(Ab,x) — Der(Ab,z).

Vorschau 3.4.20 (Derivierte Garbenfaserung). Wir konnen einen Faserfunktor
Der j1,, — Top konstruieren, indem vom hoffentlich offensichtlichen Faserfunk-
tor Hot yrop, — Top ausgehen und die Ausgangskategorie an allen Quasiisomor-
phismen iiber Identitédten in der Basis lokalisieren. Die offensichtlichen Funktoren
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sind dann Isomorphismen von Kategorien Der(Ab,x )" = Derx in die Fasern
und unsere f* entsprechen unter diesen Isomorphismen den Riickholfunktoren
des Faserfunktors Der j1,, — Top. Wir besprechen das genauer in [TSF] 2.4.

3.4.21 (Grothendieck’s Spektralsequenz im Fall derivierter Kategorien). Sei-
en abelsche Kategorien A, B, C gegeben sowie additive Funktoren F' : A — B,
G : B — C. Haben A und B genug Injektive, so sind auf den gegen die Pfeile
beschrinkten derivierten Kategorien jeweils die rechtsderivierten Funktoren defi-
niert. Die zugehorigen Daten fassen wir zusammen im Diagramm

Hot* (A) —~ Hot* (B) —%= Hot*(C)

L

Der™(A) ey Der™ (B) Tl Der™(C)

Es liefert eine Transformation 7 : () o G o F' = RG o RF o () mit der Notation ()
fiir alle Lokalisierungsfunktoren in den Vertikalen. Macht unser Funktor F' injek-
tive Objekte zu G-rechtsazyklischen Objekten, so ist nach unseren Erkenntnissen
3.4.13 zum Derivieren mit Auflésungen durch azyklische Objekte n; fiir jeden
Komplex I € Hot™ (i.A) ein Isomorphismus. Also hat das Paar (RG o RF,n) die
charakterisierende Eigenschaft fiir einen eingeschrinkten Rechtsderivierten von
QG F nach 3.2.16 und wir erhalten fiir die entsprechenden Funktoren Der™ (A) —
Der™(C) eine wohlbestimmte Isotransformation

R(Go F)= RGoRF

3.4.22 (Verkniipfung faktorierter Funktoren). Die oben gegebene Argumenta-
tion funktioniert auch in der Allgemeinheit von Ore-Lokalisierungen. Seien ge-
nauer ' : C — D sowie H : D — & Funktoren. Seien S ein Rechtsoresystem von
C und T ein Rechtsoresystem von D. Die durch die faktorierten Funktoren von
@ F und H gegebenen Daten fassen wir zusammen in den Diagrammen

CQF F/T Dy H/g
Csar R(QF) Pr Drin —x5 &

Gegeben eine volle Unterkategorie Y C Cop mit F(U) C Dy, die mit jedem
Objekt auch eine () F-Entfaltung des besagten Objekts enthilt, konnen wir das
entsprechend eingeschrinkte erste Diagramm mit dem zweiten zusammenfiigen

94



zu einem Diagramm der Gestalt

u r Dy —= £
QW) WDT,H o &

und erhalten so insbesondere eine Transformation
n:HF = RHoR(QF)oQ

Gibt es nun fiir jedes Objekt A € U einen S-Morphismus A — X in ein Objekt
X € U, der sowohl eine H F'-S-Rechtsentfaltung als auch eine F'-S-Rechtsent-
faltung ist und fiir den F'(X) seinerseits H-T'-rechtsentfaltet ist, so hat das Paar
(RH o R(QF),n) die in 3.2.16 beschriebene charakterisierende Eigenschaft fiir
den auf ()(U) eingeschrinkten faktorierten Funktor (R(H F'), 7) und wir erhalten
so in Cat(Q(U), £) eine ausgezeichnete Isotransformation

R(HF) = RH o R(QF)

Um Grothendieck’s Spektralsequenz in der zuvor gegebenen Form abzuleiten gilt
es, fir £ den Funktor Hot(F') und fiir H den Funktor @) o Hot(G) zu nehmen.

Ubungen

Ubung 3.4.23. Man priife, daB die lange exakte Sequenz der hoheren derivier-
ten Funktoren aus [TG] 3.6.1 tibereinstimmt mit der langen exakten Sequenz aus
3.4.15.

3.5 Derivierte Funktoren und Kohomologie

3.5.1 (Derivierte Funktoren und Spektralsequenzen). Gegeben eine abelsche
Kategorie 5 mit genug Injektiven und ein additiver Funktor F' : B — C und ein
gegen die Differentiale beschrinkter Komplex B € Der™ (B) konstruieren wir wie
in [TG] 9.3.12 eine konvergierende E,-Spektralsequenz

(RYF)(H?B) = H"(RF)(B)

Genauer liefern unsere Konstruktionen ein Konvergenzdatum, dessen Filtrierung
auf H"(RF)(B) beschrieben werden als die Filtrierung durch die Bilder der Ko-
homologien H"(RF')(7=PB) der abgeschnittenen Komplexe. Wenn wir die Rol-
len von p und ¢ vertauschen, erhalten wir in derselben Weise fiir einen beliebigen
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gegen die Differentiale beschriinkten Komplex B € Ket™ (B) eine konvergierende
FE4-Spektralsequenz
(RPF)(B?Y) = H"(RF)(B)

Genauer liefern unsere Konstruktionen ein Konvergenzdatum, dessen Filtrierung
auf H"(RF)(B) beschrieben werden als die Filtrierung durch die Bilder der Ko-
homologie der Teilkomplexe H"(RF)(B=%), bei denen wir alle B* mit i < ¢
durch Nullen ersetzen. Das alles folgt aus den in [TG] 9.1.21 ausgeschriebenen
Konstruktionen.

Beispiel 3.5.2. Gegeben ein topologischer Raum X und F € Ket*(Ab, ) kann
die Hyperkohomologie H" (X ; F) mit ihrer Filtrierung durch die Bilder der H" (X ; F=9)
nach 3.5.1 beschrieben werden durch eine Spektralsequenz mit F;-Term H? (X; F7).

Vorschau 3.5.3. Seien X eine kompakte komplex-analytische Kéhler-Varietit und
F = hol€2% der holomorphe garbige de-Rham-Komplex

Ox = holQ% — holQ% — holQ3 — ...

So ist die Spektralsequenz aus 3.5.2 bereits bei F/; ausgeartet und liefert mithilfe
des offensichtlichen Isomorphismus H"(X;C) = H"(X;holQ%) eine Filtrie-
rung von H"(X;C) durch komplexe Untervektorriume F=¢ C H"(X;C) und
Isomorphismen der Subquotienten mit H?(X; holQ%) fiir p + ¢ = n. Man er-
kennt das, indem man vom offensichtlichen Isomorphismus resf(TX) = TX
des holomorphen Tangentialbiindels mit dem glatten Tangentialbiindel T X der
reellen Mannigfaltigkeit X ausgeht, der fiir X @ C" nicht weiter erkldrt werden
muf} und funktoriell ist fiir offene Einbettungen. Nun erhalten wir fiir komplexe
Vektorraume V' in hoffentlich offensichtlicher Weise natiirliche komplexlineare
Abbildungen

V* = Home(V, C) — Homg(resg V, C) <~ C ®g (resg V)*

Die C-Operation wird dabei im Zweifelsfall stets durch das Nachschalten einer
Multiplikation erklirt und ist auf den restringierten Rdumen ein fiir allemal ver-
gessen. Erklaren wir fiir einen reellen Vektorraum W die schieflineare Involution
¢ ® id auf C @g W mit ¢ : C — C der komplexen Konjugation und vereinbaren
die Notation w := (¢ ® id)(w) fir w € C ®g W, so fiihrt unsere Einbettung von
V* zu einer Zerlegung als interne direkte Summe

V*@V* =C ®g (resg V)*

mit V* := (¢®id)(V*). Der zweite Summand entspricht dabei in der Mitte unserer
Morphismenkette von oben dem Raum aller schieflinearen Abbildungen V' — C.
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Dieser funktorielle Isomorphismus liefert zusammen mit unserem Isomorphismus
rest(TX) = TX einen Isomorphismus komplexer Vektorbiindel

T"XpT'X 5 CerT*X

Wenn wir fiir glatte komplexwertige Funktionen f : X — C ihr Differential d f
in der offensichtlichen Weise als Schnitt von C ®r T*X erkldren, so haben wir
unter unserem Isomorphismus (dz,0) — dz und (0, dz) ~ dz. Unsere Zerlegung
des komplexifizierten reellen Kotangentialbiindels induziert nun mit [LA2] 7.4.24
Zerlegungen seiner dufleren Potenzen. So konnen wir den komplexifizierten garbi-
gen de-Rham-Komplex C ®g 2% der X zugrundeliegenden glatten reellen Man-
nigfaltigkeit realisieren als den Totalkomplex eines garbigen Doppelkomplexes
weicher Garben von komplexen Vektorrdumen

C ®g 5 = tot(Q%7,0,0)

Die Spaltenkomplexe dieses Doppelkomplexes sind nun Auflosungen der Garben
hol % holomorpher Formen und der horizontale Kernkomplex ist genau der ho-
lomorphe de-Rham-Komplex. Nimmt man globale Schnitte, so findet man mit
den sogenannten ,,harmonischen Formen* reprasentierende Untervektorrdaume fiir
die Kohomologie der Spaltenkomplexe, auf denen das horizontale Differential be-
reits im urspriinglichen Doppelkomplex verschwindet, weshalb in unserer Spek-
tralsequenz alle hoheren Differentiale verschwinden. Also ist unsere Spektralse-
quenz bereits bei F; ausgeartet. Wir erhalten so wie bereits erwihnt die Hodge-
Filtrierung auf der Kohomologie H"(X; C). Unsere Argumente zeigen, daB sie
unabhiingig ist von der Wahl einer Kihler-Metrik, obwohl die harmonischen For-
men durchaus von dieser Wahl abhingen.

3.6 Derivieren homologisch endlicher Funktoren

Definition 3.6.1. Ein additiver Funktor F' : A — B zwischen abelschen Katego-
rien heilt homologisch rechtsendlich, wenn alle A € A unter F' quisrechtsent-
faltbar sind und es eine Schranke /N gibt mit R?F'(A) = 0 fiir alle A € A und alle
g > N. Das Infimum iiber alle moglichen derartigen Schranken /V heif3t dann die
homologische Rechtsdimension unseres Funktors.

3.6.2. Analog definieren wir iiber den linksderivierten Funktor homologisch links-
endlich und homologische Linksdimension. Meist spricht man kiirzer von ho-
mologisch endlichen Funktoren und ihrer homologischen Dimension der Leser
mulf} aus dem Kontext erschlieBen, ob das nun von links oder von rechts gemeint
sein soll.
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Beispiele 3.6.3. Der Nullfunktor hat die homologische Rechtsdimension —oo. Ein
linksexakter Funktor ist homologisch rechtsendlich von der homologischen Di-
mension Null genau dann, wenn er exakt aber nicht der Nullfunktor ist. Gegeben
ein Intervall I C R ist der Funktor der globalen Schnitte I' : Ab,; — Ab nach
[TG] 4.2.3 homologisch rechtsendlich von der homologischen Dimension —oo
fiir I = (), von der homologischen Dimension Null fiir / einpunktig und von der
homologischen Dimension Eins fiir [ mehrpunktig.

Satz 3.6.4 (Unbeschrinktes Derivieren homologisch endlicher Funktoren).
Gegeben ein additiver Funktor ' : A — B einer endlichen homologischen
Rechtsdimension < d zwischen abelschen Kategorien derart, daf sich jedes Ob-
jekt in ein F'-rechtsazyklisches Objekt einbetten ldf3t, gilt:

1. Es gibt von jedem Komplex einen Quasiisomorphismus zu einem Komplex
von F'-rechtsazyklischen Objekten;

2. Fiir einen Komplex aus Ket;" finden wir sogar einen Quasiisomorphismus

zu einem Komplex von F'-rechtsazyklischen Objekten aus Keti"”;

3. Jeder Komplex von F'-rechtsazyklischen Objekten ist F'-quisrechtsentfaltet;

4. Der derivierte Funktor RF ist auf jedem Komplex definiert und wir erhalten
so einen triangulierten Funktor RF : Der(A) — Der(B),

5. Der derivierte Funktor RF bildet die Unterkategorie Der="(.A) in die Un-
terkategorie Der=""(B) ab.

3.6.5. Ich erinnere daran, da3 wir bei der Definition eines additiven Funktors F’
endlicher homologischer Rechtsdimension zwischen abelschen Kategorien 3.6.1
stets mit gefordert hatten, dafl jedes Objekt der Ausgangskategorie eine F'-Quis-
rechtsentfaltung besitzen soll. Da ist insbesondere eine implizite Voraussetzung
fiir den vorhergehenden Satz. Das ist zum Beispiel erfiillt, wenn A genug Injek-
tive hat, und zusammen mit der Bedingung R?F'(A) = 0 fiir alle A € A und
q > d reicht das dann schon aus, um RF' auf nach beiden Seiten unbeschrinkten
Komplexen aus A erkldren zu konnen.

3.6.6. DaB3 Rechtsderivieren Positivitét erhilt, dal also RF’ die Unterkategorie
Der="(.A) in die Unterkategorie Der="(13) abbildet, wissen wir bereits in groBerer
Allgemeinheit aus 3.4.3.

3.6.7. Der Satz gilt analog und mit demselben Beweis fiir Familien F' = (F});cs
linksexakter Funktoren, die sogar in verschiedenen abelschen Kategorien lan-
den diirfen, also F; : A — B;. Wir miissen dazu nur vereinbaren, daf} ,,F'-
rechtsazyklisch* zu verstehen ist als ,, F;-rechtsazyklisch fiir alle :* und miissen die
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homologische Endlichkeitsbedingung dahingehend verstehen, daf es eine Schran-
ke N gibt, die die homologische Rechtsdimension aller unserer Funktoren F; be-
schrankt. Formal mag man das auch folgern, indem man die Aussage des Satzes

auf den Funktor /' = (F;) : A — [] B; anwendet.

3.6.8. Besitzt eine abelsche Kategorie A endliche homologische Dimension < d
und genug Injektive, so besitzt jeder Komplex in Hot 4 eine Quisrechtsentfaltung
und jeder Komplex in Hoti" eine Quisrechtsentfaltung in Hotf(”d und jeder
Komplex von Injektiven ist quisrechtsentfaltet. Das zeigt man, indem man die
Argumente des folgenden Beweises wiederholt oder 3.6.7 auf die Familie aller
A(A, ) anwendet. Alternativ mag man in der offensichtlichen Weise eine Cartan-
Eilenberg-Auflosung durch Injektive der Gestalt (/77)y<,<4 bilden und zum To-
talkomplex iibergehen und die Argumente der folgenden Abschnitte entsprechend

anpassen.

Beweis. Nach [TG] 9.3.5 finden wir stets eine Cartan-Eilenberg-Obenauflosung
(I79) von (XP) durch F-rechtsazyklische Objekte. Ist d mindestens die homo-
logische Rechtsdimension von F', so ist ker o . [pd _y [pd+l gchon selbst F-
rechtsazyklisch. Indem wir I jeweils durch diesen Kern ersetzen, finden wir
einen Doppelkomplex JP¢ aus F-rechtsazyklischen Objekten in der oberen Halb-
ebene mit Nullzeilen fiir ¢ > d, dessen Spalten bei g # 0 exakt sind, sowie einen
Isomorphismus von X zu seinem horizontalen Kernkomplex bei ¢ = 0. Nach
[TG] 4.6.15 induziert dann die Einbettung des horizontalen Kernkomplexes einen
Quasiisomorphismus X = tot J™9. Das zeigt die Teile 1&2. Um Teil 3 zu zeigen,
sei Z ein Komplex von F'-rechtsazyklischen Objekten und Z — X ein Quasiiso-
morphismus. Nach Teil 1 konnen wir ihn verlingern durch einen Quasiisomor-
phismus X = Y in einen weiteren Komplex von F'-rechtsazyklischen Objekten.
Es gilt zu zeigen, da3 die Komposition einen Quasiisomorphismus F'Z — FY
induziert. Es gilt durch Ubergang zum Abbildungskegel in der Homotopieka-
tegorie K = Keg(Z — Y) gleichbedeutend zu zeigen, daB fiir jeden exak-
ten Komplex K aus F'-rechtsazyklischen Objekten auch 'K exakt ist. Nun ist
kerd® — K™ — K™™' — .. fiir jedes n ein Quasiisomorphismus des nach An-
nahme F-quisrechtsentfaltbaren Objekts ker d” zu einem Komplex in Hot; aus
F-rechtsazyklischen Objekten, der nach 3.2.34 dann auch F'-quisrechtsentfaltbar
sein mul}. Mit dem Derivieren durch azyklische Auflosungen 3.4.13 folgt fiir
q > 0 sofort H"1FK = RYF(ker(d")). Diese Objekte verschwinden jedoch
fiir ¢ oberhalb der homologischen Dimension von F', und da das fiir alle n gilt,
mull F'K ein exakter Komplex sein. Teil 4 folgt sofort aus 1 und 3. Teil 5 folgt
sofort aus 2 und 3. [

Beispiel 3.6.9. Der Komplex von freien Z/47Z-Moduln

o ZJAT B 7)A7 5 T)AT —
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ist exakt und damit isomorph zum Nullkomplex in Der(Z/4Z-Mod). Er ist aber
im Gegensatz zum Nullkomplex nicht entfaltet fiir den Funktor ®Z /27, obwohl
er aus projektiven Moduln besteht. Das widerspricht unserem Satz nicht, denn
der Funktor ®Z /27 ist auf der Kategorie aller Z/4Z-Moduln nicht von endlicher
homologischer Dimension.

Ubungen

Ubung 3.6.10. Sei A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven und endlicher
homologischer Dimension hdim A < d. Man zeige Der4(X,Y) = 0 fiur X €
Der7% und Y € Der3’. Man folgere mit 2.6.35, daB es fiir Y € Der 4 genau dann
ein n € Z gibt mit Der 4(X,Y) = 0 fiir alle X € Der3", wenn gilt Y’ € Der,.

3.7 Exaktheit von Totalkomplexen abelscher Gruppen

Definition 3.7.1. Gegeben ein Doppelkomplex A = (AP?) von abelschen Grup-
pen mit Differentialen 0 : AP9 — AP*19 ynd § : AP9 — AP4F! derart, daB an
jeder Stelle gilt 60 = 09, bilden wir vier Komplexe, deren homogene Komponen-
ten gegeben werden durch

tot = _ ’ ur das Summentotal,

eA)" o qn AP fiir das S 1
(tot™A)" =11, 4mp AP fiir das Produkttotal sowie
(tot®™A)" @p+q n AP1 @ Hp+q n AP4  fiir das Summenprodukttotal,
(tot™ A)" Hp+q —n AP9 P @p+q n AP? fir das Produktsummentotal.

Das Symbol tot™® soll zum Beispiel andeuten, daB auf den Diagonalen p+¢q = n
»in Richtung fallender erster Indizes das Produkt zu nehmen ist, in Richtung
wachsender erster Indizes alias fallender zweiter Indizes jedoch die direkte Sum-

e*“. Weil es dabei darauf ankommt, welcher Index nun als der erste zu sehen ist,
schrelbe ich auch ausfiihrlicher tot7? um klarzumachen, da$ in Richtung fallen-
der p das Produkt zu nehmen ist und in Richtung fallender ¢ die direkte Summe.
Eigentlich denke ich mir p nach rechts und ¢ nach oben aufgetragen und die Punk-
te mit p + ¢ = n bilden fiir festes n eine Gerade von links oben nach rechts unten,
auf der ich nach rechts gehend die direkte Summe nehme und nach links gehend
das Produkt. Die Differentiale werden alle gegeben durch da = da + (—1)Pda fiir
a € AP7und die offensichtlichen Erweiterungen dieser Regel.

3.7.2. In der Literatur wird meist nur das Summentotal betrachtet und heif3t der
Totalkomplex. Wir denken uns im folgenden den ersten Index p nach rechts und
den zweiten Index ¢ nach oben aufgetragen, wenn wir von ,,Zeilen* und ,,Spalten*
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reden, mit Differentialen nach oben und rechts. Alternativ reden wir auch von
den p-Komplexen oder p-Zeilen unseres Doppelkomplexes und meinen damit die
Komplexe in Richtung wachsender p bei festem ¢. In der priziseren Terminologie
aus [TG] 4.6.7 hiefien die Zeilen die {1}-Multiteilkomplexe.

Lemma 3.7.3 (Exaktheitskriterien fiir Totalkomplexe). Gegeben ein Doppel-
komplex AP? von abelschen Gruppen mit exakten p-Zeilen ist sein Produktsum-
mentotal tot7rEB exakt. Sind zusdtzlich auch noch die Kerne oder gleichbedeutend
die Bilder oder auch gleichbedeutend die Kokerne der Morphismen zwischen den
Zeilenkomplexen alle exakt, so sind alle vier Totalkomplexe exakt.

3.7.4. In der priziseren Terminologie aus [TG] 4.6.7 fordern wir also fiir die erste
Aussage die Exaktheit aller {1}-Teilkomplexe und fiir die zweite Aussage zusitz-
lich die Exaktheit aller {1}-Teilkomplexe von ker 0. Unpriziser und in Worten
gesagt gilt es fiir den Index, fiir den exakte Komplexe entstehen wenn wir nur ihn
variieren, die Summe beim Wachsen dieses Index und das Produkt beim Fallen
dieses Index zu nehmen.

3.7.5. Dies Lemma verallgemeinert unser Lemma [TG] 4.6.10, bei dem wir uns
auf Doppelkomplexe im ersten Quadranten beschriinkt hatten. Eine etwas schwéche-
re hinreichende Bedingung fiir die Exaktheit des Summenprodukttotals ergidnzen
wir als Lemma 3.7.7.

3.7.6. Dieses Lemma gilt im allgemeinen nicht mehr fiir Doppelkomplexe von
Objekten aus beliebigen abelschen Kategorien anstelle von abelschen Gruppen.
Ich wiilte gerne genauer, inwieweit seine Aussagen aus allgemeinen Sitzen liber
Spektralsequenzen folgen.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daBl jeder Nullzykel ein Rand ist. So ein Nullzy-
kel ist eine Folge von Elementen ...,a_1,ag,a; ... mit a; € A und da; +
(—=1)"*1da;,; = O fiir alle 4 mit ¢; = 0 fiir ¢ > 0. Gesucht ist eine Folge

.,b_1,bg, b1, ... von Elementen b; € A>~*"! mit b; = 0 fiir 7 > 0 und mit
a; = Ob;_1 + (—1)i(5bi fiir alle 7. Zunéchst einmal sdubern wir dies Problem von
Vorzeichen und @ndern unsere Folge ab zu

-, Qp, a1, —Ag, —A3, a4, 05, —0Ag, —A7, ...

So lautet die Bedingung an unsere neue Folge ..., cg, ¢1, ca, . .. einfacher dc¢; =
dci.1 und gesucht ist eine Folge . . ., dy, dy, ds, . . . mit

C; = 6di_1 + 5dz

fiir alle ¢, aus der wir dann die urspriinglich gesuchte Folge der b; durch geeigne-
te Vorzeichenidnderungen erhalten als . .., dy, —dy, —ds, d3, dy, —d5, —dg, . . . Der
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Einfachkeit halber nehmen wir fiir die weitere Argumentation an, es gélte bereits
¢; = 0 fiir 7 > 0. Dann folgt dcy = 0 und nach Annahme finden wir d, € A=1°
mit ddy = c¢q. Es folgt

60_1 = (SCO = 58d0 = 85d07

also 9(ddy — c_1) = 0. Also gibtes d_; € A2 mit dd_, = ddy — c_, ali-
as c_1 = ddy — dd_;. Indem wir so ,,die Treppe heraufgehen* finden wir eine
Folge (...,d_1,dp,0,0,...) wie gewiinscht und der Fall des Produktsummento-
tals ist erledigt. Jetzt diskutieren wir den Fall des Summentotals. Sind die Kerne
der Morphismen zwischen den Zeilenkomplexen exakt, so konnen wir das bereits
Bewiesene anwenden auf die Teilkomplexe 7*=? unseres Doppelkomplexes, die
entstehen durch Ersetzen einer Zeile durch den Kernkomplex zum Morphismus
in die dariiberliegende Zeile und Ersetzen der hoheren Zeilen durch Null. Das
Summentotal ist dann exakt als der filtrierende Kolimes der Summentotale dieser
Teilkomplexe, die in dem von uns bereits behandelten Rahmen liegen. Jetzt be-
handeln wir den Fall des Produkttotals. Sind die Bilder der Morphismen zwischen
den Zeilenkomplexen exakt, so konnen wir die bereits gewonnene Erkenntnis an-
wenden auf die Quotienten Q*=¢ unseres Doppelkomplexes, die entstehen durch
Ersetzen einer Zeile durch den Bildkomplex des Morphismus in die ndchsthohere
Zeile und Ersetzen aller Zeilen darunter durch Null. Das Produkttotal ist dann ex-
akt nach [TS] 7.1.48 als der Limes iiber das surjektive inverse System der Produkt-
totale dieser Quotientenkomplexe. Wenden wir diese letzte Erkenntnis wiederum
auf das Produkttotal unserer Teilkomplexe 7%= an und gehen zum Kolimes iiber,
so ergibt sich auch die Behauptung fiir das Summenprodukttotal. [

Lemma* 3.7.7. Sei ein Doppelkomplex von abelschen Gruppen gegeben. Sind
seine Zeilen und zusdtzlich auch noch die Zeilen aus der Kohomologie der Spal-
tenkomplexe alle exakt, so ist auch das Summenprodukttotal exakt.

3.7.8. Der Punkt bei diesem Lemma ist, daf die hier gegebene Bedingung fiir die
Exaktheit des Summenprodukttotals etwas schwicher ist als die in 3.7.3 angege-
bene Bedingung. Mir ist aber keine konkrete Situation bewuft, in der dies Lemma
gebraucht wiirde.

Beweis. Wir beginnen wie beim Beweis von 3.7.3. Wie oben erklirt, kénnen wir
auch hier wieder ausgehen von einer Familie ..., c_;, ¢, ¢1, Ca, ... mit ¢; € A4~
und ¢; = 0 fiir ¢ < 0 sowie d¢; = dc;41 fiir alle 7. Der Einfachkeit halber nehmen
wir fiir die weitere Argumentation an, es gélte bereits ¢; = 0 fir ¢« < 0. Wir
beginnen unsere Argumentation mit der Erkenntnis dcqg = 0. Wegen dcy = d¢y
geht der 6-Zykel ¢y unter 0 auf die Null der §-Kohomologie, also gibt es einen
5-Zykel z_; € A~ und ¢y € A%~! mit dz_; + deg = co. Dann haben wir
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d(c1 — deg) = 0 und O(¢; — Oeg) = e, also ist ¢; — ey ein J-Zykel, dessen
0-Kohomologieklasse unter 0 nach Null geht, also ist er bis auf einen /-Rand das
0-Bild eines d-Zykels. Mithin gilt

C1 — 060 = 820 + 561

fiir einen J-Zykel 2o € A%~! und e; € AY~2. Wir haben also

(5(271 + 0) =0
8(2_1 + O)+ (5(20 + 60) = (
8(20 + 60) = C1 — 561

Nun folgt §(co—de;) = d(c1 —dey) = 0*(20+€) = 0, womit ¢ —De; ein §-Zykel
ist, der wegen O(cy — dey) = dcs bis auf 6-Rand von einem §-Zykel 2z, € AL2
herkommt, also ¢y — de; = 0z1 + dey. Wir haben also

8(2’0 + 60) + 5(2’1 + 61) =
(21 + e1) = 2 — 06y

Indem wir so ,,die Treppe heruntergehen* finden wir auch hier wieder eine Folge
(...,0,2_1,20 + €9, 21 + €1, .. .) wie gewiinscht. ]

3.8 Derivieren von Tensor und Hom

3.8.1. Ein Tripelkomplex A ist eine Z3-graduierte abelsche Gruppe AP%" mit
paarweise kommutierenden Differentialen 9,, 9, 0,, die jeweils ,,ihren Grad” um
Eins erhohen.

3.8.2. Das Summentotal eines Tripelkomplexes A ist der Komplex tot®(A) mit
homogenen Komponenten

tot?(A) = G Arer

pta+r=n

und Differential d(a) := dpa + (—1)?0,a + (—1)P*0,a fiir a € AP?". Analog
erkldren wir das Produkttotal. Beide Konstruktionen hiangen von der Reihenfolge
der Indizes ab in dhnlicher Weise, wie wir es bei Doppelkomplexen in [TG] 4.6.4
diskutiert hatten.

3.8.3 (Iterative Berechnung von Totalkomplexen). Summentotal und Produkt-
total eines Tripelkomplexes A konnen iterativ berechnet werden, genauer sind in
hoftfentlich selbsterkldarender Notation die offensichtlichen Morphismen Isomor-

phismen
tot®(tot,.(A)) & tot®(A) = tot®(tot, (A))

tot™ (toty,.(A)) = tot™(A) & tot™(tot; ,(A))
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Proposition 3.8.4. Gegeben I = (IP?),>o ein Doppelkomplex in der oberen
Halbebene mit maximal spaltenden Zeilen aus Injektiven einer abelschen Kate-
gorie A ist sein Produkttotal, wenn es existiert, quisrechtsentfaltet.

Beweis. Wir miissen zeigen, dal} fiir jeden exakten Komplex N € Ket 4 gilt
Hot 4 (N, tot™(I)) = 0. Wir zeigen gleichbedeutend, daB alle Homologiegruppen
aller Hom-Komplexe Hom 4(N, tot™([)) verschwinden, daf3 diese Komplexe al-
so exakt sind. Dazu beschreiben wir so einen Hom-Komplex als das Produkttotal
des Tripelkomplexes der abelschen Gruppen A(N", [7?) mit drittem Differential
Oy f = (= f o dy) und den offensichtlichen ersten Differentialen und erhalten so

Hom (V. t0t"(1)) = tot™ (A(N", 1)) & tot™ (ot (A(N", 1))

Nun hat der Tripelkomplex A(N", [77) exakte r-Zeilen, da N ein exakter Kom-
plex ist und die /77 injektiv. Weiter sind die r-Kernkomplexe der p-Differentiale
zwischen den r-Zeilen exakt, da /77 maximal spaltende p-Zeilen hat. Nach 3.7.3
ist also das partielle Produkttotal tot7 (A(N", IP) exakt fiir alle . Dann ist aber
wieder nach 3.7.3 auch tot™ (tot? (A(N",179))) exakt als Produktsummento-
tal eines Doppelkomplexes mit exakten Zeilen, mit dem das Produkttotal wegen
unserer Einschriankung ¢ > 0 libereinstimmit. [l

3.8.5. Gegeben P = (P?1),>( ein Doppelkomplex in der unteren Halbebene mit
maximal spaltenden Zeilen aus Projektiven einer abelschen Kategorie A ist sein
Summentotal, wenn es denn existiert, quislinksentfaltet. Das folgt unmittelbar,
indem wir 3.8.4 auf die opponierte Kategorie anwenden.

Proposition 3.8.6. Gegeben ein Ring k besitzt jeder Komplex von k-Moduln eine
Quisrechtsentfaltung.

3.8.7. Dasselbe gilt mit demselben Beweis fiir jede abelsche Kategorie mit genug
Injektiven und einem konservativen exakten Funktor in die Kategorie der abel-
schen Gruppen, der mit abzihlbaren Produkten vertauscht.

Beweis. Sei A = (AP),cz uner Komplex. Nach [TG] 9.3.10 besitzt A eine Cartan-
Eilenberg-Auflosung durch Injektive (/77),>¢. Insbesondere ist A der horizontale
Kernkomplex unseres Doppelkomplexes, dessen Spalten durch die Ergénzung die-
ses Kernkomplexes exakt werden. Zusétzlich sind bei dem so ergiinzten Doppel-
komplex auch die Kerne der Morphismen zwischen den Spaltenkomplexen exakt.
Nach 3.7.3 ist dann auch das Produkttotal des ergiinzten Doppelkomplexes exakt.
Daraus folgt sofort, da3 die Einbettung des horizontalen Kernkomplexes ein Qua-
siisomorphismus A = tot™(I7?) ist. Dieser Totalkomplex ist damit nach 3.8.4
die gesuchte Quisrechtsentfaltung. 0
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Proposition 3.8.8. Fiir jeden Komplex von Moduln iiber einem Ring ist das Sum-
mentotal einer Cartan-Eilenberg-Untenauflosung durch Projektive eine Quislinks-
entfaltung. Insbesondere besitzt jeder Komplex von Moduln eine Quislinksentfal-
tung.

3.8.9. Dasselbe gilt mit demselben Beweis fiir jede abelsche Kategorie mit ge-
nug Projektiven und einem konservativen exakten Funktor in die Kategorie der
abelschen Gruppen, der mit abzihlbaren Koprodukten vertauscht.

Beweis. Sei A = (A™),cz unser Komplex. Nach [TG] 9.3.7 besitzt er eine Cartan-
Eilenberg-Untenauflosung durch Projektive (P??),<(. Insbesondere ist A der ho-
rizontale Kokernkomplex unseres Doppelkomplexes und die Spalten unseres Dop-
pelkomplexes werden durch die Ergédnzung dieses Kokernkomplexes exakt. Zu-
sétzlich sind bei dem so ergidnzten Doppelkomplex auch die Kerne der Morphis-
men zwischen den Spaltenkomplexen exakt. Nach 3.7.3 ist dann auch das Sum-
mentotal des ergénzten Doppelkomplexes exakt. Daraus folgt, da3 die Surjektion
auf den horizontalen Kokernkomplexes ein Quasiisomorphismus tot®(P??) = A
ist. Dieser Totalkomplex ist nach 3.8.5 die gesuchte Quislinksentfaltung. [

Proposition 3.8.10. Gegeben eine abelsche Kategorie endlicher homologischer
Dimension mit genug Injektiven besitzt jeder Komplex eine Quisrechtsentfaltung.

Beweis. Jeder Komplex besitzt nach [TG] 9.3.8 eine Cartan-Eilenberg-Obenauf-
16sung durch Injektive mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Zeilen. Die
Spalten dieses Doppelkomplexes werden exakt, wenn wir unseren Ausgangskom-
plex als unterste Zeile ergdnzen. Nach [TG] 4.6.11 ist der Totalkomplex dann
exakt, also geht unser urspriinglicher Komplex quasiisomorph zum Totalkomplex
solch einer Cartan-Eilenberg-Obenauflosung. Andererseits ist der Totalkomplex
solch einer Cartan-Eilenberg-Obenauflosung quisrechtsentfaltet nach 3.8.4. [

Definition 3.8.11. Ein Komplex von Moduln heifit quisflach, wenn das Daranten-
sorieren eines exakten Komplexes von Rechtsmoduln iiber demselben Ring stets
einen exakten Komplex liefert.

3.8.12. Gleichbedeutend ist durch Ubergang zum Abbildungskegel die Bedin-
gung, daf} das Darantensorieren unseres Komplexes Quasiisomorphismen zu Qua-
siisomorphismen macht.

3.8.13. Die Torsionsdimension eines Rings £ erklidren wir als das Supremum al-
ler ¢ € N derart, daB es einen k-Rechtsmodul M und einen k-Linksmodul NV gibt
mit Tor’;(M ,IN) # 0. Wir sagen, ein Ring k habe endliche Torsionsdimension,
wenn seine Torsionsdimension nicht oo ist. Der Nullring hat Torsionsdimension
—oo und hat in unseren Konventionen insbesondere endliche Torsionsdimension.
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Proposition 3.8.14 (Beispiele quisflacher Komplexe). 1. Gegeben eine Car-
tan-Eilenberg-Linksauflosung eines Komplexes durch flache Moduln ist ihr
Summentotal quisflach;

2. Jeder in Richtung der Differentiale beschrinkte Komplex von flachen Mo-
duln ist quisflach;

3. Uber einem Ring endlicher Torsionsdimension ist jeder Komplex flacher
Moduln quisflach.

3.8.15. Insbesondere ist jeder quislinksentfaltete Komplex von Moduln quisflach,
da er ja nach der vorherigen Proposition 3.8.8 homotopiedquivalent ist zum Sum-
mentotal einer Cartan-Eilenberg-Linksauflosung durch projektive Moduln und da
projektive Moduln flach sind. Weiter ist jeder Komplex von torsionsfreien abel-
schen Gruppen quisflach, da ja abelsche Gruppen flach sind genau dann, wenn sie
torsionsfrei sind, und da folglich Z die Torsionsdimension Eins hat.

Beispiel 3.8.16. Der Komplex X von freien Z/47-Moduln

S ZJAT S 7)A7 5 T)AT —

aus 3.6.9 ist nicht quisflach in Hot(Z/4Z-Mod). Das wird aus Proposition 3.8.17
folgen, denn 0 — X ist ein Quasiisomorphisms, bleibt aber kein Quasiisomor-
phismus unter ®z,47(Z/2Z[0)).

Beweis. 1. Sei k unser Ring und sei ' = tot®(FP?) das Summentotal einer
Cartan-Eilenberg-Linksauflosung durch flache Moduln eines vorgegebenen Kom-
plexes und sei /V ein exakter Komplex von Rechtsmoduln. Es gilt zu zeigen, daf3
tot?(N" ® FP?) exakt ist. Da alle F?? flach sind, sind hier alle r-Komplexe
exakt. Da die p-Komplexe von F?¢ maximal spalten, sind auch die Bilder der
p-Morphismen zwischen 7-Komplexen exakt und damit nach 3.7.3 das Summen-
total toty (N" ®; [P9) fiir alle ¢. Das partielle Summentotal tot . (N" ®; FP?)
ist also ein Doppelkomplex mit exakten Zeilen, dessen Spalten alias ¢-Zeilen ver-
schwinden fiir ¢ > 0. Damit ist sein Produktsummentotal exakt nach 3.7.3 und
fillt zusammen mit dem Summentotal. Dieses ist also auch exakt und ist ja gerade
der Tensorkomplex.

2. Gegeben ein in Richtung der Differentiale beschrinkter Komplex F' von flachen
Moduln und ein exakter Komplex N von Rechtsmoduln hat der Doppelkomplex
NP ®, F'1 exakte p-Zeilen und sein Produktsummentotal ist exakt nach 3.7.3 und
fallt wegen der Beschriankungen der Indizes mit dem Summentotal zusammen, ist
also der Tensorkomplex.

3. Gegeben ein Komplex /' von flachen Moduln finden wir nach 3.8.8 einen Qua-
siisomorphismus P — F'mit P einem quislinksentfalteten und damit nach 3.8.15
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quisflachen Komplex, von dem wir auBerdem annehmen konnen, dal} er aus pro-
jektiven und insbesondere flachen Moduln besteht. Dann ist Keg(P — F') ein
Komplex von flachen Moduln und ist nach 3.6.4 fiir jeden k-Rechtsmodul M ent-
faltet in Bezug auf den Funktor M ®j;. Da der Kegel aber auch exakt ist, muf3
M ®; Keg(P — F) exakt sein fiir alle M. Fiir jeden Komplex X von Rechts-
moduln hat also X? ®; Keg(P — F)P exakte p-Zeilenkomplexe und auch die
Kerne der Morphismen zwischen den Zeilenkomplexen sind exakt. Damit ist nach
3.7.3 das Summentotal alias der Tensorkomplex exakt und unser urspriinglicher
Quasiisomorphismus induziert einen Quasiisomorphismus X ®; P — X ®; F.
Insbesondere ist mit P auch F' quisflach. [

Proposition 3.8.17 (Deriviertes Tensorprodukt). Gegeben ein Ring k gilt:

1. Der Funktor ((Q) o ®;) : Hot(Mod- k) x Hot(k-Mod) — Der(Ab) besitzt
einen Linksfaktorierten, das derivierte Tensorprodukt

®y : Der(Mod- k) x Der(k-Mod) — Der(Ab)

2. Alle Paare von Komplexen (X, Y') mit mindestens einem quisflachen Eintrag
sind linksentfaltet fiir () o ®y) und das Oresystem S x S aller Paare von
Quasiisomorphismen, sind also quislinksentfaltet fiir (Q) o ®y);

3. Gegeben X € Hot(Mod- k) ist jeder quisflache Komplex Y € Hot(k-Mod)
quislinksentfaltet fiir den Funktor Q) o (X®y,) : Hot(k-Mod) — Der(Ab).
Analoges gilt fiir den anderen Tensorfaktor;

4. Der Funktor Q) o (X ®y,) aus Teil 3 besitzt ebenfalls einen Linksfaktorierten
L(X®y) : Der(k-Mod) — Der(Ab) und der natiirliche Morphismus vom
grofleren Limes zum kleineren Limes ist ein Isomorphismus

X LY S (L(X@p)(Y)

Analoges gilt fiir den anderen Tensorfaktor.

3.8.18 (Terminologie fiir derivierte Funktoren in mehreren Variablen). Ge-
geben abelsche Kategorien A, ..., A,, B und ein multiadditiver Funktor

T:- A x...x A —B

alias ein Funktor auf der Produktkategorie, der additiv ist in jeder Variablen, kon-
struieren wir in der offensichtlichen Weise einen Funktor

Hot(T') : Hot(A;) x ... x Hot(A,) — Hot(B)
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Auf der linken Seite bilden alle Tupel von Quasiisomorphismen ein Oresystem .S.
Den S-Rechtsfaktorierten von (¢ o Hot(7')) nennen wir in dieser Situation wieder
den Rechtsderivierten von 7" und notieren ihn

RT : (Der(A;) x ... x Der(A,)), — Der(B)

Der untere Index 7T kiirzt hier (QQoHot (7)) ab und steht fiir die volle Unterkatego-
rie aller (Q) o Hot(7'))-S-rechtsentfaltbaren Tupel von Objekten, die wir in diesem
Kontext auch kiirzer T-quisrechtsentfaltet nennen. In derselben Weise erkliren
wir den Linksderivierten von 7'.

Beweis. 1. Jeder Komplex von Moduln besitzt nach 3.8.8 eine Quislinksentfal-
tung und das zeigt bereits die erste Aussage.

2.Ist (P, M) — (X,Y) ein Paar von Quasiisomorphismen mit P, M quislinks-
entfaltet und X quisflach gilt es zu zeigen, dall sie einen Quasiisomorphismus
P @y M = X ®; Y induzieren. Wir zeigen sogar, daf} beide Kettenabbildungen
der Sequenz P®, M — X ® M — X ®; Y Quasiisomorphismen sind. In der Tat
ist der Kegel iiber der ersten Kettenabbildung Keg(P — X) ®; M exakt, da wir
bereits aus 3.8.15 wissen, dal M als quislinksentfalteter Komplex quisflach ist.
Andererseits ist der Kegel iiber der zweiten Kettenabbildung X ®; Keg(M — Y)
auch exakt, da X nach Annahme quisflach ist.

3. Ich zeige die Aussage in unserem Kontext bequemer fiir Rechtsmoduln. Gege-
ben ein Quasiisomorphismus P — X mit P quislinksentfaltet und X quisflach
gilt es fiir alle Y zu zeigen, daB er einen Quasiisomorphismus

Py = XY

induziert. Wéhlen wir wie oben einen Quasiisomorphismus M — Y mit M quis-
linksentfaltet, so wissen wir aus dem Beweis des vorherigen Teils bereits, daf3
die Komposition P @, M — P ®; Y — X ®; Y ein Quasiisomorphismus
ist. Andererseits ist P quisflach und folglich P ®; Keg(M — Y') exakt alias
Keg(P @ M — P ®; Y) exakt alias der erste Morphismus ein Quasiisomor-
phismus P ®, M — P ®; Y. Dann muf} aber wie gewiinscht auch der zweite
Morphismus unserer Komposition ein Quasiisomorphismus P ®; Y = X ®; Y
sein.

4. Die vierte Aussage folgt unmittelbar, sobald wir zeigen, daB jedes Paar (X,Y") €
Hot(Mod- k) x Hot(k-Mod) mit Y quislinksentfaltet bereits quislinksentfaltet ist
fiir () o ®y). Das folgt aber aus Teil 2, da jeder quislinksentfaltete Komplex nach
3.8.15 bereits quisflach ist. [

Vorschau 3.8.19. Wir erinnern den Schmelzfunktor H : Hot(Ab) — sgAb aus
[TSK]2.5.13.In [TSF] 9.9.14 versehen wir Der(Ab) mit der Struktur einer Schmelz-
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kategorie und zeigen in [TSF] 2.8.19, dal der Schmelzfunktor der Homologie
eindeutig tiber einen Schmelzfunktor # : Der(Ab) — sgAb faktorisiert.

Proposition 3.8.20. Gegeben ein Ring k gilt:

1. Der Funktor (Q o Homy, : Hot(k-Mod)°P? x Hot(k-Mod) — Der(Ab)
besitzt einen Rechtsfaktorierten, den derivierten Homomorphismenkom-

plex
RHomy, : Der(k-Mod)°P? x Der(k-Mod) — Der(Ab)

2. Gegeben ein Komplex von k-Moduln X € Hot(k-Mod) besitzt der Funktor
Q o Homg (X, ) : Hot(k-Mod) — Der(Ab) ebenfalls einen Rechtsfak-
torierten R(Homy(X, )) : Der(k-Mod) — Der(Ab) und der natiirliche
Morphismus vom kleineren Kolimes zum grofieren Kolimes ist ein Isomor-

phismus
R(Homg (X, ))(Y) = RHomy(X,Y)

3. Gegeben ein Komplex von k-Moduln'Y € Hot(k-Mod) besitzt der Funktor
Q) o Homy( ,Y) : Hot(k-Mod)°P? — Der(Ab) ebenfalls einen Rechtsfak-
torierten R(Homy(,Y)) : Der(k-Mod)°P? — Der(Ab) und der natiirliche
Morphismus vom kleineren Kolimes zum grofieren Kolimes ist ein Isomor-
phismus

R(Homy(,Y))(X) = RHom(X,Y)

3.8.21. Ich erinnere daran, daf fiir jeden Ring alle in der Richtung gegen die
Differentiale beschrinkten Komplexe aus injektiven Moduln quisrechtsentfaltet
sind und alle in Richtung der Differentiale beschrinkten Komplexe aus projekti-
ven Moduln quislinksentfaltet. Ich erinnere daran, daB fiir einen Ring endlicher
homologischer Dimension nach 3.6.8 alle Komplexe aus injektiven Moduln quis-
rechtsentfaltet sind und alle Komplexe aus projektiven Moduln quislinksentfaltet.
Ich erinnere auch noch an die in 3.4.7 und 3.4.8 fiir jede abelsche Kategorie A
hergeleiteten Isomorphismen H° RHom 4(X,Y) = Der4(X,Y).

Beweis. Jeder Komplex von Moduln besitzt nach 3.8.8 eine Quislinksentfaltung
und nach 3.8.6 eine Quisrechtsentfaltung und das zeigt bereits die erste Aussa-
ge. Fiir Teil 2 gilt es zu zeigen, daB (X,Y") bereits quisquisrechtsentfaltet ist
fiir (Q o Homy,), wenn Y quisrechtsentfaltet ist. Mit denselben Argumenten wie
beim Tensorprodukt reicht es zu zeigen, da Homy(F,Y") exakt ist fiir Y quis-
rechtsentfaltet und £ exakt. Das haben wir aber bereits beim Beweis von 3.8.4 in
groerer Allgemeinheit gesehen fiir Y das Produkttotal einer Cartan-Eilenberg-
Auflosung durch Injektive und nach 3.8.6 ist jeder quisrechtsentfaltete Komplex
von k-Moduln homotopieédquivalent zu so einem Produkttotal. Fiir Teil 3 gilt es
zu zeigen, daB} (X, Y") bereits quisquisrechtsentfaltet ist fiir () o Homy,), wenn X
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quislinksentfaltet ist. Mit denselben Argumenten wie beim Tensorprodukt reicht
es zu zeigen, daB Homy (X, E') exakt ist fir X quislinksentfaltet und E exakt.
Das geht genau wie in Teil 2, aber diesmal schreiben wir es genauer aus. Nach
3.8.8 und seinem Beweis diirfen wir annehmen, daB X = tot®(PP?) das Sum-
mentotal der Cartan-Eilenberg-Auflosung durch Projektive (PP?),<, eines belie-
big vorgegebenen Komplexes ist. Mithin ist Homy (X, E') das Produkttotal des
Tripelkomplexes tot™ Homy (PP, E). Da die PP projektive Moduln sind, hat
unser Tripelkomplex exakte r-Komplexe. Da die p-Komplexe PP¢ sogar maxi-
mal spaltende Komplexe projektiver Moduln sind, sind auch die Kerne der p-
Differentiale zwischen den r-Komplexen exakt. Nach 3.7.3 ist also das partielle
Produkttotal tot7  (Homy (PP, E)) exakt fiir alle ¢. Dann ist aber wieder nach
3.7.3 auch tot™ (totg’T(Homk(vaq, E’"))) exakt als Produktsummentotal eines
Doppelkomplexes mit exakten Zeilen, mit dem das Produkttotal wegen unserer
Einschrinkung ¢ < 0 iibereinstimmt. U

3.8.22. Fiir jeden Ring k£ und X € Der(k-Mod) ist L(®;X) : Der(k-Mod) —
Der(Ab) linksadjungiert zu RHomgz (X, ). Das folgt aus unseren allgemeinen Er-
kentnissen 3.2.28 zu Adjunktionen faktorierter Funktoren. Fiir jeden Kring k£ und
X € Der(k-Mod) ist analog L(®;X) : Der(k-Mod) — Der(k-Mod) linksad-
jungiert zu RHomy (X, ).

Ubungen

Ubung 3.8.23 (Abstrakte Kiinnethformel). Gegeben Komplexe von abelschen
Gruppen C, D € Der(Ab) konstruiere man natiirliche unnatiirlich spaltende kurze
exakte Sequenzen

P HCoH'D — H(C"D) - @ HC+«HD

p+q=n p+g=n+1

Hinweis: Man wiederhole die Definitionen und erinnere den Beweis den Kiinneth-
formel [TS] 5.7.8.

Ubung 3.8.24 (Abstraktes universelles Koeffiziententheorem). Gegeben X €
Der(Ab) und eine abelsche Gruppe G konstruiere man natiirliche und unnatiirlich
spaltende kurze exakte Sequenzen

Ext(H'(X),G) — H*(X=G[0]) - Hom(H’(X),G)

Hinweis: Man wihle eine injektive zwei-Schritt-Auflosung von G, betrachte diese
kurze exakte Sequenz als ausgezeichnetes Dreieck, wende X = an, und bilde die
lange exakte Homologiesequenz. Nach 2.6.27 wissen wir zusitzlich, daf} jedes
Objekt X € Der(Ab) unkanonisch isomorph ist zu seiner totalen Kohomologie.
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3.9 Derivierte Produkte und Koprodukte

3.9.1 (Produkte und Koprodukte in Homotopiekategorien). Ich erinnere an
Ubung [TG] 3.2.36. Seien A eine Kategorie mit additiver Struktur und (C;);e;
eine Familie von Komplexen (C{, d) aus Ket 4. Existiert fiir jedes ¢ das Produkt
[Lic; Cf in A, so ist der aus diesen Produkten gebildete Komplex nicht nur in
Ket 4, sondern auch in Hot 4 das Produkt der C;. Analoges gilt fiir Koprodukte,
entweder mit einem analogen Beweis oder formal durch Ubergang zur opponier-
ten Kategorie. Fiir Limites und Kolimites sind mir die analogen Aussagen nicht
klar. Das Problem liegt darin, dal zwar das Bilden von Produkten abelscher Grup-
pen exakt ist, das Bilden von Limites abelscher Gruppen jedoch im allgemeinen
nicht mehr.

Proposition 3.9.2 (Produkte und Koprodukte in derivierten Kategorien). Sei
A eine abelsche Kategorie.

1. Ist (C;)ier eine Familie quisrechtsentfalteter Komplexe aus Ket 4 und exis-
tiert jeweils das Produkt der C in A, so liefert der Komplex der gliedweisen
Produkte ein Produkt der C; in Ket 4, Hot 4 und Der 4;

2. Besitzt jedes Objekt von Hot 4 eine Quisrechtsentfaltung und ist (D;);c; eine
Familie von Komplexen aus Ket 4 und existiert jeweils das Koprodukt der
D! in A, so liefert der Komplex der gliedweisen Koprodukte ein Koprodukt
der D; in Ket 4, Hot 4 und Der 4.

3.9.3. Die Frage allgemeinerer Limites und Kolimites in derivierten Kategorien
behandeln wir hier nicht weiter. Die im gleich folgenden Beweis gegebene Argu-
mentation direkt zu verallgemeinern scheitert daran, da3 3.9.1 nicht in der notigen
Allgemeinheit gezeigt wurde.

Beweis. 1. Wir wissen bereits aus 3.9.1, dal der Komplex der gliedweisen Pro-
dukte ein Produkt in der Homotopiekategorie Hot 4 ist. Nach 2.5.7 ist weiter jeder
Limes in Hot 4 von quisrechtsentfalteten Komplexen wieder quisrechtsentfaltet.
Damit folgt die Behauptung aus unseren allgemeinen Erkenntnissen 1.3.16 iiber
Limites rechtsentfalteter Objekte in Lokalisierungen.

2. Wir wissen bereits aus 3.9.1, dal der Komplex der gliedweisen Koprodukte ein
Koprodukt in der Homotopiekategorie Hot 4 ist. Unter unseren Annahmen besitzt
weiter der Lokalisierungsfunktor Hot 4 — Der 4 einen Rechtsadjungierten und
vertauscht folglich mit Kolimites und insbesondere mit Koprodukten. [

3.9.4. Ist A eine abelsche Kategorie und besitzt jedes Objekt von Hot 4 eine Quis-
rechtsentfaltung und hat A alle /-Produkte und alle /-Koprodukte, so gilt dasselbe
fiir Der 4. Das alles folgt leicht aus unserer Proposition 3.9.2.
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3.9.5 (Spezielle Produkte in derivierten Kategorien). Ist A eine abelsche Ka-
tegorie mit genug Injektiven und sind F,, € Hot="(.A) gegeben fiir n > 0, so ist
das gliedweise Produkt der F,, auch das Produkt in der derivierten Kategorie. In
der Tat finden wir Quasiisomorphismen F,, =+ T, mit Z,, € Hot="(i.4) und die-
se sind Quisrechtsentfaltungen und diese Quasiisomorphismen induzieren einen
Quasiisomorphismus vom gliedweisen Produkt der F,, in das gliedweise Produkt
der Z,, das seinerseits nach 3.9.2 ein Produkt in Der(.A) ist. Die Besonderheit die-
ser Situation liegt darin, daB} in diesem speziellen Fall ,,bei der Konstruktion der
gliedweisen Produkte nur endliche Produkte in A zu betrachten sind“. So kann
man in dieser speziellen Situation Fragen der Exaktheit unendlicher Produkte aus
dem Weg gehen.

3.9.6 (Produkte und Koprodukte derivierter Moduln). Gegeben sei ein Ring A
und ein Universum &(. Existieren fiir eine Menge I alle /-Koprodukte in der Kate-
gorie der A-Moduln {Mod 4, so existieren auch alle /-Koprodukte in den Katego-
rien UKet(Mod ), UHot(Mod 4), UDer(Mod 4 ) und stimmen iiberein mit den of-
fensichtlichen gliedweisen Koprodukten. Dasselbe gilt fiir Produkte und folgt mit
dem zweiten Teil unserer Proposition 3.9.2 aus der Existenz von Quisrechtsent-
faltungen 3.8.6 und Quislinksentfaltungen 3.8.8 beliebiger Homotopiekomplexe
in unserer abelschen Kategorie.

3.10 Universelle derivierte Funktoren*

Definition 3.10.1. Seien @) : A — Bund F' : A — C Funktoren. Unter einer
Rechtsapproximation an F' durch ) verstehen wir ein Paar (G, o) bestehend
aus einem Funktor G : B — C nebst einer Transformation ¢ : F = G(Q), im
Diagramm

A\Q\{ﬂ; %c

Unter einer initialen Rechtsapproximation verstehen wir eine Rechtsapproxima-
tion (F, 7) derart, daB fiir alle Funktoren G : B — C die Abbildung o — (aQ)oT
eine Bijektion

CB(F,G) & CA(F,GQ)

zwischen den entsprechenden Rdumen von Transformationen induziert. Eine ini-
tiale Rechtsapproximation heiflt auch eine Rechts-Kan-Erweiterung nach dem
Mathematiker Daniel Kan.

Beispiel 3.10.2. Ist ) volldicht, so ist jedes (F,7) mit 7 einer Isotransformation
7 : F = F(Q eine initiale Rechtsapproximation.
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3.10.3 (Eindeutigkeit initialer Rechtsapproximationen). Verstehen wir die Ge-
samtheit aller Rechtsapproximationen an F' durch () in geeigneter Weise als eine
Kategorie, so ist eine initiale Rechtsapproximation ein initiales Objekt dieser Ka-
tegorie. So weit will ich jedoch nicht gehen, da es mir auch so schon klar scheint,
daf eine initiale Rechtsapproximation eindeutig ist bis auf eindeutigen Isomor-
phismus, falls sie denn existiert.

Beispiel 3.10.4 (Initiale Rechtsapproximation durch Rechtsadjungierte). Ge-
geben Funktoren ) : A — Bund F' : A — C mag man die Definition einer
Rechtsapproximation an F' durch ) umformulieren als die Aussage, dal} ein par-
tieller Linksadjungierter des durch Vorschalten von () erklédrten Funktors

(0Q) : €& — ¢4

bei F existiert und dort den Wert F' annimmt. Besitzt nun () selber einen Rechts-
adjungierten R, so bilden nach [TF] 4.3.13 auch die auf den Funktorkategori-
en induzierten Funktoren ein adjungiertes Paar ((oR), (o)) und iiberhaupt jeder
Funktor F' besitzt eine initiale Rechtsapproximation durch (), nimlich den Funk-
tor F'R.

3.10.5. Die entsprechenden Konzepte nach Ubergang zu den opponierten Katego-
rien heilen Linksapproximation und finale Linksapproximation alias Links-
Kan-Erweiterung.

3.10.6 (Rechtsapproximation bei Lokalisierungen). Seien A eine Kategorie, .S
eine Menge von Morphismen von A und F' : A — C ein Funktor. Eine initiale
Rechtsapproximation (F,7) an den Funktor F' durch den Lokalisierungsfunktor
Q : A — Ag heiBt auch ein universeller Rechtsderivierter oder kurz Rechtsde-
rivierter von F. Ich notiere ihn ' = RF oder auch F = ,RF, wenn besonders
betont werden soll, da3 der universelle Rechtsderivierte gemeint ist. Analog er-
klart man den universellen Linksderivierten LF' = LF.

Beispiel 3.10.7. Fakorisiert F bereits selbst durch die Lokalisierung, gibt es al-
so ein Paar (F,7) mit 7 einer Isotransformation, so ist nach 3.10.2 sowohl dies
Paar ein universeller Rechtsderivierter als auch das Paar (F,7~!) ein universeller
Linksderivierter.

3.10.8. Seien A eine Kategorie, S ein Rechtsoresystem von Morphismen von .4
und F' : A — C ein Funktor. Landet der volle Rechtsderivierte von F' nach 3.2.18
in der vollen Unterkategorie der essentiell konstanten Indobjekte, so liefert er un-
ter Nachschalten eines Quasiinversen der Aquivalenz von C und der Kategorie
seiner essentiell konstanten Indobjekte auch einen universellen Rechtsderivierten
von F'. Analoges gilt fiir Linksderivierte.

Lemma 3.10.9 (Universeller Rechtsderivierter eines Yoneda-Funktors). Seien
A eine Kategorie, S eine Menge von Morphismen in A und () : A — Ag der
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Lokalisierungsfunktor. Sei i\ ein Mengensystem derart, daf$ A und Ag beide $I-
Kategorien sind. Fiir X € A ist dann der Yoneda-Funktor Xg := Ag(X, ) mit
der offensichtlichen Transformation 7 : A(X, ) = Ag(X, ) der universelle
Rechtsderivierte des Yoneda-Funktors X := A(X, ) : A — UEns, im Diagramm

A A $UEns
As

Beweis. Gegeben ein Funktor G : As — #Ens und eine Transformation « :
X = GQ konstruieren eine Transformation ag : Xg = G wie folgt: Morphismen
in Ag sind ja nach 1.2 Aquivalenzklassen von Wegen in der Wegekategorie des
Kochers. So ein Weg ist eine Folge

X=loZ1 ... 7,=Y

mit jedem Doppelpfeil entweder einem Morphismus Z;, | — Z; oder einem Mor-
phismus Z; — Z;_; aus S. Unserer Transformation « fiihrt dann zu kommutativen
Diagrammen

AX, Z0) ~—— A(X, Z)) —— ...~ A(X, Z,)

| | |

G(Z) G(Z) o G(Z,)

Da Q) Morphismen aus S zu Isomorphismen macht, sind in der unteren Hori-
zontale alle Morphismen von rechts nach links Bijektionen. Jeder Weg liefert so
eine Abbildung G(X) — G(Y'). Man priift leicht, da dquivalente Wege dieselbe
Abbildung liefern, so da} unser v uns wohlbestimmte Abbildungen

As(X,Y) — Ens(G(X), G(Y))

liefert, die bei festem X sogar eine Transformation der entsprechenden Funktoren
Ags — Ens bilden. Betrachten wir schlieBlich in G(X) das Element «(idx), so
liefert das Anwenden auf dies Element fiir unser festes X natiirliche Abbildungen
Ens(G(X),G(Y)) — G(Y') und wir erhalten insgesamt eine Transformation ag :
Xg = G. Man priift leicht, daB die Abbildung o — g invers ist zur Abbildung

Cat(Ag, UEns)(Xg, G) — Cat(A, 4Ens)(X, GQ)

gegeben durch die Abbildungsvorschrift 5 — (5Q) o 7. [
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3.10.10. Sei 4 ein Mengensystem. Fiir jede ${-Kategorie .4 betrachten wir den
Morphismenfunktor gegeben durch Mory : (X,Y) — A(X,Y). Das ist also
ein Funktor

Mor 4 : AP x A — UEns

Lemma 3.10.11 (Universeller Rechtsderivierter des Morphismenfunktors).
Seien A eine Kategorie und S eine Menge von Morphismen in A. Sei 3 ein Men-
gensystem derart, daf3 A und Ags beide \-Kategorien sind. So besitzt der Mor-
phismenfunktor Mor 4 : (X,Y) — A(X,Y) als universellen Rechtsderivierten
den Morphismenfunktor Mor 4, : (X,Y) — Ag(X,Y') mit der offensichtlichen
Transformation, im Diagramm

Mor 4

APP o A SIEns
AP Ag

Beweis. Gegeben ein Funktor G : AZ” x Ag — UEns und eine Transformation
a : Mor4 = G konstruieren wir wie beim Beweis von 3.10.9 eine Transforma-
tion avg : Mor 4, = G und zeigen, daB sie invers ist zur zur Abbildung

Cat(AFP x Ag, UEns)(Mor 44, G) — Cat(A°PP x A, UEns)(Mor 4, GQ)

gegeben durch die Abbildungsvorschrift 5 — (5Q) o 7. [

Beispiel 3.10.12. Sei A eine abelsche Kategorie. Wir wenden die vorhergehenden
Uberlegungen an auf den Morphismenfunktor der Homotopiekategorie

Morpo : Hot” x Hoty — Ab
(A, D) —  Hot4(A4, D)

und die Lokalisierung nach Quasiisomorphismen in unseren Homotopiekategori-

en. Der universelle Rechtsderivierte unseres Morphismenfunktors ist mithin nach

3.10.11, genauer einer offensichtlichen Variante fiir Kategorien mit additiver Struk-
tur, der Morphismenfunktor der derivierten Kategorie Der 4, in Formeln

R Morge, = Morpe, : Dery® x Der g — Ab

3.10.13 (Komposition von universellen Rechtsderivierten). Seien (A, S) und
(B, T) Kategorien mit Mengen von Morphismen und bezeichne @) : B — Br die
Lokalisierung. Seien F' : A — B und G : B — D Funktoren. Wir nehmen an,
daBB GF einen universellen Rechtsderivierten R(GF') : Ag — D besitzt, daB QF
einen universellen Rechtsderivierten R(QF') : Ags — By besitzt, und daB G einen
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universellen Rechtsderivierten RG : By — D besitzt. Die universelle Eigenschaft
zeigt dann, daB3 es fiir diese Rechtsderivierten genau eine Transformation

R(Go F) = RGoR(QF)

gibt derart, dal unter dem Vorschalten der Lokalisierung P : A — Ag ein kom-
mutatives Diagramm

GoF=—=R(GoF)oP

ﬂ

GoF—=——=RGoR(QF)o P

entsteht mit einer unteren Horizontale, deren Definition der Leser aus dem folgen-
den Diagramm ablesen mag.

Der gekriimmte Pfeil in diesem Diagramm ist formal betrachtet irrelevant.

3.10.14 (Konstruktion von universellen Rechtsderivierten). Seien A eine Ka-
tegorie, S eine Menge von Morphismen von A und F' : A — C ein Funktor.
Manchmal erhilt man einen universellen Rechtsderivierten wie folgt: Man sucht
ein Paar (F, 7) bestehend aus einem Funktor £ : A — A nebst einer Transfor-
mation 7 : Id = E mit folgenden Eigenschaften:

1. Fiir alle X € Aist Q7x ein Isomorphismus Q7x : QX = QFEX;

2. Jeder Morphismus s : X — Y in S liefert unter /'E einen Isomorphismus
FEs: FEX = FEY.

So ein Paar (F, 7) heifit eine an F' angepafite Ersetzung. Es gibt dafiir nach der
universellen Eigenschaft der Lokalisierung genau einen Funktor ' : Ag — C
mit FQ = F'E. Ich behaupte, dal dieser Funktor F zusammen mit der durch 7
induzierten Transformation F' = FE = F() eine initiale Rechtsapproximation
an F' durch @) ist. Wir verwenden im folgenden die exponentielle Schreibweise
Cat(A,C) = C* fiir Funktorkategorien. Nun erhalten wir fiir jeden Funktor G :
Ag — C Abbildungen

CA(F.G) = CHFQ,GQ) = CHFE,GQ) — CA(F,GQ)
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Die Erste ist eine Bijektion nach unserer Erkenntnis 1.2.20, daf3 jeder Lokalisie-
rungsfunktor volldicht ist. Wir miissen also nur noch zeigen, da3 auch die Letzte
eine Bijektion ist. Das aber folgt daraus, daf} jede Transformation n : F' = GQ
ein kommutatives Diagramm

Frx

FX —FFEX

nx l NeEXx

GOX X GOEX

liefert, in dem die untere Horizontale nach unseren Annahmen, wie im Diagramm
bereits angedeutet, ein [somorphismus ist.

Beispiel 3.10.15 (Universeller Linksderivierter des Kokern-Funktors). Sei A
eine abelsche Kategorie. Bezeichne A~ die Kategorie aller Darstellungen des
Kochers — mit zwei Ecken und einem sie verbindenden Pfeil in .A. Wir bestim-
men die finale Linksapproximation des Funktors cok : A~ — A oder genauer des
induzierten Funktors cok : Ket(A™~) — Der(.A). Hier ist implizit zu verstehen,
daB wir an Quasiisomorphismen lokalisieren wollen, der Derivierte wird also die
Gestalt
Lcok : Der(A™) — Der(A)

haben. Nun finden wir von jedem Objekt o : X — Y aus Ket(.A7) einen Quasi-
isomorphismus zu einem Objekt o’ : X’ — Y’ mit o/ injektiv. Betrachten wir in
der Tat den Simplex A; mit zwei Ecken und die Einbettungen kq, k1 : Ag — A
der beiden Ecken alias die Kantenabbildungen aus [TS] 1.2.7, indiziert durch die
jeweils nicht erwischte Ecke, so erhalten wir auf den zugehorigen Simplizialketten
Homotopiedquivalenzen

SA, 8 SA, 2 sA,

Ausgeschrieben sind diese Homotopiedquivalenzen die Morphismen

0 Z 0

von senkrecht zu lesenden Komplexen, bei denen alle nicht ausgeschriebenen
Gruppen verschwinden und die obere Horizontale in Grad Null sitzt und wir mit
oberen Indizes indizieren, so daf die untere Horizontale im Grad (—1) sitzt. Ande-
rerseits betrachten wir den von der konstanten Abbildung auf den Simplizialketten
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induzierten Morphismus SA; 23 SA,. Nun bilden wir durch sukzessive Pushouts
in Ket(.A) das Diagramm

X = Y

XM SA @7 X —— Zyl(a)

Sicher gilt p. = idy. Der erste Pushout heil3t der Zylinder von «, da er in der ana-
logen topologischen Situation tatsdchlich durch Aufkleben des Zylinders Ay x X
auf die Bodenplatte Y vermittels der Abbildung « entstiinde. In der topologischen
Situation ist auch anschaulich klar, da3 p und ¢ zueinander homotopieinvers sind.
In der algebraischen Situation priifen wir das explizit. Wir schreiben dazu den
Zylinder aus als Zyl(«) = Y & X & [1]X mit Differential

dy 0 [0
d = 0 dx -—id
0 0 —dx

Dann ist ¢ schlicht die Einbettung von Y als erster Summand, also die Spaltenma-
trix . = (id, 0,0)". Dahingegen ist p die Zeilenmatrix p = (idy, , 0). Es gilt nun,
die Differenz

0 « 0
tp—id= |0 —idyx 0
0 0 —idp)x

in der Form dd + dd zu schreiben. Um das zu leisten, betrachten wir zunichst die
Komposition SA; X SA i SA; alias
(0)

/e /e

Hier notieren wir wieder senkrecht gedachte und nur zum Teil ausgeschriebene
Komplexe. In diesem Fall sollten wir ja eine Homotopie zur Identitéit erhalten
durch den Prismenoperator ¢ : Z* — Z gegeben durch die Zeilenmatrix (0, 1). In
der Tat priift man miihelos die Identitdten

(D6=(0 )= () mawn( L) = -0-w
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Das Tensorieren dieser Homotopie mit der Identitit auf X liefert eine Losung
unseres Problems im Fall o« = idx der Form

0 0 0
o = |10 0 O
0 idy O
Wir priifen nun leicht, da3 dieselbe Formel auch fiir allgemeines « die gesuchte

Homotopie liefert. Also ist p : Zyl(ar) — Y in der Tat eine Homotopiesquivalenz.
So erhalten wir ein kommutatives Quadrat

X——Zyl(a)
lp
X ——=Y

in Ket(A) mit Homotopieidquivalenzen in den Vertikalen. Das ist in Ket(A™)
ein Morphismus der oberen Horizontale zur unteren Horizontale und ist sogar ein
Quasiisomorphismus, wenn auch keine Homotopiedquivalenz. Jedoch ist diese
Konstruktion funktoriell und liefert uns einen an cok angepaf3ten Ersetzungsfunk-
tor im Sinne von 3.10.6, denn in der Tat induziert jeder Quasiisomorphismus in
Ket(.A™) zwischen durch injektive Kettenabbildungen beschriebenen Objekten
einen Quasiisomorphismus zwischen ihren Kokernkomplexen nach der langen ex-
akten Homologiesequenz und dem Fiinferlemma. So folgt

Leok(X 5 Y) = cok(X — Zyl(a)) = (Y @ [1)X, (d()y —Zx>)

Salopp gesprochen ist also der Linksderivierte des Kokernfunktors der Abbil-
dungskegelfunktor.
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4 Derivierte Kategorien und dg-Ringoide*

4.1 Ringoide und ihre Moduln

Definition 4.1.1. Ein Ringoid ist ein Paar (R, I') bestehend aus einer assoziativen
Z-Algebra R und einer ausgezeichneten Menge / C R von Idempotenten derart,
daB3 firi,j € I gilti # 7 = ij = O und daB gilt R = Zmel 1Rj.

4.1.2 (Ringoide und Ab-Kategorien). Gegeben ein Ringoid (R, I') erkldren wir
seine Ringoidkategorie [R, I|, eine Kategorie mit additiver Struktur alias Ab-
Kategorie, indem wir / als Menge der Objekte nehmen und i Rj als die abelsche
Gruppe der Morphismen von j nach . Wir erhalten so eine Ab-Kategorie mit
hochstens einem Nullobjekt. Gegeben eine Ab-Kategorie 7 erhalten wir anderer-
seits ein Ringoid (R(7),1(7)), indem wir

R(T):= @ T(X,Y)

X, YeT

setzen sowie I(7") := {ix | X € T} fur ix das Tupel mit idy an der Stelle mit
Index (X, X) und Null an allen anderen Stellen. Der offensichtliche Ab-Funktor
T — [R(T),1(T)] induziert stets einen Isomorphismus 7,o = [R(7),1(7)] fiir
T/o die Ab-Kategorie ist, die aus 7 entsteht, wenn wir alle Nullobjekte, soweit
es solche iiberhaupt gibt, zu einem einzigen Objekt identifizieren. Umgekehrt er-
halten wir stets einen offensichtlichen Isomorphismus (R[R, I],I[R, I]) = (R, I)
von Ringoiden.

Definition 4.1.3. Ein Ringoidmodul iiber einem Ringoid (R, I) ist ein 1R-Asso-
ziativmodul M derart, daB gilt M = ., iM. Analog erkliren wir Ringoid-
rechtsmoduln. Diese bilden abelsche Kategorien RMody und RMod_ ;.

4.1.4. In der Terminologie dieses Textes sind alle Ringe unitidr und auf allen Mo-
duln operiert die Eins als Identitédt. Ein ,,nichtunitdrer Ring* heiflt bei uns eine
»assoziative Z-Algebra® oder ein ,,Assoziativobjekt der Schmelzkategorie Ab*
und die ,,nichtunitdren Moduln* {iber einem Assoziativobjekt heil3en ,,Assoziativ-
moduln®.

4.1.5 (Ringoidkategorie als Teil der Ringoidmodulkategorie). Gegeben ein
Ringoid (R, I) erhalten wir einen volltreuen Ab-Funktor

(R, I] <> RMod_g

von der Ringoidkategorie in die Kategorie der Rechtsmoduln unseres Ringoids
durch i — iR auf Objekten und jRi — Hom_g(iR, jR) durch Multiplikation
von links auf Morphismen. Diese volltreue Einbettung ist der Grund, aus dem
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wir im folgenden Rechtsmoduln bevorzugen. Im Fall |I| = 1 spezialisiert das
zur wohlbekannten Bijektion R = Hom_ g (R, R) durch Linksmultiplikation mit
Umkehrabbildung ¢ — ¢(1).

4.1.6 (Ringoidmoduln als Funktoren auf der Ringoidkategorie). Gegeben ein
Ringoid (R, I) erhalten wir zu jedem Ringoidmodul M einen Ab-Funktor [M] :
[R,I] — Ab durch i — iM. Gegeben eine Ab-Kategorie 7 und ein Ab-Funktor
F T — Ab erhalten wir einen Ringoidmodul

M(F) := @ F(X)

XeT

tiber dem Ringoid R(7"). Diese beiden Konstruktionen sind zueinander quasiin-
verse Isomorphismen von Kategorien zwischen RMody und Cat*"([M, I], Ab),
in Worten der Kategorie der mit den jeweiligen additiven Strukturen vertriaglichen
Funktoren [M, I| — Ab.

4.1.7 (Ubiquitit der freien endlich erzeugten Ringoidmoduln). Gegeben C D
T eine Ab-Kategorie mit einer vollen Unterkategorie betrachten wir das Ringoid
R := R(T) nach 4.1.2 und erhalten einen Ab-Funktor

C— RMod_g

durch die Vorschrift X — @, C(T, X). Jedes Objekt T' € T wird dabei auf
auf 77 R abgebildet mit i € R dem zu T" gehorigen Idempotenten. Nach 4.1.5 ist
unser Funktor volltreu auf 7, wir haben also in Formeln 7 < RMod_pg. Ist C
additiv, so folgern wir eine Aquivalenz

(T)e = RFrei_g

fir RFrei_gp := (iR | i € I)s C RMod_p die volle Unterkategorie aller endli-
chen direkten Summen von Objekten R mit ¢ € /. Wir nennen sie freie Ringoid-
moduln oder ausfiihrlicher freie endlich erzeugte Ringoidmoduln.

Definition 4.1.8. Gegeben Ringoide (A, /) und (B, J) ist ein Ringoidbimodul
eine abelsche Gruppe X mit einer Struktur als A-Ringoidmodul und einer Struktur
als B-Ringoidrechtsmodul derart, daB gilt (az)b = a(xb) Va € A,b € B,z € X.

4.1.9 (Funktoren zu Ringoidbimoduln). Gegeben ein A-B-Ringoidbimodul X
konstruieren wir ein adjungiertes Paar von Funktoren

<X®B7 X%A)

zwischen RMod g und RMod 4. Dazu gehen wir von der Tensor-Hom-Adjunktion
in der Gestalt [KAG] 2.6.5 aus, also vom Fall A = Z. Wir hatten sie erhalten als
die Komposition

Ab(X ®p M, N) = Balg(X x M, N) & Hompg(M, Homz (X, N))
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von Ab-Isomorphismen, wobei die Wirkung von b € B auf Homy(X, N) durch
Vorschalten von (-b) : X — X zu verstehen ist. Sie schrinkt ein zu einer Bijektion

Homu(X ®p M, N) = Hompg(M,Hom4 (X, N))

DaB in unserer Situation X ® g M ein A-Ringoidmodul ist, erkennt man unschwer
sogar fiir einen beliebigen B-Assoziativmodul M, vergleiche [KAG] 2.6.7. Da-
hingegen muB Hom 4 (X, N) im allgemeinen kein B-Ringoidmodul sein. Alles
palBit aber mit
(X=2,4N) =) jHomu(X,N)
j€J

4.1.10 (Skalarerweiterung bei Ringoidmoduln). Seien (A, /) und (B, J) Rin-
goide und ¢ : A — B ein Homomorphismus von Z-Algebren, der eine Surjek-
tion ¢ : I U {0} — J U {0} induziert. So wird B ein B-A-Ringoidbimodul fiir
Operation durch Linksmultiplikation von B und die Rechtsoperation von A gege-
ben durch Multiplikation von rechts mit dem Bild unter ¢ und wir erhalten einen
Funktor, die Skalarerweiterung

B@A : RMOdA — RMOdB

Weiter erhalten wir in dieser Situation einen Isomorphismus B ® 4 Ai = Bp(i)
durch die Abbildung b ® a — by(a). Das folgt aus allgemeinen Resultaten zum
Tensorieren iiber nichtunitiren Ringen bei vielen Idempotenten, vergleiche [KAG]
2.6.9. Insbesondere induziert unsere Skalarerweiterung einen Funktor

B® 4 : RFreigy — RFreip

4.2 Differentielle graduierte Ringoide und Moduln

4.2.1. Die Schmelzkategorie der differentiellen graduierten abelschen Gruppen
mit den entsprechenden multilinearen Abbildungen als Verschmelzungen notieren
wir dgAb. Eine dgAb-Kategorie nennen wir kurz eine dg-Kategorie. Das interne
Hom der Schmelzkategorie dgAb alias den Homomorphismenkomplex notieren
wir im folgenden = 4441, oder kurz =.

Definition 4.2.2. Ein differentielles graduiertes Ringoid oder dg-Ringoid ist
ein Paar (A, I') bestehend aus einem Assoziativobjekt A € dgAb zusammen mit
einer ausgezeichneten Menge von Idempotenten I C Z°R derart, daB fiir i, j € I
gilti #j=ij=0unddaB gilt A=3", . iAj.

4.2.3 (dg-Ringoide und dg-Kategorien). Gegeben ein dg-Ringoid (R, I') erhal-
ten wir eine dg-Kategorie [R, 1| mit hochstens einem Nullobjekt, seine dg-
Ringoidkategorie, indem wir [ als Menge der Objekte nehmen und ¢ Rj als die
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differentielle abelsche Gruppe der Morphismen von j nach 7. Gegeben eine dg-
Kategorie 7 erhalten wir ein dg-Ringoid (R(7),1(7)), indem wir

R(T):= @ T(X,Y)

X, YeT

setzen und I(7) := {ix | X € T} fiir ix das Tupel mit idx an der Stelle mit
Index (X, X') und Null an allen anderen Stellen. Diese beiden Konstruktionen sind
salopp gesprochen invers zueinander, aber wir fithren das nicht in voller Prizision
aus.

4.2.4. Einen dg-Ringoidmodul iiber einem dg-Ringoid (R, I) erkldren wir als
einen R-dgAb-Assoziativmodul M mit M = ., iM. Analog erkldren wir
einen dg-Ringoidrechtsmodul. Diese bilden, wie im folgenden ausgefiihrt wer-
den soll, dg-Kategorien Rl\/[od?{g bezichungsweise RModigR. Wir beginnen unse-
re Diskussion mit Rechtsmoduln. Gegeben dg-Rechtsmoduln M, N nehmen wir
als Morphismenobjekte die Unterkomplexe

RMod®, (M, N) ¢ (M=N)

aus allen f € (M=N)" mit f o (-r) = (-r) o f fiir alle homogenen r € R. Um
zu priifen, dal wir so wirklich einen Unterkomplex erhalten, beschreiben wir ihn
alternativ als den Egalisator der beiden Morphismen (M=N) — ((M ® R)=N)
gegeben durch das Vorschalten der Operation M ® R — M und das Darantenso-
rieren der Identitit auf i gefolgt vom Nachschalten der Operation N ® R — N.
Im Fall von Linksmoduln nehmen wir als Morphismenobjekte die Unterkomplexe

RMod% (M, N) C (M=N)

aus allen f € (M=N)" mit f o (r-) = (=1)/II"l(r.) o f fiir alle homogenen
r € R mit der iiblichen Konvention | f| = n. Um zu priifen, dal wir so wirklich
einen Unterkomplex erhalten, beschreiben wir ihn analog als den Egalisator der
beiden Morphismen (M=N) — ((R® M)=N) gegeben durch das Vorschalten
der Operation X © M — M und das Darantensorieren der Identitit auf R gefolgt
vom Nachschalten der Operation R ® N — N und erinnern die Vorzeichenregel
[TSK] 2.1.25 fiir das Tensorieren von internem Hom.

4.2.5 (dg-Ringoidkategorie als Teil der dg-Ringoidmodulkategorie). Gegeben
ein dg-Ringoid (R, I') erhalten wir einen volltreuen dgAb-Funktor

(R, 1]% <% RMod®,

von der einer dg-Ringoidkategorie 4.2.3 in die Kategorie seiner dg-Rechtsmoduln
durch i — iR auf Objekten und jRi = RMod, (iR, jR) durch Multiplikation
von links auf Morphismen.
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4.2.6 (dg-Ringoidmoduln als dg-Funktoren auf der dg-Ringoidkategorie). Ge-
geben ein dg-Ringoid (R, I) erhalten wir zu jedem dg-Ringoidmodul M einen
dgAb-Funktor [M] : [R,I]%¢ — dgAb durch i — iM. Gegeben eine dgAb-
Kategorie 7 und ein dgAb-Funktor F' : 7 — dgAb erhalten wir einen dg-
Ringoidmodul
M(F) := P F(X)
XeT

Diese beiden Konstruktionen sind zueinander quasiinverse Aquivalenzen von dg-
Kategorien zwischen RMod ¢ und Cat®AP([M, I]% dgAb).

4.2.7 (Homotopiekategorie der dg-Moduln). Die Umstrukturierung der dg-Kategorie
der dg-Ringoidmoduln iiber einem dg-Ringoid (A, ) mit dem Schmelzfunktor
HO : dgAb — Ab bezeichnen wir mit RHot 4 := H°(RMod“#) und setzen also

RHot 4 (M, N) := H°(RMod¢(M, N))

fiir dg-Ringoidmoduln M, N iiber A. Ebenso erkldren wir tiber einem dg-Ringoid
A auch die Homotopiekategorie der dg-Ringoidrechtsmoduln RHot_ 4. Darauf
ebenso wie bei Linksmoduln ist das Verschieben von Komplexen mit dem Ne-
gativmachen der Differentiale M +— [1]M aus [TS] 5.7.11 eine Z-Operation. Die
Homotopiekategorie RHot_ 4 aller dg-Rechtsringoidmoduln iiber einem dg-Ring-
oid A wird eine triangulierte Kategorie, wenn wir sie mit der von RMod_ 4 indu-
zierten Z-Operation versehen und diejenigen Dreiecke auszeichnen, die isomorph
sind zu Dreiecken der Gestalt

M5 N = Keg(f) — [1]M

mit Keg( /) dem Abbildungskegel, den wir mit seiner offensichtlichen Struktur als
dg-Rechtsringoidmodul versehen. Um die Axiome einer triangulierten Kategorie
zu priifen, miissen wir ,,nur* den Beweis von Satz 2.3.1 durchgehen und priifen,
daf} alle Kettenabbildungen und Homotopien daraus unter unseren zusitzlichen
Voraussetzungen mit der Rechtsoperation von A vertréglich sind. Fiir Linksmo-
duln gilt Entsprechendes. Hier erkldren wir die Z-Operation, indem wir von un-
serer Z-Operation M +— [1]M auf Komplexen aus [TS] 5.7.11 ausgehen und die
A-Operation erkldren durch die Vorschrift

a([1]m) = (=1)"[1)(am)

fir homogene a € A. Das Vorzeichen ist notig, damit unser [1]M aus [TS]
5.7.11 mit seinem negativ gemachten Differential wieder ein dg-Modul ist. Wei-
ter miissen wir auf dem Abbildungskegel die nicht ganz so offensichtliche A-
Operation betrachten, bei der ein homogenes a € A in den Notationen von [TS]
6.2.5 durch die Diagonalmatrix diag((—1)%la, a) operiert.
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Ergdnzung 4.2.8. Ich habe davon Abstand genommen, die zuvor erkldrten Kon-
struktionen in einen noch gréferen Rahmen zu stellen, weil ich erstens nicht so
genau weil}, wie das zu machen wire, und zweitens fiirchte, da3 ein noch groerer
Rahmen das in dieser Darstellung entwickelte Bild erdriicken konnte.

4.2.9. Fassen wir ein Ringoid (A, I) als dg-Ringoid auf, indem wir es mit der
trivialen Graduierung A = A° und dem Differential d = 0 versehen, so erhalten
wir RHot 4 = Hot(RMod ).

Beispiel 4.2.10 (Kategorie von Komplexen als dg-Kategorie). Gegeben eine
Ab-Kategorie P bilden die Komplexe Ketp eine dg-Kategorie in offensichtlicher
Weise. Wir notieren diese dg-Kategorie Ket%g. Die urspriingliche Ab-Kategorie
der Komplexe erhalten wir daraus zuriick durch Umstrukturieren [TSK] 2.4.21
mit dem Schmelzfunktor Z° : dgAb — Ab der Nullzykel, in Formeln Ketp =
Z0 (Ket%g). Die Homotopiekategorie mit ihrer additiven Struktur erhalten wir dhn-
lich durch Umstrukturieren [TSK] 2.4.21 mit dem Schmelzfunktor H° : dgAb —
Ab der nullten Homologie, in Formeln Hotp = H°(Ket3¥).

4.2.11. Gegeben eine Ab-Kategorie P und eine volle Unterkategorie 7 C Ketp
bezeichnen wir mit 79 C Ket%g die volle dg-Unterkategorie mit denselben Ob-
jekten und betrachten das zugehorige dg-Ringoid R := R(7) nach 4.2.3 und
erhalten einen dg-Funktor Ket%g — RmodigR durch die Vorschrift

X > @D KetF(T, X)
TeT

Jedes Objekt X € T wird dabei auf auf iy R abgebildet mit ix € R dem zu X
gehorigen Idempotenten. Nach 4.2.5 ist unser dg-Funktor volltreu auf 79, wir
haben also in Formeln

T < RMod“,
Umstrukturieren unseres dg-Funktors Ket?)g — RmodigR mit H° liefert einen
Ab-Funktor

HOtp — RHot_g

Ist P additiv, so ist er sogar trianguliert, denn nach einer Variante von [TS] 6.2.12
wissen wir, daf} das ,,Bilden des Hom-Komplexes* fiir alle Z € Ketp ein trian-
gulierter Funktor Ket%g(Z , ) : Hotp — Hot ist. Daraus folgt unsere Behauptung
dann ohne grofle Miihe. Weiter ist unser Funktor auch volltreu auf der vollen Un-
terkategorie 71°' := H%(T4¢) C Hotp der Homotopiekategorie mit Objekten 7,
in Formeln 7" < RHot_p mit X — iy R.

4.2.12. Gegeben ein dg-Ringoid (R, I') betrachten wir in der zugehdrigen Homo-
topiekategorie RHot die von allen R mit ¢ € I erzeugte triangulierte Unterka-
tegorie und notieren sie

RFrotg := (Ri | i € I)» C RHotpg
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Ihre Objekte nennen wir homotopiefreie endlich erzeugte dg-Ringoidmoduln.
In derselben Weise erklidren wir die triangulierte Kategorie der homotopiefreien
dg-Ringoidrechtsmoduln

RFrot_p = (iR | i€ I)a» C RHot_g

4.2.13. Fassen wir ein Ringoid (A, I) als dg-Ringoid auf, indem wir es mit der
trivialen Graduierung A = A° und dem Differential d = 0 versehen, so erhalten
wir RFrot 4 = Hot”(RFreiy).

4.2.14 (Ubiquitit der homotopiefreien dg-Ringoidmoduln). Gegeben eine ad-
ditive Kategorie P und eine volle Unterkategoriec 7 C Ketp und die volle dg-
Unterkategorie 79 C Ket7d>g mit denselben Objekten und das zugehorige dg-
Ringoid R := R(79) nach 4.2.3 induziert unser Funktor Hotp — RHot_p
aus 4.2.11, der ja wie oben erwihnt volltreu ist auf der Unterkategorie 7 2°* mit
Objektmenge 7, vermittels dévissage 2.4.12 eine Aquivalenz von triangulierten
Kategorien
(TRt 5 RFrot_g

Die linke Seite meint hier die von den Objekten von 7 in Hotp erzeugte triangu-
lierte Unterkategorie. Ein Objekt 7' € 7 wird dabei auf den dg- R-Rechtsmodul
17 R abgebildet.

4.2.15 (Beschreibung triangulierter Erzeugnisse in Homotopiekategorien). Sei
P eine additive Kategorie. Gegeben Komplexe X, = (X),cz in Ketp indiziert
durch 1 < a < a finden wir, dal} die iterierten Abbildungskegel gegeben durch
K,1 =0und K, := K(f, : [-1] X, — K1) fiir beliebige Kettenabbildungen
fo beschrieben werden konnen als die Komplexe mit homogenen Anteilen

K'=X'&X!' &..6X!

und mit Differentialen d” : K" — K™! in Bezug auf die Darstellung unserer
direkten Summen als Spaltenvektoren gegeben durch untere Dreiecksmatrizen wie
etwa

o 0 0
d" = x 0" 0
x % O

im Fall von drei Summanden mit den Differentialen der Xz fiir « < 3 < a auf
der Diagonalen und beliebige X5 — X;LH fir o« < f < v < a unterhalb der
Diagonalen mit der einzigen MaBgabe, daB stets gilt d"* od™ = 0. Gegeben zwei
derartige iterierte Abbildungskegel K, L und eine Kettenabbildung f : [-1]K —
L ist auch Keg(|—1] K — L) wieder von derselben Gestalt. Damit haben wir eine
Beschreibung aller Objekte in der von einer Menge von Komplexen erzeugten
triangulierten Unterkategorie von Hotp gewonnen. Die Verschiebungen [—1] sind
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hierbei unerheblich und dienten nur dem Zweck, die Diagonale von Vorzeichen
zu befreien.

4.2.16 (Beschreibung homotopiefreier dg-Ringoidmoduln). Sei (R, I) ein dg-

Ringoid. Alle homotopiefreien dg-Ringoidrechtsmoduln sind isomorph zu R-Rechtsmoduln
M = [n]inR®[1n]ia RD. . .®[v,]i, R fir beliebig vorgegebene v, € Zund i, € I

und 1 < o < a mit homogenen Anteilen

M" =i R"™ @i, R"™ @ ... @i R

und mit einem Differential d : M™ — M™*! in Gestalt des Davormultiplizierens
einer unteren Dreiecksmatrix wie etwa

(=1)"o 0 0
d= * (=1)20 0
* * (—=1)»0

im Fall von drei Summanden, mit Eintrigen (—1)"*0g an der a-Stelle auf der
Diagonalen und Eintréigen aus (igRi-)"#~*"*! homogen vom Grad v — v, + 1 fiir
B <~y als Matrixeintrag d.3 an den entsprechenden Stellen unterhalb der Diago-
nalen. Wieder ist die einzige zusitzliche Einschriankung an die Eintrdge unserer
Matrix d? = 0. Das sieht man genauso wie bei der in 4.2.15 ausgefiihrten Variante.

4.2.17 (Von dg-Ringoidmoduln zu Komplexen). Gegeben eine additive Katego-
rie P und eine volle Unterkategorie 7 C Ketp und das zugehorige dg-Ringoid
R := R(7) kdnnen wir nun auch ein Quasiinverses der Aquivalenz von triangu-
lierten Kategorien (,7)1° = RFrot_p nach unserer dg-Ubiquitit 4.2.14 explizit
angeben. Gehoren etwa die ausgezeichneten Idempotenten 5, 72, 23 zu den Kom-
plexen T, T,,T5 € T, so wiirde unserem Beispielobjekt aus 4.2.16 der Komplex
K mit homogenen Anteilen K™ = 17" @ Tyt @ Ty ™3 zugeordnet und mit
dem durch die Matrix

(—1)"8, 0 0
i=|  «  (=ma, o
(—1)70s

beschriebenen Differential, wobei nun 0; das Differential von 7; meint und wir
erinnern, da jedes Element * € (igRi,)"#~**! fiir eine ganze Familie von P-
Morphismen 75" — T} T teht.

4.2.18 (Homotopiefreie dg-Ringoidmoduln spezieller dg-Ringoide). Sei nun
speziell (H, I) ein dg-Ringoid, das konzentriert ist im Grad Null, so daf} insbeson-
dere auch sein Differential verschwindet. Ist dann in 4.2.16 sagen wir v, kleinst-
moglich unter allen v,, so muf} die y-Zeile der das Differential beschreibenden
Matrix verschwinden und wir erhalten wieder eine obere Dreiecksmatrix, wenn
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wir erst die y-Zeile nach ganz oben schieben und dann die ~y-Spalte nach ganz
vorn. So sehen wir, dal wir jeden homotopiefreien [-dg-Ringoidrechtsmodul
auch darstellen konnen nach dem in 4.2.16 beschriebenen Schema mit der zu-
satzlichen Eigenschaft 1y < ... < v, und dal dabei das Differential durch eine
Block-untere Dreiecksmatrix gegeben wird mit der durch die Gleichheiten zwi-
schen unseren v,, gegebenen Blockstruktur und von Null verschiedenen Eintrigen
nur auf der ersten unteren Block-Nebendiagonalen, wie etwa die Matrix

0 00O
* 0 0 0
* 0 0 0
0 « % 0

im Fall 4 < vy, = v3 < vy, wobei die Sternchen nur dann alle von Null verschie-
den sein konnen, wenn < jedes mal ein Wachsen um Eins bedeutet. Das alles il-
lustriert nocheinmal unsere Identitit RFrot_; = Hot"(RFrei_j) aus 4.2.12, die
Nebendiagonalblocke links entspechen den Differentialen des Komplexes rechts.
Ist etwas allgemeiner (7, I) ein dg-Ringoid, das konzentriert ist in nichtpositi-
ven Graden, so konnen wir immer noch zu v; < ... < v, umsortieren, aber die
Differentiale sind nun Block-untere Dreiecksmatrizen mit Diagonalmatrizen mit
von Null verschiedenen Eintriagen 10 auf der Blockdiagonalen und Eintragen von
immer negativeren Graden in den tieferen Block-Nebendiagonalen, also etwa

0 0 0 0
¥ -9 0 0
X 0 -0 0
x 1 %0 X0 9

im Fall (v, 19, v3,14) = (2,3, 3,4) mit oberen Indizes an den Sternchen, um die
Grade der entsprechenden Elemente von Z anzudeuten.

4.3 Kippen, Realisierung, Gewichtskomplex

Definition 4.3.1. Gegeben dg-Ringoide (A, ) und (B, J) erkldren wir einen dg-
Ringoidbimodul als eine dg-Gruppe X mit einer Struktur als A-dg-Ringoid-
modul und einer Struktur als B-dg-Ringoidrechtsmodul derart, daf} gilt (ax)b =
a(xb) Va € A,b € B,x € X.

4.3.2. Gegeben ein A-B-dg-Ringoidbimodul X erhalten wir einen dg-Funktor
®4X : RMod®, — RMod®,

in recht offensichtlicher Weise durch Ergénzung des in 4.1.9 diskutierten Funktors
um Graduierung und Differential. Auf die Diskussion des Rechtsadjungierten
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verzichten wir vorerst, das mag einmal ein Student ausarbeiten. Unser Funktor
induziert auf den Homotopiekategorien einen triangulierten Funktor

®4X : RHot_4 — RHot_p

4.3.3 (Skalarerweiterung bei dg-Ringoidmoduln). Seien (A4, /) und (B, J) dg-
Ringoide und ¢ : A — B ein Homomorphismus von dgAb-Magmas, der eine
Surjektion ¢ : 1U{0} — JU{0} induziert. So wird B ein A-B-dg-Ringoidbimodul
fiir die offensichtliche Rechtsoperation von B und die Linksoperation von A ge-
geben durch Multiplikation mit dem Bild unter ¢ und wir erhalten mit 4.3.2 einen
triangulierten Funktor, die Skalarerweiterung

®AB : R,HOt_A — RHOt_B

Weiter erhalten wir in dieser Situation einen Isomorphismus iA ® 4 B = (i) B
durch die Abbildung a®b — (a)b. Das folgt aus der bereits in 4.1.10 besproche-
nen analogen Aussage in der ,,nicht-dg-Situation®, die wir dort fiir Linksmoduln
ausformuliert hatten. Insbesondere induziert unsere Skalarerweiterung einen tri-
angulierten Funktor

®aB : RFrot_4 — RFrot_g

In der in 4.2.16 besprochenen Beschreibung der homotopiefreien Rechtsmoduln
bedeutet die Skalarerweiterung das Anwenden von ¢ auf alle Matrixeintrige un-
terhalb der Diagonalen und das Ersetzen der Differentiale von A durch die Dif-
ferentiale von B. Ist zusitzlich ¢ ein Quasiisomorphismus, so ist unsere Erwei-
terung der Skalare volltreu auf der vollen Unterkategorie aller A mit ¢ € [ und
mit dévissage auch auf ihrem triangulierten Erzeugnis und induziert mithin eine
Aquivalenz von triangulierten Kategorien

®4B : RFrot_4 = RFrot_p

4.3.4 (Realisierung, Gewichtskomplex und Kippen im Abstrakten). Gegeben
ein dg-Ringoid (R, I) haben wir stets Morphismen dgAb-Magmas

HR + (2RO R°) - R

Zeichnen wir in der Mitte dieselbe Menge / von Idempotenten aus wie in R und
in H°R deren Bilder, so sind alle drei dgAb-Magmas Ringoide und unsere Ska-
larerweiterungen aus 4.3.3 liefern triangulierte Funktoren

Hotb(RFrei,HoR) = RFrot_4or < RFrot_zogsr<c — RFrot_p

Jetzt unterscheiden wir drei Fille.
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(1) Gilt n < 0 = H"R = 0, so ist der erste unserer Morphismen ein Qua-
siisomorphismus und die Skalarerweiterung liefert nach 4.3.3 eine Aquivalenz
RFrot_s0p € RFrot_zopepr<o. Durch Invertieren dieser Aquivalenz erhalten wir
einen triangulierten Funktor, den abstrakten Realisierungsfunktor

Hot”(RFrei_s0r) — RFrot_p

2) Giltn > 0 = H"R = 0, so ist der zweite unserer Morphismen ein Qua-
siisomorphismus und die Skalarerweiterung liefert nach 4.3.3 eine Aquivalenz
RFrot_zopgr<o —+ RFrot_g. Durch Invertieren dieser Aquivalenz erhalten wir
einen triangulierten Funktor, den abstrakten Gewichtskomplexfunktor

RFrot_g — Hot”(RFrei_sop)

(3) Gilt n # 0 = H"R = 0, so werden die beiden zuvor besprochenen Funkto-
ren zueinander quasiinverse Aquivalenzen von triangulierten Kategorien und wir
erhalten die abstrakte Kippidquivalenz

RFrot_g = Hot"(RFrei_sor)

4.3.5 (Realisierung, Gewichtskomplex und Kippen fiir Komplexe). Seien P
eine additive Kategorie und 7 C Ketp eine Menge von Komplexen und R :=
R(798) das zugehorige dg-Ringoid. In diesem Fall liefert unsere Ubiquitit 4.1.7
eine Aquivalenz (,\7)1°" = RFrei_yop fiir ((T)2°" C Hotp die von 7 in Hotp
erzeugte additive Unterkategorie und zusammen mit der dg-Ubiquitit 4.2.14 als
rechter Vertikale erhalten wir ein Diagramm triangulierter Funktoren

Hotb(RFrei_Ho r) < RFrot_zoggr<o — RFrot_g

T T
Hot"((, 7)) (THR!

Auch hier unterscheiden wir drei Fille.

(1) Gilt n < 0 = Hotp (X, [n]Y) = 0 fiir beliebige X,Y € T, so erhalten wir
n < 0= H"R = 0 und damit einen triangulierten Realisierungsfunktor

Hot"((T)&") — (T)a™

(2) Gilt n > 0 = Hotp (X, [n]Y) = 0 fiir beliebige X,Y € T, so erhalten wir
n > 0 = H"R = 0 und damit einen triangulierten Gewichtskomplexfunktor

(T)a™ — Hot*((T)g™)

(3) Gilt n # 0 = Hotp(X,[n]Y) = 0 fir beliebige X,Y € T, so erhalten
wir n # 0 = H"R = 0 und unsere beiden triangulierten Funktoren werden zu
quasiinversen Aquivalenzen, den Kippiquivalenzen

(THR” & Hot"((T)5™") & Hot"(RFrei_yop)
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Definition 4.3.6. Sei A eine abelsche Kategorie. Eine Menge von Komplexen
T C Kety heiBe quisendentfaltet, wenn fiir alle 7,7" € T und alle n € Z die
offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

Hot (T, [n]T") = Der4(T, [n]T")

zwischen Morphismen in der Homotopiekategorie und Morphismen in der deri-
vierten Kategorie liefert.

Beispiele 4.3.7. Das von einer quisendentfalteten Menge von Komplexen erzeugte
Verdiersystem ist offensichtlich auch selbst wieder quisendentfaltet. Die Mengen
aller gegen die Pfeile beschrinkten Komplexe injektiver Objekte und aller mit den
Pfeilen beschrinkten Komplexe projektiver Objekte sind quisendentfaltet. Allge-
meiner sind die Mengen aller quisrechtsentfalteten Komplexe nach 3.4.5 und aller
analog definierten quislinksentfalteten Komplexe beide quisendentfaltet.

4.3.8 (Triangulierte Erzeugnisse quisendentfalteter Komplexmengen). Seien
A eine abelsche Kategorie und 7 C Ket4 eine quisendentfaltete Menge von
Komplexen. So induziert nach dévissage der Lokalisierungsfunktor eine Aquiva-
lenz von triangulierten Kategorien

(TR = (THR™

zwischen ihren jeweiligen triangulierten Erzegnissen in der Homotopiekategorie
Hot 4 und in der derivierten Kategorie Der 4.

4.3.9 (Realisierung als verallgemeinerter Totalkomplex). Seien P eine additive
Kategorie und 7 C Ketp eine Menge von Komplexen mitn < 0 = Hotp(X, [n]Y) =
0 fiir beliebige X, Y € 7. Wir wollen den Realisierungsfunktor Hot”({,7)Ht) —
(,T)Hot expliziter beschreiben. Sei also R := R(7 %) das zuhehorige dg-Ringoid,

fiir das folglich gilt n < 0 = H" R = 0. Wir hatten unseren Realisierungsfunktor
definiert als die Komposition

Hot”(RFrei_sor) & Hot”(RFrei_zoggpgr<o) — RFrot_g
T I
Hot" (7)) (T

Mithilfe unserer expliziten Formeln 4.2.17 wollen wir die Komposition unserer
Funktoren nun expliziter beschreiben. Das Ausgangsobjekt 1" € Hotb(<!T)g°t)
ist ein beschrinkter Komplex %, : T? — TP aus Objekten der Homotopiekate-
gorie TP € (,\T)E°" C Hotp. Diese sind ihrerseits Komplexe 9 : TP — TPt
aus Objekten von P. Wir denken uns das ganze Datum notiert in der Form eines

Doppelkomplexes mit dem Komplex 77 in der Vertikalen bei p. Im Gegensatz zu
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einem richtigen Doppelkomplex haben wir aber in den Horizontalen keine richti-
gen Morphismen 774 — TPT14, sondern nur Homotopieklassen von Kettenabbil-
dungen TP* — TPTL* derart, daB die Verkniipfung h?*! o h? stets nullhomotop
ist. Unsere Theorie sagt nun, daB wir Reprisentanten u} unserer Homotopieklas-
sen h? bestehend aus Morphismen u}"? : TP4 — TPT14, ja aus Kettenabbildungen
ul™ o TP* — TPTL* sowie weitere Morphismen uP? : TP — TPTma—r+1 fiir
r > 2 so finden konnen, dall der ,,verallgemeinerte Totalkomplex* mit homoge-

nen Anteilen
K" := @ TP

pF+q=n

und Randoperatoren K™ — K" gegeben durch (—1)?0 + > -, u in der Tat
ein Komplex ist. Unsere Theorie sagt auBerdem, daf} der so entstehende Komplex
in der Homotopiekategorie K € (,7)5° von den getroffenen Wahlen unabhiingig
ist bis auf eindeutigen Isomorphismus und das Bild unseres Ausgangsobjekts be-
schreibt. Ich will nun nicht bis ins Letzte ausschreiben, wie unter unserer neuen
Interpretation des Realisierungsfunktors allgemeine Morphismen abgebildet wer-
den, aber in manchen Fillen ist das auch direkt klar, namlich etwa dann, wenn wir
beide Objekte durch echte Doppelkomplexe repriasentieren konnen und den fragli-
chen Morphismus durch einen Morphismus von Doppelkomplexen, dann nidmlich
ist sein Bild schlicht der induzierte Morphismus auf dem Totalkomplex. In For-

meln ist also zumindest die Komposition
Ketb(<gT)get) — Hotb(<gT)g°t) — (TR

der Totalkomplexfunktor, wo (\7)5°" C Ketp die von T in Ketp erzeugte additi-
ve Unterkategorie bezeichnet.

Beispiel 4.3.10 (Realisierungsfunktor fiir perverse Garben). Hier will ich er-
kldren, wie man den Realisierungsfunktor aus [BBDS82] als Anwendung unseres
abstrakten Realisierungsfunktors verstehen kann. Sei A eine abelsche Kategorie
mit genug Injektiven und sei auf Der’ alias Hot;, eine Abschneidestruktur gege-
ben. Das Herz der Abschneidestruktur notiere ich C C Hot;, und unser Realisie-
rungsfunktor 4.3.5 spezialisiert zu einem triangulierten Funktor

Hot"(C) — Hot;,

Gegeben ein beschrinkter exakter Komplex (7%, 0) in einer abelschen Kategorie
C haben wir nun kurze exakte Sequenzen Z¥(T) — T? — ZP*(T) und die
Riinder 7?7 — TP*! sind die Verkniipfungen

TP Zpﬂ(T) oy Trtl

Kurze exakte Sequenzen von perversen Garben sind jedoch dasselbe wie ausge-
zeichnete Dreiecke ohne den Morphismus vom Grad Eins und sind folglich fiir
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in Hot;, vorgegebenes Anfangs- und Endobjekt isomorph mit der Identitét vorne
und hinten zu einer kurzen exakten Sequenz in Ket bestehend aus Objekten von
C C Hot},. So finden wir von jedem exakten Komplex in Hot"(C) einen Iso-
morphismus zu einem weiteren Objekt von Hot"(C), das durch einen Komplex
in Ketb(Ket;;l) alias einen echten Doppelkomplex repréisentiert wird, der dariiber
hinaus exakte Zeilen hat, also ein exakter Komplex von Komplexen ist. Dann ist
aber auch sein Totalkomplex exakt und wir finden mit 4.3.9, da3 unser Funktor
iiber einen triangulierten Funktor

Der(C) — Hot;,

faktorisiert. Dieser Funktor ist offensichtlich auf C eingeschrinkt die Einbettung
C <= Hotjfl. Das ist im Grunde dieselbe Konstruktion wie in [BBDS82], ich habe
sie nur in einem anderen Dialekt ausformuliert.

Beispiel 4.3.11. Sei A eine abelsche Kategorie mit genug Projektiven und sei
S C Der , eine Menge von Objekten mit

n# 0= Dery(X,Y[n)=0VX,Y €S8

Wir sagen dann auch, S sei eine Menge von paarweise nicht erweiternden Ob-
jekten. Sei H := R(S) das Ringoid der vollen Unterkategorie S C Der 4 im Sinne
von 4.1.2. So liefert die Kippédquivalenz 4.3.5 zusammen mit der Wahl einer pro-
jektiven Auflosung X € Hot_ 4 fiir jeder X € S eine Kette von Aquivalenzen von
triangulierten Kategorien

(SR & (X | X e S)Ht 5 HotP(RFrei_p)
Beispiel 4.3.12. Wir betrachten einen K -Vektorraum V' und dessen symmetrische
Algebra S := SV mit ihrer offensichtlichen Z-Graduierung sowie die abelsche
Kategorie A := Mod% der Z-graduierten S-Moduln und deren derivierte Kate-
gorie Der(Mod%). Darin bilden die Ein-Objekt-Komplexe K (i)[i], die sowohl in
der homologischen Graduierung als auch in der internen Graduierung im Grad ¢
konzentriert sind, eine Menge von paarweise nichterweiternden Objekten. Man
erkennt das zum Beispiel am Beweis der Formel 2.6.30 fiir die Erweiterungen,
die auch zeigt, wie man Erweiterungen in Mod% bestimmen kann. Wir erhalten so
Isomorphismen Alt’ (V) = Der(Mod?%)(K (i)[i], K (4)[j]) = 1;H1; fiir unser
Erweiterungsringoid A aus 4.3.11 mit der neuen Notation 1; = 7y fiir den Idem-
potenten in H zum Objekt K (j)[j] = X. In diesem Fall erhilt man zusétzlich
einen Isomorphismus
RMod_z = Mody, v

dadurch, da3 man jedem Ringoidmodul M den graduierten Modul mit M 1; als
homogenen Anteil im Grad i zuordnet, und folgert insbesondere eine Aquivalenz
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von RFrei_y mit der Kategorie der graduiert freien endlich erzeugten graduierten
Alt(V)-Moduln.

Beispiel 4.3.13 (Die Mutter aller Koszul-Dualitidten). Sei /' ein Vektorraum
iiber einem Korper K. Der Koszulkomplex aus [TG] 3.2.32 ist ein bigraduierter
K-Vektorraum mit homogenen Anteilen S’V ® /\j V' und einem Differential d
vom Bigrad (1, —1), das die (¢, j)-Komponente in die (i + 1, j — 1)-Komponente
schiebt. Dartiberhinaus kommutiert unser Differential mit der Linksoperation von
SV und der Rechtsoperation von Alt(V') durch das cap-Produkt von rechts, wie
wir bereits in 2.6.30 diskutiert hatten. Bisher hatten wir j als den ,,homologi-
schen Grad* betrachtet und diese Struktur als eine Linksauflosung des im inter-
nen Grad Null graduierten SV-Moduls K™ durch den Komplex der graduiert freien
SV-Moduln S’V ® A’ V aufgefaft, wo eigentlich der homologische Index j nach
unten gehorte, da das Differential ihn erniedrigt. Wir konnen aber auch ¢ als den
,homologischen Grad“ betrachten und erhalten dann eine Rechtsauflosung des
graduierten Alt(1')-Rechtsmoduls K konzentriert im internen Grad Null durch
den Komplex der graduiert freien Alt(V)-Rechtsmoduln SV @ A V. Unter der
Annahme dim V' < oo sind diese Rechtsmoduln injektiv und unsere Auflésung
liefert einen Isomorphismus

und fiir die Kategorie B := Mod” ,, ,, der Z-graduierten (Alt V')-Rechtsmoduln
folgern wir wieder, daB die Ein-Objekt-Komplexe K (i)[i] € Derg, die sowohl
in der homologischen Graduierung wie in der internen Graduierung im Grad %
konzentriert sind, eine Menge von paarweise nichterweiternden Objekten bilden.
In diesem Fall erhélt man analog wie zuvor einen Isomorphismus

RMod_g = ModZ%g,,

und folgert insbesondere eine Aquivalenz von RFrei_y mit der Kategorie der
graduiert freien endlich erzeugten graduierten SV -Rechtsmoduln und so eine tri-
angulierte Aquivalenz Hot"”(RFrei_g) = Der®(Modf%g, ). Andererseits ist das
triangulierte Erzeugnis unserer Menge von paarweise nichterweiternden Objekten
gerade Der”(Modf” /). Zusammenfassend spezialisiert 4.3.11 in unserem Fall
also zu einer Aquivalenz von triangulierten Kategorien

Der”(Modf% ,,.,) = Der”(Modf%,,)
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6 Die Vorlesung Garbenkohomologie IT im SS 18

Es handelte sich um eine zweistiindige Vorlesung, also 2x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

20.4

27.4

4.5

11.5

18.5

1.6

8.6

15.6

21.6
29.6

Motivation durch Diskussion der sechs Funktoren. Pro-Objekte und Ind-
Objekte. Orelokalisierung durch Pro-Objekte. Der universelle derivierte Funk-
tor. Noch nicht: Zahmes Derivieren.

Zahmes Derivieren. Derivieren auf triangulierten Kategorien. Nicht: Ad-
junktion derivierter Funktoren.

Faserung der derivierten Kategorien von Garben auf topologischen Rdum-
en. Adjunktion derivierter Funktoren, deriviertes Bild als Adjungierter. Gysin-
Sequenz nocheinmal. Derivieren homologisch endlicher Funktoren, Beweis
nicht fertig.

Derivieren homologisch endlicher Funktoren fertig. Derivieren von Tensor
und Hom.

Die Schmelzkategorien Der(Ab) und Der(Ab,x ). Der Schmelzfunktor
Der(Ab ) gop)* — Top?P?

Kommutativitit des garbentheoretischen Kohomologierings. Noch nicht: Lo-
kalisierung einer Kofaserung durch Linksanpassung. Noch nicht: Ubergang
zu Trennkategorien.

Gefaserter Basiswechsel. Kiinneth-Formeln. Noch zu tun: Lokalisierung durch
Linksanpassung.

Eigentlicher Vorschub. Zugehoriger Basiswechsel. Lokal eigentliche Ab-
bildung falsch definiert, so geht es nur fiir separierte lokal eigentliche Ab-
bildungen. Noch zu tun: Lokalisierung durch Linksanpassung. Derivierter
eigentlicher Vorschub.

Lokalisierung durch Linksanpassung. Noch nicht derivierter eigentlicher
Vorschub. Versprochen: Chern’sche Klassen.

Chern’sche Klassen. Whitney’s Summenformel.

Derivierter eigentlicher Vorschub durch Linksanpassung mit Komplexen
schwach kompaktweichen Garben, ziemlich schnell. Derivierter Riickzug-
Tensorprodukt durch Linksanpassung mit Komplexen flacher Garben, ziem-
lich schnell. Austauschsituation, Austauschdatum, kokartesisches Austausch-
datum. Noch nicht: Lokalisierung von Austauschdatum, Multiaustausch.
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6.7 Lokalisierung von Austauschdatum, Multiaustausch. Projektionsformel als
Basiswechsel im Multiaustausch. Cup-Produkt der lokalen Kohomologie.
Der Fall zweier Kurven in der Ebene.

13.7 Eigentliches Zuriickholen. Erste Beispiele, insbesondere dualisierende Gar-
be einer Mannigfaltigkeit.

20.7 Die zwei Homologien und Kohomologien und ihre Funktorialititen. Schnit-
te und Schnittprodukt.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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Index

Z-vertraglich
Transformation, 45
—Der Morphismus in Der, 52
—>Der Isomorphismus in Der, 52
() = () trianguliertes Erzeugnis, 47
() = ( )ae Verdier-Erzeugnis, 47
K Pfadkategorie von /C, 4
S~ Lokalisierung
S~IC einer Kategorie, 5
f* Riickzug
f ) underivierter, 93
derivierter, 93
N+ linksentfaltete Objekte, 51
N+t rechtsentfaltete Objekte, 51
L\ linksentfaltete Objekte, 51
f+ Vorschub
J(+) underivierter, 93
derivierter, 93
Cs Lokalisierung einer Kategorie, 5

Abbildungskegel

in triangulierter Kategorie, 33
Abschneidefunktoren, 62
Adjunktion

partielle, 83
Anfangspunkt, 4
antiausgezeichnet, 31

Dreieck, 36
Approximation

eines Quotientenfunktors, 28

partielle, 29
ausgezeichnet

Dreieck, 30, 34
Automorphismus

interner

von Schmelzkategorie, 42

Briiche, 16

col Kolimes in Funktorkategorie, 71
col filtrierender Kolimes in Funktor-
kategorie, 71
cup-Produkt
garbentheoretisches, 55

déployé, 77
dérivable, 79
Der, 52
Der® fiir § € {+, —,b}, 61
Der4 = Der(A-Mod), 52
derivierte Kategorie, 52
derivierter Funktor R?F, 88
derivierter Funktor RF’, 87
dévissage, 47
dg-Ringoid, 122
dg-Ringoidbimodul, 128
dg-Ringoidkategorie, 122
dg-Ringoidmodul, 123
dg-Ringoidrechtsmodul, 123
differentiell

graduiertes Ringoid, 122
Dimension

homologische

einer Kategorie, 57
eines Rings, 60

distingué

triangle, 34
distinguished

triangle, 34
distinguished triangle, 30
Dreieck, 30, 33

ausgezeichnetes, 30, 34

Ecken, 4
endlich

Torsionsdimension, 105
Endpunkt, 4



Ensf Kategorie der endlichen Mengen,
74
épaisse
souscatégorie, 46
erblich
abelsche Kategorie, 57
Ersetzung, 116
erzeugt
Verdiersystem, 47
essentiell konstant, 73
Ext% (A, B) Erweiterungen
ohne genug Injektive, 54

Faktorierter Funktor, 77
Fast-Moduln, 27
frei

Ringoidmodul, 121

garbentheoretischer Kohomologiering,
55
gesittigt
multiplikatives System, 20
Gruppe
proendliche, 75

H? Hyperkohomologie, 92
HY% Hyperkohomologie mit Triger, 93
H{ kompakte Hyperkohomologie, 93
halbeinfach

abelsche Kategorie, 57
hdim homologische Dimension, 57
hocol Homotopiekolimes, 14
Hodge-Filtrierung, 97
Homologiesequenz

eines ausgezeichneten Dreiecks, 32
homologische Dimension, 57

eines Rings, 60

endliche, 57
homotopiefrei

dg-Ringoidmodul, 126

dg-Ringoidrechtsmodul, 126
Homotopiekolimes, 14
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Hot

Hot™, 53

Hot™, Hot ™, Hot, 61
Hyperkohomologie, 92

1A Injektive von A, 64
ind(C) Ind-Objekte, 72
Ind-Objekt, 72
Indkolimes, 71
intern
triangulierte Struktur auf Schmelz-
kategorie, 42
Isobimodul von dg-Ringen, 67

Kan-Erweiterung, 112, 113
Kategorie

ﬂc-ﬁe-Kategorie, 5

triangulierte, 33
Ket%g dg-Kategorie der Komplexe, 125
Kocher, 4

ilc-‘f]E-Kbcher, 5
Kohomologiering

garbentheoretischer, 55
Kiirzen, 16

LF voller Linksfaktorierter, 82
LF = ,LF universeller Linksderivier-
ter, 113
lim Limes in Funktorkategorie, 71
liﬂ Kolimes in Funktorkategorie, 71
“lig”, 71
“lgn”, 71
limf kofiltrierender Limes in Funktor-
kategorie, 71
Links-Ore-System, 16
Linksapproximation, 113
finale, 113
Linksderivierter
universeller, 113
linksentfaltet
N -linksentfaltet, 51
fiir Funktor, 10



fiir Morphismenmenge, 11
Linksentfaltung

fiir Funktor, 11
Linksfaktorierter

voller, 82

zahmer, 82
Lokalisierung

einer Kategorie, 5
Lokalisierungsfunktor, 6

Morita-Aquivalenz

verallgemeinerte, 29
Morphismenbimodul, 67
Morphismenfunktor, 115
Morphismus von Dreiecken, 33
multiplikativ

in Kategorie, 15
multiplikatives System

in Kategorie, 15

Nullkategorie, 57
Nullsystem, 46

Oktaederaxiom, 34
opponiert

triangulierte Kategorie, 40
Ore-Bedingung, 16
Ore-System, 16
Orelokalisierung, 21

paarweise nicht erweiternd, 133
partiell
Adjunktion, 83
Pfad
in Kocher, 4
Pfadkategorie, 4
Pfeile, 4
beschrinkt gegen, 61
beschriankt mit, 61
pro(C) Pro-Objekte, 72
Pro-Objekt, 72
Produkt
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in derivierter Kategorie, 111
Produktsummentotal, 100
Produkttotal, 100

eines Tripelkomplexes, 103
proendliche Gruppe, 75
Prolimes, 71

Quasibasis, 67
Quasiisomorphismus

von dg-Ringen, 67
quisendentfaltet, 131
quisflach

Komplex von Moduln, 105
quislinksentfaltet, 53, 107
quisrechtsentfaltbar, 81

F'-quisrechtsentfaltbar, 87

in abelscher Kategorie, 88
quisrechtsentfaltet, 53

Objekt, 88
Quotient

von abelscher Kategorie, 23
Quotientenfunktor

exakter, 23

triangulierter, 48
Quotientenkategorie, 24

RF Rechtsfaktorierter, 76
RF Rechtsderivierter von I, 87

RFEF = RF universeller Rechtsderi-

vierter, 113
Rechts-Ore-System, 15
Rechtsapproximation, 112
rechtsazyklisch

Objekt, 88
Rechtsbriiche, 16
Rechtsderiviert

in mehreren Variablen, 108
Rechtsderivierter

universeller, 113
Rechtsdimension

homologische, 97



rechtsendlich

homologisch, 97
rechtsentfaltbar, 77

S-rechtsentfaltbar, 77
rechtsentfaltet, 76

N -rechtsentfaltet, 51

fiir Funktor, 10

fiir Morphismenmenge, 11
Rechtsentfaltung

S-Rechtsentfaltung, 11

fiir Funktor, 11
Rechtsfaktorierter, 76
RF, 77
RFrei_p freie endlich erzeugte Ringoid-

moduln, 121

RHot, 124
Ringoid, 120

differentielles graduiertes, 122
Ringoidbimodul, 121
Ringoidkategorie, 120
Ringoidmodul, 120
Ringoidrechtsmodul, 120
RMod Ringoidmodul, 120
RMod“¢ dg-Ringoidmoduln, 123

Selbsterweiterungen, 54
Serre’sche Unterkategorie, 23
Signumsautomorphismus, 42
Signumseinheit, 42
Spektralsequenz

ausgeartete unbeschrinkte, 101
Summenprodukttotal, 100
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