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1 Singulire Homologie

1.1 Simpliziale Homologie

1.1.1. Fiir jede Menge A betrachten wir die abelsche Gruppe
ZA

aller der Abbildungen f : A — Z, die nur auf endlich vielen Elementen von A
Werte ungleich Null annehmen. Die Elemente von ZA fassen wir auf als endliche
formale Linearkombinationen von Elementen von A und schreiben sie f = > ayA
mit ay = f(\) € Zund A € A. Die Gruppe ZA heif3t die freie abelsche Gruppe
iiber A. In der in 1.1.1 eingefiihrten Notation hie sie Ab" A.

1.1.2. Wir haben eine offensichtliche Abbildung ¢ : A — ZA, die eben jedem Ele-
ment die charakteristische Funktion der entsprechenden einelementigen Teilmen-
ge zuordnet und die wir in diesem Kontext in Worten und Formeln behandeln, als
ob sie die Einbettung einer Teilmenge sei. Gegeben eine weitere abelsche Gruppe
G 14Bt sich jede Abbildung ¢ : A — G auf genau eine Weise zu einem Grup-
penhomomorphismus ¢ : ZA — G fortsetzen, den wir die lineare Fortsetzung
von ¢ nennen und in diesem Kontext auch meist mit demselben Buchstaben ¢
bezeichnen. In Formeln ausgedriickt induziert fiir jede abelsche Gruppe G das
Vorschalten von ¢ eine Bijektion

(og) : Ab(ZA,G) = Ens(A, G)

1.1.3. Ich erinnere an die Definition eines Simplizialkomplexes £ = (£, K)
aus [TF] 2.7.5 als einer Menge EF von ,,Ecken* mitsamt einem System K C
P(E) von nichtleeren endlichen Teilmengen, genannt ,.kombinatorische Simpli-
zes** oder auch kurz ,,Simplizes®, das unter dem Bilden von nichtleeren Teilmen-
gen stabil ist und alle einelementigen Teilmengen von £ enthilt. Eine geometri-
sche Anschauung fiir dieses eher kombinatorische Datum mag seine geometrische
Realisierung A(K) nach [TF] 2.7.8 geben.

1.1.4 (Ketten und Randoperator zu vorgegebener Eckenanordnung). Gege-
ben ein Simplizialkomplex K = (E, K) bezeichne K, := {s € K | |s| = ¢ + 1}
die Menge seiner ¢-Simplizes. Gegeben eine Anordnung < auf der Menge E sei-
ner Ecken erkliren wir fiir alle ¢ > 1 einen Homomorphismus 9< : ZK, —
ZK4—1 zwischen den freien abelschen Gruppen iiber den entsprechenden Mengen
von Simplizes als die lineare Fortsetzung der Abbildung

0= 1 {50,...,8,} Z (=1){S0, -84, 84}

0<i<q



mit einem Hut alias einer ,,Tarnkappe* iiber der wegzulassenden Ecke und der
Konvention, dafl s € I, geschrieben werden muB als s = {sg,...,s,} mit
59 < ... < s4. Diesen Homomorphismus nennen wir den Randoperator zur
vorgegebenen Eckenanordnung. Es ist leicht zu sehen, daB} in der Sequenz

. LKy - 2K — 2Ky — 0

die Verkniipfung je zweier aufeinanderfolgender Homomorphismen Null ist. Im
folgenden machen wir diese Konstruktion unabhéngig von der Wahl einer Anord-
nung der Eckenmenge.

Definition 1.1.5. Sei K = (F, K) ein Simplizialkomplex. Gegeben ¢ > 0 bilden
wir die Menge

Ky :={0:{0,...,¢} = E | oistinjektiv, (imo) € K}

aller angeordneten kombinatorischen ¢-Simplizes. Dann bilden wir iiber dieser
Menge die freie abelsche Gruppe ZK; und schlieBlich deren Quotienten

S :=ZK [(oom — (sgnm)o | o € K5, 7 € Sgy1)
In diesem Quotienten werden also je zwei angeordnete g-Simplizes, die sich nur
in ihrer Anordnung und in dieser um eine Permutation 7 unterscheiden, bis auf
das Signum der fraglichen Permutation 7 € S,;; miteinander identifiziert. Wir
nennen unseren Quotienten S,K die Gruppe der ¢-Simplizialketten von K. Die
Klasse eines angeordneten ¢-Simplex o € K5 notiere ich [o] € S,K.

1.1.6 (Veranschaulichung von Null-Simplizialketten). Eine Null-Simplizialket-
te ist eine Z-wertige Funktion auf der Menge der Ecken, die hochstens endlich
vielen Ecken einen Wert ungleich Null zuordnet.

1.1.7 (Veranschaulichung von Eins-Simplizialketten). Einen kombinatorischen
Eins-Simplex mit Anordnung zeichne ich als eine Kante mit einem Pfeil von der
kleineren Ecke zur groBeren Ecke. Eine Eins-Simplizialkette ist eine Z-wertige
Funktion auf der Menge von derart bepfeilten Kanten, die auf der umgekehrt be-
pfeilten Kante jeweils den negativen Wert annimmt und auf fast allen bepfeilten
Kanten den Wert Null.

1.1.8 (Veranschaulichung von Zwei-Simplizialketten). Die durch einen ange-
ordneten kombinatorischen Zwei-Simplex gegebene Zwei-Simplizialkette zeich-
ne ich als Dreiecksfliche mit einem Kreispfeil, der andeutet, in welcher Richtung
man auf dem Rand herumgehen muf3, wenn man von der kleinsten Ecke iiber
die mittlere Ecke zur grofSten Ecke gehen will. Da alle zyklischen Permutatio-
nen in S gerade sind, ist es bei dieser Darstellung egal, welche Ecke man als
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kleinste Ecke nimmt. Dieselbe Dreiecksfliche mit einem Kreispfeil in der Gegen-
richtung stellt dann das Negative unserer Zwei-Simplizialkette dar. Eine beliebige
Zwei-Simplizialkette eines Simplizialkomplexes ist eine Z-wertige Funktion auf
der Menge aller derart kreisbepfeilten Dreiecksflichen, die auf der umgekehrt be-
pfeilten Dreiecksfliche jeweils den negativen Wert annimmt und auf fast allen
kreisbepfeilten Dreiecksflachen den Wert Null.

1.1.9 (Simplizialketten und Simplizes). Sei K = (F, K) ein Simplizialkomplex.
Ist < eine Anordnung der Eckenmenge F, so erhalten wir fiir jedes ¢ > 0 einen
Gruppenisomorphismus

bS = b5 ZK, 5 S,k

als die lineare Fortsetzung der Abbildung s — o, die gegeben wird durch die
Vorschrift o(i) = s; fur s = {sp,...,s,} mit s < ... < s,. Im folgenden
konstruieren wir Randoperatoren 0 = 9J, : S,K — S,_1K derart, daB fiir jede
Anordnung < der Eckenmenge F das Diagramm

gk, B oz, S oz, S o
b= 11 b= |0 b= |2 U,
0 0 0 0

— SQIC — SllC — SolC 0

kommutiert. Sowohl die Homomorphismen der oberen Horizontale 0= aus 1.1.4
als auch die vertikalen Isomorphismen hingen dabei von einer Anordnung < von
E ab. Die Sequenz der unteren Horizontale ist jedoch unabhédngig von der Wahl
einer Anordnung der Eckenmenge, wie im folgenden diskutiert wird.

Definition 1.1.10. Sei K = (F, K) ein Simplizialkomplex. Einen angeordneten ¢-
Simplex o notieren wir (vy, . . ., v,) mit v; = o (). Die Gruppenhomomorphismen
0% 1 ZK; — ZK7 , fiir ¢ > 1, die auf angeordneten Simplizes durch die Formel

(Vo, .., vq) Z (=1)" (V0 -+« s Diy oo+, 0y)

0<i<q

gegeben werden mit einem Hut alias einer ,,Tarnkappe‘ iiber der wegzulassenden
Komponente, induzieren Gruppenhomomorphismen

0 =0,:9,K = Sy_1K

auf den Simplizialketten, die Randoperatoren. In der Tat, da die symmetrische
Gruppe durch Transpositionen benachbarter Elemente erzeugt wird, miissen wir
fiir die Wohldefiniertheit dieser Randoperatoren nur priifen, daf3 die beiden Rénder
O<(Vo, .-+, Vi, Vig1, ..., 0g) und —0<(vo, ..., V41,0, ..., 0,) fur alle ¢ dieselbe
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Simplizialkette reprédsentieren, und das ist leicht einzusehen. Per definitionem
kommutieren mit diesem O alle Quadrate in 1.1.9 fiir jede Anordnung < der
Eckenmenge. Damit folgt aus (9=)* = 0 sofort 9> = 0. Die so entstehende Se-
quenz von abelschen Gruppen

L2 s kA sk S sk

nennen wir den Komplex der Simplizialketten. Um mit Beschrinkungen der In-
dizes keinen Arger zu kriegen, setzen wir unsere Sequenz ins Negative fort durch
Null und vereinbaren S,K = 0 fiir ¢ < 0.

1.1.11 (Anschauung fiir den Komplex der Simplizialketten). Anschaulich mag
man sich eine 0-Simplizialkette vorstellen als eine endliche formale Linearkombi-
nation von Ecken mit ganzzahligen Koeffizienten; eine 1-Simplizialkette als eine
endliche formale Linearkombination von bepfeilten Kanten, wobei eine umge-
kehrt bepfeilte Kante mit dem Negativen der urspriinglichen bepfelten Kante zu
identifizieren ist; den Rand einer bepfeilten Kante als Endpunkt minus Anfangs-
punkt; eine 2-Simplizialkette als eine endliche formale Linearkombination von
kreisbepfeilten Dreiecksflichen, wobei die umgekehrt kreisbepfeilte Dreiecks-
fliche mit dem Negativen der urspriinglichen kreisbepfeilten Dreiecksflache zu
identifizieren ist; und den Rand einer kreisbepfeilten Dreiecksflache als die Sum-
me ihrer drei Kanten, jeweils versehen mit der Richtung, fiir die sie einen Rund-
weg in der durch den Kreispfeil gegebenen Laufrichtung bilden. Die Herkunft der
Bezeichnung 0 fiir die Randoperatoren wird in [AN2] 9.6.11 diskutiert.

Definition 1.1.12. Sei /C ein Simplizialkomplex. Wir setzen:

Z,K = ker(0, : S;K — S,-1K) die Gruppe der ¢-Simplizialzykel;

B,K :=im 0,4, die Gruppe der g-Simplizialrinder (englisch boundaries);
H,K =7,K/B,K die g-te simpliziale Homologiegruppe von K.

In der letzten Zeile ist die Quotientengruppe aus [LA2] 4.2.10 gemeint.

1.1.13 (Anschauung fiir Homologiegruppen). Anschaulich beschreiben die ver-
schiedenen Homologiegruppen eines Simplizialkomplexes K verschiedene Arten
von Lochern seiner geometrischen Realisierung A(K). Zum Beispiel liefert 1.2.13
in Verbindung mit 3.1.7 einen Isomorphismus zwischen H/C und der freien abel-
schen Gruppe iiber der Menge der Zusammenhangskomponenten von A(K), die
ja durch eine gewisse Art von Lochern voneinander getrennt werden; der ,,Hure-
wicz-Isomorphismus® 1.5.2 in Verbindung mit 3.1.7 liefert einen Isomorphismus
zwischen H; /C und dem maximalen abelschen Quotienten der Fundamentalgruppe
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gy > A

Anschauung fiir den Rand einer 2-Simplizialkette. In der linken Spalte habe ich
versucht, zwei Elemente der freien abelschen Gruppe iiber der Menge der
angeordneten Simplizes graphisch darzustellen, die dieselbe Simplizialkette
repriasentieren, sowie ganz unten besagte Simplizialkette selber. In der rechten
Spalte werden die jeweiligen Réinder angedeutet. Die Zahlen an den Ecken
stehen fiir die durch die jeweilige Anordnung gegebene Nummerierung.
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Ein Simplizialkomplex mit 12 Ecken, 20 Kanten und 8 Zweisimplizes. Darin
eingezeichnet eine 1-Simplizialkette, bestehend aus der formalen Summe der
sieben mit einem Pfeil versehenen fetten Kanten, zu verstehen mit der durch
diesen Pfeil gegebenen Orientierung und jeweils mit dem Koeffizienten 8.
Ebenfalls eingezeichnet der Rand dieser Simplizialkette, bestehend aus der
formalen Summe der zwei besonders fetten Punkte mit den darangeschriebenen
Koeffizienten £8. Dieses Beispiel mag auch die Bezeichnung als ,,Kette*
erkldaren. Wenn wir unsere 1-Simplizialkette entsprechend durch die beiden
Kanten zwischen diesen beiden Punkten mit geeigneter Orientierung und
geeigneten Koeffizienten ergénzen, so erhalten wir einen 1-Simplizialzykel.



Zwei homologe 1-Simplizialzykel in einem zweidimensionalen
Simplizialkomplex mit 12 Zwei-Simplizes, 24 Eins-Simplizes und 12
Null-Simplizes. Betrachtet man die Summe aller mit der Orientierung ,,im
Uhrzeigersinn® versehenen Zwei-Simplizes, so ist der Rand dieser
2-Simplizialkette die Differenz der durch Doppelpfeile beziehungsweise
einfache Pfeile angedeuteten 1-Zykel.
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von A(K), der eine andere Art von Lochern beschreibt; und die ,,Alexanderduali-
tat“ [TG] 5.1.22 in Verbindung mit 3.1.7 liefert fiir jede Einbettung der Realisie-
rung A(K) eines endlichen Simplizialkomplexes K in R? einen Isomorphismus
zwischen HyC und der freien abelschen Gruppe iiber der Menge der beschrink-
ten Zusammenhangskomponenten des Komplements von A(K) alias der freien
abelschen Gruppe iiber der Menge der ,,Kavitidten* unserer Realisierung, die ei-
ne wieder andere Art von Lochern beschreibt. Die hoheren Homologiegruppen
beschreiben dhnliche Phdnomene in hoheren Dimensionen, fiir die ich keine so
konkrete raumliche Anschauung mehr anbieten kann.

Beispiel 1.1.14. Ist E # () eine nichtleere Menge und (E, M) der maximale
Simplizialkomplex zur Eckenmenge E, so ist der Komplex der Simplizialketten
kanonisch isomorph in nichtnegativen Graden zum Komplex aus dem gleich an-
schlieenden Lemma 1.1.15, und zwar fiir jede Anordnung von E. Folglich liefert
die Abbildung nach ZMpg o = ZP\E — ZPyE aus Lemma 1.1.15 einen Isomor-
phismus HoM g — Z und Lemma 1.1.15 zeigt weiter, daf alle anderen Homo-
logiegruppen verschwinden. Die geometrische Realisierung A(Mg) von Mg ist
fiir endliches F ein voller Simplex mit | E'| Ecken, und unsere Erkenntnis bedeutet
anschaulich, daf} solch ein voller Simplex ,,keine Locher hat*.

Lemma 1.1.15 (Azyklizitit von Simplizes). Fiir jede nichtleere angeordnete
Menge E # () ist der Komplex

0« ZPyE <+ ZPE < ZPoE < ZP3E «+ ...

exakt, wo P, E das System aller n-elementigen Teilmengen von E bezeichnet und
der Randoperator 0 = 0% : ZP, 1 F — ZP,E durch die Formel aus 1.1.4

gegeben wird, so daf3 wir in Formeln fiir vy < ... < v, haben
0:{vo,- vt Y (=1 vo,. D5y vn)
0<i<n

1.1.16. Wir verstehen hier Exaktheit im Sinne von [LLA2] 4.6.5. Ausgeschrieben
behaupten wir also, daB an jeder Stelle der Kern des auslaufenden Pfeils mit dem
Bild des einlaufenden Pfeils zusammenfillt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir £ endlich annehmen.
Ist dann v € FE das kleinste Element und definieren wir Gruppenhomomorphis-
men ¢ : ZP,E — ZP, 1 F durch die Vorschrift §{vy,...,v,} = {v,v1,...,0,}
falls v # v; beziehungsweise 6{v1, ..., v,} = 0 sonst, so priift man leicht an jeder
Stelle 9§ 4+ 0 = id. Also ist in unserem Komplex jeder Zykel ein Rand. O
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1.1.17 (Varianten zur Azyklizitit von Simplizes). Fast derselbe Beweis liefert
auch die Exaktheit von zwei weiteren Komplexen, ndmlich fiir jede nichtleere an-
geordnete Menge 2 dem Komplex der freien abelschen Gruppen iiber der Men-
ge aller monotonen statt streng monotonen Abbildungen {1,...,n} — E alias
Symbolen (vy,...,v,) mit v; < ... < wv,, und fiir jede nichtleere Menge E
dem Komplex der freien abelschen Gruppen iiber der Menge aller Abbildungen
{1,...,n} — E, jedesmal mit Z im Grad Null und dem durch dieselbe Formel
gegebenen Randoperator. Im ersten Fall zieht man sich wieder auf den endlichen
Fall zuriick und nimmt als ¢ das Davorschreiben der kleinsten Ecke. Im zweiten
Fall nimmt man als ¢ das Davorschreiben einer beliebigen fest gewihlten Ecke.

Vorschau 1.1.18. In der in 1.4.8 eingefiihrten Terminologie zeigt unser Beweis
sogar, da3 alle dreiin 1.1.15 und 1.1.17 betrachteten Komplexe nullhomotop sind.

Ergdnzung 1.1.19 (Problematik von Definitionsvarianten). Sei £ eine Menge.
Ich will noch auf zwei weitere Komplexe eingehen, die man £ zuordnen kann
und die a priori besonders natiirlich wirken mogen, die aber weniger gute Eigen-
schaften haben. Man mag einerseits von der Untergruppe derjenigen Elemente
der freien Gruppe ZFE? ausgehen wollen, die ,,schiefsymmetrisch* sind unter der
offensichtlichen Operation der symmetrischen Gruppe S,. Dann wird jedoch der
Randoperator durch kompliziertere Formeln gegeben und der Wechsel zu anderen
Koeffizienten wird schwieriger. Andererseits mag man vom ,,maximalen schief-
symmetrischen Quotienten* der freien Gruppe ZFE? ausgehen wollen. Das aber
geht nur mit Koeffizienten in Q gut, fiir Koeffizienten in Z erhilt man eine Sur-
jektion dieses Quotienten auf (Z/27Z)E1.

Beispiel 1.1.20. Ist (£, ) ein Simplizialkomplex mit 3 < |E| < oo und K der
Menge aller nichtleeren echten Teilmengen von F/, so liefert die letzte Abbildung
aus obigem Komplex wieder einen Isomorphismus Hy K — Z und die erste einen
Isomorphismus H,, = Z fir n = |E| — 2 und alle anderen Homologiegruppen
verschwinden. Seine Realisierung A(K) ist der ,,anschauliche Rand* eines vollen
Simplex mit n + 2 Ecken.

Vorschau 1.1.21 (Persistente Homologie). Ein Verfahren der Informatik zur Un-
tersuchung von ,,.Datenwolken* alias groen Teilmengen eines RY besteht darin,
daraus zunichst in geeigneter Weise eine aufsteigende Folge von Simplizialkom-
plexen

K'cK*c...ck®

zu bilden und dann fiir gegebenes ¢ die Sequenz der Homologiegruppen
H,(KY k) — Hy (K k) — ... — H (K™ k)

mit Koeffizienten in einem Korper k. Diese Sequenz konnen wir als graduierten
k[t]-Modul auffassen und nach [KAG] 6.7.1 in eine direkte Summe von unzer-
legbaren Moduln zerlegen, bei denen jede homogene Komponente hochstens die
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Dimension Eins hat. Die Multimenge der Isomorphieklassen der Summanden ist
nach Krull-Schmid unabhéngig von der Zerlegung, und die ,,Summanden hoher
Dimension* liefern dann relevante Informationen {iiber unsere Datenwolke. Sie
entsprechen Homologieklassen, die erst unter einer vergleichsweise langen Kom-
position von Morphismen unserer Sequenz sterben, daher die Bezeichnung als
,persistente Homologie*.

Ubungen

Ubung 1.1.22 (Zerlegung der Homologie). Seien (K“),cy Simplizialkomplexe
und K := | | K" ihre disjunkte Vereinigung. Man konstruiere einen Isomorphis-
mus @, .,y H,LY = H K.

Ubung 1.1.23. Man berechne die simpliziale Homologie der ,,Vereinigung der
Kanten eines Tetraeders, also |F| = 4 und K alle Teilmengen mit hdchstens
zwei Elementen.

Ubung 1.1.24. Man zeige: Besitzt ein Simplizialkomplex eine Ecke mit der Ei-
genschaft, daB jeder Simplex bei Dazunehmen dieser Ecke ein Simplex bleibt,
so verschwinden seine hoheren simplizialen Homologiegruppen und seine nullte
Homologiegruppe ist isomorph zu Z. Hinweis: 1.1.15.

Ubung 1.1.25. Man berechne die simpliziale Homologie des ,,Randes eines Qua-
drats®.

Ubung 1.1.26 (Nullte Homologie). Man zeige, daB gegeben ein Simplizialkom-
plex K das Bild der offensichtlichen Abbildung Ky — H/C eine Z-Basis ist und
dal3 zwei Ecken aus Ky dasselbe Basiselement liefern genau dann, wenn sie durch
einen ,,Kantenweg* verbunden werden konnen.

Ubung 1.1.27. Man fiigt bei einem Simplizialkomplex eine Kante zwischen zwei
bereits existierenden Ecken hinzu. Wie konnen sich die Homologiegruppen unse-
res Simplizialkomplexes dabei dndern?

Ubung 1.1.28. Man rechne nach, daB die zweite simpliziale Homologie eines
,hohlen Tetraeders* isomorph ist zu Z. Ich stelle mir hier vor, dass man den Kern
der Matrix des Randoperators 0, mithilfe der Methoden aus dem Elementarteiler-
satz bestimmt, wie er in der Algebra oder linearen Algebra [LA2] 4.4.13 vorge-
kommen sein sollte.

1.2 Definition der singuliren Homologie

1.2.1. Unser néchstes Ziel ist zu zeigen, dall die simplizialen Homologiegrup-
pen eines Simplizialkomplexes K bis auf Isomorphismus nur vom topologischen
Raum A(K) abhingen und nicht von der gewihlten Triangulierung. Dazu erkldren
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wir ganz allgemein fiir einen beliebigen topologischen Raum seine ,,singulidren
Homologiegruppen‘ und konstruieren ganz am Schluf} dieses Abschnitts in 3.1.7
Isomorphismen zwischen den simplizialen Homologiegruppen eines Simplizial-
komplexes und den singulidren Homologiegruppen seiner Realisierung A (/).

Definition 1.2.2. Sei ¢ > 0. Der topologische Raum

Ay = {(mo,...,xq)ERqH 0<z; <1, inzl}

hei3t der ¢-te Standardsimplex. Es ist also A ein Punkt, A; ein Geradenseg-
ment, /A, eine Dreiecksfliche, A3 ein massiver Tetraeder und so weiter.

Definition 1.2.3. Eine stetige Abbildung o : A, — X des ¢-ten Standardsimplex
A, in einen topologischen Raum X heif3t ein singuliirer ¢-Simplex von X.

1.2.4 (Diskussion der Terminologie). Das Adjektiv singulér ist hier in dem Sin-
ne zu verstehen, dafl wir auller der Stetigkeit keine Forderungen an o stellen. Wir
erlauben also auch nicht-injektive, ja sogar konstante Abbildungen o als singulire
Simplizes, so da} das Adjektiv singuldr zumindest einen Teil unserer singulidren
Simplizes recht gut beschreibt. Der Buchstabe S bei S,.X steht jedoch fiir ,,Sim-
plex“, nicht etwa fiir ,,singulér*.

Definition 1.2.5. Wir bezeichnen mit
S¢X :=ZTop(A,, X) = Ab" Top(A,, X)

die freie abelsche Gruppe iiber der Menge aller singulédren ¢g-Simplizes von X und
nennen ihre Elemente singulidre ¢g-Ketten. Um mit Beschrinkungen der Indizes
keinen Arger zu kriegen, vereinbaren wir zusitzlich S, X = 0 fiir ¢ < 0.

1.2.6. Die Gruppen der singulidren Ketten sind im allgemeinen riesig. Zum Bei-
spiel liefert die offensichtliche Bijektion Top(Ay, X) = X Gruppenisomorphis-
men So X — ZX.

Definition 1.2.7. Fiir¢ > 1und 0 < ¢ < g erkldren wir die i-te Kantenabbildung
]{32‘ = ]{/‘g : Aq—l — Aq

dadurch, daB} sie nach der i-ten Stelle die Koordinate Null einfiigen soll. Dann
erkldren wir fiir alle ¢ einen Gruppenhomomorphismus 0 = 9, : 5, X — S,_1 X,
den sogenannten Randoperator: Fiir ¢ < 0 setzen wir schlicht 9, = 0 und fiir
q > 1 erkldren wir 0, durch die Vorschrift, da fiir jeden singuldren ¢-Simplex o

gelten soll
q

0(0)=> (~1)ook

1=0
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Eine singulire 1-Kette in der Papierebene. Das Bild von (0, 1) € A ist jeweils
durch eine Pfeilspitze kenntlich gemacht. Die Parametrisierung dieser ganzen
Wiirmer kann ich nicht darstellen. Es werden im allgemeinen auch welche
darunter sein, deren Bild beliebige Kompakta der Papierebene sind, vergleiche
??. Der Rand ist die formale Summe ,,Endpunkte minus Anfangspunkte®.
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— /; \’
0— 1 . >*
+A1
Versuch der Darstellung eines singuldren 2-Simplex mit seinem Rand. Die
Zahlen an den Ecken der Dreiecksfldache links zeigen, wohin die Vektoren der
Standardbasis ey, e;, e, des R?, deren konvexe Hiille ja der Standardsimplex A,
ist, abgebildet werden. Es ist in diesem Zusammenhang bequem und iiblich, die

Nummerierung der Standardbasis um Eins zu verschieben und den ersten Vektor
der Standardbasis als ey zu bezeichnen.
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Natiirlich sind die Elemente von S,X eigentlich formale Z-Linearkombinationen
von ¢-Simplizes und gemeint ist die lineare Fortsetzung des durch diese Formel
auf den Simplizes erkldrten Randoperators.

Lemma 1.2.8. Es gilt 0,1 0 9, = 0.

Beweis. Wir miissen nur fiir jeden ¢-Simplex o mit ¢ > 2 priifen, daf gilt 9,_; o
d,(c) = 0. Nun priift man sofort, daB gilt &} o k:;?*l =kjo k3! falls i > j. Es
folgt '
Og-1004(0) =012 (1)’ 0 k;
= Zogigq, 0§j§q—1(_1>i+ja o k; o k;

und wir sehen, daf} sich in dieser Doppelsumme die Terme mit ¢ > 5 und die
Terme mit ¢ < j gegenseitig aufheben. [

Definition 1.2.9. Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren:
Z,X =ker(9,: S,X — S,-1X), die Gruppe der singulédren ¢-Zykel;

B,X :=im 0,4, die Gruppe der singuliren ¢-Réinder (englisch boundaries);
H,X :=7,X/B,X die ¢-te singuléire Homologiegruppe von X.

Die Nebenklasse in H, X eines Zykels ¢ € Z,X heift seine Homologieklasse und
wird mit [¢] € H, X bezeichnet.

1.2.10. Die Zykel und Rénder sind natiirlich Untergruppen in der Gruppe aller
Ketten, nach 1.2.8 gilt genauver B,X C Z,X C S,X. Deshalb ist es auch iiber-
haupt nur méglich, die Quotientengruppe H, X = Z,X/B,X zu bilden.

1.2.11. Spiter werden wir noch andere Homologietheorien kennenlernen. Die hier
vorgestellte Theorie heifit genauer die singulire Homologie mit ganzzahligen
Koeffizienten. Wollen wir besonders betonen, da3 wir die singuldre Homolo-
gie eines topologischen Raums meinen, schreiben wir statt H, X" genauer HzingX .
Statt Koeffizienten in Z konnen wir als Koeffizienten in unseren formalen Linear-
kombinationen von Simplizes auch Elemente einer beliebigen abelschen Gruppe
G zulassen und erhalten dann auf dieselbe Weise weitere abelsche Gruppen, die
die singuliren Homologiegruppen von X mit Koeffizienten in G heilen und
H,(X; G) notiert werden. So erhalten wir sogar in offensichtlicher Weise Funk-
toren Top x Ab — Ab und insbesondere wird fiir jeden k-Vektorraum G auch
H,(X; G) ein k-Vektorraum in natiirlicher Weise.
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1.2.12. Auf den ersten Blick sehen unsere Homologiegruppen recht unhandlich
aus: Es sind Quotienten einer riesigen abelschen Gruppe durch eine fast ebenso
riesige Untergruppe. Wir werden aber sehen, dall unsere H, so schone Eigen-
schaften haben, dal man sie dennoch fiir viele interessante Raume sehr explizit
berechnen und verstehen kann.

Beispiel 1.2.13 (Homologie eines Punktes). Fiir den einpunktigen Raum X =
top gilt H,(top) = 0 fir ¢ # 0. Des weiteren ist der einzige Nullsimplex o :
Ao — top ein Zykel und die Vorschrift 1 — [o] liefert einen Isomorphismus

7 = HO (tOp)

In der Tat gibt es fiir jedes ¢ > 0 genau einen ¢-Simplex in top, also gilt S, (top) =
Z fiir alle ¢ > 0 und die Randabbildung 0, verschwindet fiir ¢ ungerade und
q < 0, ist aber ein Isomorphismus fiir ¢ > 2 gerade. Wir bezeichnen die Homo-
logieklasse des einzigen Nullsimplex mit ¢ := [0] € Hy(top) und nennen sie den
kanonischen Erzeuger der nullten Homologie des einpunktigen Raums.

Beispiel 1.2.14 (Homologie und Wegzusammenhangskomponenten). Ist X =
| | X\, die Zerlegung eines topologischen Raums X in seine Wegzusammenhangs-
komponenten, so sind die hoffentlich offensichtlichen Isomorphismen & S, .X,, —
S,X vertridglich mit den Randoperatoren und induzieren folglich Isomorphismen

PHx, > HX

Lemma 1.2.15 (Nullte Homologie). Fiir jeden topologischen Raum X faktori-
siert die Abbildung X — HyX, die jedem Punkt v € X die Homologieklasse
0, des konstanten Nullsimplex o, mit besagtem Punkt als Wert zuordnet, iiber die
Menge 7o(X) der Wegzusammenhangskomponenten von X und induziert einen

Isomorphismus
Z’TFO (X) :> H()X
zwischen der freien abelschen Gruppe iiber der Menge (X ) der Wegzusammen-

hangskomponenten von X und der nullten Homologie von X.

1.2.16. Fiir eine Wegzusammenhangskomponente w von X bezeichne §,, € Hy X
die Klasse eines und jedes Nullsimplex aus unserer Komponente. Die 9, bilden
dann also eine Basis von Hy X .

Beweis. In der Tat reicht es nach dem vorhergehenden Beispiel 1.2.14, das fiir X
wegzusammenhingend zu priifen. Wir haben jedoch eine natiirliche Abbildung,
die sogenannte Augmentation

g S()X — 7
dSazx = > a,
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Es reicht sicher, fiir wegzusammenhingendes X die Formel kere = im0; zu
zeigen. Nun wird aber im 0; erzeugt von allen formalen Summen z —y mit z,y €
X, denn je zwei Punkte lassen sich durch einen Weg verbinden. Daraus folgt dann
sofort ker ¢ = im 0. O]

Lemma 1.2.17 (Homologie konvexer Mengen). Gegeben K C R" eine konvexe
Teilmenge gilt H, K = 0 fiir ¢ > 0.

Beweis. Ist K leer, so ist eh nichts zu zeigen. Sonst zeichnen wir einen beliebigen
Punkt s € K aus und definieren fiir ¢ > 0 den Prismen-Operator

P=P°=P:S,K = Sy K

der ,,jeden ¢g-Simplex durch Verbinden mit dem ausgezeichneten Punkt s zu einem
(¢ +1)-Simplex erweitert”, ganz dhnlich wie beim Beweis von 1.1.15. Formal de-
finieren wir P auf Simplizes ¢ : A, — K dadurch, dal Po der Simplex Po :

Ayi1 — K sein soll mit (Po)(1 — 7,720, ..., 72y) = (1 = T7)s + 70(x0, . .., T4)
fur alle 7 € [0, 1]. Hier ist Po stetig, da [0, 1] x A, — Ay, (7,20, ..., 24) —
(1 —7,720,...,72,) als stetige Surjektion eines Kompaktums auf einen Haus-

dorffraum nach [TM] 1.7.17 final ist. Nun setzen wir P linear auf Ketten fort und
priifen die Relation 0P + PO =id : S, — S K fiir ¢ > 0. In der Tat gilt ja

I(Po) = Zogquﬂ(_l)j(PU)Oqu‘H
P(0o) = Zogqu(—l)jP(aok?)

und priift leicht die Formeln (Po) o k{™ = o sowie (Po) o k™ = P(cok?_)) fiir
1 < j < ¢+ 1. Also haben wir in der Tat OP 4+ PO = id auf ¢-Ketten mit ¢ > 0,

damit gilt im Fall ¢ > O fiir jeden Zykel z € Z,K schon 0Pz = z und z ist ein
Rand. 0

Ergdnzung 1.2.18 (Glatte Variante des Prismenoperators). Wir konnen auch
allgemeiner fiir eine beliebige stetige Abbildung f : [0,1] — [0, 1] mit f(0) = 0
und f(1) = 1 die Variante P*/ des Prismenoperators betrachten, die durch die
Vorschrift (P*/a)((1 —7), 720, ...,72,) = (1 — f(7))s + f(7)o (g, ..., x,) fiir
alle 7 € [0, 1] gegeben wird. Nehmen wir fiir f insbesondere eine glatte Abbil-
dung, die in einer Umgebung von 7 = 1 konstant den Wert Eins annimmt, so
macht diese Variante des Prismenoperators glatte Simplizes zu glatten Simplizes.
Das wird uns insbesondere im Zusammenhang mit dem Beweis des Satzes von de
Rham in [TG] 5.5 helfen.

Ergdnzung 1.2.19 (Wegintegrale iiber Homologieklassen). Diese Ergiinzung ist
fiir Leser gedacht, die bereits mit den Grundlagen der Funktionentheorie vertraut
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L(PG'}( 0,9, 4)
G(o,1)

=\

SN
C_PG')(A«O; 0) = 7"

G(,0)

((PG)%O//’/ 0)

Ein 1-Simplex o und der daraus durch Anwenden des Prismenoperators zu einem
Punkt p entstehende 2-Simplex Po.
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sind. Gegeben U @ Cund f : U — C holomorphund ¢ : A; — U ein 1-Simplex
erkldaren wir das Integral fg f(2) dz, indem wir o vermittels des durch die Projek-
tion auf die zweite Koordinate gegebenen Homdomorphismus ¢ : A; = [0, 1] als
Weg auffassen und dariiber integrieren im Sinne von [FT1] 3.3.8. Lineare Fort-
setzung liefert unmittelbar ein Integralbegriff fiir holomorphe Funktionen iiber
1-Ketten. Aus der Homotopie-Invarianz des Wegintegrals [FT1] 3.3.9 folgt dann,
daB3 die Integrale iiber 1-Rinder verschwinden. Wir erhalten auf diese Weise eine
wohlbestimmte Z-bilineare Paarung

(S1(U)/B1(U)) x O™U) — C
(o] . f) = [, f(z)dz

und insbesondere eine wohlbestimmte Z-bilineare Paarung zwischen der ersten
Homologiegruppe H;(U) und der additiven Gruppe O**(U) der holomorphen
Funktionen auf U. Diese Paarungen schreiben wir fiir jede Klasse b in der Form

(b, f) = [, f(z)dz.

1.3 Funktorialitit der Homologie

1.3.1. In diesem Abschnitt erkldren wir fiir jede stetige Abbildung f : X — Y
Gruppenhomomorphismen H,(f) = f. : H,X — H,Y derart, da unsere Ho-
mologiegruppen Funktoren H, : Top — Ab von der Kategorie der topologischen
Réiume in die Kategorie der abelschen Gruppen werden.

Definition 1.3.2. Gegeben eine stetige Abbildung f : X — Y erkldren wir Grup-
penhomomorphismen S, f : 5,X — S,Y, indem wir jedem Simplex 0 : A, — X
den Simplex f oo : A, — Y zuordnen und diese Abbildung linear auf S,X
fortsetzen.

Lemma 1.3.3. Gegeben f : X — Y stetig gilt 0,05, = S,_1f 00,, als da heifit,
es kommutieren die Diagramme

Sqf

S X  — 5
| 10
Sqflf
Sq_lX — Sq_1Y

Beweis. Wir miissen das nur auf jedem ¢-Simplex o : A, — X priifen. Es gilt

aber in der Tat
(Og054f)(0) = O4(fo U)
= >.(=1)foook]
= (Sq—lf © 8q)(0) L
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1.3.4. Das Lemma zeigt, dal S,f Zykel auf Zykel und Rénder auf Rénder ab-
bildet. Fiir einen ¢-Zykel z in X héngt also die Homologieklasse seines Bildes
(S¢f)(2) in Y nur von der Homologieklasse von z ab. Wir erhalten somit einen
Gruppenhomomorphismus, das Vorschieben

H,f: HX — HY
2] = [(Sef)(2)]

Man sieht leicht, daB gilt H,(fog) = H,(f)oH,(g) und H,(id) = id, also erhalten
wir fiir alle ¢ € Z einen Funktor H, : Top — Ab. Oft verwenden wir auch die
Abkiirzung H,(f) = f..

1.3.5. Fiir jeden topologischen Raum X bezeichne X™ die disjunkte Vereinigung
seiner Wegzusammenhangskomponenten mit der kofinalen Topologie. Die Iden-
titdt ist dann eine stetige Abbildung X% — X und der zugehorige Vorschub in-
duziert auf der Homologie offensichtlich einen Isomorphismus

HXY = HX

Erginzung 1.3.6 (Funktorialitit unter simplizialstetigen Abbildungen). Wir
nennen eine Abbildung f : X — Y von topologischen Riumen simplizialstetig,
wenn fiir jedes ¢ und jede stetige Abbildung o : A; — X auch foo: A, =Y
stetig ist. Offensichtlich ist jede stetige Abbildung auch simplizialstetig. Unse-
re singuldren Ketten ebenso wie die singulire Homologie sind sogar Funktoren
H, : Top® — Ab auf der Kategorie Top” der topologischen Riume mit simpli-
zialstetigen Abbildungen als Morphismen, und unsere Abbildung aus 1.3.5 ist ein
Isomorphismus X% = X in Top®. Von dieser Kategorie erhilt man hinwiederum
unschwer einen volltreuen Funktor in die Kategorie der sogenannten ,,simplizia-
len Mengen®, der als Definitionsbereich fiir die simpliziale Homologie besonders
natiirlich wire, aber ich mochte Sie nicht zu Beginn durch allzugrof3e Abstraktion
allzusehr verwirren.

1.3.7 (Vertriglichkeit der Homologie mit Koprodukten). Ist X = | | X, eine
Zerlegung von X in paarweise disjunkte Teilmengen, die nicht durch Wege ver-
bunden werden koénnen, und bezeichnet 7,, : X,, — X die jeweilige Einbettung,
so liefern die Si,, : SX,, — SX einen Isomorphismus @ SX,, = SX und damit
liefern auch die H,(4,,) : Hy(X,,) — H,(X) einen Isomorphismus

D Hy(Xu) = Hy(X)

Wir hatten fast dasselbe bereits in 1.2.14 in etwas weniger priziser Sprache be-
merkt. In der in [LA2] 7.7.20 eingefiihrten Terminologie sind insbesondere die
Funktoren H, : Top — Ab vertréglich mit beliebigen Koprodukten.

22



1.3.8. Wir wiederholen die vorhergehenden Argumente noch einmal in einer aus-
gefeilten Sprache und fithren dazu die Kategorie der ,,Kettenkomplexe* ein.

Definition 1.3.9. Ein Kettenkomplex oder Komplex von abelschen Gruppen ist
ein Paar C' = (C, 0) bestehend aus einer Familie C' = (C,),cz abelscher Gruppen
und einer Familie von Gruppenhomomorphismen 0, = 8(10 0 Cf — Oy fiur
q € Z derart, daf} gilt

04-100, =0 fiiralle q.

Ein Morphismus s : C' — D von Kettenkomplexen, auch Kettenabbildung ge-
nannt, ist eine Familie von Gruppenhomomorphismen s, : C;, — D, derart, dafl
gilt an 084 = Sq—1 oaqc fiir alle ¢ € Z oder, etwas salopp geschrieben, dos = so0.
Wir erhalten so die Kategorie Ket = Ket(Ab) aller Komplexe von abelschen
Gruppen. Darin gibt es ein finales und kofinales Objekt, den Nullkomplex, bei
dem eben alle Gruppen und Differentiale Null sind. Analog erklédrt man fiir einen
beliebigen Ring R die Kategorie Ket(R-Mod) aller Komplexe von R-Moduln.

1.3.10. Fiir diese Struktur ist auch noch eine andere Terminologie iiblich. Ganz
allgemein nennt man eine abelsche Gruppe C' mit einer Zerlegung C' = P ez Ca
als interne direkte Summe in eine Familie von mit ¢ € Z indizierten Untergruppen
eine graduierte oder genauer Z-graduierte abelsche Gruppe. Ist zusitzlich ein
Gruppenhomomorphismus 9 : C — C' gegeben mit 9(C,) C C,_; und 9* = 0, so
nennt man das Paar (C, 0) eine differentielle graduierte abelsche Gruppe oder
kurz eine dg-Gruppe mit Differential 0. Analog definieren wir die Kategorie der
differentiellen graduierten Moduln iiber einem Ring R und notieren sie dgModp,
so daB also gilt Ket(R-Mod) = dgModj. Manchmal arbeitet man auch allge-
meiner mit dem Begriff einer differentiellen abelschen Gruppe, womit schlicht
ein Paar (A, 0) gemeint ist bestehend aus einer abelschen Gruppe A und einem
Gruppenhomomorphismus 0 : A — A mit der Eigenschaft 9> = 0. Natiirlich
konnte man auch differentielle graduierte abelsche Gruppen betrachten, bei de-
nen das Differential einen anderen ,,Grad‘ hitte als in unserer Definition, aber die
kommen seltener vor und wir blenden sie deshalb vorerst einmal aus.

Beispiel 1.3.11. Fiir jeden topologischen Raum X ist der Komplex der singuldren
Ketten (SX, 0) mit (SX), := S, X ein Kettenkomplex. Fiir jede stetige Abbildung
f: X — Y bilden nach Lemma 1.2.8 die S,( f) eine Kettenabbildung Sf : SX —
SY . Dagilt S(fog) = S(f)oS(g) sowie S(id) = id, erhalten wir so einen Funktor

S : Top — Ket

1.3.12. In ?? konstruieren wir fiir jeden topologischen Raum X die ,,simpliziale
Menge“ SX. Was im Einzelfall mit dem Symbol SX gemeint ist, mufl der Le-
ser dann aus dem Kontext erschlieBen. Wenn wir besonders betonen wollen, daf3
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SX den Kommplex und nicht die simpliziale Menge meint, verwenden wir die
Notation S, X .

Definition 1.3.13. Fiir jedes ¢ € Z definieren wir einen Funktor, die ¢-te Homo-
logiegruppe eines Kettenkomplexes

H,: Ket — Ab
C — H,(C):=kerd,/imd,

als den Quotienten vom Kern des Differentials nach seinem Bild. Auf den Ob-
jekten ist das schon mal in Ordnung und wir miissen nur noch erkldren, wie
ein Morphismus von Kettenkomplexen s : C' — D Morphismen auf der Ho-
mologie H,(s) : H,(C) — H,(D) definiert. Aus 9P o s = s 0 9° folgt aber
s(imd%) C imdP, s(kerd°) C ker &P und damit induziert s Morphismen
H,(s) : Hy(C) — Hy(D). Wieder sieht man leicht, daB gilt H,(s o t) = Hy(s) o
H,(t) und H,(id) = id, unser H, ist also ein Funktor fiir alle ¢ € Z.

Ergdnzung 1.3.14. Manchmal betrachten wir auch den Funktor
H : Ket — Ket

der einem Komplex die Gesamtheit seiner Homologiegruppen zuordnet, aufgefal3t
als Komplex mit Differential Null. Gegeben eine differentielle abelsche Gruppe
(A, 0) erkliart man ihre Homologie als die abelsche Gruppe HA := ker /im0,
die in diesem Fall keine Graduierung tréagt.

1.3.15. Wir erhalten mit diesen Begriffsbildungen und Notationen unsere Funk-
toren der singuldren Homologiegruppen H, : Top — Ab als die Verkniipfungen
H, = H™® = H, o S von Funktoren

Top S Ket 4 Ab

Wir iibertragen die Begriffsbildungen Zykel, Rand, Homologieklasse auf be-
liebige Kettenkomplexe C' und schreibt Z,C' := ker 9, fiir die Zykel, B,C :=
im 0,4, fur die Rénder und [¢] € #H,C fur die Homologieklasse eines Zykels
ce Z,C.

Ubungen

Ubung 1.3.16. Ist f : X — Y eine Uberlagerung mit endlichen Fasern, so erhilt
man eine Kettenabbildung f* : SY — SX, indem man jedem singuldren Sim-
plex die Summe seiner Lifts zuordnet. Man zeige, daB fiir die auf der Homologie
induzierten Riickziige

o HY - HX
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im Fall einer n-blittrigen Uberlagerung gilt (H, f)o f* = n-id : H,Y — H,Y. Ist
unsere Uberlagerung normal und ist G ihre Gruppe von Decktransformationen, so
zeige man weiter f* o (H,f) => _,H,9: H, X — H,X.

geG

Ubung 1.3.17. Man erklire, wie fiir einen festen topologischen Raum X die Ho-
mologiegruppen mit Koeffizienten aus 1.2.11 als Funktoren Ab — Ab, A —
H,(X; A) aufgefait werden konnen, und wieso damit fiir jeden Ring R die Grup-
pen H,(X; R) in natiirlicher Weise zu R-Moduln werden, was wir ja auch bereits
in 1.2.11 bemerkt hatten.

Ubung 1.3.18. Man zeige, daB unsere Isomorphismen Zmo(X) = HoX in ihrer
Gesamtheit eine Isotransformation Zmr, = Hg von Funktoren Top — Ab bilden.

Ergiinzende Ubung 1.3.19. Gegeben eine Familie (K, ),c4 von Kettenkomplexen
derart, daf} in jedem Grad nur endlich viele von ihnen nicht verschwinden, ist die
offensichtliche Kettenabbildung ein Isomorphismus

|_|Kai>|_|Ka

acA acA

1.4 Homotopie-Invarianz

Satz 1.4.1 (Homotopie-Invarianz). Homotope stetige Abbildungen induzieren
dieselbe Abbildung auf der Homologie.

1.4.2. Dieser Satz ist schon ein sehr starkes Hilfsmittel zur Berechnung der singu-
laren Homologiegruppen. Er impliziert zum Beispiel, daB ein zusammenziehbarer
Raum dieselbe Homologie hat wie ein Punkt. Wir geben zwei Beweise: Erst einen
mehr rechnerischen Beweis, und dann einen mehr konzeptionellen Beweis, der
jedoch im Gegensatz zu unserem rechnerischen Beweis auf der Kenntnis der Ho-
mologie konvexer Mengen 1.2.17 aufbaut.

Vorschau 1.4.3. Wir werden das im Folgenden durchgefiihrte konzeptionelle Be-
weisverfahren spiter formalisieren zum Satz iiber azyklische Modelle 5.6.23 und
damit auch die sogenannte ,,Kiinneth-Formel* iiber die Homologie von Produk-
ten zeigen. Aus dieser Formel kann die Homotopie-Invarianz im iibrigen leicht
direkt hergeleitet werden. Das ist nur insofern nicht ganz fair, als unser Beweis
der Kiinnethformel auf der Homotopieinvarianz aufbaut. Will man die Homoto-
pieinvarianz direkt aus dem Satz iiber azyklische Modelle herleiten, mag man
bemerken, dal bei den Funktoren Top — Ket gegeben durch X — S(X) und
X — S(X x [0,1]) jeweils alle homogenen Komponenten frei sind mit Model-
len in unseren Simplizes, beim zweiten Funktor nach 5.6.21. Damit zeigt dieser
Satz unmittelbar, daf} jede Transformation, die auf der nullten Homologie eine
Isotransformation induziert, bereits selbst eine Isotransformation zwischen den
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entsprechenden Funktoren Top — Hot gewesen sein mul3. Diese Erkenntnis gilt
es dann nur noch anzuwenden auf die Transformation, die von den Projektionen
X % [0,1] — X induziert wird.

Erster Beweis. Bezeichnet f,g : X — Y unsere homotopen stetigen Abbildun-
gen, so behauptet der Satz fiir alle ¢ die Gleichheit H,(f) = H,(g) von Abbil-
dungen H, X — H,Y. Es gilt also zu zeigen, daB} fiir jeden Zykel z € Z,X
die Differenz (S,f)(z) — (S,9)(2) ein Rand in Y ist. Anschaulich ist das recht
klar: Unsere Differenz ist eben ,,der Rand des Gebiets, das von besagtem Zykel
wihrend der Homotopie von f nach g iiberstrichen wird“. Etwas formaler sei
h : X x[0,1] — Y eine Homotopie von f nach g. Bezeichne w, : A, —
A, x [0,1] diejenige affine Abbildung, die die Ecken e, ..., e, unseres Stan-
dardsimplex der Reihe nach abbildet auf (eg,0),...,(e,,0), (ey,1),..., (eg, 1).
Bezeichne ¢, : S,X — S,41Y die Abbildung, die auf Simplizes gegeben wird
durch

q
8g(0) = (=1)"ho (o x id) o w,
v=0
Nun priifen wir fiir die so gegebenen Abbildungen ¢, die Identititen 9§ + 0 =
Sq9 — S, f. Sobald das getan ist, sind wir fertig, denn dann gilt fiir jeden Zykel
z € Z,X die Formel (S,9)(z) — (S4f)(2) = 00z und unsere Differenz ist in
der Tat ein Rand. Fiir den Nachweis unserer Identititen kiirzen wir (e,,0) = v,
und (e,, 1) = w, ab und vereinbaren fiir ¢ + 1 Punkte a, b, ..., c einer konvexen
Teilmenge eines reellen Raums die Notationen [a, b, . . ., ¢| fiir die Abbildung von
A, in unsere konvexe Teilmenge, die die Ecken der Reihe nach auf diese Punkte
wirft. Dann haben wir also w, = [vg, ..., v, Wy, ..., w,] und

9o4(0) = > 5, (=1)"(=1)"h(o xid)[vg, ..., Dy -+, Vyy Wy, - ., Wy
+ Zugu(—l)”(—l)“ﬂh(o X 1d) [V, - -y Uy Wy ooy Wy« Wy

Andererseits ergibt sich d(o) = > (—1)"oleg, ..., &, ..., e und damit

0g10(0) = >0, (=) (=) h(o x id)[vg, . o Dy -+ o, Vs Wy -+ 5 W4
+ 2 ey (FD) (1) h(0 x id)[vo, -+, Uy Wy Wy - - WY

Nach dem Aufaddieren bleiben nur noch die Terme mit v = p des Ausdrucks fiir
06,(o) ubrig, und auch diese 16schen sich paarweise aus bis auf den Summanden
mit ¥ = g = 0 vorne und den Summanden mit v = p = ¢ hinten. Da nun
aber gilt h(o x id)[wy, ..., w,] = go und h(o x id)[vy,...,v,] = fo, folgt die
Behauptung. [

1.4.4. Es mag der Anschauung helfen, sich klarzumachen, daf3 die Bilder der w,
die vollen Simplizes maximaler Dimension einer Triangulierung von A, x [0, 1]
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sind. Fiir die formale Argumentation ist das jedoch belanglos. Unserem zweiten
Beweis schicken wir eine Vorbemerkung voraus.

1.4.5 (Abstrakte Variante des Yoneda-Lemmas). Ist C eine Kategorie und A €
C ein Objekt, so konnen wir den Funktor ZC(A, ) : C — Ab betrachten, der
jedem Objekt X die freie abelsche Gruppe iiber C(A, X) zuordnet. Ist dann G :
C — Ab ein weiterer Funktor, so liefert die Abbildungsvorschrift 6 — Ja(ida)
eine Bijektion

AbC(ZC(A, ), G) = G(A)

zwischen der Menge aller Transformationen ZC (A, ) = G und der Menge G(A).
Man erhilt eine Umkehrabbildung, indem man einem g € G(A) diejenige Fami-
lie von Gruppenhomomorphismen d§x : ZC(A, X) — G(X) zuordnet, bei der
0x dadurch gegeben ist, dal es jedem Morphismus ¢ : A — X das Element
(Go)(g) € G(X) zuordnet.Wir iiberlassen die Details des Beweises dem Leser

zur Ubung, man orientiere sich am Beweis des Yoneda-Lemmas [LLA2] 7.10.2.

Beispiel 1.4.6 (Variante des Yoneda-Lemmas fiir Ketten). Fiir jeden Funktor
G : Top — Ab liefert das Auswerten auf dem tautologischen g-Simplex 7, eine
Bijektion zwischen der Menge der Transformationen von S, nach G und der Men-
ge G(A,), in Formeln Ab™(S,, G) = G(A,), § = da,(7,). Der Randoperator
d: S, — S,—1 entspricht unter dieser Bijektion etwa der Kette 01, € S,_1(4,).

Zweiter Beweis. Sei wieder h : X x [0,1] — Y eine Homotopie von f nach
g. Bezeichnen wir die Inklusionen X — X x [0,1], z — (x,t) mit 4, so gilt
f=hoigund g = hoi;. Es reicht nun, H,(ig) = H,(41) zu zeigen, denn daraus
folgt mit der Funktorialitdt der Homologie schon

Hy(f) = Hy(h) o Hy(io) = Hy(h) o Hy(i1) = Hy(g)

Die Formel H,(iy) = H,(¢1) bedeutet, daB fiir jeden Zykel =z € Z,X die Differenz
seiner Bilder (S,ig)(z) — (S4i1)(2) ein Rand ist. Um das nachzuweisen reicht es,
eine Familie von Morphismen

§=06,=0":58,X = Ser1(X x[0,1])

fiir ¢ € Z zu konstruieren derart, daf3 gilt 90 4+ 00 = Sgi; — Syio, denn dann ist
(Sq21)(2) —(Sqi0)(2) = 06z ein Rand fiir jeden Zykel z € Z, X . Eine Moglichkeit,
derartige Morphismen explizit anzugeben, liefert die explizite Formel

q

80 = (—1)"(0 x id)w,

v=0
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Dies Bild zeigt zwei homotope Abbildungen der Kreislinie in die punktierte
Ebene und die Bilder desselben aus der formalen Summe von fiinf singuldren
Eins-Simplizes bestehenden Eins-Zykels unter diesen beiden Abbildungen. Des
weiteren ist in der Abbildung eine Zweikette in der punktierten Ebene
angedeutet, gegeben durch die formale Summe von insgesamt zehn singuldren
Zwei-Simplizes, davon die Hilfte mit dem Koeffizienten (—1), deren Rand
gerade die Differenz unserer beiden Eins-Zykel ist. So erkennt man, daf unsere
beiden Eins-Zykel dieselbe Homologieklasse in der punktierten Ebene
repréasentieren.
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in den Notationen unseres ersten Beweises. Ich will jedoch auch noch einen mehr
konzeptionellen Zugang erkléren. Es ist bequem, solch eine Familie zu konstruie-
ren als Transformation, wo wir beide Seiten auffassen als Funktoren in X von den
topologischen Ridumen in die abelschen Gruppen. Dann kénnen wir uns ndmlich
auf die Variante des Yoneda-Lemmas fiir Ketten 1.4.6 stiitzen. Bezeichne dazu
7, € S,(4,) den tautologischen ¢-Simplex id : A, — A,. Wir hatten gese-
hen, da3 wir nur fiir alle topologischen Rdume X und alle ¢ € Z Morphismen
§ =04 : 54X — Sg+1(X x [0, 1]) konstruieren miissen derart, daf gilt

884 + 64—10 = Syi1 — Sqio (*)q

Wir konstruieren die ¢, als Transformationen 6, : S, = Fy4; in den Funktor
Fit1 0 X — Sg41(X x [0,1]) von oben. Sie werden dann nach unserer Yoneda-
Variante 1.4.6 schon durch die Angabe jeweils eines Elements 6,(7,) = V, €
Sq+1(A4 x [0, 1]) eindeutig festgelegt und wir miissen nur unsere V,, so wihlen,
daf die obigen Gleichungen (x), erfiillt sind. Da (%), aber eine Gleichung von
Transformationen S, = F7j, ist, gilt sie wieder nach unserer Yoneda-Variante 1.4.6
immer, wenn sie nach Auswerten auf dem tautologischen Simplex 7, € S,(A,)
gilt, also genau dann, wenn gilt

(904 + 94-10)(7q) = (Sqir = Sqio)(7y)
in S,(A, x [0,1]). Fir V, = §,(7,) bedeutet das genau
OV = (Sqir — Sqio — 64-10)(74)

Man beachte, dal hier die rechte Seite von d,_;, also von V,,_; abhédngt. Wir
wihlen nun mogliche V; induktiv und nehmen an, da die V; fir 7 < ¢ — 1
schon konstruiert sind und die Gleichungen (%), fir 7 < g — 1 gelten. Als Basis
der Induktion diirfen wir V;, = 0 fiir 7 < 0 nehmen und als 1}, irgendeinen singu-
ldaren Simplex A; — A x [0, 1], der die Endpunkte des Geradensegments A ,.in
der richtigen Reihenfolge* auf die Endpunkte des Geradensegments Ag x [0, 1]
abbildet. Da nun nach Lemma 1.2.17 iiber die Homologie konvexer Mengen fiir
q > 0 gilt H,(A, x [0,1]) = 0, konnen wir eine ¢-Kette in A, x [0, 1] fiir ¢ > 0
als Rand schreiben genau dann, wenn sie ein Zykel ist. Wir finden fiir ¢ > 0 also
unser V;, wie gewiinscht genau dann, wenn gilt

G(Sqil — Sqio — 5q_18) (Tq) =0
Das zeigen wir induktiv, indem wir unter Verwendung von (x),_; rechnen
8(Sqi1 — Sq’io — 5q_18) = (Sq_lil — Sq_lio — 85q_1)8

= 04200
= 0 O
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Eine mogliche Wahl von Vj, die anders ist als im Beweis vorgeschlagen, und
dazu eine mogliche Wahl von V;
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Definition 1.4.7. Zwei Kettenabbildungen f,¢g : A — B von Kettenkomplexen
heilen kettenhomotop oder kurz homotop, wenn es eine Familie 9, : A; — By 41
von Gruppenhomomorphismen gibt mit f, — g, = 9,119, + d4—10, fiir alle g. Wir
schreiben dafiir auch manchmal § : f ~ g.

1.4.8. Eine Kettenabbildung hei3t nullhomotop, wenn sie homotop ist zur Nul-
labbildung. Per definitionem sind zwei Kettenabbildungen kettenhomotop, wenn
ihre Differenz nullhomotop ist. Ist weiter g o h eine Verkniipfung von Kettenab-
bildungen und ist eine der beiden nullhomotop, so auch die Verkniipfung, wie Sie
in 1.4.11 selbst priifen sollen. Wir konnen deshalb die Homotopiekategorie der
Kettenkomplexe abelscher Gruppen einfiihren, mit Kettenkomplexen von abel-
schen Gruppen als Objekten und Homotopieklassen von Kettenabbildungen als
Morphismen. Wir notieren sie Hot(Ab) oder Hoty;, oder auch einfach nur Hot.
Morphismen von Komplexen in der Homotopiekategorie notieren wir manchmal
A —yo¢ B. Analog erklirt man fiir einen beliebigen Ring R die Homotopiekate-
gorie Hotg = Hot(R-Mod) aller Komplexe von R-Moduln. Isomorphismen in
einer Homotopiekategorie von Komplexen nennen wir auch Homotopieéquiva-
lenzen und notieren sie — oder ;. Ein Komplex heit nullhomotop, wenn er
homotopieédquivalent ist zum Nullkomplex.

1.4.9. Unsere Argumente von eben zeigen, dafl die Homologiegruppen ganz all-
gemein Funktoren H, : Hot(Ab) — Ab liefern. Weiter haben wir gezeigt, daf
homotope Abbildungen f, g kettenhomotope Abbildungen S f, Sg auf den singu-
laren Ketten liefern. Genauer erhalten wir fiir jede Homotopie h : f ~ ¢ eine
Kettenhomotopie Sf ~ Sg als Sh o § mit § wie im Beweis von 1.4.1. Bezeichnen
wir wie bisher mit Hot die Homotopiekategorie topologischer Riume, so erhalten
wir mithin ein kommutatives Diagramm von Funktoren

Top > Ket(Ab) % Ab
} } I
hTop - Hot(Ab) % Ab

Insbesondere induziert eine Homotopiedquivalenz stets Isomorphismen auf der
Homologie. Nun ist die konstante Abbildung von einem topologischen Raum auf
einen Punkt eine Homotopiedquivalenz genau dann, wenn unser Raum zusam-
menziehbar ist. Da Funktoren Isomorphismen zu Isomorphismen machen, liefert
also fiir jeden zusammenziehbaren Raum X die konstante Abbildung Isomorphis-
men von seiner Homologie mit der Homologie eines Punktes. Wir folgern fiir X
zusammenziehbar H, X = Z fiir ¢ = 0 und Null sonst. Wenn wir den ersten Be-
weis fiir die Homotopieinvarianz nehmen, erhalten wir unser Lemma 1.2.17 iiber
die Homologie konvexer Mengen als Korollar.
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Ubungen

Ubung 1.4.10. Fiir den einpunktigen Raum X = top und den konstanten Null-
simplex o : Ay — top liefert die Vorschrift n — no eine Homotopiesdquivalenz

Z]0] = S(top)

mit der Notation Z[0] fiir den Komplex, der Z ist im Grad Null und Null sonst.

Ubung 1.4.11. Man zeige, daB die Verkniipfung einer nullhomotopen Kettenab-
bildung mit einer beliebigen Kettenabbildung wieder nullhomotop ist, und zwar
sowohl fiir das Davorschalten wie auch fiir das Dahinterschalten.

Ubung 1.4.12 (Hom-Komplex). Sind (C,9%) und (D, 9”) Kettenkomplexe, so
erkldren wir einen Kettenkomplex (C=D) = Hom(C, D) durch die Vorschrift

(C=D); == [[Hom(C,, D)

q

mit Differential 9(f) = 9P o f — (—=1)!f 0 9° und der Konvention |f| = i
fir f € (C=D);. Man zeige, da8 gilt J(0(f)) = 0, daB die Nullzykel des
Hom-Komplexes gerade die Kettenabbildungen von C' nach D sind, in Formeln
Zy(C=D) = Ket(C, D), und dab diese Gleichheit eine Gleichheit H,(C=D) =
Hot(C, D) zwischen der nullten Homologie und dem Raum der Morphismen von
C nach D in der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe induziert. In dieser
Weise erhalten wir natiirliche Abbildungen

H(C=D) — (HC=HD)

Vorschau 1.4.13 (Vorzeichen im Hom-Komplex). Die Wahl der Vorzeichen in
unserem Hom-Komplex mag willkiirlich wirken. Sie kann jedoch zuriickgefiihrt
werden auf unsere Vorzeichenwahl bei der Definition des Tensorkomplexes 5.3.1.
Genauer bilden nach 5.3.18 die Isomorphismen

ayz  Ket(Y @ X, Z) = Ket(Y, X=2)

gegeben durch f — f mit f(y) := (f(y);) und f(y); : Xi — Zi|y gegeben
durch © — fy+12/(y ® ) fiir homogene y, x eine Adjunktion (®X, X=) von
Funktoren Ket — Ket und das Paar (o, X=) ist nach [TF] 4.8.3 durch ® X ein-
deutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Es gibt auch andere mogliche
Paare, von denen das hier betrachtete nur dadurch ausgezeichnet ist, dal ich mir
a gut merken kann. Nur in diesem schwachen und sehr menschlichen Sinne wer-
den auch die Vorzeichen im Hom-Komplex durch die Vorzeichen bei der Wahl
des Tensorkomplexes bestimmt. Bei der Wahl von « kdnnte man, wenn man den
Teufel am Schwanz ziehen will, durchaus noch igendwelche Vorzeichen einbauen
und miiite dann die Definition von => eben entsprechend anpassen.
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Ubung 1.4.14. Sei C ein Komplex von Moduln iiber einem Ring, dessen Homo-
logiegruppen freie oder allgemeiner ,,projektive” Moduln sind. Man zeige, dal3
es dann in der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe genau einen Homomor-
phismus HC' — C gibt, der auf der Homologie die offensichtliche Identifikation
H(HC) = HC induziert, und daB er im Fall von Vektorrdumen sogar eine Homo-
topiedquivalenz ist. In 6.2.11 verallgemeinern wir die zweite Aussage auf gegen
die Pfeile beschrinkte Komplexe projektiver Moduln. Fiir Moduln iiber Haupt-
idealringen zeigen wir eine Variante in [TG] ??.

1.5 Erste Homologie und Fundamentalgruppe

1.5.1. Der Klarheit halber schreiben wir in diesem Abschnitt anders als sonst []
fiir die Homotopieklasse mit festen Endpunkten eines Weges und wie iiblich |z]
fir die Homologieklasse eines Zykels. Bezeichne ¢ : A; = [0, 1] die Restrik-
tion der Projektion zur zweiten Koordinate auf den Standard-1-Simplex A; =

{(z,y) € [0,1] [z +y = 1}.

Satz 1.5.2.  I. Fiir jeden bepunkteten Raum (X, x) gibt es genau einen Grup-
penhomomorphismus (X, x) — Hy X von seiner Fundamentalgruppe in
seine erste singulire Homologiegruppe mit [y] — [y o ¢| fiir alle geschlos-
senen Wege v € Q(X, x);

2. Fiir jeden wegzusammenhdngenden bepunkteten Raum induziert der Homo-
morphismus aus dem ersten Teil einen Isomorphismus zwischen der Abeli-
sierung [TF] 1.8.1 der Fundamentalgruppe und der ersten singuliren Ho-
mologiegruppe, den sogenannten Hurewicz-Isomorphismus

(X, z)® 3 H X

1.5.3. Ein geschlossener Weg, der unter der im Satz beschriebenen Abbildung
zum Nullelement der ersten Homologiegruppe wird, heif3t nullhomolog.

Ergdnzung 1.5.4. Der Hurewicz-Isomorphismus héngt von der a priori unkano-
nischen Wahl unserer Bijektion ¢ : A; = [0, 1] ab. Wihlen wir hier statt der
Projektion auf die zweite Koordinate die Projektion auf die erste Koordinate, so
dndert er sein Vorzeichen.

Beweis. 1. Offensichtlich definiert die Vorschrift v — [y o ¢] eine Abbildung
hur : Q(X,z) — H; X vom Wegeraum in die erste Homologiegruppe. Um zu
zeigen, dal} sie auf Homotopieklassen von Wegen konstant ist, geben wir eine al-
ternative Beschreibung. Bezeichne Exp : [0, 1] — S unsere iibliche Abbildung
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Ein geschlossener, nicht zusammenziehbarer, aber dennoch nullhomologer Weg
im Komplement einer zweielementigen Teilmenge der komplexen Zahlenebene.
Denken wir uns das Mittelkreuz als Basispunkt und bezeichnet «
beziehungsweise [ in der Fundamentalgruppe das Umrunden gegen den
Uhrzeigersinn von a beziehungsweise b, so ist unser Fundamentalgruppe nach
[TF] 2.5.10 frei erzeugt von o und 3 und unser Weg reprisentiert das Element
a~ !5 tap in der Fundamentalgruppe.

35



t — exp(2rit). Da Exp nach [TM] 1.7.17 final ist, gibt es zu jedem geschlos-
senen Weg v € Q(X, ) eine stetige Abbildung 7 : S' — X mity = 7 o Exp.
Betrachten wir nun in der Kreislinie S! den 1-Zykel z = Expoc € Z;(S'), so
konnen wir unsere Abbildung von (X, z) nach H; X auch schreiben als

v [yod = (Hid)l]

Sind nun v, 5 € Q(X, ) homotop mit festen Endpunkten, so sind 4 und /3 homo-
tope Abbildungen von S* nach X, da wieder nach [TM] 1.7.17 auch id x Exp :
[0,1] x [0,1] — [0,1] x S* final ist. Wir erhalten damit

=081 = 7=58
= H;7=Hp naclz Homotopieinvarianz 1.4.1
= (Hi9)[z] = (HiB)[2]
= Pod=[fod

Folglich definiert die Vorschrift [y] — [y o ] in der Tat eine wohlbestimmte Ab-
bildung 7 (X, z) — H;.X. Wir miissen fiir den ersten Teil nur noch zeigen, daf
sie ein Gruppenhomomorphismus ist. Dazu betrachten wir die affine Abbildung
p: Ay — [0,1] mit (1,0,0) — 0, (0,1,0) — 1/2und (0,0,1) — 1. Offensicht-
lich gilt fiir beliebige v, 5 € Q(X, z), ja sogar fiir zwei beliebige verkniipfbare
nicht notwendig geschlossene Wege in S; X die Identitit

O((B*7y)op)=voc—(B*ry)oc+Boc

als da heiit (3 * ) o c ist homolog zu vy o ¢ 4 5 o ¢, und fiir v, 5 € Q(X, x) folgt
daraus in H; X die Gleichung [(5 xy) oc] = [yoc] + [B o]

2. Da H; X abelsch ist, definiert die Abbildung aus Teil 1 nach [TF] 1.8.3 einen
Gruppenhomomorphismus

hitr : m (X, 2)™ — H, X

Wir nehmen nun X wegzusammenhingend an und wihlen fiir jeden Punkty € X
einen Weg o, € (X, y, x) von z nach y. Dann definieren wir einen Gruppenho-
momorphismus

w: S X — m(X,2)™®

durch die Vorschrift, daf3 er einen 1-Simplex o : A; — X abbilden moge auf die
Klasse des geschlossenen Weges w(o) = @, * (o o ¢1) x o, fiir z = (0, 1) und
y = o(1,0) die Enden unseres 1-Simplex. Wir zeigen nun, da dieser Gruppen-
homomorphismus alle Rénder in B; X auf das neutrale Element von (X, z)2"
wirft. In der Tat, der Rand eines 2-Simplex 7 : Ay — X wird unter unserem Grup-
penhomomorphismus abgebildet auf [a, * (T ok)*a,], wou = 7(0, 0, 1) das Bild
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Der tautologische Zwei-Simplex mit seinem Rand sowie der Zwei-Simplex
p: Ay — [0,1] und sein Rand in S; ([0, 1]).
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einer Ecke von A, istund & : [0, 1] — A, den Weg mit Anfangs- und Endpunkt in
dieser Ecke bezeichnet, der einmal auf dem Rand von A, umliuft in einer Rich-
tung, die der Leser sich selber iiberlegen moge. Da aber schon £ selbst homotop ist
zum konstanten Weg, gilt dasselbe fiir die obige Verkniipfung. Folglich definiert
unsere Vorschrift einen Gruppenhomomorphismus in der umgekehrten Richtung

w: X — (X, 2)™

Es bleibt zu zeigen, daB er invers ist zu dem in Teil 1 konstruierten Homomorphis-
mus hir. Um w o hir = id nachzuweisen, wihlen wir einen geschlossenen Weg
v € (X, x) und erkennen, daf} unter unserer Verkniipfung seine Klasse abgebil-
det wird auf die Klasse von @, * 7y * a, in 7, (X, 2)*P. Das zeigt w o hir = id.
Um htur ow = id nachzuweisen bemerken wir, dal fiir jeden 1-Simplex o unser
w(o) durch den Weg @,(10) * (0 0 ¢™') % ay(o1) représentiert wird. Nach dem
SchluB des vorhergehenden Beweises ist damit hur(w(c)) homolog zur 1-Kette
0+ Qg(1,0) © € — Qi (0,1) © ¢. Definieren wir also o : So X — S; X durch y — « o¢,
so ist hur(w(o)) — o homolog zu 6Jo fiir jeden 1-Simplex o und nullhomolog fiir
jeden 1-Zykel a € Z; X, in Formeln [hur(w(a))] = [a] Va € Z1 X. O

Definition 1.5.5. Zwei normierte geschlossene Wege «, (3 in einem topologischen
Raum heiBen frei homotop, wenn es eine durch 7 € [0, 1] parametrisierte Familie
geschlossener normierter Wege v, gibt mit v = o, 73 = [ und so, daB (¢,7) —
v, (t) stetig ist auf [0, 1]2.

1.5.6. Im Gegensatz zur Homotopie mit festen Endpunkten muf} unsere Abbil-
dung auf [0, 1]? bei einer freien Homotopie also nicht auf der vorderen und hin-
teren Kante konstant sein, sondern vielmehr auf der vorderen und hinteren Kante
denselben Weg darstellen.

Ubungen

Ubung 1.5.7. Man zeige, daB je zwei frei homotope geschlossene Wege unter den
Hurewicz-Homomorphismen zum jeweiligen Basispunkt auf dieselbe Homolo-
gieklasse abgebildet werden.

Ubung 1.5.8. Man zeige, daB die Hurewicz-Isomorphismen fiir jeden wegzusam-
menhingenden Raum X einen Isomorphismus hury : 71(X)* & H;(X) zwi-
schen seiner basispunktfreien abelisierten Fundamentalgruppe [TF] 1.8.4 und der
ersten Homologiegruppe induzieren und dall wir so sogar eine Isotransformation

hur : 7% = H,

von Funktoren von der Kategorie der wegzusammenhédngenden Ridume in die Ka-
tegorie der abelschen Gruppen erhalten.
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Dies Bild soll illustrieren, warum fiir einen Zwei-Simplex 7 : Ay — X sein
Rand unter unserem Gruppenhomomorphismus abgebildet auf
[ * (T o k) * o], wou = 7(0,0, 1) das Bild einer Ecke von A, ist und
k :]0,1] — Ay den Weg mit Anfangs- und Endpunkt in dieser Ecke bezeichnet,
der einmal auf dem Rand von A, umliuft.
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1.6 Homologie offener Teilmengen der Ebene

1.6.1 (Umlaufzahlen fiir Zykel). Gegeben w, z € C zwei verschiedene Punkte
der komplexen Zahlenebene spezialisiert der Hurewitz-Isomorphismus 1.5.2 zu
einem Isomorphismus

m(C\w, z) = H; (C\w)
Wir notieren den duch die Umlaufzahl v — Um(v,w) aus [TF] 1.7.7 gegebenen
Isomorphismus Um( ,w) : m; (C\w, z) = Z. Man kann leicht zeigen, daf} die auf
der Homologie induzierte Abbildung nicht von z abhédngt und folglich mit

Um(,w): H(C\w) = Z

bezeichnet werden kann. Fiir eine Homologieklasse o € H;(C\w) notieren wir
ihr Bild unter dieser Abbildung mit Um(«, w) und nennen diese Zahl die Um-
laufzahl unserer Klasse o um den Punkt w. Fiir einen 1-Zykel o0 € Z;(C\w)
notieren wir das Bild seiner Homologieklasse unter dieser Abbildung wieder mit
Um(o,w) := Um([o],w) und nennen diese Zahl die Umlaufzahl des Zykels o
um den Punkt w.

Ergdnzung 1.6.2. Bei unserer Definition 1.2.19 des Integrals holomorpher Funk-
tionen iiber 1-Zykel haben wir mit Vorbedacht dieselbe durch die Projektion auf
die zweite Koordinate gegebene Identifikation ¢ : A; = [0, 1] zugrundegelegt
wie bei der Konstruktion des Hurewitz-Isomorphismus. Ist also vy : [0, 1] — C ein
Weg und v o ¢ : A; — C der zugehorige 1-Simplex, so gilt

/f(z)dZ: [ ]f(z)dz

Der mit den Grundlagen der Funktionentheorie vertrauten Leser wird nun leicht
einsehen konnen, daf3 fiir jeden Punkt w € C und jede Homologieklasse v €
H; (C\w) ihre Umlaufzahl um den Punkt w auch durch die Formel

1 1
Um(y,w) = —/ dz
o

2m Z— W

beschrieben werden kann, mit dem in 1.2.19 erklérten Integralbegriff. Fiir im Sin-
ne von 1.2.19 , geschlossene 1-Simplizes folgt das unmittelbar aus dem Residu-
ensatz oder auch direkter aus dem Beweis von [FT1] 5.2.1, und im allgemeinen
folgt es dann aus der Erkenntnis, daf} jeder 1-Zykel homolog ist zu einer Linear-
kombination geschlossener 1-Simplizes.

Satz 1.6.3 (Homologie offener Teilmengen der Ebene). Ist U @ C eine offene
Teilmenge der komplexen Zahlenebene, so liefert die durch das Bilden der Um-
laufzahlen gegebene Abbildung H,(U) x (C\U) — Z, (o0, w) — Um(o, w) einen
Gruppenisomorphismus

H,(U) = G(C\U, Z)
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zwischen der ersten Homologiegruppe von U und der Gruppe der stetigen Z.-
wertigen Funktionen mit kompaktem Triiger auf dem Komplement von U.

1.6.4. Die Injektivitit unserer Abbildung bedeutet in anderen Worten, daf} ein Zy-
kel in einer offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene in unserer Teilmenge
nullhomolog ist genau dann, wenn er keinen Punkt aullerhalb besagter Teilmenge
umliuft. In 4.3.5 wird erklirt, wie sich unser Satz auf offene Teilmengen beliebi-
ger endlichdimensionaler Vektorrdume verallgemeinern 1a6t.

Ergdnzung 1.6.5. Umlduft ein geschlossener Weg in einer offenen Teilmenge der
komplexen Zahlenebene U @ C keinen Punkt des Komplements C\U, so ist er
nach 1.6.3 insbesondere nullhomolog, und nach 1.2.19 verschwindet folglich das
Integral jeder auf unserer Teilmenge holomorphen Funktion iiber besagten Weg.
Diese Aussage ist in der Funktionentheorie bekannt als die Umlaufzahlversion
des Integralsatzes von Cauchy.

Ergdnzung 1.6.6 (Residuensatz, homologische Version). Seien U G C eine offe-
ne Teilmenge und P C U eine endliche Teilmenge und f : U\ P — C holomorph
und 7 ein Zykel in U\ P, der in U nullhomolog ist. So gilt

/f(z) dz = 27riz Um(y, p) Res(f, p)

peEP

Wir koénnten das genauso herleiten wie den Residuensatz [FT1] 5.2.11. Stattdessen
fiihren wir hier einen alternativen Beweis vor, der von der Laurententwicklung
unabhingig ist und die Niitzlichkeit unserer neuen Sprache zeigen soll. Wihlen
wir um jede der Singularititen w € P einen Kreisweg -,, mit so kleinem Radius,
daf die ganze abgeschlossene Kreisscheibe innerhalb dieses Weges in U enthalten
ist und keine andere Singularitit enthélt, so gilt Um(7,,, w) = 1 und Um(~,,, v) =
0 fiir alle v € P\w und fiir alle v € C\U. Die Zykel v und >, Um(vy, w)7ys,
haben also dieselben Umlaufzahlen um alle Punkte des Komplements von U\ P
in C, als da heiBt, ihre Differenz ist in U\ P nullhomolog. Daraus folgt wegen der
Homologieinvarianz des Wegintegrals [FT1] 3.3.9 aber sofort

L f(z)dz = 3 Um(y,w) / REL

weP

und die Formel aus der Definition des Residuums [FT1] 5.2.8 zeigt dann den
Residuensatz.

Beweis von 1.6.3. Jeder Zykel o € Z,(U) wird in S;(C) ein Rand, 0 = O« fiir
a € S5(C). Liegt w auf keinem Simplex von «, so gilt sicher Um(o,w) = 0.
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[lustration zum Satz tiber die Homologie offener Teilmengen der Ebene 1.6.3.
Die Ebene C habe ich hier ersetzt durch eine ,,eiférmige* konvexe offene
nichtleere Teilmenge derselben, die ja homéomorph ist. Das Komplement von U
ist schraffiert eingezeichnet und besteht aus vier Zusammenhangskomponenten,
von denen eine nicht kompakt ist. In die kompakten
Zusammenhangskomponenten habe ich Zahlen geschrieben, die die Werte einer
Funktion aus C;(C\U, Z) meinen, und dariiber hinaus habe ich einen Eins-Zykel
in U angegeben, der unter dem Isomorphismus aus unserem Satz auf besagte
Funktion abgebildet wird.
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Satz 1.6.3. Unser Ay soll in diesem

inigung der zwei eng schraffierten Stiicke sein

Anschauliche Darstellung zum Beweis von

Beispiel die Vere
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Folglich verschwindet Um (o, w) bei festem o fiir alle w auBerhalb eines geeig-
neten Kompaktums. DaB w — Um(c,w) auch stetig von w abhingt, also eine
lokal konstante Funktion ist, wird sich der Leser leicht selbst iiberlegen konnen.
Damit liefert unsere Abbildungsvorschrift schon einmal einen Gruppenhomomor-
phismus

H,(U) — C(C\U, Z)

und es bleibt, dessen Injektivitdt und Surjektivitit zu zeigen. Wir beginnen mit
der Surjektivitit. Es reicht sicher zu zeigen, dafl alle Funktionen im Bild lie-
gen, die nur die Werte Null und Eins annehmen. Dann zerfillt aber das Kom-
plement in die disjunkte Vereinigung C\U = Ay U A; einer kompakten Teil-
menge A;, auf der der Wert Eins ist, und einer in C\U und C abgeschlossenen
Teilmenge, auf der der Wert Null ist. Nach [AN1] ?? existiert ein § > 0 mit
|y — xo| > 0 Vry € Ay g € Ag. Wir konnen also auf unsere Ebene ein
,Rechenpapier-Raster* legen, das so fein ist, da3 keines der Rechenkéstchen so-
wohl A als auch A; trifft. Zu jedem Rechenkistchen erkldren wir seinen ,,Kan-
tenzykel, der anschaulich der Summe seiner vier mit konstanter Geschwindig-
keit im Gegenuhrzeigersinn zu durchlaufenden Kanten entspricht, in hoffentlich
offensichtlicher Weise. Dann betrachten wir die Summe o aller ,,Kantenzykel*
zu Rechenkistchen, die A; treffen, und behaupten, daBl dieser Zykel o in U liegt
und jeden Punkt von A; einmal umlduft, jeden Punkt von A, dahingegen kein-
mal. Letzteres scheint mir offensichtlich. Ersteres scheint mir auch offensichtlich
fiir Punkte, die auf keiner Kante eines Késtchens liegen. Fiir Punkte auf Kanten
und Ecken unseres Rechenpapiers ist es aber auch leicht zu sehen. Damit ist die
Surjektivitit bewiesen, und es gilt, auch noch die Injektivitit zu zeigen. Dazu un-
terbrechen wir den Beweis und zeigen zunéchst einige Hilfsaussagen.

Lemma 1.6.7. Jeder Zykel in einer offenen Teilmenge der Ebene ist in dieser
offenen Teilmenge homolog zu einer formalen Summe von Kanten von Kdstchen
auf einem hinreichend feinen Rechenpapier.

Beweis. Nach dem Satz von Hurewicz 1.5.2, genauer der leicht zu zeigenden Sur-
jektivitit des Hurewicz-Isomorphismus, ist jeder Zykel in einem wegzusammen-
hingenden Raum homolog zu einem geschlossenen Weg oder préziser zu einem
Zykel, der durch einen einzigen singuldren Simplex gegeben wird. Jeder Zykel in
einem beliebigen Raum ist folglich homolog zu einer endlichen Linearkombina-
tion von derartigen ,,geschlossenen* Simplizes. Jeder geschlossene Weg in einer
offenen Teilmenge der Ebene ist weiter homolog, ja nach [AN2] 8.7.11 sogar ho-
motop zu einem geschlossenen polygonalen Weg und dann sogar frei homotop zu
einem geschlossenen polygonalen Weg mit Ecken aus Q 4+ Qi. Jedes der Geraden-
segmente dieser polygonalen Wege ist hinwiederum homotop in unserer offenen
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Ein Zykel und eine dazu homologe Summe von Kanten in einer ringférmigen
offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene.

45



Teilmenge zu einem ,, Treppenweg™ mit Ecken in Q + Qi, und der Hauptnenner al-
ler Koordinaten aller Ecken aller dieser Treppenwege gibt uns dann eine mogliche
Feinheit fiir unser Rechenpapier. O

Fiir den Beweis des Satzes reicht es also zu zeigen, dal} jeder solche ,,Kantenzy-
kel*, der keinen Punkt auBerhalb unserer offenen Teilmenge umliuft, bereits in
unserer offenen Teilmenge nullhomolog ist. Dazu beachten wir zunichst, daf3 die
Umlaufzahl auf dem Komplement der Spur unseres Kantenzykels in der Ebene
lokal konstant ist. Liegt also der Abschluf} eines unserer Rechenkistchen nicht
ganz in unserer offenen Teilmenge, so verschwindet dort die Umlaufzahl an allen
Stellen, die nicht gerade zu Kanten unseres Kantenzykels gehoren, und insbeson-
dere im Innern des besagten Késtchens. Die Umlaufzahl unseres Kantenzykels
kann nun nur auf dem Innern von endlich vielen Rechenkéstchen von Null ver-
schieden sein, und diese gehoren nach dem Vorhergehenden mit ihrem Abschluf}
zu unserer offenen Teilmenge. Wir konnen also einen weiteren Kantenzykel in
unserer offenen Menge konstruieren, der zu unserem urspriinglichen Kantenzykel
homolog ist und bei dem die Umlaufzahl um jeden Punkt im Innern jedes Rechen-
kistchens verschwindet, indem wir bei jedem Rechenkéstchen mit von Null ver-
schiedener Umlaufzahl ein geeignetes Vielfaches seines ,,Randzykels* zu unserem
urspriinglichen Zykel addieren. Auf diese Weise toten wir auf dem entsprechen-
den Kistchen die Umlaufzahl und auf den anderen Késtchen dndert sich nichts
und wir erhalten einen zu unserem urspriinglichen Zykel homologen Kantenzy-
kel, der tiberhaupt keinen Punkt im Innern irgendeines Rechenkistchens umléuft.
Das anschlieBende Lemma beendet dann den Beweis. 0

Lemma 1.6.8. In einem Kantenzykel, der keinen Punkt aus dem Innern irgendei-
nes Kdstchens umlduft, kommt jede Kante gleich oft in beiden Richtungen vor.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit argumentieren wir nur fiir senk-
rechte Kanten. Nehmen wir also an, eine senkrechte Kante kidme a-mal in der
Richtung nach oben und b-mal in die Gegenrichtung vor. Ziehen wir von unserem
Kantenzykel den Randzykel des Kistchens links neben unserer Kante ab, und
zwar a-mal im Gegenuhrzeigersinn und b-mal im Uhrzeigersinn, so erhalten wir
einen neuen Kantenzykel mit Umlaufzahl b — a auf diesem Késtchen und Um-
laufzahl null auf dem Késtchen rechts daneben. Diese Kante selbst gehort aber
gar nicht mehr zur Spur unseres Zykels, und weil die Umlaufzahl lokal konstant
ist folgt b — a = 0. [

Ergdnzung 1.6.9. Fir Zykel in nicht notwendig offenen Teilmengen der komple-
xen Zahlenebene gilt die Aussage von Satz 1.6.3 im allgemeinen nicht mehr, wie
nebenstehendes Beispiel illustriert.
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Ist U C C nicht offen, so gilt die Aussage von Satz 1.6.3 im allgemeinen nicht
mehr, die Umlaufzahlabbildung H,(U) — C.(C\U, Z) ist also in dieser
Allgemeinheit nicht mehr notwendig ein Isomorphismus. Betrachten wir etwa
die stetige Funktion

f:[0,1] =R

mit f(z) = xsin(rz~!) fir z # 0 und f(z) = 0 fiir = 0. Betrachten wir in der
komplexen Zahlenebene C die Wege

m o=t
72(t) t+if(t)
v3(t) = t+isup(f(t),0)
w(t) = t+iinf(f(t),0)

Der Zykel 1 + 72 — 73 — 74 hat dann Umlaufzahl Null um jeden Punkt im
Komplement seiner Spur. Dennoch ist er in seiner Spur nicht nullhomolog, was
ich hier nur heuristisch begriinden will: Wie fein ich eine endliche Zerstiickelung
auch wihle, die Situation in der Nihe des Ursprungs bleibt einfach zu verworren.
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Ubungen

Ubung 1.6.10. Man zeige, daB eine zusammenhiingende offene Teilmenge der
Ebene R? genau dann iiberlagerungstrivial ist, wenn ihre erste Homologiegruppe
verschwindet. Hinweis: Man benotigt die Argumente der vorhergehenden Bewei-
se und 1.6.8. Die analoge Aussage gilt in hoheren Dimensionen im iibrigen nicht
mehr, das einfachste mir bekannte Gegenbeispiel wird in 3.3.13 diskutiert.
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2 Relative singuliare Homologie

In diesem Abschnitt fithren wir eine Verallgemeinerung unserer singulidren Ho-
mologiegruppen ein, die sogenannten ,relativen Homologiegruppen* eines topo-
logischen Raums relativ zu einer Teilmenge. Man mag sich fragen, ob es nicht
sinnvoller wire, erst einmal die bisher eingefiihrten gewohnlichen Homologie-
gruppen so eingehend zu studieren, dal wir sie fiir einige elementare Beispiele
auch berechnen konnten, anstatt gleich zu verallgemeinern. Es erweist sich je-
doch, daB} die Verallgemeinerung zur relativen Homologie bei der Berechnung der
gewohnlichen Homologiegruppen entscheidend hilft, sobald wir (1) die lange ex-
akte Homologiesequenz hergeleitet haben, die die relative mit der gewdhnlichen
Homologie in Beziehung setzt, und (2) den Satz iiber die Ausschneidung gezeigt
haben, der sich nur fiir die relative Homologie iiberhaupt formulieren 1463t.

2.1 Definition der relativen Homologie

Definition 2.1.1. Ist (X, A) ein Raumpaar, als da heift ein topologischer Raum
X mit einer Teilmenge A, so liefert die Einbettung A — X fiir alle ¢ € Z Inklu-
sionen S;A — S,X auf den Gruppen der singuldren g-Ketten. Die Quotienten-
gruppe bezeichnen wir mit

S,(X, A) == $,X/S,A

und nennen ihre Elemente relative ¢-Ketten. Wir geben der Quotientenabbildung
Sq¢X — S4(X, A) keinen Namen.

2.1.2. Die Quotientenabbildung liefert einen Isomorphismus zwischen der freien
Gruppe iiber der Menge aller der ¢-Simplizes o : A, — X, deren Bild nicht in A
enthalten ist, und der Gruppe der relativen g-Ketten S (X, A). Diese Sichtweise
zeigt, dal} auch die relativen Ketten eine freie abelsche Gruppe bilden.

2.1.3. Man iiberzeugt sich leicht, dafi es eindeutig bestimmte Gruppenhomomor-
phismen 0, : S,(X, A) — S,_1(X, A) gibt derart, da} auch das rechte Quadrat im
folgenden Diagramm kommutiert:

S,A = S, X - S,(X,A)

0,1 0,1 b, 1
SqflA — Sq,1X —» Sqfl(X,A>

Es ist klar, daf} die Sq(X ) A), mi:[ diesem Differential einen Kettenkomplex bilden,
daf in anderen Worten gilt 0 o @ = 0. Wir notieren ihn S(.X, A) und definieren die
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relativen Homologiegruppen von unserem Raumpaar als die Homologie dieses
Kettenkomplexes, in Formeln

H,(X, A) := H,(S(X, A)) = ker 9,/ im 0,11

Die Elemente von ker 5q heilen auch die relativen ¢-Zykel, die Elemente von
im J,4, die relativen ¢g-Rénder und fiir einen relativen Zykel c bezeichnet wieder
[c] seine Homologieklasse.

Vorschau 2.1.4. In 2.4.15 wird klar werden, daf} wir unter geeigneten Annahmen
an unser Raumpaar (X, A) die relative Homologie H, (X, A) fiir ¢ > 0 identifi-
zieren konnen mit der Homologie H,(X/A) des Raums X /A, der aus X entsteht
durch die Identifikation der Teilmenge A zu einem Punkt.

Beispiel 2.1.5. Wir haben H; ([a, ], {a,b}) = Z, fir a < b in R. Diese Aussa-
ge konnen Sie sich als Ubung hier schon iiberlegen, wir erhalten sie spiter auch
als einen Spezialfall von 2.3.4. Wir werden in 2.3.6 auch fiir die Homologie der
Einheitskreisscheibe reltiv zu ihrem Rand die Identitit Hy(D?, S') = Z zeigen.
Hier erkldre ich nur in der schmutzigen Anschauung und ohne Beweis, wie man
sich einen Erzeuger dieser relativen Homologie vorstellen mag: Man schneide da-
zu den Kuchen D? wie iiblich in Stiicke und betrachte jedes der Stiicke mit einer
geeigneten Orientiering als 2-Simplex. Die formale Summe dieser Simplizes hat
dann als Rand nur den Rand des Kuchens selber und bildet folglich einen relativen
Zykel, von dem man mithilfe des zweiten Teils von 2.3.4 zeigen kann, dal} seine
Klasse in der Tat die relative Homologie erzeugt. Die erste relative Homologie des
Mobiusbands M aus [TM] 1.7.9 relativ zu seinem Randkreis S! hat genau zwei
Elemente, H, (M, S') = Z/2Z, und ein nichttriviales Element wird représentiert
durch den 1-Zykel, der ,,in der Mitte des Mobiusbands einmal umléduft®. Um das
alles prizise zu zeigen, benotigen wir jedoch die lange exakte Homologiesequenz
2.24.

Definition 2.1.6. Ein Morphismus von Raumpaaren [ : (X, A) — (Y, B) ist
per definitionem schlicht eine stetige Abbildung f : X — Y mit f(A) C B.
So ein f induziert eine Abbildung H,f auf der relativen Homologie. Genauer
definiert man zunidchst S,f : S,(X,A) — S,(Y, B) durch die Bedingung, da$}
auch das rechte Quadrat im folgenden Diagramm kommutiert:

S,A = S,X —» S,(X,A)

\J \J \J
S;B — S,Y — S,(Y,B)

Dann priift man, da3 diese S, f sogar mit den Differentialen kommutieren und so
einen Morphismus von Kettenkomplexen

Sf:S(X,A) — S(Y, B)
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Ein Erzeuger der relativen Homologie Hy(D?, S') & Z
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definieren. Dieser Morphismus liefert dann schlieBlich auf der Homologie die ge-
wiinschten Morphismen H, f : H, (X, A) — H,(Y, B).

2.1.7. Ich notiere die Kategorie der Raumpaare Top“. In diesen Notationen ist
also die relative Homologie die Verkniipfung von Funktoren

TopS = Ket(Ab) M An

Die Definition der relativen Ketten schenkt uns natiirliche Morphismen SX —
S(X,A) und damit H, X — H,(X, A). Es ist klar nach den Definitionen, daf3 sie
im Fall A = () stets [somorphismen sind.

Ubungen

Ubung 2.1.8 (Vertriglichkeit der relativen Homologie mit Koprodukten). Die
Funktoren H, : Top~ — Ab der relativen Homologie sind vertréglich mit belie-
bigen Koprodukten.

Ubung 2.1.9. Man konstruiere eine Isotransformation zwischen den beiden fol-
genden Funktoren von den Raumpaaren in die abelschen Gruppen:

1. (X, A) — Hy(X, A)

2. (X, A) { Die freie abelsche Gruppe iiber der Menge aller Wegzu- }

-sammenhangskomponenten von X, die A nicht treffen

Ubung 2.1.10. Seien f,g: (X, A) — (Y, B) zwei Morphismen zwischen Raum-
paaren. Eine Homotopie von f nach g ist ein Morphismus von Raumpaaren
h: (X x]0,1], Ax[0,1]) — (Y, B) derart, da gilt hoiy = fund hoi; = g. Man
zeige: Sind zwei Morphismen f, g : (X, A) — (Y, B) homotop, so induzieren sie
dieselben Abbildungen H,f = H,¢ : H (X, A) — H,(Y, B) auf den relativen
Homologiegruppen. Hinweis: Man wiederhole den alten Beweis und zeige sogar
stirker, daB3 (Sf—Sg) : S(X, A) — S(Y, B) nullhomotop ist. Man zeige durch ein
Beispiel, daB es nicht ausreicht, nur vorauszusetzen, daf} f und g als Abbildungen
X — Y sowie als Abbildungen A — B jeweils zueinander homotop sind.

2.2 Lange exakte Homologiesequenz

2.2.1. Ich erinnere daran, da eine Sequenz A’ — A — A” von Gruppen und
Gruppenhomomorphismen exakt bei A oder genauer exakt bei A heifit, wenn
gilt im(A" — A) = ker(A — A”); daB eine lingere Sequenz von Gruppen und
Gruppenhomomorphismen exakt heiflt, wenn sie an jeder Stelle mit Vorgénger
und Nachfolger exakt ist; daf eine Sequenz A’ — A — A” von Gruppen und
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Gruppenhomomorphismen eine kurze exakte Sequenz heifit, wenn die Sequenz
0> A - A— A" — 0 exakt ist; und daBl wir kurze exakte Sequenzen gerne
notieren als

Al A — A"

)

Satz 2.2.2. Sei C' < C' 5 C" eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomple-
xen, als da heift, C;, — C, — C/ soll fiir alle q eine kurze exakte Sequenz von
abelschen Gruppen sein. So gilt:

1. Es gibt fiir jedes q genau eine Abbildung, den sogenannten Randoperator
& HC" — Hy 1O

derart, da gilt d|¢'] = |] fiir Zykel ' Z2,C" und ¢ € Z,,1C" ge-
nau dann, wenn es ein ¢ € C, gibt mit pc = " und Oc = ic, und diese
Abbildung 0 ist ein Gruppenhomomorphismus;

2. Mit den von der Funktorialitit der Homologie herriihrenden Homorphis-
men in der Mitte und den Randoperatoren aus dem esten Teil an den Seiten
erhalten wir eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen, die abstrakte
lange exakte Homologiesequenz

i > Hg1 O = HLC = HLC = HC = Hy i O —

Ergiinzung 2.2.3. Ist " — C — C" eine kurze exkte Sequenz von nicht notwen-
dig graduierten differentiellen abelschen Gruppen, so erhalten wir in derselben
Weise eine periodische lange exakte Sequenz

. HC" - HC = HC — HC" — HC' — ...

2.2.4. Die Bezeichnung als Randoperator ist durch die topologische Anwendung
motiviert: Wir werden im folgenden zu jedem Raumpaar (X, Z) Homomorphis-
men 0 = 0, : H,(X, Z) — H,_1(Z) konstruieren derart, daf} die Sequenz

.= H (X, Z2) > H(Z) > H(X) > Hy(X,Z2) > H,.1(Z2) — ...

exakt ist, wenn wir diese O und die von den Einbettungen (Z,0) — (X,0) —
(X, Z) induzierten Abbildungen als Morphismen nehmen. Ist genauer eine rela-
tive Homologieklasse [¢] € H,(X, Z) gegeben, so reprisentieren wir [c| durch
einen relativen ¢-Zykel ¢ € S,(X, Z) und diesen durch eine g-Kette ¢ € S, X.
Dann ist 9¢ € S,_1Z ein (q — 1)-Zykel und wir nehmen als 9[c] seine Homo-
logieklasse, in Formeln d[c| := [0¢]. DaB wir so eine wohldefinierte Abbildung
erhalten und dall mit diesen Abbildungen die oben angegebene Sequenz exakt ist,
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Dieses Bild soll den Randoperator der langen exakten Homologiesequenz
anschaulich machen. Es stellt einen zweidimensionalen Simplizialkomplex /C
mit 18 Zwei-Simplizes dar und darin schraffiert einen Teilkomplex Z. Die
Summe der sieben durch einen Kreispfeil mit einer Orientierung versehenen
Zwei-Simplizes ist ein relativer Zwei-Zykel aus SIC/SZ und reprisentiert eine
relative simpliziale Homologieklasse in Ho(SKC/SZ). Sein Rand ist die Summe
der im Bild durch Pfeile gerichteten Kanten, ein simplizialer Eins-Zykel aus SZ,
dessen Homologieklasse in 7, (SZ) das Bild unserer relativen simplizialen
Homologieklasse unter dem Randoperator der langen exakten
Homologiesequenz représentiert.
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folgt aus Satz 2.2.2, angewandt auf die kurze exakte Sequenz von Kettenkomple-

xen
SZ < SX — S(X, Z)

Unsere Sequenz heilit die lange exakte Homologiesequenz des Raumpaares
(X, 2).

Beweis. Das folgende Diagramm stellt alle im Beweis bendotigten Gruppen und
Abbildungen dar:
Cor — C(/;/-s-l

1 1
e G - O
+ + +
Cly = Cypy — CI,
i i

/
Cq_2 C% Cq72

Jetzt beginnen wir mit der eigentlichen Argumentation. Ist ¢ € C}/ ein Zykel und
¢ € C, ein Urbild, in Formeln pc = ¢”, so folgt pdc = 0¢” = 0 und mit Exaktheit
bei Cy gibtes ¢’ € C)_; mitic’ = dec. Dies ¢’ muB sogar ein Zykel sein, denn es
gilt id¢ = Jid = 9*c = 0 und 7,5 ist injektiv.

Wir wollen gerne 9[¢] = [¢] setzen und miissen zeigen, da die Homologie-
klasse [¢/] weder von der Wahl von ¢’ noch von der Wahl von ¢ abhingt. Aber sei
sonst b € C7/, | gegeben und sei ¢’ abgedndert zu ¢ + 9b". Wir finden b € Cy14
mit pb = V. Wihlen wir ¢ € C, mit pé = ¢’ + 9b”", so folgt p(¢ — ¢ — Ib) = 0,
also ¢ — ¢ — 9b =4t/ fur VY € Cj. Ist nun 9¢ = i so folgt i(¢’ — ') = 0V’ und
somit [¢'] = [¢/] wie gewiinscht.

Damit ist also 9 definiert und wir iiberlassen dem Leser den Nachweis, daB
dies O durch die im ersten Teil des Satzes angegebene Eigenschaft charakteri-
siert wird. Es bleibt nur die Exaktheit unserer Sequenz nachzuweisen. Man folgert
miihelos aus den Definitionen da3 die Verkniipfung je zweier aufeinanderfolgen-
der Morphismen verschwindet, also ker D im. Wir miissen noch ker C im an
jeder Stelle zeigen.

Bei #,C folgt aus [c] — 0 fiir ¢ € Z,C sofort pc = 00" und die Surjektivitit
von Cyyy — CF,  liefert uns b € Cyyq mit pb = V", also p(c — 0b) = 0. Dann gibt
es aber nach der Exaktheit von C; — C, — C{ ein ¢’ € C; mitic’ = ¢ — b und
notwendig ist ¢’ ein Zykel und [¢'] — [c¢ — 0b] = [c]. Bei H,C" folgt aus [¢"] — 0,
daB fiir jedes Urbild ¢ € C, mit ¢ — ¢” gilt Oc = ic’ fiir einen Rand ¢’ = 9l in
C;_,. Dann ist aber ¢ — ib" € C, ein Zykel und [c"] das Bild von [c — ib'] € H,C.
Bei H, 1" folgt aus [¢'] = 0 jaic’ = Oc fiir ¢ € C; und dann muB pc € C7 ein
Zykel sein mit [pc| — [¢/]. Der Satz ist bewiesen. O
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2.2.5. Gegeben ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen

exakten Zeilen
= C = C"

+ + +
D'~ D - D

ist auch das folgende Diagramm kommutativ:

- HC = HCO — HC' = H, O —
+ + + +
- H,D' — H,D — HD" —H, 1D —

Das folgt aus der Funktorialitdt von H, fiir die ersten beiden Quadrate und aus der
Konstruktion von 0 fiir das dritte Quadrat.
2.2.6. Inbesondere kommutieren fiir jeden Morphismus f : (X, A) — (Y, B) von

Raumpaaren mit den Randabbildungen der jeweiligen langen exakten Homolo-
giesequenzen die Diagramme

H,(X,A) — H,(A)

+ +
H,(Y,B) — H,1(B)

Korollar 2.2.7. Sei f : (X,A) — (Y, B) ein Morphismus von Raumpaaren.
Induziert f Isomorphismen H,f : H. X = H,Y und H,f : H A = H,B fiir alle
q, so induziert f auch auf der relativen Homologie Isomorphismen

H,f:H,(X,A) = H,(Y,B)

Beweis. Das folgt aus der langen exakten Homologiesequenz mit dem anschlie-
Benden Fiinferlemma. [

2.2.8. Induziert in der Situation des Korollars die Abbildung f Homotopiedquiva-
lenzen X — Y und A — B, so induziert f nach unserem Korollar Isomorphismen
auf der relativen Homologie, ohne daf} es deshalb eine Homotopiedquivalenz von
Raumpaaren im Sinne von 2.1.10 sein muB.

Lemma 2.2.9 (Fiinferlemma). Wir betrachten ein kommutatives Diagramm von
abelschen Gruppen der Gestalt

A - B - C - D = FE

4 { 4 4 {
A - B —- ¢ — D — F

Sind die beiden Horizontalen exakte Sequenzen und sind alle Vertikalen bis auf
die mittlere Isomorphismen, so ist auch die mittlere Vertikale ein Isomorphismus.
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Beweis. Diese Diagrammjagd iiberlassen wir dem Leser. Man bemerke, da3 wir
sogar bei der Vertikale ganz links nur die Surjektivitit verwenden und bei der
Vertikale ganz rechts nur die Injektivitit. O

2.2.10. Gegeben X D Y D Z ein topologischer Raum mit zwei Teilmengen
erhalten wir eine lange exakte Sequenz

o Hy(X,Y) = Hy(Y, Z) = Hy(X, Z) — Hy(X,Y) = H, 1 (Y, Z) . ..

abelscher Gruppen, die lange exakte Homologiesequenz des Tripels (X, Y, 7),
aus der kurzen exakten Sequenz SY/SZ — SX/SZ — SX/SY von Kettenkom-
plexen, die hinwiederum eine Konsequenz des noetherschen Isomorphiesatzes ist.

Ubungen

Ubung 2.2.11 (Neunerlemma). Sei gegeben ein kommutatives Diagramm von
Gruppen mit kurzen exakten Zeilen der Gestalt

A3;>B3—>'>03

1 \J 3
AQ — Bg —» 02
1 \J 3

Al‘—>B1—»01

und seien die senkrechten Kompositionen jeweils Null. Sind zwei der Spalten
kurze exakte Sequenzen, so auch die Dritte. Hinweis: Im Fall kommutativer Grup-
pen benutze man die lange exakte Homologiesequenz. Im Fall nichtkommutativer
Gruppen bleibt allerdings nur die Diagrammjagd, vergleiche [LA2] 4.7.5.

Ubung 2.2.12. Eine kurze exakte Sequenz A’ — A —» A” von abelschen Gruppen
heif3t spaltend, wenn es einen Isomorphismus A = A’ @ A” gibt derart, daB} das
folgende Diagramm kommutiert, mit ' — (a’,0) und (@', @) +— a” in der unteren

Horizontalen:
A - A — A"

| 2 I
A/ s A/ @ A// s AII

Man zeige, daB fiir eine kurze exakte Sequenz A’ — A — A” von abelschen

Gruppen gleichbedeutend sind: (1) Die Sequenz spaltet; (2) Die Surjektion A —»
A" besitzt ein Rechtsinverses; (3) Die Injektion A” < A besitzt ein Linksinverses.

2.2.13. Man nennt ganz allgemein einen surjektiven Gruppenhomomorphismus,
der ein Rechtsinverses besitzt, einen spaltenden surjektiven Gruppenhomo-
morphismus und einen injektiven Gruppenhomomorphismus, der ein Linksinver-
ses besitzt, einen spaltenden injektiven Gruppenhomomorphismus. Dieselbe
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Terminologie verwendet man bei Moduln {iber Ringen und auch in noch groerer
Allgemeinheit. In welcher Bedeutung das jeweils gemeint ist, ob also die fragli-
chen Halbinversen Gruppenhomomorphismen, Modulhomomorphismen oder ir-
gendeine andere Art von Morphismen sein sollen, gilt es jeweils aus dem Kontext
zu erschlieBen.

Ubung 2.2.14. Eine abelsche Gruppe F heiBt frei, wenn sie isomorph ist zur freien
abelschen Gruppe ZM {iber einer Menge M. Man zeige, daB} jede Surjektion von
einer beliebigen abelschen Gruppe auf eine freie abelsche Gruppe spaltet.

Ubung 2.2.15. Sei gegeben ein kommutatives (3 x 3)-Diagramm von Kettenkom-
plexen mit exakten Zeilen und Spalten

A — A —» A

+ + }
B~ B — B
+ i +

¢ = C -

So kommutiert das Diagramm der Randoperatoren der zugehorigen langen exak-
ten Homologiesequenzen bis auf ein Vorzeichen, und zwar kommutiert genauer
das Diagramm
d
HC" = Hea
ol ;)
d
Hq_lA” — Hq_QA/

Ubung 2.2.16 (Erweiterte Natiirlichkeit der Homologiesequenz). Gegeben ein
kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen exakten Zeilen

B — ' — D

b 4
A —- B — (C

gibt es eine wohlbestimmte Abbildung H,D" — H,_1 A, fiir die die Klasse eines
Zykels d' € Z,D’ genau dann auf die Klasse von a € Z, ;A abgebildet wird,
wenn es ein Urbild ¢’ € C; von d' gibt und ein Urbild 8’ € B,_, von dc’ und ein
Urbild b € B, vom Bild ¢ € C, von ¢ mit @ = 0b — 8 fur § € B,_; das Bild
von (’. Mit dieser Abbildung erhalten wir einen Morphismus der langen exak-
ten Homologiesequenz der oberen Horizontale in die durch Negativmachen aller
H,A — H,B abgeinderte lange exakte Homologiesequenz der unteren Horizon-
tale
o= Hep D' = HB = H,LCO = HD —
\ ! 3 1

1 1

= HA 3 HB - HCO o HA S
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Jedes kommutative Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen exakten Zeilen

A — B —
{ {
B —- C — D

liefert auch einen Morphismus der zugehorigen langen exakten Sequenzen mit
der Nullabbildung #,_1 A" — H,D. Eigentlich sollte man auch hier Vorzeichen
einfiithren, aber in diesem Fall ist es nicht notig, weil Minus Null auch Null ist.
In [TD] 2.6.32 werden wir beide Aussagen als eine Konsequenz des ,,Drehens
ausgezeichneter Dreiecke* zu verstehen lernen.

2.3 Ausschneidung und Anwendungen

Satz 2.3.1 (Ausschneidung). Seien (X, Z) ein Raumpaar und L C Z eine Teil-
menge von Z, deren Abschluf3 im Inneren von Z liegt, in Formeln L C Z°. So
liefert die Einbettung (X\L, Z\L) — (X, Z) Isomorphismen auf den relativen
Homologiegruppen

H,(X\L,Z\L) = H,(X, Z)

2.3.2. Im Satz meinen wir mit L C Z° die Bedingung Clx (L) C Ofx(Z). Der
Satz besagt salopp gesprochen, dal} sich die relative Homologie nicht dndert, wenn
wir die Menge L gleichzeitig sowohl aus X als auch aus Z herausschneiden. Eine
alternative Formulierung ist

H, (U, U\A) = H,(X, X\A)

fiir Teilmengen U, A C X mit A C U°. Man erhilt sie durch den Ubergang zu
den richtigen Komplementen.

2.3.3. Wir stellen den Beweis zuriick und geben zunichst einige Anwendungen.
Bezeichne 0A,, C A, den anschaulichen Rand 0A,, = {(z¢,...,z,) € A, |
x; = 0 fiir mindestens ein i} des n-ten Standardsimplex.

Satz 2.3.4 (Homologie von Simplizes relativ zu ihrem Rand). Die Homolo-
giegruppen H,(A,,0A,) der Standardsimplizes relativ zu ihrem Rand werden
gegeben durch

7 q=n,;

0 sonst.

H,(A,,0A,) = {

Des weiteren ist die Klasse [1,] des tautologischen Simplex T, ein Erzeuger der
relativen Homologiegruppe H,,(A,,, 0A,).
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2.3.5. Ein meiner Ansicht nach anschaulicherer Zugang zur Berechnung dieser
Homologiegruppen vermittels der ,,Mayer-Vietoris-Sequenz® wird in 2.4.12 er-
klart. Er liefert jedoch keine explizite Beschreibung eines Erzeugers, und diese
explizite Beschreibung werden wir brauchen, um den Zusammenhang zwischen
simplizialer und singuldrer Homologie zu kliren.

Beweis. Firn = 0 ist A, ein Punkt und 0A,, die leere Menge und der Satz ist
unsere Aussage 1.2.13 iiber die Homologie eines Punktes. Den allgemeinen Fall
folgern wir durch vollstindige Induktion. Dazu betten wir A, ein in A,,; 1, indem
wir als letzte Koordinate eine Null anfiigen, und betrachten in A, die Spitze
p = (0,0,0,...,1), die der Seitenfliche A,, C A, ;; gegeniiberliegt. Weiter be-
trachten wir die Vereinigung A, 11 C A, aller Seitenflichen, die diese Spitze p
enthalten, und die Isomorphismen

Hq(An; aAn) - Hq<aAn+1\p7 An+1\p) - Hq(aAn+17 An+1)

wie sie von den Einbettungen aufgrund der Homotopieinvarianz und der Aus-
schneidung von p induziert. Die Randabbildung zur langen exakten Homologie-
sequenz des Tripels (A1, 0A,11, Ayyq) liefert weiter Isomorphismen

Hq+1 (An+17 aAnJrl) l> Hq (aAn+17 An+1)

und die erste Behauptung folgt durch Induktion. Unter diesen Isomorphismen geht
die Klasse [7,,41] € Hy11(Apy1, 0A, 1) tiber in (—1)" 7] € H,(A,,0A,),
und so ergibt sich auch die zweite Behauptung mit vollstindiger Induktion. [

Korollar 2.3.6 (Homologie von Biéllen relativ zu ihrem Rand). Fiir n > 0 wird
die Homologie des n-Balls relativ zu seinem Rand gegeben durch die Formeln

7 q=mn;

Hq(D",S”_l) = { 0 sonst.

Beweis. Das folgt sofort aus 2.3.4, da es etwa nach [TM] 1.4.12 einen Homdomor-
phismus A,, = D" gibt, der eine Bijektion A, = S™~! induziert. Alternativ
folgt es auch aus dem anschliefenden Satz. [l

Satz 2.3.7 (Homologie der Sphiiren). Die Homologiegruppen der Sphiiren S™
werden fiir n > 1 gegeben durch

m~ ) Z q=0oderq=mn;
HQ(S)_{O sonst.

Die Nullsphiire S° besteht schlicht aus zwei Punkten, wir haben in diesem Fall
also Hy(S°) = Z & Z sowie H,(S°) = 0 fiir ¢ > 0.
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Beweis. Das ergibt sich aus dem vorhergehenden Korollar 2.3.6 mit der langen
exakten Homologiesequenz des Raumpaars (D"™! S™). Einen alternativen und
vielleicht anschaulicheren Beweis mithilfe der ,,Mayer-Vietoris-Sequenz* geben
wir in 2.4.12. Er hat allerdings den Nachteil, keinen expliziten Erzeuger der Ho-
mologie zu liefern. [

2.3.8. Gegeben ein punktierter topologischer Raum (X, x) nennt man seine Ho-
mologie H, (X, X\z) relativ zum Komplement des ausgezeichneten Punktes auch
seine lokale Homologie.

Korollar 2.3.9 (Lokale Homologie reeller Vektorraume). Fiir n > 0 und jeden
Punkt x € R" gilt

Hy(R™, R"\z) = { 0 sonst.

Insbesondere sind R™ und R™ fiir n # m nicht homéomorph.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit x = 0 annehmen. Die
Einbettung (D", S ') — (R™, R™\0) induziert nun aufgrund der Homotopiein-
varianz 2.2.7 Isomorphismen auf den relativen Homologiegruppen und die Aus-
sage folgt so aus 2.3.6. [

2.3.10 (Wahl von Erzeugern). Bis hierher haben wir die Frage offengelassen,
wie man sinnvoll Erzeuger von H, (D", S"1), H,(R",R"\0) und H, S™ aus-
zeichnen kann. In meinen Augen ist es besonders sinnvoll, mit demjenigen Erzeu-
ger 7 € H;(R,R\0) zu beginnen, der durch die Klasse des relativen Einszykels
[—1, 1] gegeben wird, also durch die affine Abbildung A; — R mit eg — —1
und e; — 1. Dann liefert das Kreuzprodukt der relativen Homologie 5.7.12 einen
ausgezeichneten Erzeuger

" € H,(R™, R™\0)

fiir alle n > 0. Daraus erhalten wir mit dem durch die Einbettung gegebenen
Isomorphismus H,, (D", S" ') & H,(R™ R™\0) ausgezeichnete Erzeuger von
H, (D", S"1) und mit dem Randoperator ausgezeichnete Erzeuger von H,, 5™ fiir
n > 1 und allgemeiner ausgezeichnete Erzeuger der in 3.3.5 eingefiihrten redu-
zierten Homologie H,,S™ fiir n > —1. Wie nennen sie unsere Standarderzeuger.
Damit wir auch hier schon mit diesen Standarderzeugern arbeiten konnen, geben
wir eine explizite Beschreibung und definieren unsere Standarderzeuger

n, € H,(R", R™\0)

vorerst dadurch, das sie durch den affinen n-Simplex [( — > e;),e1,...,e,] re-
préasentiert werden, eine stetige Abbildung A,, — R"™. Da diese Abbildung eine
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Homotopiedgivalenz von Raumpaaren (A, 04,) — (R" R™\0) induziert und
da 7, das Bild der Klasse des tautologischen n-Simplex, die hinwiederum nach
2.3.4 ein Erzeuger von [1,,] € H,(A,,0A,) ist, erhalten wir so in der Tat einen
Erzeuger 7,, der lokalen Homologie des R™ am Ursprung. Die Kompatibilitdt mit
dem Kreuzprodukt wird in Ubung 5.8.7 gezeigt.

Korollar 2.3.11 (Unmoéglichkeit der Retraktion eines Balls auf seinen Rand).
Sein > —1. Es gibt keine stetige Abbildung r : D"*' — S™ des (n + 1)-Balls auf
seine Randsphdire, deren Einschrinkung auf die Randsphdire S™ die Identitdt ist.

Beweis. Seii : S™ < D"'! die Einbettung. Aus r o i = id folgt, daR die Verk-
niipfung
H,S" — H,D"™" — H,S5"

von Hr mit Hs die Identitét ist. Die Identitit auf Z kann aber nicht iiber O faktori-
sieren und das erledigt den Fall n > 1. Im Fall n = 0 argumentiert man analog,
daB die Identitit auf Z? nicht iiber Z faktorisieren kann. Der Fall n = —1 ist eh
klar. ]

Satz 2.3.12 (Fixpunktsatz von Brouwer). Jede stetige Selbstabbildung des ab-
geschlossenen n-Balls besitzt einen Fixpunkt.

Beweis. Sei f : D™ — D" stetig. Hitte f keinen Fixpunkt, so konnte man ei-
ne stetige Abbildung r : D™ — S"! konstruieren durch die Vorschrift, daB
r(x) der Punkt ist, in dem der Strahl, der von r(z) ausgeht und durch z liuft,
die Sphire S™~! trifft. Das stiinde jedoch im Widerspruch zum vorhergehenden
Korollar 2.3.11. 0

2.4 Beweis des Ausschneidungssatzes

2.4.1. Wir beginnen nun mit den Vorbereitungen zum Beweis des Ausschnei-
dungssatzes. Die zentrale Rolle spielen hier die Unterteilungsoperatoren U, :
S5,X — S, X, die jeden Simplex ,,baryzentrisch unterteilen*. Wir konstruieren sie
als Transformationen U, : S, = S,. Um solche Transformationen festzulegen,
brauchen wir ja nach Lemma 1.4.6 nur das Bild des tautologischen ¢-Simplex
U,(7,) € Sy(4,) anzugeben. Fiir jede konvexe Teilmenge K eines R™ und jeden
Punkt s € K erinnern wir dazu an den Prismen-Operator P = P* : S;K —
S¢+1/K aus dem Beweis von 1.2.17. Dann setzen wir U, = 0 fiir ¢ < 0 und
definieren U, fiir ¢ > 0 induktiv vermittels der Vorschrift Uy(m) = 70 und
U,(7,) := P*9U,_,(dr,) fir ¢ > 0, wo P*? den Prismenoperator beziiglich

des Schwerpunkts s(q) := qﬁ(l, 1,...,1) von A, bezeichnet.

Lemma 2.4.2. Die Unterteilung U : SX — SX ist eine Kettenabbildung.
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Der Effekt der Unterteilungsoperatoren U; und U, auf Simplizes. Die Zahlen an
den Ecken der Dreiecksflichen zeigen wieder, wohin die Vektoren der
Standardbasis ey, es, e5 des R?, deren konvexe Hiille ja der Standardsimplex A,
ist, abgebildet werden.
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Beweis. Es gilt zu zeigen 0U, = U,_,0 fiir alle q. Wir zeigen die Gleichheit
durch Induktion tliber q. Wegen 1.4.6 reicht es, die Gleichheit auf 7, zu zeigen.
Die Fille ¢ = 0, 1 iiberlassen wir dem Leser. Fiir ¢ > 2 und P = P* haben wir

Uq(1g) = 0OPUg10(1q)
= (—=Po+id)U,—10(7,)
= Ug10(7g)

Die erste Gleichung nach Definition, die zweite da OP + PO = id auf S, A, fiir
q > 1, die dritte da OU,_; = U,_,0 nach Induktion. O

Lemma 2.4.3. Die Unterteilung ist in natiirlicher Weise kettenhomotop zur Iden-
titat, als da heifit, es gibt Transformationen

Tq : Sq = Sq+1

mit 0T, + 1,10 = U, — id fiir alle q. Insbesondere induziert U die Identitdit auf
der Homologie.

Vorschau 2.4.4. Dies Lemma wird sich spiter als eine Konsequenz des Satzes
iber azyklische Modelle 5.6.23 erweisen.

Beweis. Wir versuchen induktiv mogliche Transformationen 7}, zu finden und
miissen nur 7,(7,) € S,41(4,) angeben. Wir konnen mit 7_; = T; = 0 beginnen
und miissen dann induktiv die Gleichungen

aTq(Tq> = _qula(Tq) + Uq(Tq) — Tq

losen. Wegen H,(A,) = 0 fiir ¢ > 1 sind diese Gleichungen losbar, wenn die
rechte Seite ein Zykel ist. Dazu rechnen wir stur mit der Induktionsannahme

—0T,-1(071y) + 0Uy(7,) — 01y =
= (Ty—20 — U,y +1d)(07,) + 0U,(7,) — 07, =0 O

Definition 2.4.5. Gegeben ein System V C P(X) von Teilmengen eines topolo-
gischen Raums X bezeichne S};X C S¢X die freie Gruppe iiber allen denjenigen
Simplizes, die ganz in einem der V' € V liegen. Wir nennen S;’X die Gruppe der
V-feinen Ketten.

Satz 2.4.6 (iiber feine Ketten). Sei V eine Uberdeckung eines Raums X derart,
dafs selbst die offenen Kerne der Mengen aus V schon X iiberdecken, in Formeln
X = Uyey V®. So induziert die Einbettung SYX < SX vom Komplex der V-
feinen Ketten in den Komplex aller singuldren Ketten Isomorphismen auf allen
Homologiegruppen.

65



Vorschau 2.4.77. Mit 6.2.4 wird aus diesem Resultat folgen, dal unsere Einbettung
sogar eine Homotopiedquivalenz S¥ X = SX ist.

Beweis. Mit der langen exakten Homologiesequenz miissen wir nur zeigen, dafl
die Homologie von SX/SY X verschwindet. Nun bilden unsere Abbildungen U
und 7 sicher S¥X auf sich selber ab und induzieren also Operatoren U, T auf
dem Quotienten. Offensichtlich ist auch U homotop zur Identitit vermittels 7" und
liefert also die Identitit auf den Homologiegruppen von SX/SY X . Fiir jedes ¢
und jede Kette v € S,.X gibt es aber nach dem anschlieBfenden Lemma 2.4.8 ein
n > 0mit Uy € S};X ,also U™y = 0 fiir y € S, X/ S];X die Nebenklasse von 7.
Wir folgern H,(SX/SYX) = 0. O

Lemma 2.4.8. Sei V eine offene Uberdeckung eines Raums X. Fiir jedes q und
jede Kette v € S, X gibt es dannn € N mit Uy € SZjX.

2.4.9. Dieselbe Aussage folgt unmittelbar, wenn wir statt eine offenen Uberde-
ckung zu betrachten wie oben schwicher nur annehmen, daf3 die offenen Kerne
der Mengen aus )V bereits X iiberdecken.

Beweis. Es reicht sicher, das Lemma fiir jeden Simplex v : A, — X zu zeigen.
Nun sieht man, da3 der maximale Durchmesser eines Simplex, der mit von Null
verschiedenem Koeffizienten in U"(7,) vorkommt, fiir n — oo beliebig klein
wird. Insbesondere ist fiir n > 0 nach dem Uberdeckungssatz von Lebesgue
jeder solche Simplex ganz in einer der Mengen (V) mit V' € V enthalten. Das
bedeutet aber gerade U"~y € S};X . O

Satz 2.4.10 (Ausschneidung). Sei (X, Z) ein Raumpaar und L. C Z eine Teil-
menge, deren Abschluf3 im Inneren von Z liegt, in Formeln Clx (L) C Innx(Z2).
So liefert die Einbettung (X\L,Z\L) — (X, Z) Isomorphismen auf den relati-
ven Homologiegruppen

H,(X\L,Z\L) > H,(X, Z)

Beweis. Wir betrachten die Uberdeckung X = Z U (X\ L), geben ihr den Namen
V und bilden ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen der Gestalt

S(Z\L) = SZ&S(X\L) — SYX

\ 4 1
S(X\L) < SX®&S(X\L) —  SX
\ 1 \

S(X\L,Z\L) — S(X,Z) — SX/S¥X

Hier ist zu verstehen, dal} die beiden oberen horizontalen Inklusionen die ,,diago-
nalen“ Einbettungen z — (z, z) sein sollen und die folgenden Surjektionen die
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Dieses Bild soll Anschauung fiir den Ausschneidungsisomorphismus geben. X
ist darin die Papierebene, Z alles aulerhalb des kleinen Eis und L alles auBBerhalb
der Zackenlinie. Das grof3e Dreieck stellt einen singuldren Zweisimplex in X
dar, der relativ zu Z ein Zykel ist, da eben sein Rand in Z liegt. Nach
zweimaliger baryzentrischer Unterteilung entsteht diese Art Spinnennetz, eine zu
unserem Zweisimplex homologe singuldre Zweikette. Lassen wir aus dieser
Zweikette alle Simplizes fort, die nicht in X'\ L liegen, die also aus unserer
Zackenlinie herauspieken, so reprédsentiert der Rest immer noch dieselbe
Homologieklasse in der relativen Homologie Hy (X, Z), die folglich herkommt
von einer Homologieklasse in Hy(X\ L, Z\ L). Damit sollte zumindest die
Surjektivitit der von der Einbettung (X\ L, Z\L) — (X, Z) auf der Homologie
induzierten Abbildung anschaulich klar werden.



Differenzen (z,y) — x — y. Nach dem Neunerlemma ist die untere Horizontale
dann auch exakt, und da nach dem Satz iiber feine Ketten 2.4.6 die Homologie
von SX/SY X verschwindet, folgt unser Satz aus der langen exakten Homologie-
sequenz. [

2.4.11. Sei X = X, UX, ein topologischer Raum mit einer Uberdeckung V durch
zwei offene Teilmengen. Wir betrachten die Einbettungen

(X1NX5) <5 X, &5 X
und erhalten eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
S(X1NX5) — SX; ®SX, » SVX

Hier fassen wir die Elemente der direkten Summe als Spaltenvektoren auf, die
erste Abbildung wird gegeben durch die Spaltenmatrix (Si;, Si») ", und die zweite
durch die Zeilenmatrix (Sj;, —Sj2). Nehmen wir dazu die lange exakte Homolo-
giesequenz und verwenden die von der Einbettung SY X <+ SX induzierten Iden-
tifikationen H,(SYX) = H,X, so erhalten wir die sogenannte Mayer-Vietoris-
Sequenz, eine lange exakte Sequenz der Gestalt

R Hq(Xl N XQ) — Hq(Xl) D Hq(XQ) — Hq<X) — Hq—l(Xl N XQ) R,

Die ersten beiden Abbildungen dieser Sequenz werden gegeben durch die Spalten-
matrix (Hyiy, Hyio)" und die Zeilenmatrix (H,j;, —H,jo). Die dritte Abbildung
ist nicht ganz so leicht explizit anzugeben.

Beispiel 2.4.12 (Homologie der Sphiren, Variante). Mithilfe der Mayer-Vieto-
ris-Sequenz 2.4.11 bestimmen wir ein weiteres Mal die Homologie der Sphéren.
Man schreibt fiir diesen Beweis die Kugelschale als die Vereinigung zweier offe-
ner etwas iiber den Aquator hinaus verdickter Hemisphiren S = U U U~ und
erhilt nach 2.4.11 eine lange exakte Sequenz

H,(U*) & Hy(U™) — H,(S") = H,_ (Ut N U™) — H,_(UY) & H,_,(U")

und so weiter. Der Schnitt U+ N U~ ist homotopiedquivalent zum Aquator S™~!
und die Hemisphiren sind beide zusammenziehbar und haben folglich dieselbe
Homologie wie ein Punkt. Man sieht nun explizit leicht ein, daB wir fiirn = 0,1
das behauptete Ergebnis erhalten, und fiir n > 2 folgt durch Betrachten der obigen
Sequenz
Hy(S") 5 Hy o (UTNU™) 2 Hyy (S7)

fir ¢ > 2 und Hy(S™) = 0 und Hy(S™) = Z. Die Homologie der Sphiren ergibt
sich durch vollstindige Induktion. Diese Herleitung gefillt mir eigentlich besser
als die Herleitung aus 2.3.4, sie liefert jedoch nicht unmittelbar die Beschreibung
eines Erzeugers der Homologie.
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Ubungen

Ubung 2.4.13. Man zeige, daB es nicht moglich ist, die Kreislinie durch zwei zu-
sammenziehbare offene Teilmengen mit zusammenhédngendem Schnitt zu iiberde-
cken. Man zeige, dal es nicht moglich ist, die Sphére durch zwei zusammenzieh-
bare offene Teilmengen mit einfach wegzusammenhédngendem Schnitt zu iiberde-
cken. Hinweis: Mayer-Vietoris-Sequenz.

Ubung 2.4.14 (Relative Mayer-Vietoris-Sequenz). Sei X ein topologischer Raum
und seien U,V @ X zwei offene Teilmengen. Betrachten wir die offene Uberde-
ckung von U U V durch U und V' und bilden das Diagramm

SUNV) < SU @ SV —~  SY(UuV)
! I \
SX < SX @ SX ~ SX
! \ I

S(X,UNV) — S(X,U)®S(X,V) — S(X)/S¥Y(UuUV)

mit ,,diagonalen* Abbildungen in den linken Horizontalen und ,,Differenzen von
erstem minus zweitem Term* in den rechten Horizontalen, so entsteht in der un-
teren Zeile eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Die natiirliche Sur-
jektion S(X)/SY(UUV) — S(X, U UV) induziert weiter Isomorphismen auf der
Homologie, und so erhalten wir eine natiirliche lange exakte Sequenz

.= HX, U)o H/(X,V) > H(X,UUV) - H,,(X,UNV) — ...

und die Randoperatoren dieser Sequenz bilden mit den Randoperatoren der Mayer-
Vietoris-Sequenz und den Randoperatoren der langen exakten Homologiesquen-
zen nach 2.2.15 ein bis auf Vorzeichen kommutierendes Viereck.

Ergiinzende Ubung 2.4.15. Sei (X, Z) ein Raumpaar. Bezeichne X/Z den Raum
mit Quotiententopologie, der entsteht, wenn man Z zu einem Punkt identifiziert.
Man zeige: Ist Z abgeschlossen und gibt es U mit Z C U° C X derart, da} die
Einbettungen Z — U und Z/Z — U/Z Homotopiedquivalenzen sind, so liefert
die offensichtliche Abbildung Isomorphismen

H,(X,Z) 5> H(X/Z,Z/Z)

Hinweis: Ausschneidung.

Ubung 2.4.16 (Ausschneidung und Mayer-Vietoris). Sei X = U UV ein topolo-
gischer Raum mit einer Uberdeckung durch zwei offene Teilmengen. Man zeige,
daf die Verkniipfungen

H,(X,U) & H,(V,UNV) = H,_,(UNV)
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eines umgedrehten Ausschneidungsisomorphismus mit einem Randoperator zu-
sammen mit den offensichtlichen anderen Vertikalen einen Homomorphismus

H,UnV) - HU®H,V — HX — H, . (UNnV)
T T I T
H,(X,U) -  HU  — HX = H(X,U)
von der wie angedeutet durch Vorzeichen leicht verinderten langen Homologiese-
quenz des Raumpaars (X, U) zur Mayer-Vietoris-Sequenz liefern. Hinweis: Man
mag das als Spezialfall von 2.2.16 verstehen, aber eine direkte Argumentation
scheint mir eher einfacher.

71



3 Homologie verklebter Riume

3.1 Singulire Homologie von Simplizialkomplexen

3.1.1. Zu jedem Simplizialkomplex K = (F, K) haben wir in [TF] 2.7.8 einen
topologischen Raum A(K) konstruiert, seine geometrische Realisierung. Sie be-
steht aus gewissen Abbildungen ¢t : £ — R.

3.1.2 (Standardsimplex als geometrische Realisierung). Wir betrachten den
maximalen Simplizialkomplex M, mit Eckenmenge [¢] := {0,1,...,q}. Wir
erinnern andererseits unseren Standardsimplex A, C R?™! aus 1.2.2 und erhalten
einen Homdomorphismus

T="7: 0y = A(My)

zwischen dem Standard-g-Simplex und dem vollen Simplex zur Eckenmenge [¢]
durch (zo, ..., x,) — t mit z; = t(3).

Definition 3.1.3. Seien K ein Simplizialkomplex und A(K) seine geometrische
Realisierung. Ein singuldrer Simplex alias eine stetige Abbildung

o:A; — AK)

hei3e simplizialsingulér, wenn er durch Vorschalten unseres Homéomorphismus
T : Ag = A(M]g) aus der geometrischen Realisierung einer simplizialen Abbil-
dung 6 : M|y — K hervorgeht. Im Komplex der singulédren Ketten der geome-
trischen Realisierung erklidren wir den Unterkomplex der simplizialsinguliren
Ketten

S*A(K) € SA(K)

durch die Vorschrift, da8 S;A(K) das Erzeugnis der simplizialsinguléren g-Sim-
plizes sein soll.

3.1.4. Simpliziale Abbildungen brauchen keineswegs injektiv zu sein.

3.1.5 (Simplizialketten, simplizialsinguléiire Ketten und singulire Ketten). Fiir
einen Simplizialkomplex K haben wir damit drei Kettenkomplexe erklirt, namlich
den besonders kleinen und anschaulichen Komplex der Simplizialketten S/C aus
1.1.5, den unglaublich riesigen Komplex aller singuldren Ketten seiner geome-
trischen Realisierung SA(K) aus 1.2 und darin den Unterkomplex S°A(K) C
SA(K) aller simplizialsinguldren Ketten aus 3.1.3. Im folgenden konstruieren
wir Kettenabbildungen zwischen diesen Komplexen und zeigen, dal} sie Isomor-
phismen auf der Homologie induzieren. Diese Briicke ist fiir mich der Hauptweg
zur Anschauung in der singuldren Homologietheorie, ja in der Homologietheorie
iberhaupt.
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3.1.6 (Von simplizialsinguliren Ketten zu Simplizialketten). Sei I ein Simpli-
zialkomplex. Wir erkldren Homomorphismen

komb : SEA(K) — S,K

von den simplizialsinguldren Ketten in die Simplizialketten, indem wir zu je-
dem simplizialsinguldren Simplex o : A, — A(K) die simpliziale Abbildung
o : Myg — K betrachen mit 0 = A(&) o 7 und dann setzen komb(c) :=
[(6(0),...,5(q))] falls & injektiv ist und komb(c) := 0 sonst. Wir priifen, daB
diese Homomorphismen in ihrer Gesamtheit einen Morphismus von Kettenkom-

plexen
komb : S*A(K) — SK

bilden. Um das zu sehen, muf3 man nur die Vertriglichkeit mit den Randoperatoren
nachzuweisen. Das ist nicht schwer und sei dem Leser iiberlassen. Gegeben ein
weiterer Simplizialkomplex £ und eine simpliziale Abbildung ¢ : (E,K) —
(F, £) im Sinne von [TF] 2.7.12 erhalten wir mit besagten Abbildungen in den
Horizontalen dariiberhinaus ein kommutatives Quadrat von Kettenabbildungen

SAK) — Sk
SA(g) 4 1 s
SSA(L) —  SLC

mit derjenigen Abbildung Sy : SK — SL als rechter Vertikale, die die Klasse
eines angeordneten Simplex o : {0,1,...,¢q} — FE auf die Klasse des ange-
ordneten Simplex ¢ oo : {0,1,...,¢} — F wirft, falls ¢ o o injektiv ist, und
auf Null sonst. Der Leser wird unschwer priifen konnen, dafl S¢ in der Tat eine
Kettenabbildung ist und dafl damit unser Quadrat kommutiert.

Satz 3.1.7 (Simpliziale als singulire Homologie). Fiir jeden Simplizialkomplex
KC induzieren die Kettenabbildungen aus 3.1.6 von den simplizialsinguliren Ket-
ten in die Simplizialketten sowie die Einbettung der simplizialsinguldren Ketten
in die singuldren Ketten SIC < S*°A(K) — SA(K) Isomorphismen auf allen
Homologiegruppen

H K = H,(SA(K)) = Hy(A(K))

3.1.8. Aus 3.1.6 folgt mit den Isomorphismen des Satzes fiir jede simpliziale Ab-
bildung ¢ : K — £ die Kommutativitit des Diagramms

H,K & H(SPAK)) = Hy(AK))
Hop | ! 4 HyA®p)
HoL & H(SA(L)) = He(A(L))

mit Hyp := H,(S¢) fiir die Kettenabbildung S aus 3.1.6 als linker Vertikale.
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Vorschau 3.1.9. Aus 6.2.4 und 3.1.6 wird sogar folgen, daf} die fraglichen Ket-
tenabbildungen Homotopiedquivalenzen sind.

Beweis. Ich erinnere daran, dal wir unter einem Simplizialkomplex ein Datum
(E,K) verstehen aus einer Menge E von ,.Ecken” und einem Mengensystem
K C P(F) mit gewissen Eigenschaften und daf wir die Elemente unseres Men-
gensystems K die ,.kombinatorischen Simplizes* unseres Simplizialkomplexes
nennen. Wir wihlen nun eine Teilordnung < auf der Menge £ der Ecken von
IC, die auf jedem kombinatorischen Simplex eine Anordnung induziert. So eine
Teilordnung nennen wir eine simpliziale Teilordnung. Nach [LA1] 1.9.23 ist es
sogar stets moglich, eine Anordnung der Menge aller Ecken zu finden, und jede
solche Anordnung ist a forteriori eine simpliziale Teilordnung. Ein simplizialsin-
guldrer Simplex ¢ : A, — A(K) heile ordnungsvertriglich, wenn er durch
Vorschalten unseres Homdomorphismus 7 : A, = A(M|,) aus der geometri-
schen Realisierung einer simplizialen Abbildung ¢ : M|, — K hervorgeht, die
ihrerseits streng monoton ist auf den Ecken. Die von diesen Simplizes erzeugte
Untergruppe notieren wir

SEA(K) € SSA(K)

und nennen sie die Gruppe der ordnungsvertriaglichen simplizialsinguliren ¢-
Ketten von C. Offensichtlich bilden die ordnungsvertriglichen simplizialsingu-
laren Ketten einen Unterkomplex S*™A(K) C S*A(K) im Komplex aller simpli-
zialsinguldren Ketten von A(K) und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

SK « SAK) — SA(K)

N T A
S=A(K)

Der schrige Pfeil nach links oben ist offensichtlich ein Isomorphismus von Ket-
tenkomplexen. Nun zeigen wir in den anschlieBenden Propositionen 3.1.10 und
3.1.12, daB} die beiden anderen Pfeile nach oben auch Isomorphismen auf der Ho-
mologie induzieren. Daraus folgt dann der Satz. U

Proposition 3.1.10. Fiir jede simpliziale Teilordnung der Ecken eines Simplizial-
komplexes IC liefert die Einbettung S®A(K) — SA(K) der ordnungsvertrigli-
chen simplizialsinguliren Ketten in die singuldren Ketten Isomorphismen auf al-
len Homologiegruppen.

Beweis. Wir schreiben kurz X := A(K) und setzen fiir k € Z

Xk = U A(S)

seEq, ¢<k

74



Dieser Raum heifit das k-Skelett von K. Nun betrachten wir fiir alle k£ das folgen-
de kommutative Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen exakten Zeilen:

SOSXk — SOSXk+1 — SOSXk+1/SOSXk

\J 1 \J
SXk — SXk+1 —» SXk+1/SXk

Das zugehorige Diagramm von langen exakten Homologiesequenzen schreiben
wir

"'Hgil(Xk+17Xk) — HZSXk — HZSXIH—l — HZS(X]H_l,Xk)...

3 ] ! 3
...Hq+1(Xk+1,Xk) — Hqu — Hqu_H — Hq(Xk+1,Xk)...

Wir zeigen nun durch Induktion iiber £, dal H®° X, — H, X} ein Isomorphismus
ist fiir alle k£ und ¢. Fiir £ < 0 ist das klar. Im anschlieBenden Lemma 3.1.11 wer-
den wir zeigen, daB8 Hp®(Xy11, Xp) — Hy(Xpq1, Xp) ein Isomorphismus ist fiir
alle ¢ und alle k. Der Induktionsschritt besteht dann im Anwenden des Fiinferlem-
mas. Unter der Zusatzannahme X = X, fiir k& > 0 ist unser Satz damit bereits
bewiesen. Im allgemeinen bemerken wir zusitzlich, dal nach [TF] 2.7.17 jede
singuldre Kette von X schon in einem X}, liegt, und iiberlassen den Rest des Be-
weises dem Leser zur Ubung. Spiter wird er den Beweis auch mithilfe des Satzes
tiber die Exaktheit filtrierender Kolimites 7.1.18 direkt beenden konnen. [

Lemma 3.1.11. Die durch die von den Einbettungen der ordnungsvertriglichen
simplizialsinguldren Ketten in alle singuldren Ketten induzierten Abbildungen auf
den relativen Ketten liefern Isomorphismen Ho* (X 41, Xi) = Hy(Xpq1, Xi).

Beweis. Die linke Seite ist hier die Homologie eines Komplexes, der nur im Grad
q = k+1lebt. Genauer ist HY" ; (Xj1, Xi) frei erzeugt von den Nebenklassen der
ordnungsvertraglichen simplizialsinguldren Simplizes, die durch auf den Ecken
streng monoton wachsende simpliziale Abbildungen 7 : M,y — K gegeben
werden. Bei ¢ # k + 1 dahingegen verschwindet unser Komplex mitsamt seiner
Homologie. Wir untersuchen nun die rechte Seite H, (X1, Xx) und betrachten
dazu das ,,verdickte k-Skelett U, C Xj1, das wir erhalten, indem wir aus X
die Schwerpunkte aller (k£ + 1)-Simplizes entfernen. Die beiden Einbettungen

(Xhg1, Xi) = (Xpy1, Ur) = (Xpq1 \ X, Up\ X)

induzieren Isomorphismen auf der relativen Homologie: Die linke nach 2.2.7 und
1.4.1, da X — Uy eine Homotopiedquivalenz ist, hier verwendet man auch [?, ?]
?? nach dem das Produkt einer finalen Surjektion mit dem Einheitsintervall auch
wieder final ist, und die rechte mit Ausschneidung des k-Skeletts X;. Das Raum-
paar rechts ist aber schlicht die disjunkte unzusammenhéngende Vereinigung iiber
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alle (k + 1)-Simplizes s € K, der Raumpaare (A°(s), A°(s)\b(s)), wo wir
A°(s) fiir den ,,offenen vollen Simplex* schreiben und mit b(s) den Schwerpunkt
von A(s) bezeichnen. Zusammenfassend erhalten wir also mit den offensichtli-
chen Abbildungen ein kommutatives Diagramm

Hy (X1, Uk) - @@, Hg(A(s5), A()\b(s))

I D
Hq(X?l, Ur) < $B Hy(A(s), A(s)\b(s))
l

!
Hy(Xgt1, Xi) JH (A(s),0A(s))

wo die Summen jeweils iiber alle (k + 1)-Simplizes s € K1 laufen und wir mit
O0A(s) dhnlich wie in 2.3.4 das k-Skelett von A(s) bezeichnen. Die mit ~ bezeich-
neten Pfeile darin sind offensichtlich Isomorphismen und fiir die iibrigen Pfeile
folgt dasselbe. Nach 2.3.4 wissen wir aber, dal H,(A(s), 0A(s)) verschwindet
fir ¢ # k + 1 und daB es fiir ¢ = k + 1 frei ist vom Rang 1 und erzeugt wird
von der Klasse desjenigen ordnungsvertriglichen simplizialsinguldren Simplex
o = A(¢)or, fiirden & : My, — K das Bild s hat. Das zeigt das Lemma. [

Proposition 3.1.12. Fiir jede simpliziale Teilordnung der Ecken eines Simplizial-
komplexes IC liefert die Einbettung S”A(K) — S°A(K) der ordnungsvertrdgli-
chen simplizialsinguliren Ketten in alle simplizialsinguldren Ketten Isomorphis-
men auf allen Homologiegruppen.

Beweis. Den Fall, da3 unser Simplizialkomplex der maximale Simplizialkomplex
Mg zu einer vorgegebenen Eckenmenge F ist, erledigen 1.1.15 und 1.1.17. Den
Fall, da3 unser Simplizialkomplex endlich ist, folgern wir induktiv. Bezeichne in
der Tat H} K = H,(S*A(K)) die Homologie des Komplexes der simplizialsingu-
laren Ketten in der Realisierung eines Simplizialkomplexes . Ist L = K" U K"
eine Darstellung unseres Simplizialkomplexes als Vereinigung zweier Unterkom-
plexe, so liefert der Beweis der Mayer-Vietoris-Sequenz auch in dieser Situation
Mayer-Vietoris-Sequenzen fiir H*® und H®. Mit dem Fiinferlemma und Induktion
iber die Zahl der Simplizes unseres Simplizialkomplexes sehen wir so, daf die
Proposition fiir endliche Simplizialkomplexe folgt, sobald wir sie fiir die maxi-
malen Simplizialkomplexe zu einer vorgegebenen Eckenmenge kennen. Der Fall
beliebiger Simplizialkomplexe hinwiederum folgt aus dem Fall endlicher Simpli-
zialkomplexe mit etwas Nachdenken oder formal mit der Exaktheit filtrierender
Kolimites 7.1.18. U

Korollar 3.1.13. Ist K ein Simplizialkomplex, so bendtigt man fiir die q-te Ho-
mologie seiner Realisierung nicht mehr Erzeuger, als es in unserem Simplizial-
komplex q-Simplizes gibt. In Formeln kann die Gruppe H,(A(K)) also stets durch
|IC,| Elemente erzeugt werden.
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Ergdnzung 3.1.14. Ist K, unendlich, so gilt sogar feiner, dafl die Kardinalitit von
H,(A(K)) kleinergleich der Kardinalitit von /C, ist. Der Beweis bleibt mutatis
mutandis derselbe, es werden jedoch Grundkenntnisse zu Kardinalitidten benotigt,
wie sie etwa in [AL] 5.3 ausgefiihrt werden.

Beweis. Hierzu braucht man auf3er 3.1.7 nur noch erinnern, dafl man nach [LA2]
4.4.1 fir eine Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe hochstens
soviel Erzeuger bendtigt wie fiir die urspriingliche Gruppe. U

3.1.15. Wenn wir Homologie mit Koeffizienten betrachten wie in 1.2.11, so blei-
ben alle bisherigen Resultate und Beweise mit den hoffentlich offensichtlichen
Modifikationen giiltig, insbesondere auch Satz 3.1.7 tiber die Beziehung zwischen
singuldrer und simplizialer Homologie.

Definition 3.1.16. Fiir einen beliebigen topologischen Raum X setzt man
by(X) = dimg H,(X;Q) € NU {00}

und nennt diese Zahl die g-te Betti-Zahl von X. Sind alle Betti-Zahlen endlich
und verschwinden sie fiir ¢ > 0, so hei§t ihre alternierende Summe

X(X) =) (=1)(X) € Z

die Euler-Charakteristik von X und wir sagen, unser Raum ,,habe eine wohlde-
finierte Eulercharakteristik*.

3.1.17. Wir haben y(X) = |X| fiir jeden endlichen diskreten Raum X mit | X|
Punkten. Es ist auch fiir allgemeinere Riume oft sinnvoll, x(X) als eine Ver-
allgemeinerung der ,,Zahl der Punkte von X* aufzufassen. Eine mogliche Be-
griindung wird in 3.1.27 skizziert, eine weitere in 5.6.1 in Gestalt der Formel
X(X xY) = x(X)x(Y). Wir schreiben bei einem beliebigen Korper

X(X; k) = Z(—l)q dimg Hy (X k)

wann immer dieser Ausdruck sinnvoll ist, als da heif3t, wann immer alle Summan-
den endlich sind und fast alle Summanden verschwinden.

Korollar 3.1.18 (Eulercharakteristik von Simplizialkomplexen). Die Euler-
charakteristik der Realisierung eines endlichen Simplizialkomplexes KC wird fiir
jeden Korper k gegeben durch die der Zahl der Simplizes gerader Dimension ab-
ziiglich der Zahl der Simplizes ungerader Dimension, in Formeln

XA k) = (=1)71K|
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Beweis. Wir wenden das anschliefende Lemma 3.1.19 auf den Komplex S(K; k)
der Simplizialketten mit Koeffizienten in k an, dessen Homologie ja nach 3.1.7
genau die Homologie von A(K) mit Koeffizienten in & ist. H

Lemma 3.1.19. Ist A ein Komplex endlichdimensionaler k-Vektorrdume und ver-
schwinden von den A; alle bis auf endlich viele, so gilt

D (—1)'dimy A; = > (—1) dimy, H; A

3.1.20. Man nennt die linke Seite hier auch die Eulercharakteristik des Ket-
tenkomplexes A. Die Gleichung besagt damit in Worten, daf} ein Kettenkomplex
dieselbe Eulercharakteristik hat wie seine Homologie.

Beweis. Das folgt sofort aus den Gleichungen
dimA4; = dim(ker9;) + dim(im 9;)
dim#H;A = dim(kerd;) — dim(im 0;41) O

Korollar 3.1.21 (Euler’scher Polyedersatz). Ist A(F) = S? eine Triangulie-
rung der Kugelschale, so gilt | Fo| — |F1| + | Fa| = 2 oder salopp gesagt

|Ecken| — |Kanten| + |Fliichen| = 2

3.1.22. Dal} die Sphire nicht zu einem Simplizialkomplex mit Simplizes einer
Dimension mehr als Zwei homdomorph sein kann, folgt zum Beispiel daraus,
daB in unserer Sphire das Komplement jeder zweielementigen Teilmenge eine
nichttriviale Fundamentalgruppe hat.

3.1.23. Das vorhergehende Resultat von Euler, ein Vorldufer der Homologietheo-
rie, hat der Euler-Charakteristik ihren Namen gegeben. Man folgert es auch allge-
meiner fiir in geeigneter Weise definierte ,,polyedrische* Zerlegungen der Kugel-
schale wie sie etwa die platonischen Korper liefern, indem man derartige polyedri-
sche Zerlegungen zu Triangulierungen verfeinert. Zum Beispiel hat ein Wiirfel 6
Fliachen, 12 Kanten und 8 Ecken, und in der Tat gilt 6 — 12 4 8 = 2.

Ubungen

Ubung 3.1.24. Gegeben K C U @ R" eine kompakte Teilmenge in einer offenen
Teilmenge eines R" zeige man, daB fiir alle ¢ das Bild der auf der Homologie in-
duzierten Abbildung H, K’ — H,U endlich erzeugt ist. Ebenso zeige man, dal das
Bild von H,(R",R"\U) — H,(R",R™\ K) endlich erzeugt ist. Hinweis: Indem
man einen vollen Simplex, der K umfaft, hinreichend oft baryzentrisch unterteilt,
erhilt man ein Sandwich K C S C U mit S homdomorph zum Polyeder eines
endlichen Simplizialkomplexes. So folgt bereits die erste Aussage. Ein Beweis
einer etwas allgemeineren Aussage wird in 3.1.25 skizziert.
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Ergiinzende Ubung 3.1.25 (Endlichkeitsaussagen fiir Simplizialkomplexe). Sei
X die Realisierung eines lokal endlichen Simplizialkomplexes. Gegeben K C
U © X eine kompakte Teilmenge in einer offenen Teilmenge von X zeige man,
daBl das Bild der auf der Homologie induzierten Abbildung H, K — H,U fiir
alle ¢ endlich erzeugt ist. Ebenso zeige man, da8 das Bild von H, (X, X\U) —
H,(X, X\K) fur alle ¢ endlich erzeugt ist. In der Tat ist nach [TF] 2.7.17 je-
des Kompaktum K C X enthalten in einer Vereinigung endlich vieler Simpli-
zes und trifft folglich auch nur endlich viele Simplizes. Auf jedem dieser von K
getroffenen Simplizes hat der Schnitt mit unserem Kompaktum einen positiven
Abstand zum Schnitt mit dem Komplement von U. Indem wir baryzentrisch un-
terteilen, konnen wir also annehmen, dafl es einen Unterkomplex £ C K gibt
mit X\ K C A(L) C X\U und der Eigenschaft, da nur hochstens endlich vie-
le Simplizes von £ nicht zu K gehoren. Dann aber zeigt 3.1.7, da3 die relative
Homologie H,(A(K), A(L)) endlich erzeugt ist fiir alle g.

Ubung 3.1.26. Man bestimme die Eulercharakteristik des Torus S x S*.

Ubung 3.1.27. Ein topologischer Raum X werde von zwei offenen Teilmengen
tiberdeckt, X = U U V/, und beide sowie ihr Schnitt mégen im Sinne von 3.1.16
eine wohldefinierte Eulercharakteristik besitzen. Man zeige, dal dann auch der
urspriingliche Raum eine wohldefinierte Eulercharakteristik besitzt und daf} gilt

X(X) = x(U) +x(V) =x(UnNV)

Ubung 3.1.28 (Eulercharakteristik einer endlichen Uberlagerung). Ist Y =
A(K) die geometrische Realisierung eines endlichen Simplizialkomplexes und
X — Y eine endliche Uberlagerung mit m Blittern, so gilt

X(X) = mx(Y)

3.2 Fixpunktsitze und simpliziale Approximation

Lemma 3.2.1 (Spur als Spur auf der Homologie). Seien k ein Korper, A ein
Komplex endlichdimensionaler k-Vektorrdume und ¢ : A — A ein Endomorphis-
mus von A. Verschwinden von den A; alle bis auf endlich viele, so gilt fiir die

Spuren
D (1) tr(plA) = (—1) tr(g|HiA)

3.2.2. Der Ubersichtlichkeit halber haben wir die von ¢ auf den A; und den H; A
induzierten Abbildungen auch kurzerhand ¢ notiert. Ist ¢ die Identitit, so erhal-
ten wir zumindest im Fall eines Korpers £ der Charakteristik Null unser Lemma
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3.1.19 als Spezialfall. Ich nenne die alternierende Summe der Spuren des Endo-
morphismus ¢ eines endlichdimensionalen Z-graduierten Vektorraums seine Su-
perspur und notiere sie

str(plA) = Z(—l)i tr(p|A;)

In [TSK] 3.4.14 erkldren wir allgemeiner die Superspur fiir beliebige, nicht not-
wendig die Graduierung erhaltende Endomorphismen Z-graduierter Vektorrdume.

Vorschau 3.2.3. In [TSK] 3.4.14 erkldren wir allgemeiner die Z-wertige Spur von
Endomorphismen von Komplexen abelscher Gruppen mit endlich erzeugter tota-
ler Homologie und zeigen in [TSK] 3.4.15, daB sie mit ,,derivierter Erweiterung
der Skalare vertrédglich ist.

Beweis. Das folgt sofort aus den Gleichungen

tr(p|A;) = tr(p|ker ;) + tr(p|im 9;)
tr(p|H;A) = tr(p|ker 9;) — tr(p]im diyq)

Diese hinwiederum folgert man aus der Additivitit der Spur [LA2] 4.6.14. O

Satz 3.2.4 (Simplizialer Fixpunktsatz). Sei ¢ : (E,K) — (E,K) eine simpli-
ziale Selbstabbildung eines endlichen Simplizialkomplexes mit p(s) # s fiir alle
Simplizes s € K mit mindesten zwei Ecken. So gilt fiir die Zahl der Fixpunkte von
© und Homologie mit Koeffizienten in einem beliebigen Korper die Formel

[E#| = (—1)" tr(HpH;K)

Beweis. Beide Seiten stimmen aufgrund von Lemma 3.2.1 und aufgrund unserer
Annahmen iiberein mit Y (—1) tr(S;¢[S:K). O

Vorschau 3.2.5. Mit der Z-wertigen Spur [TSK] 3.4.14 gilt die Identitdt aus dem
Beweis |E?| = > (—1)" tr(S;¢|S;K) sogar in Z.

3.2.6. Ich finde an diesem Satz bemerkenswert, dafl er ohne ,,Fixpunktindizes*
auskommt. Vielmehr erzwingen die Bedingungen des Satzes, dafl diese Fixpunkt-
indizes im Fall einer kompakten orientierten triangulierten Mannigfaltigkeit und
fiir Abbildungen dieser speziellen Natur alle Eins sein miissen. Eine partielle Ver-
allgemeinerung auf den Fall stetiger nicht notwendig simplizialer Abbildungen
zeigen wir als 3.2.13.

3.2.7. Gegeben ein Simplizialkomplex K = (F,K) erkldren wir zu jedem Ele-
ment seiner Realisierung z € A(K) dessen Triger supp z € K als den Triger
von z in seiner Eigenschaft als Abbildung z : £ — R, oder gleichbedeutend
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als das kleinste o € K mit z € A(0). Gegeben ein Simplex o € K erkldren wir
dessen offenen Stern St(c) @ A(K) als die Teilmenge

St(o) :={z € A(K) | 0 C supp z}

Der Leser mag zur Ubung zeigen, daB sie in der Tat offen ist. Offensichtlich gilt
fiir beliebiges z € A(K) auch umgekehrt supp z = {q € Ky | z € St(q)}.

3.2.8. Gegeben ein Simplizialkomplex K = (F, K) erkldren wir einen neuen Sim-
plizialkomplex, seine baryzentrische Unterteilung

BK = K = (E,K)

Als Ecken nehmen wir alle Simplizes des urspriinglichen Komplexes, in Formeln
E := K. Als Simplizes nehmen wir alle endlichen Ketten in der Menge F fiir die
Inklusionsrelation, also alle beziiglich Inklusion total geordneten endlichen Teil-
mengen. Man erhilt einen ausgezeichneten Homéomorphismus zwischen ihren
Realisierungen

u: AK) = AK)
durch die Vorschrift, daB jede Ecke s € E C K auf den Schwerpunkt des vollen
Simplex A(s) C A(K) abgebildet wird und jeder volle Simplex von A(K) affin
in denjenigen vollen Simplex von A(K), der seiner grofiten Ecke entspricht.

3.2.9. Auf der baryzentrischen Unterteilung K eines Simplizialkomplexes K lie-
fert die umgekehrte Inklusionsrelation von /X stets eine simpliziale Teilordnung,
seine natiirliche simpliziale Teilordnung. Wir kehren hier die Inklusionsrelation
um, damit unsere Unterteilungsoperatoren U, : S,A(K) — S;A(K) aus 2.4.1
Abbildungen
U, SSA(K) — Squ(SZSA(IC))

induzieren fiir die in Bezug auf die natiirliche Teilordnung zu verstehenden ord-
nungsvertraglichen simplizialsinguldren Ketten der baryzentrischen Unterteilung.
Das hinwiederum zeigen wir dann durch Induktion iiber q. Gegeben ein festes ¢
folgt es offensichtlich fiir jeden beliebigen Simplizialkomplex, wenn wir es fiir
einen vollen ¢g-Simplex zeigen. Unsere induktive Definition der Unterteilungs-
operatoren U,(7,) = P*9U,_,(d7,) mit P*Y dem Prismenoperator beziiglich
des Schwerpunkts zeigt dann induktiv die Behauptung, da ja unser im Beweis
von 1.2.17 erklirter Prismenoperator die zusitzliche Ecke als erste Ecke davor-
schreibt.

Satz 3.2.10 (Simpliziale Approximation). Seien KC, L endliche Simplizialkom-
plexe und [ : A(K) — A(L) stetig. So gibt es n € N derart, daf fiir das
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Ein Simplizialkomplex und gestrichelt eingezeichnet seine baryzentrische
Unterteilung. Die Ecken der baryzentrischen Unterteilung mag man sich denken
als die Schwerpunkte der nichtleeren Simplizes des urspriinglichen
Simplizialkomplexes, die Simplizes der baryzentrischen Unterteilung
entsprechen den endlichen Ketten in der teilgeordneten Menge der
urspriinglichen Simplizes.
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Vorschalten des Homdomorphismus u" : A(B"K) = A(K) aus der n-fachen
baryzentrischen Unterteilung eine simpliziale Abbildung

@ : (BnK)o — ,CQ

existiert mit der Eigenschaft, dafs fiir alle = € A(B"K) die beiden Punkte f(u"(z))
und (Ap)(z) in einem gemeinsamen vollen Simplex von A(L) liegen.

3.2.11. Unser ¢ heif3it eine simpliziale Approximation von f. Offensichtlich ist
in dieser Sitution A(p) homotop zu fu™ vermittels der Homotopie

h(z,t) = t(Ap)(2) + (1 = 1) f (u"(2))

Hierbei sind die Formeln auf der rechten Seite zu verstehen in dem groflen Vek-
torraum, in dem wir unsere geometrische Realisierung von £ als Teilmenge kon-
struiert hatten.

3.2.12 (Die schmutzige Anschauung). Die simpliziale Approximation an einen
Homo6omorphismus wird im allgemeinen keineswegs ein Isomorphismus sein,
sondern vielmehr salopp gesprochen in etwa so aussehen, daf} einige wenige klit-
zekleine Simplizes der entsprechenden mehrfachen baryzentrischen Unterteilung
bijektiv stark vergroBert auf Simplizes des Zielkomplexes abgebildet werden, wo-
hingegen die meisten dieser klitzekleinen Simplizes zu Simplizes kleinerer Di-
mension zusammengedriickt werden. Ich bitte darum, diese anschauliche Beschrei-
bung eines typischen Falls nicht als mathematische Aussage mi3zuverstehen.

Beweis. Mithilfe des Uberdeckungssatzes von Lebesgue, angewandt auf das Kom-
paktum A(K) C RFo, finden wir n € N und eine Abbildung auf den Ecken
v (B"K)o — Lo mit f(St(q)) C St(e(q)) fur alle ¢ € (B"K)o. Wir zei-
gen, dall dies ¢ die gesuchte simpliziale Approximation ist. In der Tat gilt fiir
beliebiges z € A(B"K) jasuppz = {q € (B"K)o | z € St(q)} und folglich
p(supp z) C supp f(z). Da jeder Simplex von B"/C ein supp z ist, muB ¢ sim-
plizial sein und es folgt weiter, daf fiir alle z unser (Ay)(z) zum vollen Simplex
A(supp f(z)) gehort. O

Satz 3.2.13 (Erste Anniherung an den Lefschetz’schen Fixpunktsatz). Gege-
ben ein endlicher Simplizialkomplex K und eine fixpunktfreie stetige Selbstabbil-
dung f seiner Realisierung X := A(K) gilt fiir jeden Koeffizientenkirper k die
Identitiit
0="> (—1)7tr (H,f|H,(X: k)
q

3.2.14 (Fixpunkte von Selbstabbildungen von Sphiiren). Nach 3.2.13 hat ins-
besondere jede stetige Selbstabbildung einer Sphére gerader Dimension, die ho-
motop ist zur Identitdt, mindestens einen Fixpunkt. Induziert eine stetige Selbst-
abbildung einer n-Sphire S™ positiver Dimension n > 0 allgemeiner eine von der
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Multiplikation mit (—1)"™! verschiedene Abbildung auf der n-ten Homologie-
gruppe, hat sie also in einer noch einzufiihrenden Terminologie einen von (—1)""!
verschiedenen ,,Abbildungsgrad®, so hat sie mindestens einen Fixpunkt.

Beweis. Indem wir auf X die von einer Norm auf R*° induzierte Metrik d wihlen
und dann hinreichend oft baryzentrisch unterteilen, diirfen wir annehmen, daf} das
Minimum von d(x, f(x)) groBer ist als der Durchmesser jedes vollen Simplex.
Fiir jede simpliziale Approximation ¢ : (B"K)y — Ky an f gilt dann, daB ¢
keinen Simplex der n-fachen baryzentrischen Unterteilung eines Simplex o €
IC auf o selbst wirft. Wir diirfen dabei auch n > 1 annehmen. Jetzt betrachten
wir im Komplex SX der singuldren Ketten von X den Unterkomplex S°X der
simplizialsingulidren Ketten und das Bild

S X C SX

des Komplexes S®A(B"K) der orientierungsvertraglichen simplizialsinguldren
Ketten der n-fachen baryzentrischen Unterteilung unter dem natiirlichen Homoo-
morphismus u" : A(B"K) = A(K). So erhalten wir mit unseren Unterteilungs-
operatoren U aus 2.4.1 nach 3.2.9 ein kommutatives Diagramm von Kettenkom-
plexen
SPNY s $X 5 §X
N N N

sx 2% sx Y4 gx

Seine Vertikalen induzieren nach unserem Vergleichssatz 3.1.7 zusammen mit
3.1.12 Isomorphismen auf der Homologie. Die Verkniipfung in der oberen Ho-
rizontale hat nun Spur Null in jedem Grad, denn ihre Matrix in der durch die ori-
entierungsvertraglichen simplizialsinguldaren Simplizes gegebenen Basis hat nur
Eintrige Null auf der Diagonalen, da unsere simpliziale Approximation keinen
Simplex aus der n-fachen baryzentrischen Unterteilung eines Simplex o auf o
selbst wirft. Nach 3.2.1 induziert dann die Verkniipfung in der oberen Horizontale
auch auf der Homologie eine Abbildung mit Superspur Null. Dasselbe folgt erst
fiir die Verkniipfung in der unteren Horizontale und dann wegen HU" = id auch
fiir Hp = Hf. ]

Ubungen

Ubung 3.2.15. Jede stetige Selbstabbildung der reellen projektiven Ebene hat
einen Fixpunkt.

Ubung 3.2.16. Man folgere den Fixpunktsatz von Brouwer aus dem Fixpunktsatz
von Lefschetz.
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Ubung 3.2.17 (Nullstellenfreie glatte Vektorfelder und Eulercharakteristik).
Besitzt eine glatte kompakte Mannigfaltigkeit ein glattes nirgends verschwinden-
des Vektorfeld, so ist ihre Euler-Charakteristik Null. Hinweis: Man verwende, daf3
jede glatte kompakte Mannigfaltigkeit triangulierbar ist und fiir jedes glatte nir-
gends verschwindende Vektorfeld darauf sein ,,Fluf} fiir ein hinreichend kleines
positives Zeitintervall eine fixpunktfreie stetige Selbstabbildung ist.

Vorschau 3.2.18. Das gilt genauso fiir stetige Vektorfelder, mufl dann aber anders
bewiesen werden.

3.3 [Einbettungen von Sphiiren in Sphiiren

3.3.1. Im folgenden ist die (—1)-Sphire wie in [TF] 1.1 als die leere Menge zu
verstehen, in Formeln S—! = ().

Satz 3.3.2 (Jordan-Brouwer). Seien n,r > —1 und sei s" C S™ eine Teilmenge
der n-Sphdire, die homdomorph ist zur r-Sphdre S”. So haben wir:

r>n Unmoglich;

r=mn Impliziert S™ = s";

r=mn—1 Dann hat S™\s" genau zwei Zusammenhangskomponenten,
und der Rand jeder dieser beiden Komponenten ist s";

r <n—2 Dannist S"\s" zusammenhdngend.

Vorschau 3.3.3. Im Rahmen der Garbentheorie werden wir in [TG] 4.10.16 einen
alternativen Beweis geben, der mir besonders natiirlich scheint. Der elementa-
rere Beweis hier wird uns bis zum Ende dieses Abschnitts beschiftigen. Im Fall
r = n—1 induziert fiir eine zweipunktige Teilmenge Z bestehend aus einem Punkt
in jeder Komponente des Komplements S™\s"~! die Einbettung s"~! — S™"\Z
einen Isomorphismus auf der Homologie. Im Fall n = 2 folgt das etwa aus un-
seren Erkenntnissen zu Umlaufzahlen kreuzungsfreier Wege in [TF] 1.7.10. Im
allgemeinen zeigen wir es erst als Ubung [TG] 4.10.26.

3.3.4. Als Vorbereitung auf den Beweis beginnen wir mit einer Diskussion der
sogenannten ,,reduzierten Homologie*“. Diese Variante der Homologie hilft auch
sonst oft, Sonderbetrachtungen im Grad Null zu vermeiden.

Definition 3.3.5. Fiir jeden topologischen Raum X kann man den Komplex SX
der singuldren Ketten verlingern zum sogenannten augmentierten Komplex SX
mit S, X = S, X fiir ¢ # —1 und S_; X := Z, wobei der zusitzlich benétigte
Randoperator 9y : SoX — S_1.X gegeben wird durch die sogenannte Augmen-
tation 0y = ¢ : > n,r — > n,. Offensichtlich erhalten wir so wieder einen
Funktor

S: Top — Ket
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von der Kategorie der topologischen Rédume in die Kategorie der Kettenkomplexe.
Wir definieren dann die reduzierten Homologiegruppen H,(X) von X als die
Homologiegruppen unseres augmentierten Komplexes und setzen also in Formeln

, (X) = H,(5X)

3.3.6 (Verschiedene Konventionen zur reduzierten Homologie). Die vorste-
hende Definition weicht im Fall X = () von der in der Literatur gebriuchlichen
Konvention ab, bei der, so will es mir scheinen, das Widerstreben gegeniiber Ho-
mologie in negativen Graden die Oberhand gewonnen hat {iber das Streben nach
Klarheit des Formalismus.

3.3.7 (Beziehung zwischen gewohnlicher und reduzierter Homologie). Fiir
X # 0 gilt H(X) = 0 fiir ¢ < 0, fiir die leere Menge erhalten wir jedoch
ICI_l(Q) = Z. Gegeben eine abelsche Gruppe GG bezeichne ganz allgemein G|q]
den Komplex mit G im Grad ¢ und Nullen sonst. Speziell meint also Z|—1| den
Komplex mit Z im Grad —1 und Nullen sonst. Wir haben eine kurze exakte Se-
quenz von Komplexen Z[—1] — SX — SX. Mit der zugehérigen langen Homo-
logiesequenz erhalten wir H, X = I:IqX fiir ¢ > 0 und im Fall X # () eine kurze
exakte Sequenz ﬁOX — HoX — Z, mithin nach 2.2.14 und 2.2.12 einen aller-
dings nicht kanonischen Isomorphismus HoX = Hy X & Z. Es gilt also HoX = 0
genau dann, wenn X leer oder wegzusammenhingend ist, und die reduzierte Ho-
mologie von Sphiren wird fiir alle n > —1 gegeben durch

Tany o~ ) L on=g
Hy(5") = {O sonst.

3.3.8 (Lange exakte Homologiesequenz fiir die reduzierte Homologie). Fiir
ein Raumpaar (X, A) folgt aus der kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen
SA < SX — SX/SA auch eine lange exakte Sequenz

o= (X, A) = Hy(A) = Hy(X) — Hy(X, A) = Hy_ 1 (A) — ...

fiir Raumpaare in der reduzierten Homologie, wobei natiirlich gilt SX / SA =
SX/SA und folglich H,(X,A) = H,(X, A). Fiir jeden Punkt p € X erhalten
wir so insbesondere einen kanonischen Isomorphismus ﬁq (X) — H,(X, p). Ho-
motope Abbildungen f, g : X — Y induzieren auch auf der reduzierten Homolo-
gie dieselben Abbildungen: Um das zu sehen reicht es, unsere Kettenhomotopie
Sf ~ Sg durch Null auf S_; X = Z fortzusetzen. Die Mayer-Vietoris-Sequenz
und ihr Beweis iibertragen sich ebenso ohne Schwierigkeiten in die reduzierte
Homologie. Der folgende Beweis ist eine erste Illustration fiir die Niitzlicheit der
reduzierten Homologie.
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Proposition 3.3.9. Gegeben eine stetige Einbettung eines Hyperkubus in eine
Sphdire beliebiger Dimension verschwinden die reduzierten Homologiegruppen
des Komplements des Bildes in allen Graden.

Beweis. Seien also in Formeln > 0 und ¢ : [0,1]" — S™ eine stetige Injekti-
on mit Bild im ¢ = ([0, 1]"). Unsere Proposition behauptet H,(S™\ im ¢) = 0
fiir alle g. Als stetige Injektion von einem Kompaktum in einen Hausdorffraum
ist ¢ nach [TM] 1.5.13 ein Homdomorphismus auf sein Bild. Da S™ nie zusam-
menziehbar ist, folgt S™ # im ¢. Wir konnen uns also auf ¢ > 0 beschrianken.
Dafiir machen wir eine Induktion iiber r und geben dazu der Aussage der Pro-
position den Namen P(r). Nach Konvention ist [0, 1]° ein Punkt und S™\z ist
zusammenziehbar, ja sogar homéomorph zu R" fiir alle x € S™. Das liefert un-
sere Induktionsbasis P(0). Sei nun P(r — 1) bekannt, sei ¢ : [0,1]" — S™ eine
stetige Injektion und sei z € S,(S™\ im ¢) ein ¢-Zykel, ¢ > 0. Es gilt zu zeigen,
daB z ein Rand ist. Fiir I C [0, 1] setzen wir

Ur == S™\p(I x [0,1]"7)

und kiirzen Uy = Uy ab. Nach unserer Induktionsannahme P(r — 1) gibt es
fir alle ¢ € [0,1] ein w; € Sy41U; mit Ow, = z. Mit Kompaktheitsargumenten
folgt, da} sogar gilt w; € S, Up fiir eine geeignete Umgebung B von ¢ in [0, 1].
Mit zusitzlichen Kompaktheitsargumenten gibt es dann eine Folge 0 =ty < t; <
... <ty = 1derart, daB fiir alle 7 ein w; € Sy41Uy,_, 4,) existiert mit Jw; = z. Die
Aussage P(r) folgt nun mit Induktion tiber i, wenn wir noch die anschliefende
Folgerung aus unserer Induktionsannahme P(r — 1) bemerken. U

Lemma 3.3.10. Sei v > 1 und es gelte P(r — 1). Sei ¢ : [0,1]" — S™ eine
stetige Injektion. Seien 0 < a < b < ¢ < 1. Gegeben Ketten u € Sy 1Ujqy)
und v € Sq1Up ) mit Ou = Ov gibt es dann auch eine Kette w € Sq U, ¢ mit

ow = Ju = Ov.
Beweis. Sicher gilt
Ulay) YU, = Uy und Ujg ) N Upg = Ula g
Die Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Homologie liefert uns nun
Hy1Up = HyUoq = HyUpuy & HyUp g — H,U,

Da hier das rechte und linke Ende verschwindet nach P(r — 1), steht in der Mitte
ein Isomorphismus. Schreiben wir also du = dv = z, so ist z ein Zykel in SqU [a,c]»
der ein Rand wird in SqU (a,b] @SQU b,c]- Also mul3 z auch in SqU [a,c) Dereits ein Rand
gewesen sein. [
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Satz 3.3.11 (Homologie des Komplements einer Sphéire in einer Sphiire). Sei-
enr,n > —1 und sei s C S™ eine Teilmenge der n-Sphdre, die homéomorph ist
zur r-Sphdre S”. So gilt

Z q=n—r—1,

f,(S™\s7) = {

0 sonst.
Beweis. Wir machen wieder eine Induktion iiber r. Fiir r = —1 ist die Aussage
schon aus 3.3.7 bekannt. Ist nun r > 0, so schreiben wir s” = s, U s_ als Vereini-
gung von zwei abgeschlossenen Hemisphiren mit Schnitt s, Ns_ = s"~! = 571,

Wir wenden die reduzierte Mayer-Vietoris-Sequenz an auf X, = S™\sg, es ist
also X, UX_ = S"\s"'und X, N X_ = S™\s" und wir erhalten mit 3.3.9
Isomorphismen Hyp1(S™\s™ 1) = H,(S™\s") und von da ausgehend induktiv
H,(S™\8") 2 Hyiri1 (S™\71) = Hyra (S™). u

Beweis von Jordan-Brouwer 3.3.2. Der Fall r > n ist unmoglich, da I:Iq stets ver-
schwindet fiir ¢ < —1. Im Fall » = n haben wir S” = 5", denn H_{(X) # 0
bedeutet X = ). Im Fall 7 < n — 2 haben wir Hy(S™\s") = 0 aber S™\s" # 0.
Es folgt Ho(S™\s") = Z, und damit hat S™\s" nach 1.2.15 genau eine Weg-
zusammenhangskomponente, die auch die einzige Zusammenhangskomponente
sein muB. Im Fall 7 = n — 1 haben wir Hy(S™\s") = Z, also Ho(S™\s") = Z2
und damit hat S™\s" nach 1.2.15 genau zwei Wegzusammenhangskomponenten.
Da bei einer offenen Teilmenge von S™ jeder Punkt eine wegzusammenhéngende
Umgebung hat, sind das nach [TM] 1.3.15 auch die Zusammenhangskomponen-
ten von S™\s". Jetzt miissen wir nur noch im Fall » = n — 1 zusitzlich zei-
gen, daB s~ im AbschluB jeder der beiden Zusammenhangskomponenten von
S™\s" 1 liegt. Fiir jedes # € s"! und eine beliebige offene Umgebung U von
x in S™ finden wir eine Teilmenge A C s"~! mit x € A derart, daB gilt AcCU
und "1\ A = [0,1]""!. Wir setzen B := s" '\ A. Nach 3.3.9 ist S™\ B wegzu-
sammenhingend. Verbinden wir nun zwei Punkte aus verschiedenen Zusammen-
hangskomponenten von S™\s" ! in S\ B durch einen Weg o, so muB ¢ durch A
laufen. Ist o () beziehungsweise o(s) der erste beziehungsweise letzte Punkt von
o in A, so liegen fiir kleines ¢ > 0 notwendig o (t — €), o(s + €) in U, aber in
verschiedenen Wegzusammenhangskomponenten von S™\s"~!. Jede offene Um-
gebung U von 1 trifft also beide Komponenten von S™\s" !, [

Korollar 3.3.12. Seien n > 2 und s"~ ' C R" eine Teilmenge, die homéomorph
ist zur (n — 1)-Sphéire S™~1. So zerfillt ihr Komplement R™\s" ! in zwei Zusam-
menhangskomponenten, deren Rand jeweils s"~! ist.

Beweis. Man fasse R" auf als das Komplement eines Punktes in S™. [
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Versuch der Darstellung einer Konstruktionsvorschrift fiir Alexander’s gehornte
Sphire. Es gilt, sich dieses Bild in fraktaler Weise immer weiter verkleinert ins
Unendliche fortgesetzt zu denken, an jedem der beiden Paaare von dich
gegeniiberliegenden Endkugeln teilt sich unser Gebilde also wieder in jeweils
zwei Arme, die sich fast wieder treffen, und so weiter. Die hier gezeichneten
Drihte sind massiv gemeint und verdiinnen sich entsprechend in die Spitzen
hinein, so daf} dieses ganze Drahtgebilde homdomorph ist zum Einheitsball im
R3. Sein Komplement ist nicht einfach wegzusammenhiingend, was wir aber
nicht beweisen werden. Alexander’s gehornte Sphire ist die Oberfliche dieses
Gebildes.
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3.3.13. Der Spezialfall n = 2 des vorhergehenden Korollars heif3t der Jordan’sche
Kurvensatz. Er besagt grob gesprochen, da3 jede geschlossene Kurve in der Ebe-
ne die Ebene in zwei Zusammenhangskomponenten zerlegt. In diesem Fall sagt
der Satz von Schonflies sogar stéirker, dal wir einen Homoomorphismus der Ebe-
ne mit sich selber finden konnen, unter dem unsere geschlossene Kurve dem Ein-
heitskreis entspricht. Im Fall n = 3 ist Alexander’s gehornte Sphiire eine zum
kompakten Ball D? homdomorphe Teilmenge des Raums R?, deren Komplement
nicht einfach wegzusammenhingend ist, oder vielmehr die Randsphire dieses
Balls. Die abelsch gemachte Fundamentalgruppe diese Komplements muf3 aber
wieder verschwinden nach dem Satz von Hurewicz 1.5.2 und unserem Satz 3.3.11
iber die reduzierte Homologie des Komplements.

Korollar* 3.3.14 (Invarianz von Gebieten). Jede stetige Injektion R™ — R"™ ist
offen.

3.3.15 (Diskussion der Terminologie). Seien U,V C R" zwei Teilmengen, die
homdomorph sind als topologische Raume. Aus Korollar 3.3.14 folgt: Ist U offen,
so ist auch V' offen. In der Funktionentheorie nennt man offene Teilmengen der
komplexen Zahlenebene auch ,,Gebiete*, daher die Terminologie.

Beweis. Es reicht, wenn wir fiir jede Einbettung f : £ < S™ der abgeschlossenen
Einheitskugel £ & R"” in die Sphire S™ zeigen, daB ihr Inneres £° offenes Bild
f(E°) @ S™ hat. Das Komplement des Bildes der Randsphire f(0FE) besteht nach
dem Satz von Jordan-Brouwer 3.3.2 aus zwei Zusammenhangskomponenten

Da S™ lokal zusammenhingend ist, sind diese Zusammenhangskomponenten of-
fene Teilmengen der Sphire Wy, W, @ S™. Das Komplement des Bildes f(FE)
ist auch zusammenhiéngend nach 3.3.9, somit erhalten wir eine weitere disjunkte
Zerlegung in zusammenhingende Teilmengen

S"\f(OE) = (S"\F(E)) U f(E®)

Nach [TM] 1.3.16 muB3 aber jede zusammenhingende Teilmenge eines Raums
in einer seiner Zusammenhangskomponenten enthalten sein. Da unser Raum ge-
nau zwei Zusammenhangskomponenten hat, miissen unsere beiden disjunkten zu-
sammenhéngenden Teilmengen also genau diese Zusammenhangskomponenten
W1, Wy sein. Es folgt f(E°) = W; @ S™ fiir ein i. O

3.3.16. Sind s, s’ C S™ disjunkte Teilmengen, die homdomorph sind zu S? be-
ziehungsweise SY mit p + ¢ = n — 1, so kann man ihre Verschlingungszahl
v(s,s') € N definieren als den Betrag des Bildes der Eins unter Z = H,(s) —
H,(S™\s') = Z. Der Spezialfall ¢ = 0 wird in 3.3.3 diskutiert. Mehr dazu findet
man in [SZ94].
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Ubungen

Ubung 3.3.17 (Einbettungen von Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension). Ei-
ne injektive stetige Abbildung von einer nichtleeren kompakten Mannigfaltigkeit
in eine zusammenhédngende Mannigfaltigkeit derselben Dimension ist stets sur-
jektiv. Hinweis: Invarianz von Gebieten 3.3.14.

3.4 Homologie von endlichen Zellkomplexen

Definition 3.4.1. Gegeben eine stetige Abbildung f : Z — X erkldrt man ihren
Abbildungskegel als den topologischen Raum

Keg(f) = K(f) :== ((Zx[O,l]) U X U top)/w

fir top = {*} den einpunktigen Raum und die Aquivalenzrelation ~ erzeugt
durch f(z) ~ (2,0) sowie (z,1) ~ x fiir alle z € Z. Unsere Definition weicht im
Fall Z = () von der in der Literatur iiblichen Definition ab.

Beispiel 3.4.2. Istn > Ound f : S"~! — X eine stetige Abbildung, so sagt man
auch, der Abbildungskegel K(f) entstehe aus X durch Ankleben einer n-Zelle
vermittels f. Im Fall n = 0 alias Z = () entsteht K(f) aus X durch die disjunkte
Vereinigung mit einem Punkt; im Fall n = 1 durch das Ankleben einer Kante,
wobei man ihre beiden Endpunkte mit den Punkten f(—1) und f(1) des Aus-
gangsraums identifiziert; im Fall n = 2 durch das Ankleben einer Kreisscheibe
langs ihres Randkreises in der durch f vorgegebenen Weise, und so weiter.

Satz 3.4.3 (Anklebesequenz). Fiir jede stetige Abbildung f : Z — X gibt es in
der reduzierten Homologie eine lange exakte Sequenz

.= H,Z - H,X - HK(f) = H, 0 Z — ...

mit der Eigenschaft, daf3 die erste Abbildung von f induziert wird und die zweite
von der Einbettung von X in den Abbildungskegel K(f).

Vorschau 3.4.4. In 3.5.7 zeigen wir mit mehr Miihe eine noch feinere Aussage,
die sowohl die Beziehung unserer Sequenz zur langen exakten Homologiesequenz
des Raumpaars (K(f), X) klért als auch den Fall ,,simultaner Abbildungskegel*
einschlief3t.

3.4.5 (Anderung der Homologie beim Ankleben einer Zelle). Es konnen al-
so anschaulich gesprochen beim Ankleben einer n-Zelle im wesentlichen zwei
Dinge passieren: Entweder die angeklebte Zelle ,.fiillt ein (n — 1)-Loch®, als da
heiBt H,,_, "' — H,_, X ist eine Injektion und die (n — 1)-te Homologie von
X wird beim Ankleben entsprechend kleiner; Oder die angeklebte Zelle ,,schafft
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Der Abbildungskegel der Abbildung, die eine Kreislinie Z zu einer Acht X
zusammenzwickt. Die hier zu sehende Kreislinie in mittlerer Hohe ist das Bild
von Z x {1/2} oder vielleicht auch eher von Z x {1/4} im Abbildungskegel.

N

N

Zwei Fille des Anklebens einer Eins-Zelle, hier gezackt eingezeichnet. Im ersten
Fall wird ein Eins-Loch geschaffen, im zweiten Fall ein Null-Loch geschlossen.

92



ein n-Loch®, als da heil3t I:In,lS”_1 — I:In,lX ist keine Injektion und die n-te
Homologie von X wird beim Ankleben entsprechend grofer. In diesem Fall kann
sich natiirlich die (n — 1)-te Homologie auch noch etwas verkleinern, es wird eben
eine endliche Untergruppe daraus weggeteilt, und das ist dann nicht mehr so leicht
anschaulich zu machen. Sie kdnnen etwa versuchen, sich das Beispiel vorzustel-
len, daf an die reell projektive Ebene, die ja durch Ankleben einer Zweizelle 1ings
des Randes eines Mobiusbandes entsteht, noch eine weitere Zweizelle lings der
Kreislinie auf der Mitte besagten Mobiusbandes angeklebt wird. In jedem Fall gilt
jedoch H,X = H,K(f) fiir ¢ # n,n — 1.

Beweis. Das Bild der ausgezeichneten einpunktigen Menge top im Abbildungs-
kegel bezeichnen wir wieder mit top und das Bild von X wieder mit X. Wir er-
halten so zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen des Abbildungskegels K :=
K(f), deren Komplemente eine offene Uberdeckung K = U U V bilden. Von
diesen offenen Mengen ist V' := K\ X zusammenziehbar, und der Schnitt unse-
rer beiden offenen Mengen kann identifiziert werden mit U NV = Z x (0,1).
Die durch unsere Erkenntnis I:IqV = 0 vereinfachte Mayer-Vietoris-Sequenz der
reduzierten Homologie hat dann die Gestalt

= HUNV) = H(U) = Hy(K) = H, ((UNV) — ...

Wendet man 3.4.7 auf 7' := [0, 1] und die die Topologie des Abbildungskegels
definierende finale Abbildung an, so erkennt man leicht, daf} die Einbettung X —
U eine Homotopiedquivalenz ist. Wir erhalten sogar ein homotopiekommutatives
Diagramm

Z = UnvV

i i

X = U
durch z + (z,1/2) in der oberen Horizontalen mit Homotopieidquivalenzen in
den Horizontalen. Der Satz ist bewiesen. [

Vorschau 3.4.6 (Algebraischer und topologischer Abbildungskegel). Unsere
Mayer-Vietoris-Sequenz aus dem vorhergehenden Beweis kommt nach 2.4.11 her
von einer kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen, die wir im folgenden
Diagramm in die oberen Horizontale geschrieben haben. Hierbei bedeutet W die
offene Uberdeckung K = U U V.

SUNV) — SWU)aS(V) - SY(K)
M R
S(Z) — S(X)
Die untere Horizontale stellt die von f : Z — X induzierte Abbildung dar und

mit den durch unser homotopiekommutatives Diagramm vom Ende des vorher-
gehenden Beweises induzierten Vertikalen ensteht ein homotopiekommutatives
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Diagramm von Komplexen freier abelscher Gruppen. Zusammen mit S (K) —
S(K) und ?? liefert das einen ausgezeichneten Isomorphismus Keg(S(Z) —
S(X)) = S(K) in der derivierten Kategorie Der(Ab) und zusammen mit ??
sogar in der Homotopiekategorie Hot(Ab). Er rechtfertigt die Bezeichnung als
Abbildungskegel fiir die rein algebraische Konstruktion Keg aus dem Beweis von

6.2.5.

Proposition 3.4.7. Ist p : X — Y final und surjektiv und T’ lokal kompakt, so ist
auchp X id : X x T — Y X T final und surjektiv.

3.4.8. Wir geben in [TM] 1.9.15 einen alternativen Beweis.

Beweis. Sei W C Y x T eine Teilmenge mit offenem Urbild U @ X x T.
Es gilt zu zeigen, da W selbst offen ist. Sei dazu (y,t) € W ein Punkt und
(x,t) eines seiner Urbilder. Sicher gibt es eine kompakte Umgebung K von ¢ mit
{z} x K C U. Man tiberlegt sich leicht, da} dann

A={ae X |{a} x K CU}

offen ist in X und daB gilt A = p~'(p(A)). Folglich ist p(A) offen in Y und wir
haben (y,t) € p(A) x K C W. Mithin liegt mit jedem Punkt auch eine ganze
offene Umgebung des besagten Punktes in I/ und W ist offen. [

Korollar 3.4.9 (Endlichkeit der Homologie von endlichen Zellkomplexen).
Entsteht ein topologischer Raum X aus der leeren Menge durch sukzessives An-
heften von endlich vielen Zellen, und heften wir dabei keine Zellen einer Dimensi-
on > dan, so gilt H, X = 0 fiir ¢ > d und H, X ist eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe fiir alle q € 7.

Beweis. Man benutze fiir die zweite Aussage, daB bei einer kurzen exakten Se-
quenz abelscher Gruppen A’ — A — A” die Mitte endlich erzeugt ist genau
dann, wenn die Enden es sind. OJ

Beispiel 3.4.10 (Homologie der komplex projektiven Radume). Der P"C ergibt
sich aus dem P"~'C durch Anheften einer 2n-Zelle. Betrachten wir genauer die
Abbildung F': D?" — P"C gegeben durch die Abbildungsvorschrift

2= (20, 2n-1) = (205 -y Zn-1,1 — ||2]])

und nehmen ihre Restriktion zu f : S?"~! — P"~!C als Anklebeabbildung, so
konstruiert man ohne Schwierigkeiten einen Homdomorphismus K(f) = P"C
zwischen dem Abbildungskegel und P"C. Wir erhalten also

e o | Loq=10,2,...,2n;
H, (P C)_{ 0 sonst.
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Entsteht allgemeiner X aus der leeren Menge durch sukzessives Anheften von
Zellen gerader Dimension, so verschwindet H, X fiir ungerades ¢ und fiir gerades
q ist H, X eine freie abelsche Gruppe, deren Rang gerade die Anzahl der angehef-
teten ¢g-Zellen ist.

Satz 3.4.11 (Eulercharakteristik von Zellkomplexen). Der Raum X entstehe
aus der leeren Menge durch sukzessives Anheften von endlich vielen Zellen. Sei c,
die Zahl der verwendeten q-Zellen und sei k ein Korper. So wird die Eulercharak-
teristik von X gegeben durch die Formel

XX k) = (=1)%,

Beweis. Ist ... — A; ﬁ A;_1 — ... eine lange exakte Sequenz von endlich-
dimensionalen Vektorrdumen und verschwinden von den A; alle bis auf endlich
viele, so gilt fiir die Eulercharakteristik unseres Komplexes

D (1) dimA; =) (~1)' dimH;A =0
nach 3.1.19. Schreiben wir unsere Sequenz in der Gestalt
oo > Dyg1 =+ By —=Cy— Dy — By_y — ...

so folgt

D (=1)7dimC, =Y (~1)dim B, + Y (—1)?dim D,

Nun 148t sich die Eulercharakteristik auch mithilfe der reduzierten Homologie dar-
stellen als x(X; k) — 1 = > (—1)?dim H,(X; k). Mit unserer Anklebesequenz
folgt x(X;k) — 1 =x(Y;k) — 1+ (—1)", wenn X aus Y durch Ankleben einer

n-Zelle entsteht. Der Satz ergibt sich nun mit Induktion. 0

Erginzung 3.4.12. Der vorhergehende Beweis konnte alternativ auch auf unserer
Formel x(U U V) = x(U) + x(V) — x(U N V) aus 3.1.27 aufgebaut werden:
Diese Formel liefert sogar allgemeiner unter den offensichtlichen Endlichkeitsan-
nahmen fiir f : Z — X stetig mit den im Beweis der Anklebesequenz diskutierten
Argumenten die Formel

X(K(f)) = x(X) +1-x(2)
Man diese Formel jedoch auch direkt aus der Anklebesequenz folgern.

3.4.13. Gegeben ein topologischer Raum X erklidrt man seine Suspension als den
Abbildungskegel der konstanten Abbildung

XX = K(X — top)

Unsere Anklebesequenz liefert Isomorphismen H,,;(XX) = H;(X) fiir alle 7.
Unsere Definition weicht im Fall X = () von der in der Literatur iiblichen Defini-
tion ab.
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Ubungen

Ubung 3.4.14. Man zeige, daB die Homologie der quaternionalen projektiven
Riume gegeben wird durch H,(P"H) = Z fiir ¢ = 0,4, . .., 4n und Null sonst.

Ubung 3.4.15. Man zeige, daB der Abbildungungskegel von S* — S! gegeben
durch z — 22 homdomorph zur reell projektiven Ebene ist und berechne deren
Homologie.

3.5 Zellulire Homologie

Satz 3.5.1 (Komplex der zelluliren Homologie). Wir betrachten einen Raum
X, der aus der leeren Menge ensteht durch das simultane Ankleben von durch
a € Ay indizierten Nullzellen gefolgt vom simultanen Ankleben von durch o €
Ay indizierten Einszellen und so weiter bis zum simultanen Ankleben von durch
a € A, indizierten n-Zellen. So gibt es einen Komplex

Z7A, — LA, 1 — ... > LA — ZA,

aus freien abelschen Gruppen iiber den Indexmengen der jeweiligen Zellen, der
die Homologie von X berechnet.

3.5.2. Bezeichne ) = X=7! ¢ X=0 c X=l C ... C X=" = X die zugehorige
Folge von Teilrdumen. Mit ,,simultanem Ankleben* ist gemeint, da3 die Ankle-
beabbildungen der g-Zellen jeweils Werte in X=9"! annehmen. Wir nennen X <4
das ¢-Skelett.

3.5.3. Wir gehen dabei von der Erkenntnis 3.4.2 aus, da3 das Ankleben einer Zelle
als Abbildungskegel beschrieben werden kann, und untersuchen erst einmal ganz
allgemein die Homologie simultaner Abbildungskegel.

3.5.4. Die Differentiale in diesem Komplex entstehen aus den Anklebeabbildun-
gen in einer im weiteren genauer spezifizierten Weise. Seien X, D X, ; das
q-Skelett und das (¢ — 1)-Skelett. Fiir & € A, sei iy, : (D, Sy—1) — (Xg, Xy—1)
das Einfiigen der n-Zelle mit Index o mit der auf dem Rand induzierten Anklebe-
abbildung f,, : S;—1 — X,1. Sein, € H,(D,, S,—1) unser Standarderzeuger aus
2.3.10. So haben wir Isomorphismen

ZA, = Hy(Xq, X4-1)

gegeben durch o — (H,i,)(7,) zwischen dem ¢-Term des Komplexes der zellu-
laren Homologie und der g-ten relativen Homologie der entsprechenden Skelette.
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3.5.5. Die Abbildung von Raumpaaren i, : (Dy, S;—1) — (X, X,—1) induziert
eine Abbildung zwischen den jeweiligen langen exakten Homologiesequenzen
und insbesondere das kommutative Quadrat im Diagramm

Hq(Dq’ Sqfl) = I:qul(sqfl) ZAqfl
\) U

Hq(Xquq—l) - Hq—l(Xq—l) - Hq—l(Xq—lan—Z)

Die linke obere Horizontale ist ein Isomorphismus, da D, zusammenziehbar ist.
Ich habe reduzierte Homologie genommen, damit gilt ﬁo(Dq) = 0 firqg > 0.
Das Bild von 7, obenrum nach ZA,_, ist die Definition des Randoperators im
zelluldren Komplex. Das Bild untenrum ist eine alternative Definition.

Beweis. Der Beweis wir in 3.5.10 gegeben. [

3.5.6. Sei (fo)aca eine Familie stetiger Abbildungen f,, : Z, — X. Um die No-
tation zu vereinfachen setzen wir Z := | | Z, und bezeichnen mit i : Z — A die
,Indexabbildung* mit Faser 7, iiber &« € A. Unter dem simultanen Abbildungs-
kegel der f, verstehen wir den Raum

K= (XU (Zx[0,1)uA)/ ~

fiir die Aquivalenzrelation ~ erzeugt durch f(z) ~ (z,0) sowie (z,1) ~ i(2) fiir
alle z € Z.

Satz 3.5.7 (Anklebesequenz, Variante). Ist (f.)aca eine Familie stetiger Abbil-
dungen f. : Z, — X und K der simultane Abbildungskegel 3.5.6 der f,, so
gibt es Isomorphismen @, . , I:Ian — H,41 (K, X), deren Verkniipfung mit dem
Randoperator der langen exakten Homologiesequenz des Raumpaars (K, X)) die
von den f induzierte Abbildung @, . , H,Z, — H,X ist. Insbesondere konnen
wir diese Abbildungen einbetten in eine lange exakte Sequenz

oo > @Boea1yZy > H X > HK - @ caHy1Z0 — ...

3.5.8. Fiir die Isomorphismen, deren Existenz in diesem Satz behauptet wird, ge-
ben wir im Beweis sogar eine explizite Konstruktion. Der Satz gilt ebenso und
mit fast demselben Beweis, wenn wir darin alle Homologiegruppen zu reduzier-
ten Homologiegruppen machen.

Beweis. Die Bilder von A und X in K sind disjunkte abgeschlossene Teilmengen.
Deren Komplemente bilden eine offene Uberdeckung K = U U V, wobei sich
¢ : K — A zu einer stetigen Abbildung i : V' — A mit zusammenziehbaren
Fasern ausdehnen 146t. Gegeben eine stetige Abbildung in einen diskreten Raum
i+ Y — A vereinbaren wir die Notation S AY fiir den durch 7, : SpY — SpA bis
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in den Grad —1 erweiterten Komplex der singuliren Ketten. Insbesondere ist S 4V
exakt. Wir nennen unsere offene Uberdeckung WV und betrachten das Diagramm

SAUNV) — SU®S,)V — VK
T I
SU — WK - SWK/SU

I i )
SU < SK - SK/SU

mit kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen in den Horizontalen und
hoffentlich offensichtlichen Abbildungen. Es liefert mit der erweiterten Natiirlich-
keit 2.2.16 der langen exakten Homologiesequenz und unter Verwendung der Ex-
aktheit des Komplexes S,V ein kommutatives Diagramm

~ 1 ~

BNV, - HU - HK 3 @, ,H,(UNV)
1 I I 0
Hy (K, U) = HU — HE — H,(K,U)

Die —1 meint dabei an der entsprechenden Stelle das Negative der Randabbil-
dung der Mayer-Vietoris-Sequenz gefolgt von der natiirlichen Abbildung in die
reduzierte Homologie. Nun ist die Einbettung X <— U eine Homotopiedquiva-
lenz und die U NV, sind homomorph zu Z,, x (0, 1) und wir konnen den Beweis
wie im Fall 3.4.3 eines einfachen Abbildungskegels zu Ende bringen. [

3.5.9 (Ankleben mehrerer Zellen auf einmal). Seien n > 0 fest gewihlt und
(fa)aca €ine Familie stetiger Abbildungen f, : S" ! — X und K der Raum,
der aus X entsteht durch Ankleben von Zellen D" vermittels der Abbildungen
fo alias der simultane Abbildungskegel der f,. So haben wir H, (K, X) = 0 fiir
q # n und unsere Konstruktionen liefern einen Isomorphismus ZA = H,, (K, X),
dessen Verkniipfung

7ZA = H,(K,X) = H, 1 X

mit dem Randoperator der langen exakten Homologiesequenz des Paars (K, X)
von den f, induziert wird in der Weise, daf} darunter ein Element o € A abge-
bildet wir auf das Bild unseres Standarderzeugers von I:In_lS "=1 aus 2.3.10 unter
fa. Nehmen wir zusitzlich H, X = 0 an, so erhalten wir eine exakte Vier-Term-
Sequenz

H,K —-7ZA—H, X »H, 1K

und Isomorphismen H, X = H, K fiirq & {n,n — 1}.

3.5.10 (Zellulire Homologie). Wir betrachten nun einen Raum X, der aus der
leeren Menge ensteht durch das Ankleben von durch o € Ay indizierten Nullzel-
len gefolgt vom Ankleben von durch o € A; indizierten Einszellen und so weiter
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bis zum Ankleben von durch o € A,, indizierten n-Zellen. Bezeichne
P=XtcXVcXStc...cXxsn=Xs"tl= =X

die zugehorige Folge von Teilrdumen. So liefert 3.5.9 induktiv erst Isomorphis-
men

0= Hq*XS_1 = HqXSO T qugq—l HqXS‘I‘H at HqXSq+2 o

und dann kommutative Diagramme mit einer exakten Vier-Term-Sequenz in der
oberen Horizontale

H,XS9 < Hy(XS9,X<9°1) — H, ;X<¢! — H, ;X<
X I
@aeAq Hq,lSSq_l - Hq,lXﬁq—l

1
Z.A,

und mit der wie im Diagramm dargestellt durch die Anklebeabbildungen gegebe-
nen mittleren Abbildung. Das fiihrt unmittelbar zu der Erkenntnis, dafl die Homo-
logie von X isomorph ist zur Homologie des aus dem Zusammenstiickeln dieser
Vier-Term-Sequenzen entstehenden Komplexes

coo = LA S LA S LA — .
alias des Komplexes
o= Hy (XS0 XS9) — H (XS0, X507 — Hy g (XS X502 —

Die Randoperatoren kommen hier von den langen exakten Homologiesequenzen
der entsprechenden Tripel 2.2.10 her. Die Homologie dieses Komplexes nennt
man auch die zellulire Homologie. Im iibrigen liefert 2.4.15 Isomorphismen
H, (X7, X=071) 5 H, (X=7/X=0"1 %) und X=7/X=¢"1 ist ein Bouquet von
¢-Sphéren, genauer eine durch A, indizierte Familie von an einem Punkt * zu-
sammengeklebten ¢-Sphéren. Das mag zusitzliche Anschauung fiir die Randab-
bildungen des zelluldren Komplexes geben.

Vorschau 3.5.11 (Zellulire Homologie von CW-Komplexen). Im Fall eines so-
genannten CW-Komplexes X mit n-Skeletten X =" liefern die Einbettungen nach
7.1.28 Isomorphismen H, X=""! = H, X. Folglich kénnen wir auch die Homo-
logie eines CW-Komplexes in der in 3.5.10 beschriebenen Weise berechnen.
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4 Homologie von Mannigfaltigkeiten

4.1 Homologie und Orientierung

Satz 4.1.1 (Homologie und Determinantenvorzeichen). Gegeben eine invertier-
bare lineare Abbildung g : R™ = R" ist die davon induzierte Selbstabbildung g,
auf der relativen Homologie H,,(R™,R"\0) die Identitit im Fall det(g) > 0 und
die Multiplikation mit (—1) im Fall det(g) < 0.

4.1.2. Wir verwenden hier die Konvention, nach der die Identitit auf dem Null-
vektorraum die Determinante Eins hat.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit se1 n > 0. Nach [AN2] 8.5.19
hat dann GL(n;R) genau zwei Wegzusammenhangskomponenten, die Matrizen
mt positiver Determinante und die Matrizen mit negativer Determinante. Homo-
topieinvarianz zeigt dann, daf g, nur vom Vorzeichen von det(g) abhdngen kann.
Jetzt bette man den Standardsimplex A,, so nach R" ein, daf} alle seine Ecken bis
auf Zwei in ein- und derselben Koordinatenebene zu liegen kommen, daf} die rest-
lichen beiden Ecken unter der Spiegelung an dieser Koordinatenebene vertauscht
werden, und daf der Ursprung im offenen Kern des Bildes liegt. Diese Einbettung
liefert einen Isomorphismus

H,(An, OA,) = H,,(R", R™\0)

Der Effekt der fraglichen Spiegelung kann auf der simplizialen Homologie der
linken Seite leicht berechnet werden und ergibt sich dort zu (—1), da die fragliche
Permutation der Ecken von A,, eine Transposition und damit ungerade ist. [

Korollar 4.1.3 (Nullstellenfreie Vektorfelder auf Sphéren). Genau dann gibt
es auf der n-Sphdire S™ ein nirgends verschwindendes stetiges Vektorfeld, wenn
ihre Dimension n ungerade ist.

Beweis. Ein Vektorfeld ist fiir uns eine stetige Abbildung v : S™ — R"™! derart,
daB v(x) senkrecht steht auf x fiir alle z, in Formeln = L v(x) Vo € S™. Istn
ungerade, so konnen wir ein mogliches v angeben durch

U<'T07 e ,fEn) = ($1, —Z0, L2, —X1y---,Tn-1, _xn)

In jedem Fall konnen wir ein nirgends verschwindendes Vektorfeld v auf Lénge
Eins normieren. Es definiert dann eine Familie von Abbildungen ¢; : S™ — S™,
bei der ¢;(x) der Punkt ist, an dem man landet, wenn man von z in Richtung
v(x) fur die Zeit ¢ auf dem entsprechenden GroBkreis um die Sphire lduft, in
Formeln ¢,(z) = (cost)z + (sint)v(z). So erhalten wir nun offensichtlich eine
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Homotopie zwischen der Identitdt und der Antipodenabbildung a = ¢, : S" —
5", x +— —z und folgern H, (a) = id auf H,,(S™). Da aber die Einbettung S™ <
(R™*1\0) eine Homotopieiquivalenz ist und da folglich gilt H,(a) = (—1)"*"id
auf H, (R"*1\0), kann es eine derartige Homotopie nur fiir ungerades n geben.

N

Ubungen

Ubung 4.1.4 (Algebraische und topologische Orientierung). Jedem endlichdi-
mensionalen Vektorraum V' iiber einem angeordneten Korper £ hatten wir in der
linearen Algebra eine zweielementige Orientierungsmenge oder ausfiihrlicher sei-
ne algebraische Orientierungsmenge or(V) = or®&(V) zugeordnet und sogar

einen Funktor
or"® : Modf} — Ens

erklirt. Eine algebraische Orientierung von V' war dort eine Vorschrift ¢, die jeder
angeordneten Basis .A von V' ein Vorzeichen £(.4) so zuordnet, daf} diese Vorzei-
chen mit den Vorzeichen der Basiswechselmatrizen vertriglich sind. Jedem end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum V' ordnen wir seine topologische Orien-
tierungsmenge or*°? (V') zu als die Menge der beiden Erzeuger von H,, (V, V\0)
und erhalten so einen weiteren Funktor

or'? : Modfy — Ens

Zu jeder angeordneten Basis A = (vy,...,v,) eines endlichdimensionalen reel-
len Vektorraums V' betrachten wir nun denjenigen Erzeuger n4 € H, (V,V\0),
der durch den affinen n-Simplex [( — > v;), v, .., v,] reprisentiert wird, und
erkldren unsere Standardtransformation

std : or?le = ortop

durch die Vorschrift stdy : ¢ — £(A)na. Man zeige, dal das wohldefiniert
ist. Wir zeigen in [TSK] 4.1.17, da} diese Standardtransformation eine von zwei
moglichen ,, Transformationen von Schmelzfunktoren* ist fiir die natiirlichen Er-
weiterungen von or®® und or*? zu , Schmelzfunktoren®, die wir ebenfalls dort
besprechen. Solch eine Schmelztransformation ist dann bereits festgelegt und fest-
legbar durch die davon induzierte Bijektion or®8(R) = or*P(RR).

Beispiel 4.1.5. Im Fall der angeordneten Standardbasis S(n) des R™ ist s,y = 1n,
unser Standarderzeuger aus 2.3.10.

Ubung 4.1.6 (Vertriiglichkeiten im Zusammenhang mit Orientierungen). Man
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zeige die Kommutativitit des Diagramms

ZHStd Zﬂ/a

hur top

dreh = OI 1,6

in Cat(Modg(2)*, Ens) von Funktoren und Transformationen mit unten rechts
dem Funktor or's?, der jedem zweidimensionalen reellen Vektorraum V' die Men-
ge der beiden Erzeuger von H; (V'\0) zuordnet, mit den Standardisomorphismen
aus der oberen linken Ecke nach rechts aus 4.1.4 und nach unten zur Menge der
beiden Drehsinne aus [TF] 1.8.5 und dem Randoperator der langen exakten Ho-
mologiesequenz O : Ho(V,V\0) = H;(V'\0) in der rechten Vertikale und dem

Hurewicz-Isomorphismus 1.5.2 in der unteren Horizontale.

Ubung 4.1.7. Gegeben ein endliches angeordnetes minimales Erzeugendensys-
tem po, p1, - . ., Py, €ines reellen affinen Raums £ erinnern wir die zugehorige al-
gebraische Orientierung von E aus [LA1] 6.5.21 durch die angeordnete Basis
P1 — Do, - - - Pn — Po- Sel s der Schwerpunkt der p;. Man zeige, daf} die unter un-
serer Standardidentifikation aus 4.1.4 zugehorige topologische Orientierung ali-
as der zugehorige Erzeuger von Hn(ﬁ, E\O) durch den Simplex A, — E mit
e; — p; — S reprisentiert wird.

Ubung 4.1.8 (Orientierung und Vorzeichen der Funktionaldeterminante). Ge-
geben A, B @ R" offene Umgebungen des Ursprungs und g : A = B ein Diffeo-
morphismus mit g(0) = 0 kommutiert das Diagramm

H,(A,A\0) — H,(B,B\0)

+ +
H,(R",R™\0) — H,(R",R™0)

mit dem Vorzeichen der Funktionaldeterminante det(dyg) als unterer Horizontale.
Hinweis: Fir vom Ursprung verschiedene Punkte p nahe am Ursprung gilt die

Abschiitzung [|g(p) — (dog)(p)[| < [l(dog)(p)]]-

4.2 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

4.2.1. Unter einer topologischen Mannigfaltigkeit der Dimension n oder kurz
n-Mannigfaltigkeit verstehen wir wie in [TM] 1.4.3 einen Hausdorffraum X der-
art, daf} jeder Punkt p € X eine offene Umgebung besitzt, die homéomorph ist
zu einer offenen Teilmenge des R™. Viele Autoren fordern von einer Mannigfal-
tigkeit zusitzlich, daB sie ,,parakompakt* sein soll oder sogar ,,abzihlbar basiert®.
Wir werden solche Bedingungen stets explizit erwidhnen. Vorerst sind sie fiir uns
belanglos.
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4.2.2. Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Fiir jeden Punkt x € M ist die relative
Homologie H,, (M, M\z) alias die n-te lokale Homologie des bepunkteten Raums
(M, x) frei vom Rang Eins nach Ausschneidung 2.4.10 und den Resultaten 2.3.9
tiber die Homologie von Sphiren.

Definition 4.2.3. Eine Orientierung, genauer topologische Orientierung einer
n-Mannigfaltigkeit ist eine Zuordnung w, die jedem Punkt x € M einen Erzeuger
w, von H, (M, M\z) zuordnet und zwar so, daf gilt: Fiir alle x € M gibt es eine
Umgebung U von z und ein Element wy € H, (M, M\U) derart, daB fiir alle y €
U gilt wy — w, unter der natiirlichen Abbildung H,, (M, M\U) — H,, (M, M\y).
Wir nennen w, die lokale Orientierung zur ,,globalen Orientierung* w.

4.2.4 (Bezug zur Orientierung aus der linearen Algebra). Gegeben ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum V liefert die in 4.1.4 ausgezeichnete Standard-
bijektion stdy zwischen or(V') und der Menge der Erzeuger von H,,(V, V'\0) eine
Bijektion zwischen der Menge der Orientierungen auf V' im Sinne der linearen
Algebra und der Menge der topologischen Orientierungen von V' als Mannigfal-
tigkeit.

4.2.5. Gegeben Riume M D A D B notieren wir die natiirliche Abbildung
H,(M, M\A) — H, (M, M\B) im weiteren Verlauf kurz n — n|p, so daB wir
etwa eben statt wy — w,, auch wy |, = w, hitten schreiben diirfen.

4.2.6 (Bezug zur Orientierung aus der Analysis). In [AN2] 9.3.3 hatten wir ei-
ne Orientierung einer Mannigfaltigkeit, genauer einer eingebetteten n-dimensio-
nalen C'-Mannigfaltigkeit M, erklirt als eine Vorschrift, die an jedem Punkt dem
eine algebraische Orientierung des Tangentialraums auszeichnet derart, da3 noch
gewisse zusitzliche Eigenschaften erfiillt sind. Zu jeder derartigen analytischen
Orientierung von ) konstruieren wir eine topologische Orientierung, indem wir
von R"™ mit seiner Standardorientierung [LA1] 6.5.2 ausgehen und mit unserer
Standardbijektion 4.1.4 eine topologische Orientierung von R" konstruieren. Sie
wird gegeben durch einen Erzeuger von H,,(R™, R™\0), den wir den Standar-
derzeuger nennen. Durch Verschieben und Ausschneidung erhalten wir daraus
Erzeuger der relativen Homologie H,,(W, W\p) fiir beliebige p € W @ R". Ge-
geben eine Karte (W, ¢) der Orientierung ¢ im Sinne von [AN2] 9.3.9 wihlen
wir dann die Bilder der e-fachen dieser Erzeuger unter den von ¢ induzierten Ab-
bildungen H,, (W, W\p) — H,, (M, M\¢(p)) als Erzeuger auf der rechten Seite.
Fiihren wir das fiir alle zusammenhingenden Karten durch, so erhalten wir we-
gen der Beziehung 4.1.8 zwischen dem Erhalten der Orientierung und dem Vor-
zeichen der Funktionaldeterminate eine wohldefinierte topologische Orientierung
auf M. Offensichtlich erhalten wir so fiir jede C*-Mannigfaltigkeit M eine Bijek-
tion zwischen der Menge der analytischen Orientierungen von M und der Menge
der topologischen Orientierungen von M.
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Illustration der Definition einer Orientierung. Die ganzen Punkte y € U sind
nicht beschriftet, erben aber ihre Orientierung von einem gemeinsamen wy;. Die
Homologieklassen habe ich durch Erzeuger angedeutet.
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Definition 4.2.7. Eine Mannigfaltigkeit, die mindestens eine Orientierung besitzt,
heifit orientierbar. Unter einer orientierten Mannigfaltigkeit verstehen wir eine
Mannigfaltigkeit mit einer ausgezeichneten Orientierung. Eine Orientierung auf
M induziert in offensichtlicher Weise eine Orientierung auf jeder offenen Teil-
menge von M.

Lemma 4.2.8 (Kriterium fiir die Gleichheit von Orientierungen). Stimmen
zwei Orientierungen einer zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit in einem Punkt
iiberein, so sind sie gleich.

Beweis. Seien M unsere zusammenhidngende Mannigfaltigkeit und w, n unsere
beiden Orientierungen. Sei x € M gegeben mit w, = 7n,. Wir zeigen, da} es eine
Umgebung U von x gibt mit w, = 7, Vy € U. Sicher diirfen wir dazu annehmen
M = R". Per definitionem gibt es einen offenen Ball U um z und Elemente
wy, nu € Hy,(R™, R™\U) mit wy +— w, und ny — 1, Yy € U. Da aber fiir so ein
U die Einbettung Isomorphismen

Hy (R, R"\U) = Hn(R", R"\y)

induziert fiir alle y € U, folgt aus w, = 7, bereits wy = ny und dann w, =
ny Yy € U. Die Mengen M aller z € M mit w, = =+, sind folglich offen.
Damit ist M = M, U M_ eine Zerlegung in zwei disjunkte offene Teilmengen.
Da nach Annahme M nicht leer ist und M zusammenhingend, folgtw = 7. [

Definition 4.2.9. Etwas formaler betrachten wir die Menge

or = ory = |_| H,, (M, M\x)

zeM

und versehen sie mit der Topologie, die erzeugt wird von allen Teilmengen der
Gestalt O(U,w) = {w|, | # € U} fir U @ M und w € H,(M, M\U). Wir
nennen ory; die Orientierungsgarbe von ). Die offensichtliche Abbildung p :
ory; — M ist stetig, denn das Urbild von U @ M kann beschrieben werden als
die Vereinigung aller O(V,w) mit V G U.

Vorschau 4.2.10. Nach dem anschliefenden Lemma 4.2.12 ist orp; — M eine
Uberlagerung und damit in einer Terminologie, die wir in [TG] 2.2 einfiihren,
der ,,étale Raum einer abelschen Garbe auf M “. In dieser Terminologie bedeu-
tet unsere Konstruktion der Orientierungsgarbe die ,,Garbifizierung der Prigarbe
Uw— H,(M, M\U)*.

Beispiel 4.2.11 (Trivialisierung der Orientierungsgarbe von R"). Wir konstru-
ieren einen Homoomorphismus Z x R™ = org» oder vielmehr und noch natiirli-
cher einen Homdomorphismus

H,,(R",R™\0) x R" = orga
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wie folgt: Jedem Paar (wp, z) wird dasjenige w, € H,(R™ R™\z) zugeordnet
mit der Eigenschaft, daB} es fiir einen und jeden Ball B @ R"™ mit Zentrum
im Ursprung und z € B ein wp € H,(R",R™\B) gibt mit wgly = wp und
wpls = w,. Wegen der fiir alle x € B von der Einbettung induzierten Isomor-
phismen H,(R",R"\B) = H,(R",R"\z) ist damit w, wohldefiniert, und daf
unsere Abbildung eine Bijektion ist scheint mir offensichtlich. Sie ist stetig, da
das Urbild jedes O(U, w) fiir einen Ball U @ R" offen ist, und da diese Mengen
auch schon die Topologie der Orientierungsgarbe erzeugen. Sie ist offen, da diese
Urbilder sogar die Topologie der linken Seite erzeugen, wie der Leser unschwer
einsehen wird.

Lemma 4.2.12. Ist V @ M eine offene Teilmenge, so haben wir mit den offen-
sichtlichen Abbildungen ein kartesisches Diagramm

Oory —>0I'py

oo

V M

In anderen Worten liefert in diesem Diagramm also die obere Horizontale einen
Homaoomorphismus von ory mit dem Urbild von V' in or ;.

Erginzung 4.2.13. Insbesondere ist also nach dem vorhergehenden Beispiel 4.2.11
die natiirliche Projektion ory; — M eine Uberlagerungsabbildung.

Beweis. Mit der offensichtlichen Abbildung ory — ory, meinen wir die durch die
natiirlichen Abbildungen H,,(V,V\z) = H, (M, M\z) erklirte Injektion can :
ory — orys. Wir zeigen zunichst, daf sie stetig ist. Es gilt also zu zeigen, daf die
Urbilder aller O(U, wy) offen sind. In der Tat konnen wir das Urbild einer solchen
Menge aber schreiben als

can (OUwr)) = |  Ov(Wwylw)
WaeUnV, WcV

wo wir mit wy |y das Bild von wy; unter
H, (M, M\U) — H, (M, M\W) < H,(V,V\W)

meinen und mit Oy ( , ) die definitionsgeméBen Erzeuger der Topologie auf
ory bezeichnen. Ahnlich aber einfacher erkennt man, daB unsere Injektion can :
ory — ory, offen ist. Mithin trdgt ory die von orj; induzierte Topologie, und
dann folgt ohne weitere Schwierigkeiten, da}3 unser Diagramm kartesisch ist. []

106



4.2.14. Die Teilmenge ory, C oryy, die aus allen Erzeugern von H,, (M, M\z) fiir
die verschiedenen z € M besteht, ist eine zweiblittrige Uberlagerung von M. Wir
nennen sie die Orientierungsiiberlagerung. Eine Orientierung von M ist nichts
anderes als ein Lift M/ — or}, der Identitdt auf )/ alias ein stetiger Schnitt dieser
Uberlagerung. Insbesondere ist M orientierbar genau dann, wenn ory, — M eine
triviale Uberlagerung ist. Damit erweist sich das Kriterium 4.2.8 fiir die Gleichheit
von Orientierungen als eine Konsequenz aus Satz [TF] 3.4.10 iiber die Eindeutig-
keit von Lifts. Ist M/ zusammenhingend und x € M fest gewihlt, so liefert diese
Uberlagerung eine Operation der Fundamentalgruppe (M, x) auf einer zwei-
elementigen Menge alias einen Homomorphismus 71 (M, x) — {£1} und M ist
orientierbar genau dann, wenn diese Orientierungsdarstellung konstant ist.

Ubungen

Ubung 4.2.15. Man zeige, daB PR nicht orientierbar ist.

Ubung 4.2.16. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Man zeige: Die faserweise Addition
orys Xy ory; — oryy sowie das faserweise Negative ory; — ory, sind stetig, und
der Nullschnitt M/ — or), ist auch stetig.

Ubung 4.2.17. Eine einfach wegzusammenhiingende Mannigfaltigkeit ist stets
orientierbar. Allgemeiner ist jede Mannigfaltigkeit orientierbar, deren Fundamen-
talgruppe keinen Normalteiler vom Index Zwei besitzt.

Ubung 4.2.18. Fiir jede n-Mannigfaltigkeit M ist ihre Orientierungsiiberlage-
rung M = ory, auch eine Mannigfaltigkeit. Weiter konnen wir auf der Orien-
tierungsiiberlagerung eine Orientierung definieren, indem wir von der Projektion
7 : M — M ausgehen und fiir jedes 7 € M mit Bild  := 7(%) den durch 7 ver-
mittelten Isomorphismus H,, (M, M\#) = H, (M, M\z) betrachten und jeweils
das Urbild von Z unter diesem Isomorphismus auszeichnen. Wir nennen diese
Orientierung die tautologische Orientierung der Orientierungsiiberlagerung.

Ubung 4.2.19. Besitzt eine Mannigfaltigkeit eine Uberdeckung durch zwei ori-
entierbare offene Teilmengen mit zusammenhingendem Schnitt, so ist sie auch
selbst bereits orientierbar.

4.3 Hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten

Satz 4.3.1 (n-te Homologie orientierbarer n-Mannigfaltigkeiten). Gegeben ei-
ne kompakte zusammenhdngende orientierbare n-Mannigfaltigkeit M ist ihre n-
te Homologiegruppe H,, M frei vom Rang Eins und die offensichtliche Abbildung
liefert fiir alle x € M Isomorphismen

H,M = H, (M, M\z)
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Anschauliche Darstellung der Erkenntnis, daB die reell projektive Ebene nicht
orientierbar ist. Die reell projektive Ebene ist hier aufgeschnitten dargestellt, die
beiden Kanten miissen so wieder verklebt werden, dal Pfeilspitze auf Pfeilspitze

geht.
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Beweis. Um beim Beweis dieses Satzes die notige Flexibilitdt zu haben, zeigen
wir im folgenden gleich die allgemeinere Aussage 4.3.5. [

4.3.2. Ist (M, w) eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, so gibt es nach Satz
4.3.1 genau ein Element wy; € H, M mit wy; — w, VYo € M. Dies Element w,,
heiBt der Fundamentalzykel der kompakten orientierten Mannigfaltigkeit A/ und
wird notiert als
[M ] =Wy

Manche Autoren nennen [1/] die Fundamentalklasse, da es sich dabei genau ge-
nommen nicht um einen Zykel handelt, sondern vielmehr eine Klasse von Zykeln,
eben eine Homologieklasse. Ich halte dafiir, dal die Bezeichnung als Fundamen-
talzykel so viel mehr geometrische Anschauung transportiert, daf3 es lohnt, dafiir
diese Inkonsistenz in der Terminologie auszuhalten.

4.3.3. Wir erinnern aus 4.2.9 die Orientierungsgarbe or,; — M einer Mannigfal-
tigkeit M. Rein topologisch ist das nach 4.2.12 eine Uberlagerung, aber zusitzlich
trigt jede Faser noch die Struktur einer abelschen Gruppe, die frei ist vom Rang
Eins, und die faserweise Addition ebenso wie das faserweise Inverse induziere
stetige Abbildungen or,; X ; ory; — ory, beziehungsweise ory; — ory,. In der
feineren Sprache aus [AAG] 1.2.1 ist das ein ,,abelsches Gruppenobjekt in der
Kategorie der Uberlagerungen von M*.

Definition 4.3.4. Gegeben M eine Mannigfaltigkeit und A C M eine Teilmenge
nennen wir einen Lift A — ory; der Einbettung A — M auch einen stetigen
Schnitt iiber A der Orientierungsgarbe. Die Gruppe der stetigen Schnitte iiber
A notieren wir
['(A;ory) =TA

Der Triger eines Schnitts s € ['A ist die Menge supp s C A aller derjenigen
Punkte, an denen er von Null verschieden ist. Der Triger eines stetigen Schnitts
iber A ist stets abgeschlossen in A. Wir notieren die Untergruppe aller stetigen
Schnitte mit kompaktem Triager

INAcCrA
Die Gruppe der nicht notwendig stetigen Schnitte A — or,; notieren wir ['' A.

Satz 4.3.5 (Hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten). Gegeben eine n-Man-
nigfaltigkeit M und eine abgeschlossene Teilmenge A @ M gilt fiir ¢ > n stets
H,(M, M\ A) = 0. Fiir ¢ = n dahingegen induziert die offensichtliche Abbildung
Jj =ja:H,(M, M\A) — I"A einen Isomorphismus zwischen der n-ten Homo-
logie von M relativ zum Komplement von A und der Gruppe der stetigen Schnitte
mit kompaktem Trdger von A in die Orientierungsgarbe, in Formeln einen Iso-
morphismus

1 Hy (M, M\A) = T\ A
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Versuch einer graphischen Darstellung jeweils eines Repridsentanten eines
Fundamentalzykels der Kreislinie und der Sphire.
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Beispiel 4.3.6. Unser Isomorphismus Hy(U) = C,(C\U,Z) aus 1.6.3 fir U c C
liefert obigen Isomorphismus im Spezialfall M/ = C, wenn wir die Randabbildung
der langen exakten Homologiesequenz Hy(C,U) = H;(U) vorschalten und die
Standardorientierung von C wihlen und A = C\U setzen.

Vorschau 4.3.7. Allgemeinere Aussagen in dieser Richtung macht die sogenannte
,,starke Poincaré-Dualitit* [TSF] 6.5.2.

Beweis. Wir zeigen zunidchst, dal j tatsdchlich in I'A C I”A landet. Sei also
n € H, (M, M\ A) gegeben. Um zu zeigen, da} j(n) ein stetiger Schnitt der Ori-
entierungsgarbe ist, miissen wir zeigen j(n) 1 (O(U,w)) @ A fiir alle U @ M und
w € H,(M, M\U) mit den O(U,w) := {w|, | * € U} wie in der Definition der
Topologie der Orientierungsgarbe in 4.2.9. Nach Einsetzen der Definitionen gilt
es zu zeigen, dafl die Menge

E :={r € ANU | wund n haben dasselbe Bild in H, (M, M\z)}

offen ist in A. Nehmen wir aber ein x € E und einen reprisentierenden sin-
gulidren Zykel ¢ € S,,M von 7 und eine offene Umgebung W @ U von x mit
dc € S,_1(M\W), fir die gilt H,, (M, M\W) = H,(M,M\y) Yy € W, so
folgt W N A C E. Also haben wir £ @ A und j(n) ist ein stetiger Schnitt der
Orientierungsgarbe. Schliellich gibt es ein Kompaktum K C M mit ¢ € S, K
und dann verschwindet j(7) auBerhalb von K N A. Folglich landet j stets in I') A.
Jetzt machen wir uns an den Beweis der restlichen Aussagen. Um Schreibarbeit
zu sparen setzen wir H,(\A) := H,(M, M\ A) und bemerken zunéchst:

Lemma 4.3.8. Sind Ay, Ay abgeschlossen in M und gilt der Satz fiir Ay, Ay und
Ay N Ay, so gilt er auch fiir A; U As.

Beweis. Das folgt mit dem Fiinferlemma aus dem kommutativen Diagramm

X R %
0 — F!(Al U Az) — FgAl D FgAQ — F!(Al N Ag)

mit exakten Zeilen, wo wir oben die relative Mayer-Vietoris-Sequenz 2.4.14 be-
nutzt haben und am Anfang unsere Voraussetzung H,, 1 (\A; N A3) = 0. O

Jetzt gehen wir in mehreren Schritten von Spezialféllen bis zur allgemeinen Si-
tuation.

1.Ist M = R"und A C R" ein kompakter Quader, dem wir auch Seiten der Linge
Null erlauben, so gilt der Satz ganz offensichtlich, da fiir jeden Punkt p € A die
Einbettung R™\ A — R™\p eine Homotopiedquivalenz ist.
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2.Ist M = R und A C R"™ kompakt, so gilt der Satz. In der Tat, gegeben
z € S;R" mit 0z € S;_1(R"\ A) finden wir ¢ > 0 und E' C R" endlich mit

ACB:= Uv—f-[—e,e]”

velR

und 0z € S,_1(R"\B). Es folgt, daB unser [z] € H,(R",R"\ A) das Bild von
[z] € Hy(R",R™\B) ist. Nun gilt der Satz fiir unsere ,,Wiirfelmenge* B nach
Schritt 1 und dem Lemma. Das zeigt unsere Behauptung im Fall ¢ > n. Im Fall
q = n zeigen wir zunéchst die Injektivitit j4[z] = 0 = [z] = 0. Dazu wihlen wir
unsere Wiirfelmenge B zusitzlich so, dal jeder Wiirfel von B die Menge A trifft,
etwa indem wir ¥ C A wihlen. Dann ist die Restriktion ' B — I' A injektiv und
aus j4[z] = 0 folgt j5[z] = 0 und damit [z] = 0 sogar in H,(R", R™\ B). Das zeigt
die Injektivitit von j,4. Um die Surjektivitit von j4 zu zeigen, argumentieren wir
dhnlich: Jeder stetige Schnitt s € I'A ist lokal konstant und gleichmiBig stetig,
1aBt sich also stetig auf eine geeignete kompakte Wiirfelmenge B ausdehnen und
kommt damit sogar von einer Klasse aus H,, (R", R™\ B) her.

3. Ist A kompakt und M beliebig, so konnen wir A schreiben als eine endliche
Vereinigung von Kompakta, die jeweils ganz in einer Karte enthalten sind. Dann
sind wir fertig mit Induktion nach Schritt 2 und dem Lemma und Ausschneidung.

4. Sei nun A abgeschlossen und M lasse sich einbetten als offene Teilmenge mit
kompaktem AbschluB3 in eine groBBere n-Mannigfaltigkeit X, in Formeln M @ X
mit M kompakt. So bezeichnen wir den Rand von M in X mit OM = M\M,
betrachten die lange exakte Sequenz des Tripels

(X, X\OM, X\ (OM U A))

und beachten, daB OM und OM U A kompakt sind. Mit dem bereits Bewiesenen
folgt fiir ¢ > n schon 0 = H,(X\0M, X\(OM U A)) und durch Ausschneiden
von X\M auch 0 = H,(M, M\A). Im Fall ¢ = n erhalten wir mit derselben
Ausschneidung ein kommutatives Diagramm

H, (M, M\A) < H,(X,X\(0M UA)) — H,(X,X\0M)

\ A J

mit exakten Zeilen, wo die zweite horizontale Abbildung der unteren Zeile einen
Schnitt mit kompaktem Triger fortsetzt durch Null. Die Behauptung folgt mit dem
Fiinferlemma.

5. Der allgemeine Fall. Sei zundchst ¢ > n und z € S;M ein Reprédsentant von
w € Hy(M, M\A). So finden wir U @ M mit z € S,U und U kompakt. Nach
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Dieses Bild soll den Satz iiber hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten
illustrieren. In der grofen offenen Ellipse M betrachten wir die abgeschlossene
Teilmenge A, die aus den beiden kompakten kleinen schraffierten Eiern und
einer ebenfalls eingezeichneten nichtkompakten Zusammenhangskomponente
besteht. Die Orientierungsgarbe ist in diesem Fall isomorph zu M X Z, ihre
Schnitte iiber A miissen auf allen drei Zusammenhangskomponenten von A
konstant sein, und die Schnitte mit kompaktem Tréger sind genau die Schnitte,
die auf der nichtkompakten Komponente verschwinden. Der ebenfalls
eingezeichnete singulidre Zweisimplex ist ein Zykel in M relativ zu M\ A. Seine
Homologieklasse entspricht dem Schnitt aus 'y A, der auf der entsprechenden
Komponente von A den Wert plus oder Minus Eins annimmt, je nach Wahl der
Identifikation unserer Orientierungsgarbe mit M x Z, und der auf dem Rest von
A den Wert Null annimmt.
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dem vorhergehenden Punkt verschwindet die Klasse von z schon in H (U, U\ A),
also erst recht in H, (M, M\ A) und es folgt H, (M, M\ A) = 0 fir ¢ > n. Im Fall
g = n beachten wir fir U @ M das kommutative Diagramm

H,(U,U\A) — H,(M,M\A)

l 1
Fl(AﬂU) — A

wo die untere Horizontale ausdehnt durch Null. Ist U kompakt, so ist die linke Ver-
tikale ein Isomorphismus nach dem vorigen Schritt. Aber jedes w € H,,(M, M\ A)
wird reprisentiert von einem z € S, M, wir finden dann U @ M mit U kompakt
und z € S, U und so kommt w schon her von einem [z] € H,,(U, U\ A). Das zeigt
die Injektivitdt von j4. Die Surjektivitit zeigen wir dhnlich: Fiir jedes s € T4
gibtes U @ M mit U kompakt und s € I';(ANU) und dann kommt s sogar schon
her von H,,(U, U\ A). O

Korollar 4.3.9. Ist M eine zusammenhdngende aber nicht kompakte oder nicht
orientierbare n-Mannigfaltigkeit, so gilt H, M = 0.

Beweis. Wir erhalten einen Homoomorphismus M U (N> X ory,) = orys durch
die Vorschrift, die auf M der Nullschnitt der Orientierungsgarbe ist und sonst die
Multiplikation mit der entsprechenden natiirlichen Zahl in jeder Faser. Ist also
M zusammenhingend und hat or;; — M einen von Null verschiedenen steti-
gen Schnitt, so hat der bereits ganz M als Triager und es gibt auch einen stetigen
Schnitt von orj; alias eine Orientierung. [

Korollar 4.3.10 (Alexander-Dualitiit in einem Spezialfall). Ist A & R" abge-
schlossen mit endlich vielen kompakten und beliebig vielen sonstigen Zusammen-
hangskomponenten, so gilt fiir die Zahl k der kompakten Zusammenhangskompo-
nenten

H,_(R"\A) = Z*

4.3.11. Die Aussage des Korollars ist ein Spezialfall der sogenannten ,,Alexan-
der-Dualitit” [TG] 5.1.22.

Beweis. Wir haben H,,(R”, R™\ A) = H,,_; (R™\ A) nach der langen exakten Ho-
mologiesequenz und der linke Raum ist isomorph zu I' A = Z* nach unserem Satz
4.3.5. Man verwende hierbei, dal der Abschluf} von A in der Einpunktkompakti-
fizierung S™ von R” nur endlich viele Zusammenhangskomponenten hat, so daf3
insbesondere alle kompakten Zusammenhangskomponenten offen sind in A. [

4.3.12 (Umlaufzahl als Spezialfall der Alexanderdualitit). Sind wir im Spe-
zialfall M = C und benutzen die durch (1,i) gegebene Orientierung von C, um

114



')A zu identifizieren mit stetigen Abbildungen A — Z mit kompaktem Triger, so
ordnet unser Isomorphismus

H,(C\A; Z) > T\ A

der Klasse [7] eines Zykels «y diejenige Funktion A — Z zu, deren Wert an einer
Stelle z € A die Umlaufzahl im Sinne von 1.6.2 des Zykels v um den Punkt z ist.

Definition 4.3.13. Sei f : M — N eine stetige Abbildung von kompakten orien-
tierten zusammenhéngenden n-Mannigfaltigkeiten. Der Abbildungsgrad grad f
von f ist die ganze Zahl, die angibt, auf welches Vielfache des Fundamentalzykels
von N der Fundamentalzykel von M abgebildet wird, in Formeln

JilM] = (grad f)[N]

4.3.14 (Nichtsurjektionen haben Abbildungsgrad Null). Insbesondere ist eine
Abbildung von zusammenhédngenden orientierten kompakten Mannigfaltigkeiten
derselben Dimension mit von Null verschiedenem Abbildungsgrad stets surjektiv,
da fiir jeden Punkt = € N die Mannigfaltigkeit N\ x keine kompakte Zusammen-
hangskomponente hat und da nach 4.3.9 folglich gilt H,,(N\z) = 0 Vax € N.
Jede Abbildung, deren Bild einen Punkt x nicht enthilt, faktorisiert jedoch als
M — (N\z) — N.

4.3.15. Homotope Abbildungen von zusammenhingenden orientierten kompak-

ten Mannigfaltigkeiten derselben Dimension haben nach 1.4.1 denselben Abbil-
dungsgrad.

Definition 4.3.16. Sei f : M — N eine stetige Abbildung von orientierten n-
Mannigfaltigkeiten (M, w) und (IV,n). Ist ¢ € M ein isolierter Punkt der Faser
tiber f(q), gibt es in anderen Worten eine offene Umgebung U © M von ¢ mit
UnN f~1(f(q)) = {q}, so erkliren wir den lokalen Abbildungsgrad von f bei ¢
als die ganze Zahl grad,, f € Z, die gegeben wird durch die Gleichung

Jewg = (gradq Fnge

fir f, : H,(U,U\q) — H,,(N, N\ f(¢)) die auf der Homologie induzierte Abbil-
dung und w, bezichungsweise 7y, die entsprechenden lokalen Orientierungen.
Diese Abbildung héngt offensichtlich nicht von der Wahl von U ab.

Beispiel 4.3.17. In Ubung 4.1.8 haben Sie gezeigt, daB der lokale Grad im Fall
eines lokalen Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des R™ gerade das
Vorzeichen der Funktionaldeterminante ist. In Ubung 4.3.21 werden Sie unter an-
derem zeigen, dafl der lokale Abbildungsgrad am Ursprung der Potenzabbildung
C — C, z — 2" genau n ist.
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Eine Abbildung einer Kreislinie auf sich selbst vom Abbildungsgrad Zwei. Die
Orientierungen sind durch Pfeilspitzen angedeutet. An den Punkten des Urbilds
zweier Punkte sind auch die lokalen Abbildungsgrade eingetragen, unter
Verwendung der Abkiirzungen =+ fiir 1.
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Satz 4.3.18 (Abbildungsgrad als Summe lokaler Abbildungsgrade). Gegeben
eine stetige Abbildung von kompakten orientierten zusammenhdngenden n-Man-
nigfaltigkeiten [ : M — N und ein Punkt p € N mit endlichem Urbild ist der
Abbildungsgrad von f die Summe der lokalen Abbildungsgrade bei den Urbildern
unseres Punktes, in Formeln

grad f = Z grad, f

a€f~1(p)
Beweis. Wir nummerieren die Punkte aus der Faser iiber p als ¢q,...,q. und
wihlen fiir sie paarweise disjunkte offene Umgebungen U, . . ., U,.. Dann betrach-

ten wir fiir jedes 7 das kommutative Diagramm

HT|L|M - H, (M, M\qj) - Hn<Uj7 Uj\%’)
T T
2 1 !
H,N = H,, (N, N\p) = Hu(N,N\p)

Hier meint der letzte Isomorphismus der mittleren Horizontalen Ausschneidung
gefolgt von der relativen Version der Zerlegung der Homologie 2.1.8 Wir erinnern
die Vertriglichkeit der relativen Homologie mit Koprodukten 2.1.8, die Zeilenma-
trix (H,, in;); liefert also einen Isomorphismus

@i Hn(Ui, Ui\pi) - Hn(Uz Ui, Uz Ui\pi)

fiir die als Spalte verstandenen Eintrige der direkten Summe. Gehen wir von der
Mitte der linken Vertikalen direkt nach unten, so wird der Fundamentalzykel [}/
abgebildet auf (grad f)[N]. Gehen wir dahingegen in der mittleren Horizontale
nach rechts, so erhalten wir das Tupel der wy|,,, wie die obere Hilfte des Dia-
gramms zeigt, und gehen wir dann nach unten, so erhalten wir die Summe der
lokalen Abbildungsgrade multipliziert mit 7)y|,. Gehen wir wieder nach links, so
folgt die Behauptung. [

Vorschau 4.3.19 (Schnittpaarung und Poincaré-Dualitiit). Ich kann nun eini-
ge Aussagen zumindest formulieren, deren Beweise uns noch lange beschiftigen
werden. Gegeben eine kompakte orientierte n-Mannigfaltigkeit A/ werden wir in
6.4.10 fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < n eine bilineare Abbildung konstruieren, die soge-
nannte ,,Schnittpaarung*

H,M x H,_ M — Z
(¢, ¢ = (O¢
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[lustration zur Schnittpaarung. Als orientierte Mannigfaltigkeit M/ habe ich den

Torus gewihlt, mit der durch den kleinen Kreispfeil angedeuteten Orientierung.

Die orientierten Untermannigfaltigkeiten X und Y sind als bepfeilte Kurven zu

sehen. Sie schneiden sich in der Punkten, die gemil unserer Vorschrift zweimal

mit +1 und einmal mit —1 zu gewichten sind. Die gesamte Schnittzahl wire in
diesem Fall also wy ® wy = 1.
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Sie ordnet je zwei Homologieklassen komplementiren Grades ihre Schnittzahl
zu und hat eine anschauliche Bedeutung, zu deren genauer Formulierung ich et-
was ausholen muf3. Gegeben eine orientierte abgeschlossene g-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit X @ M, also eine abgeschlossene Teilmenge, die mit der
Spurtopologie zu einer g-dimensionalen Mannigfaltigkeit wird und die zuséitz-
lich mit einer Orientierung versehen ist, erhalten wir ja einen Fundamentalzy-
kel [X] € H,X. Dessen Bild in der Homologie von M notieren wir kurzerhand
[X] € H,M. Seien nun X @& M und Y & M abgeschlossene orientierte Un-
termannigfaltigkeiten komplementirer Dimensionen ¢ und n — ¢q. Wir nehmen
zusitzlich an, dall es um jeden Schnittpunkt s € X N Y eine offene Umgebung
U @ M und einen Homéomorphismus U — R" gibt, unter dem die von M auf U
induzierte Orientierung der Standardorientierung des R™ entspricht und die Ho-
mdomorphismen X N U = R? x 0 sowie Y N U = 0 x R"~9 induziert. Erkldren
wir schlieBlich Vorzeichen €(s), n(s) dadurch, daB sie angeben, ob unsere letzten
beiden Homdomorphismen die vorgegebenen Orientierungen auf X und Y mit
den Standardorientierungen auf R? und R"~ identifizieren oder nicht, so gilt fiir
die Schnittzahl der zu X und Y gehorigen Fundamentalzykel die Identitét

seXnNY

Wir erklédren in 6.4.10, wie man die Schnittpaarung aus dem ,,cup-Produkt der Ko-
homologie* zusammen mit dem ,,Isomorphismus der Poincaré-Dualitit* erhalten
kann. Wir zeigen aber erst in [TSF] 6.4.31, da} die auf diesem Wege konstru-
ierte bilineare Abbildung wirklich die hier fiir unsere Schnittpaarung behauptete
anschauliche Eigenschaft hat. Zusitzlich werden wir zeigen, dafl unsere Schnitt-
paarung, wenn alle H, M freie abelsche Gruppen sind, Isomorphismen

H,M = Hom(H,_,M, Z)

induziert, und daB3 ihr Analogon fiir ,,Koeffizienten in einem Korper* stets nicht-
ausgeartete Paarungen liefert. Diese Aussagen und Verschiedene ihrer Varianten
sind bekannt als ,,Poincaré-Dualitit*. Im nidchsten Abschnitt beginnen wir unsere
Arbeit an diesem Themenkomplex mit der Diskussion von ,,Homologie mit Koef-
fizienten®.

Ubungen

Ubung 4.3.20 (Fundamentalzykel in der simplizialen Homologie). Ist eine kom-
pakte orientierbare n Manningfaltigkeit A/ mit einer Triangulierung M = A(K)
versehen, so konnen wir jedem n-Simplex dieser Triangulierung ein Vorzeichen
und eine Anordnung derart zuordnen, dafl die Summe der entsprechenden mit
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Vorzeichen versehenen simplizialsinguldren n-Simplizes ein Zykel ist. Ist M auch
noch zusammenhéngend, so gibt es genau zwei derartige Zykel, und ihre Homolo-
gieklassen sind genau die beiden Erzeuger von H,, M, also die beiden Fundamen-
talzykel zu den beiden mdoglichen Orientierungen. Hinweis: Man gehe von 4.3.1
aus.

Ubung 4.3.21. Man bestimme die lokalen Abbildungsgrade der nichtkonstanten
Polynomfunktionen P : C — C.

Ubung 4.3.22 (Riickzug von Orientierungen). Ist f : M — N eine étale Ab-
bildung von n-Mannigfaltigkeiten und x € M ein Punkt, so gibt es genau einen
Isomorphismus H,, (M, M\z) = H, (N, N\f(x)), der fiir alle Umgebungen U
von z, die homdomorph auf ihr Bild abgebildet werden, vertriglich ist mit den
von f induzierten Isomorphismen H,(U,U\z) = H,(f(U), f(U)\f(x)). Wir
erhalten so ein kartesisches Diagramm

orp; — OrIy

\ 4
M — N

Insbesondere 146t sich jede Orientierung von N ,,zuriickziehen* zu einer Orien-
tierung von M.

Ubung 4.3.23 (Orientierungsgarbe auf Quotient nach freier Operation). Jede
Operation einer Gruppe auf einer Mannigfaltigkeit induziert eine Operation auf
der Orientierungsgarbe, die vertrdglich ist mit der faserweisen Addition. Operiert
eine Gruppe D topologisch frei auf einer Mannigfaltigkeit M, so ist auch M /D
eine Mannigfaltigkeit und die obere Horizontale aus 4.3.22 induziert einen Ho-
moomorphismus
(OI‘]\/[)/D l) Or(M/D)

Ubung 4.3.24 (Orientierbarkeit reell projektiver Riume). Die Kugelschalen
S" sind orientierbar fiir alle » > 0. Fiir » > 1 sind sie auch zusammenhingend
und die Antipodenabbildung S™ = S” bildet einen Fundamentalzykel ab auf sich
selber fiir » ungerade und auf sein Negatives fiir  gerade. Der reell projektive
Raum PR ist orientierbar fiir » = 0 und > 1 ungerade, jedoch nicht fiir » > 1
gerade.

Ubung 4.3.25 (Fixpunkte von Selbstabbildungen von Sphiren). Eine stetige
Selbstabbildung einer Sphire S™ mit von —(—1)" verschiedenem Abbildungsgrad
hat stets einen Fixpunkt. Hinweis: Lefschetz’scher Fixpunktsatz 3.2.13.

Ubung 4.3.26. Gegeben eine nichtkompakte zusammenhingende Einsmannigfal-
tigkeit besteht das Komplement jedes Punktes aus zwei Zusammenhangskompo-
nenten. Hinweis: Die Schwierigkeit liegt im nicht abzéhlbar basierten Fall bezie-
hungsweise darin, die Klassifikation im abzihlbar basierten Fall zu vermeiden, in
dem danach die reelle Zahlengerade das einzige Beispiel ist.
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Ubung 4.3.27 (Einbettung kompakter n-Mannigfaltigkeiten in den R"). Eine
nichtleere kompakte orientierbare n-Mannigfaltigkeit kann nicht in den R" einge-
bettet werden. Hinweis: Man schalte eine Einbettung R™ < S™ nach und bemer-
ke, da3 der Abbildungsgrad der Komposition Null sein muf3. Dasselbe Argument
funktioniert fiir nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten, wenn wir Homologie mit
Koeffizienten in Z /27 betrachten, wie wir sie gleich kennenlernen werden.

4.4 Endlichkeitsaussagen fiir Mannigfaltigkeiten®

4.4.1. Nicht alle kompakten Mannigfaltigkeiten sind triangulierbar alias homdoo-
morph zur Realisierung eines endlichen Simplizialkomplexes. Im folgenden zei-
gen wir, daf ihre Homologiegruppen dennoch stets endlich erzeugt sind.

Satz 4.4.2 (Wilder). Alle Homologiegruppen kompakter Mannigfaltigkeiten sind
endlich erzeugt. Ist allgemeiner M eine Mannigfaltigkeit und K C M eine kom-
pakte Teilmenge, so ist das Bild von H, K — H M endlich erzeugt fiir alle q € 7.

Beweis. Per Induktion iiber ¢ mithilfe des anschlieBenden Lemmas. O

Ergdnzung 4.4.3. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch fiir Mannigfaltigkeiten
mit Rand oder mit Ecken, ja mit 3.1.25 fiir beliebige Hausdorffrdume, in denen
jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt, die homdomorph ist zu einer offe-
nen Teilmenge der Realisierung eines lokal endlichen Simplizialkomplexes. Nach
[Hir75] gilt er damit insbesondere fiir separierte komplexe Varietiten. Weiter gilt
er mit demselben Beweis auch fiir Homologie mit Koeffizienten in einem belie-
bigen noetherschen Ring. Eine Variante dieses Resultats fiir relative Homologie
wird in 7.3.22 gezeigt werden.

Lemma 4.4.4. Seien X ein lokal kompakter Hausdorffraum und q > 0 eine na-
tiirliche Zahl. Wir nehmen an, daf3 gilt:

1. Fiir jedes Paar M C W von Teilmengen von X mit M kompakt und W
offen in X ist das Bild von H,_1 M — H,_1W endlich erzeugt;

2. Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung mit endlich erzeugter q-ter Ho-
mologie.

So ist im(H,K — H,X) endlich erzeugt fiir jedes Kompaktum K C X.
Beweis. Wir betrachten in der Potenzmenge von X die Teilmenge

K ist kompakt und besitzt eine offene
£E=&,:=¢K CX| Umgebung U @ X derart, da} das Bild
von H,U — H,X endlich erzeugt ist.
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Nach unseren Annahmen besitzt jeder Punkt von X eine Umgebung aus £. Aus
K € £und L @& K folgt ohne Schwierigkeiten L € £. Konnen wir zeigen, daf
mit zwei Kompakta L und K stets auch ihre Vereinigung zu £ gehort, so gehort
offensichtlich jede kompakte Teilmenge von X zu £ und wir sind fertig. Seien
also K, L € Eund U,V © X offen mit X C Uund L C V und im(H,U—H,X)
und im(H,V—H,X) endlich erzeugt. Da X nach Voraussetzung lokal kompakt
ist, finden wir etwa nach [AN3] 1.109 auch U; c U, V; @ V mit K C U; C
UycUuwndL CcV;CV,CVundU,V; kompakt. Dann betrachten wir das
kommutative Diagramm

Hq(Ul U ‘/1) — Hq_l(Ul N Vi)

{ }
HU®HYV — HUUV) = H,(UnV)
\ b

HX ¢ HX —  HX

Das Bild der linken Vertikale ist endlich erzeugt nach Wahl von U und V. Das
Bild der rechten Vertikalen ist endlich erzeugt nach unserer ersten Annahme, an-
gewandt auf M = U; NV, und W = U N V. Die mittlere Horizontale ist exakt
als Teil einer Mayer-Vietoris-Sequenz. Dann muf} aber nach dem anschlieBenden
Lemma 4.4.5 auch das Bild der Komposition in der mittleren Vertikalen endlich
erzeugt sein und es folgt LU K € £. [

Lemma 4.4.5. Sei gegeben ein kommutatives Diagramm von abelschen Gruppen
der Gestalt

A — B
{ {
c - D —- F
{ {
F — G

Ist das Bild der beiden dufleren Vertikalen C'F' und BE endlich erzeugt und ist
die mittlere Horizontale exakt bei D, so ist auch das Bild der Komposition AG in
der mittleren Vertikalen endlich erzeugt.

Beweis. Unter D — E gehtim(AD) nach im(BE). Wir finden also endlich viele
di,...,ds € im(AD) derart, daB sich jedes Element aus im(AD) schreiben 146t
als c+rdy + ... + reds mit r; € Z und ¢ € im(CD). Der Rest des Arguments
bleibe dem Leser iiberlassen. [
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5 Koeffizientenwechsel und Kiinneth-Formel

5.1 Homologie mit Koeffizienten

5.1.1. Sei G eine abelsche Gruppe. In unseren bisherigen Argumenten kdnnen
wir stets G statt Z schreiben und erhalten so allgemeinere Funktoren von topolo-
gischen Rdumen oder Raumpaaren in die abelschen Gruppen. Sie hei3en die Ho-
mologie beziehungsweise relative beziehungsweise reduzierte Homologie mit
Koeffizienten in . Genauer definieren wir die ¢-te Homologie

Hq(X§ G)

eines Raums X mit Koeffizienten in G, indem wir die Homologie des Komplexes
S(X; G) der singuldren Ketten mit Koeffizienten in G nehmen, wobei S,(X; G)
die Menge aller endlichen formalen Ausdriicke ) | n,o bezeichnet mit n, € G
und n, = 0 fiir alle bis auf endlich viele Simplizes o : A, — X. Wir schreiben
I:Iq(X ; G) fiir die reduzierten Homologiegruppen und H, (X, A; G) fiir die relati-
ven Homologiegruppen mit Koeffizienten in G.

5.1.2 (Funktorialitit in den Koeffizienten). Halten wir den Raum X fest, so
wird G — H,(X; G) ein Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen in sich
selber. Unter einer additiven Struktur auf einer Kategorie C versteht man ganz
allgemein die Vorgabe einer Verkniipfung ,,Addition* auf jeder Morphismenmen-
ge C(X,Y) derart, daB die Morphismenmengen darunter abelsche Gruppen sind
und die Verkniipfung von Morphismen bilinear. Ein Funktor zwischen Kategori-
en mit additiver Struktur hei3t additiv, wenn er Gruppenhomomorphismen auf
den Morphismenrdumen induziert. In dieser Terminologie trigt die Kategorie der
abelschen Gruppen eine additive Struktur in natiirlicher Weise und unsere Funkto-
ren G — H,(X; G) sind additiv. Ist insbesondere R ein Ring und G ein R-Modul,
so werden die Homologiegruppen mit Koeffizienten in G in natiirlicher Weise zu
R-Moduln.

5.1.3. Die meisten der bisher bewiesenen allgemeinen Aussagen, insbesondere
Homotopieinvarianz, lange exakte Homologiesequenz, Ausschneidung, Mayer-
Vietoris-Sequenz und Anklebesequenz gelten in der Homologie mit Koeffizienten
genauso mit demselben oder fast demselben Beweis. Bei den bisherigen speziellen
Resultaten zur Homologie und reduzierten Homologie von Punkten und Sphéren
kann man direkt priifen, dal alle Argumente ebenso mit Koeffizienten G funk-
tionieren und wir nur im Endresultat jeweils G statt Z erhalten. Wir werden in
5.5.2 zeigen, daB Ahnliches allgemein gilt, solange die Homologiegruppen mit
Koeffizienten in Z alle frei sind iiber Z.

Beispiel 5.1.4 (Mit zwei Farben firbbare Landkarten). Wir behaupten, daf3
sich eine Landkarte, bei der an jedem ,,Mehrlidndereck* eine gerade Anzahl von
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Grenzen beginnnt, stets so mit zwei Farben farben 146t, daf keine zwei benach-
barten Staaten dieselbe Farbe haben, wobei Staaten nicht als benachbart gelten,
die nur Grenzsteine gemeinsam haben. Um das zu zeigen, ergédnzen wir die An-
schauungsebene durch einen Punkt im Unendlichen zu einer Sphére und untertei-
len unsere Staaten durch zusétzliche Grenzen aber ohne zusitzliche Mehrlidnder-
ecken in Bundeslédnder, bis wir eine Triangulierung der Sphére erhalten. Daf} das
moglich sein soll, verstehen wir als Teil unserer Definition des Begriffs einer
,Landkarte®. Die Summe der Staatsgrenzen ist dann ein simplizialer Einszykel
mit Z/27-Koeffizienten, der der Rand einer Zweikette sein muf. Diese ist die
gesuchte Firbung.

5.1.5. Wie in 4.2.9 definieren wir fiir jede n-Mannigfaltigkeit A/ und jede abel-
sche Gruppe G die Orientierungsgarbe or,,;(G) mit Koeffizienten in G. Wie
in 4.3.5 zeigen wir auch fiir jede abgeschlossene Teilmenge A @& M, daB gilt
H,(M, M\A;G) = 0 fir ¢ > n und dal die offensichtliche Abbildung einen
Isomorphismus

J=Ja:Hy(M, M\A;G) = TI'\(A; orp (G))

induziert, wobei rechts die Schnitte mit kompaktem Tréiger von A in die Orientie-
rungsgarbe mit Koeffizienten in G zu verstehen sind. Man erkennt ohne Schwie-
rigkeiten, daB die fragliche Orientierungsgarbe eine Uberlagerung ist, und fiir zu-
sammenhingendes M gerade die Uberlagerung, die von der Operation der Funda-
mentalgruppe auf G vermittels der Orientierungsdarstellung aus 4.2.14 herkommt.
Daraus folgt, daB fiir eine kompakte zusammenhédngende n-Mannigfaltigkeit M
und einen beliebigen Punkt x € M die kanonische Abbildung

H,(M;G) — H, (M, M\z; G)

ein Isomorphismus ist fiir M orientierbar und ein Isomorphismus mit der Gruppe
der Fixpunkte der Multiplikation mit (—1) fiir M nicht orientierbar. Gegeben ein
Kring k£ nennen wir eine n-Mannigfaltigkeit k-orientierbar, wenn or,,(k) einen
globalen Schnitt besitzt, der an jeder Stelle z € M ein Erzeuger des freien k-
Moduls H,,(M, M\x; k) vom Rang Eins ist. Unter einer k-Orientierung von M
verstehen wir die Auswahl eines derartigen globalen Schnitts. Ist M/ kompakt, so
heift das zugehorige Element

[M] = [M]k =Wy = w]\/[(/{?) < Hn(M,k)

der Fundamentalzykel mit Koeffizienten in % der k-orientierten kompakten n-
Mannigfaltigkeit M.

Satz 5.1.6. Gegeben eine abelsche Gruppe G verwenden wir im folgenden die
Notation G5 = {a € G | a + a = 0} fiir die Fixpunkte der Multiplikation mit
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(—1). Die Homologie der reell projektiven Ridume P"R mit Koeffizienten in G
wird in dieser Notation gegeben durch

(G =0
G/2G 0<q<n, qungerade;

H,(P"R; G) = Gy 0<q<mn, qgerade;

G 0 < q=mn, nungerade;
Go 0 <q=mn, ngerade;
L 0 q>n.

Beweis. Wir kiirzen fiir diesen Beweis H,(X;G) = H,X und P"R = P" ab.
Fiir n > 0 geht P**! aus P" hervor durch Ankleben einer (n + 1)-Zelle und die
verklebende Abbildung ist schlicht die offensichtliche zweifache Uberlagerung
m: S™ — P". Wir haben also ﬁqP"+1 = ﬁqP” fiir ¢ # n+ 1,n und ﬁqP”+1 =0
fiir ¢ > n + 1 sowie eine exakte Sequenz

0— H,.,P""' - H,5" — H,P" — H,P""' — 0

Es reicht zu zeigen, daB hier der mittlere Pfeil die Nullabbildung ist fiir n gerade
beziehungsweise das Doppelte eines Isomorphismus fiir n > 0 ungerade. Der Fall
n = 0 ist eh klar. Fiir n > 0 betrachten wir nun das kommutative Diagramm
aus dem Beweis von 4.3.18 mit Koeffizienten in G. Genauer betrachten wir um
p € P" eine trivial tiberlagerte offene Umgebung U, die homdomorph ist zu einem
offenen Ball. Wir haben dann 7~ '(p) = {p1,p2} und 7= 1(U) = U; U U, fiir
offene Umgebungen U; von p; in S™. Wir erinnern die Vertrdglichkeit der relativen
Homologie mit Koprodukten 2.1.8, die Zeilenmatrix (H,, iny, H,, iny) liefert also
einen Isomorphismus

H,, (U1, Ui\p1) & Hp,(Uz, Us\p2) = H,,(Uy U Us, Uy \py U Us\p2)

fiir die als Spalte verstandenen Eintrdge der direkten Summe. Wir erhalten so ein
kommutatives Diagramm

~

H,S" — H,(S",S"\7m Yp)) < H,(U,U\p1)® H,(Usz, Us\p2)
1 1 {
H,P" H, (P, P"\p) — H,(U,U\p)

und unten links ist fiir n ungerade unsere Injektion sogar ein Isomorphismus. Mit
a: S™ — S™ der Antipodenabbildung kommutiert nun das Diagramm

~

HnSn = Hn(sna Sn\pl) — Hn(Uh Ul\p1> = H"(U’ U\p)
la la la |
H,S" = Hu(S5", 5"\p2) < Hu(Uz,Uz\p2) — Hu(U,U\p)
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Da aber nach 4.1.1 die Antipodenabbildung auf der n-ten reduzierten Homologie
der Sphire S™ die Multiplikation mit (—1)"*! induziert, unterscheiden sich die
Verkniipfung in der oberen und in der unteren Horizontale hier um (—1)"*!. Die
Abbildung im oberen Diagramm von H,,S™ nach H,,(U, U\p) ist nun die Summe
der beiden horizontalen Isomorphismen aus dem unteren Diagramm und damit
das (1 + (—1)"*!)-fache eines Isomorphismus. So folgt, daB fiir n ungerade auch
H,S™ — H,[P" das Doppelte eines Isomorphismus sein mufl wie gewiinscht. []

Ubungen

Ubung 5.1.7. Gegeben eine kurze exakte Sequenz G’ — G — G” von abelschen
Gruppen und ein topologischer Raum X zeige man, wie in natiirlicher Weise Ran-
doperatoren definiert werden konnen derart, da3 eine lange exakte Sequenz

.= Hy(X;G) - Hy(X;G) = Hy(X;G") = Hy (X5 G) — ..

entsteht. Diese Randoperatoren heiflen die Bockstein-Homomorphismen.

5.2 Tensorprodukt abelscher Gruppen

Vorschau 5.2.1. Ich bespreche hier nur Tensorprodukte iiber Z und die zugehorige
multilineare Algebra. Allgemeinere Tensorprodukte werden in [KAG] 2.6 disku-
tiert.

5.2.2. Seien U, V, W abelsche Gruppen. Eine Abbildung ¢ : U x V' — W heille
biadditiv, wenn gilt p(u; + uz,v) = p(u1,v) + @(uz,v) und p(u, vy + v9) =
o(u,v1) + p(u,ve) fur alle u,uy,us € U und v,v1,v9 € V. Gegeben abelsche
Gruppen Vi, ..., V., W nennen wir allgemeiner eine Abbildung

po:Vix...xV,=>W

multiadditiv, wenn sie in jeder Variablen ein Gruppenhomomorphismus wird,
sobald wir die anderen Variablen festhalten. Im Fall » = 0 ist eine multiadditive
Abbildung des leeren Produkts nach W schlicht eine beliebige Abbildung des
leeren Produkts alias der einelementigen Menge nach W. Die Gesamtheit aller
derartigen multiadditiven Abbildungen notieren wir

Ab(Vi Y ... Y V,, V)
und Ab(Y,W) im Fall » = 0. In diesem Fall liefert das Auswerten auf dem

einzigen Element des leeren Produkts eine Bijektion Ab(Y, W) = W.

5.2.3 (Diskussion der Terminologie). Die im vorhergehenden eingefiihrte Ter-
minologie suggeriert, da die fraglichen abelschen Gruppen additiv notiert sein
sollen. In manchen Kontexten ist das ungliicklich. Dann rede ich unverfinglicher
von ,,Bimorphismen‘ und ,,Multimorphismen®.
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Satz 5.2.4. Seien r > 0 eine natiirliche Zahl und V1, . .., V, abelsche Gruppen.
So gilt:

1. Es gibt ein Paar (T, T) bestehend aus einer abelschen Gruppe T und einer
multiadditiven Abbildung T € Ab(Vy Y ... Y V., T) derart, daps fiir jede
weitere abelsche Gruppe W das Vorschalten von T eine Bijektion

(o) : Ab(T, W) = Ab(V4 Y ... Y V., W)

zwischen der Menge aller Gruppenhomomorphismenl’ — W und der Men-
ge aller multiadditiven Abbildungen V, x ... X V, — W induziert. Wir
nennen solch ein T eine universelle multiadditive Abbildung;

2. Gegeben ein weiteres derartiges Paar (S, o) existiert genau ein Gruppenho-
momorphismus ¢ : T' — S mit c o 7 = o und genau ein Gruppenhomomor-
phismus d : S — T mit d o 0 = 7 und diese Abbildungen sind zueinander
inverse Isomorphismen zwischen T und S.

Beweis der Eindeutigkeit 5.2.4.2. Die Existenz und Eindeutigkeit von ¢ folgt so-
fort aus der universellen Eigenschaft von (7', 7). Die Existenz und Eindeutigkeit
von d folgt ebenso aus der universellen Eigenschaft von (S, c). SchlieBlich gilt
(doc)oT =7 =idy ot und damit folgt d o ¢ = idy wieder nach der universellen
Eigenschaft von 7. Die Identitit c o d = idg zeigt man genauso. U

5.2.5. Unsere Paare sind nach Teil 2 ,,eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Iso-
morphismus*, wenn sie denn existieren. Insbesondere kommt es auf die genaue
Konstruktion ebensowenig an wie auf die genaue Konstruktion der natiirlichen
oder der reellen Zahlen. Solch ein Paar verdient damit eine eigene Notation und
den bestimmten Artikel. Man nennt 7' das Tensorprodukt der V; und notiert es
im Fall » > 0 als

T=V®...0V,

und notiert die universelle multiadditive Abbildung (vq,...,v,) = v; ® ... ® v,.
Im Fall » = 1 nimmt man meist 7' = 1/ und wihlt als universelle multiadditive
Abbildung die Identitdt. Im Fall » = 0 nimmt man meist 7' = 7Z und wiéhlt als
universelle multiadditive alias beliebige Abbildung ens — 7Z vom leeren Produkt
alias der einelementigen Menge nach Z die Abbildung * — 1. Wenn spezifiziert
werden muB3, dafl das Tensorprodukt abelscher Gruppen gemeint ist, schreiben wir
genauer ® 4}, oder auch ®7 im Vorgriff auf die allgemeine Konstruktion ®; des
Tensorprodukts iiber einem Ring k.

Beweis der Existenz 5.2.4.1. Der Einfachkeit halber schreibe ich die Details nur
fiir biadditive Abbildungen aus. Wir erinnern aus 1.1.1 die freie abelsche Grup-
pe ZA iiber einer Menge A und aus 1.1.2 die Abbildung can : A — ZA. Wir
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beginnen mit der freien abelschen Gruppe Z(U x V') iiber der Menge U x V.
Darin betrachten wir die Untergruppe R C Z(U x V), der erzeugt wird von allen
Ausdriicken

(uy + ug,v) — (ug,v) — (ug,v)

(u,v1 + v9) — (u,v1) — (u,vy)

fiir u, uq,us € U und v, vy, vy. SchlieBlich definieren wir 7" als den Quotienten
T:=7Z(UxV)/R

und erkldren 7 : U x V' — T als die Abbildung, die jedem Paar (u, v) die Ne-
benklasse 7(u,v) := can(u,v) + R von can(u, v) zuordnet. Die Bilinearitit von
7 folgt dann unmittelbar aus der Definition der herausgeteilten Untergruppe R.
Um die im Satz behauptete universelle Eigenschaft nachzuweisen, arbeiten wir
mit dem Diagramm

UxV—ZUxV)—=T

~7

w

Fiir jede Abbildung b : U x V' — W gibt es nach der universellen Eigenschaft der
freien abelschen Gruppe iiber einer vorgegebenen Menge genau einen Gruppen-
homomorphismus b : Z(U x V) — W mit b o can = b. Ist hier b biadditiv, so gilt
offensichtlich l;(R) = 0, also gibt es nach der universellen Eigenschaft des Quoti-
enten genau einen Gruppenhomomorphismus b : 7 — W mit b7 (v, w) = b(v, w).
Diese Abbildung bist eindeutig bestimmt durch b, da die 7(v, w) unser T als Grup-
pe erzeugen. 0

5.2.6 (Notation fiir Gruppenhomomorphismen aus Tensorprodukten). Seien
U,V abelsche Gruppen. Die Elemente der Gestalt © ® v erzeugen U ® V' als
Gruppe. Geben wir einen Gruppenhomomorphismus U ® V' — W in eine weitere
abelsche Gruppe an durch eine Vorschrift der Gestalt u ® v — b(u,v), so ist
der Leser implizit gefordert, die Biadditivitdt der Abbildung b : U x V. — W
zu priifen, und gemeint ist dann eigentlich der durch die universelle Eigenschaft
definierte Gruppenhomomorphismus b:U®V — W. Analoge Vereinbarungen
treffen wir fiir Abbildungen aus Tensorprodukten mit einer beliebigen Zahl von
Faktoren.

Definition 5.2.7. Sind f : V — V' und g : W — W’ Homomorphismen abel-
scher Gruppen, so definieren wir einen Gruppenhommorphismus f®g : VW —
V' ® W' durch die Vorschrift

(f@g)lvew):= f(v)®g(w)
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in unserer Konvention 5.2.6. Wir nennen f ® ¢ das Tensorprodukt der Grup-
penhomomorphismen f und g. Analog erkldren wir das Tensorprodukt einer
beliebigen endlichen Familie von Gruppenhomomorphismen.

5.2.8 (Universell bedeutet stark universell bei abelschen Gruppen). Univer-
selle multiadditive Abbildungen 7 : U; x ... x U, — T haben sogar die stirkere
universelle Eigenschaft, dal das Vorschalten von 7 in der entsprechenden Varia-
blen fiir beliebige abelsche Gruppen V1, ..., V; und W eine Bijektion

Ab(TYWV Y ...Y VW) S Ab(Uy Y ... YU, YV Y ... YV, W)

induziert. In der Tat kann man die entsprechende Abbildung in offensichtlicher
Weise in ein kommutatives Dreieck einfiigen mit zwei Isomorphismen in eine
dritte Ecke Ab(U; Y ... Y U, Ab(V} Y ... YV, W)) als weiteren Kanten, in dem
Ab(Vi Y ... Y Vi, W) mithilfe der Addition auf W selbst als abelsche Gruppe
aufgefal3t wird.

5.2.9 (Multiverkniipfung multiadditiver Abbildungen). Gegeben eine multi-
additive Abbildung V; x ... x V; — W und jeweils multiadditive Abbildungen
Uix x ... X U — V; erkldren wir in hoffentlich offensichtlicher Weise ihre
Multiverkniipfung, eine multiadditive Abbildung der Familie aller U; ; nach WW.

5.2.10 (Multiverkniipfung universeller multiadditiver Abbildungen). Aus der
starken Universalitdt universeller multiadditiver Abbildungen folgt ohne weite-
re Schwierigkeiten, daf jede Multiverkniipfung universeller multiadditiver Abbil-
dungen wieder universell ist. Diese Erkenntnis bedeutet eine Art ,,Assoziativitét*
unserer Tensorprodukte. In der Tat erhalten wir etwa einen ausgezeichneten Iso-
morphismus (U ® V) @ W = U ® (V ® W) aus der Erkenntnis, da$} die offen-
sichtlichen multiadditiven Abbildungen von U x V' x W in beide Gruppen univer-
sell sind als Multiverkniipfungen universeller multiadditiver Abildungen. Ebenso
erhalten wir einen ausgezeichneten Isomorphismus U ® Z — U mit der implizi-
ten Interpretation von Z versehen mit der universellen multiadditiven Abbildung
x +— 1 als dem leeren Tensorprodukt.

5.2.11. Gegeben abelsche Gruppen V, W verwenden wir von nun an die Nota-
tion V=W fiir die Menge Ab(V, W) aller Gruppenhomomorphismen mit ihrer
offensichtlichen Struktur als abelsche Gruppe.

Proposition 5.2.12 (Adjunktion von Tensor und Hom). Gegeben abelsche Grup-
pen U, V. W erhalten wir durch die Vorschrift f — f mit f(u®v) = (f(u))(v)
einen Isomorphismus

Ab(U, VW) = Ab(U @ V, W)
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Beweis. Wir konnen unseren Isomorphismus is spe zu einem kommutativen Drei-
eck erginzen durch die zusitzliche Menge Ab(U Y V,W) und die zwei offen-
sichtlichen Abbildungen dorthin. O

Vorschau 5.2.13. Die Proposition bedeutet in der Terminologie aus [TF] 4.3, dal
die Funktoren ®V und (V=) zueinander adjungiert sind.

5.2.14 (Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Gegeben eine rechtsexakte Se-
quenz U” — U — U’ von abelschen Gruppen und eine weitere abelsche Gruppe
V ist auch die Sequenz U” @ V' — U ® V' — U’ ® V rechtsexakt. Um das einzu-
sehen, muf} man nur priifen, dafl eine biadditive Abbildung U x V' — W genau
dann iiber U’ x V faktorisiert, wenn sie auf U x V' verschwindet. Das aber scheint
mir klar.

5.3 Torsionsprodukt von abelschen Gruppen

Definition 5.3.1 (Tensorprodukt von Komplexen). Sind X, Y Komplexe von
Rechts- beziehungsweise Linksmoduln iiber einem Ring R, so bildet man einen
Komplex von abelschen Gruppen X ®p Y, ihr Tensorprodukt alias den Ten-
sorkomplex, durch die Vorschrift (X ®z Y), = @, -, Xp ®r Y, mit dem
Differential

ANz @y):=0r@y+ (—1)"z @ ady

5.3.2 (Vertauschung von Tensorfaktoren). Sind X, Y Komplexe von Rechts-
beziehungsweise Linksmoduln iiber einem Ring R, so liefert die Abbildungs-
vorschrift z ® y ~— (—1)¥ly @ 2 einen Isomorphismus von Kettenkomplexen
v: X ®rY — Y ®pop X. Speziell erhalten wir so fiir X,Y € Ket einen
ausgezeichneten Isomorphismus

v: XY S5Y X

Um das alles nachzuweisen, priifen wir die Bedingung dv(z ® y) = vd(z ® y)
durch die Umformungen

ey = ()Mo e )

— (—1)llMay @ g 4 (—1)eli+ily @ A
I(r®y) = v(0r®y)+ (=1)v(z @ dy)

= (=1)WllEtlly @ 9z + (—=1)1H (= 1)kl 9y @ o

Vorschau 5.3.3. In [TSK] 2.3.2 fithren wir die ,,Schmelzkategorie der Kettenkom-
plexe* ein als einen formalen Rahmen, in dem derartige Vorzeichenfragen ein fiir
allemal gelost werden konnen.
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5.3.4. Ob mitdem Symbol ® das Tensorprodukt zweier Moduln oder vielmehr das
Tensorprodukt zweier Komplexe gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschlie-
Ben. Da das Tensorprodukt mit direkten Summen vertauscht, kommt es darauf
auch nicht wesentlich an.

5.3.5 (Funktorialititen des Tensorprodukts von Komplexen). Offensichtlich
ist das Tensorprodukt von Komplexen ein Funktor

Ket(Mod- R) x Ket(R-Mod) — Ket(Ab)

Er geht auf die Homotopiekategorien iiber. Sind genauer f,g : C' — C” Ketten-
homomorphismen und ist § eine Kettenhomotopie zwischen f und g, in Formeln
00+ 06 = f — g, soist ) ® id eine Kettenhomotopie zwischen f ® id und g ® id.
Analoges gilt fiir den zweiten Tensorfaktor. Das Tensorprodukt liefert damit auch
einen Funktor

Hot(Mod- R) x Hot(R-Mod) — Hot(Ab)
5.3.6. Gegeben eine abelsche Gruppe M betrachten wir die kurze exakte Sequenz
KM — ZM — M

Mit ZM meinen wir hier die freie abelsche Gruppe ZM := Z(; M) iiber der Men-
ge M und mit KM den Kern der offensichtlichen Surjektion ZM — M. Wir
notieren P M das Anfangsstiick dieser kurzen exakten Sequenz, also den Kom-
plex mit P; M = KM und PoyM = ZM und P, M = 0 fiir ¢ # 0, 1. Wir nennen
PM die Standardauflosung von ). Gegeben zwei abelsche Gruppen M, N er-
kldren wir eine dritte abelsche Gruppe M * N, ihr Torsionsprodukt, als die erste
Homologiegruppe des Tensorprodukts ihrer Standardauflésungen, in Formeln

M« N := M xz N := H{(PM ®z PN)

Wir erhalten so in offensichtlicher Weise einen Funktor * : Ab x Ab — Ab.

5.3.7 (Das Torsionsprodukt von hoheren Standpunkten). Die Definition des
Torsionsprodukts mag auf den ersten Blick bizarr wirken. Erst das gleich folgende
Beispiel 5.3.12 und die Anwendung im universellen Koeffiziententheorem 5.5.2
zeigen ihre Sinnhaftigkeit. Vom hoheren Standpunkt aus betrachtet ist das Torsi-
onsprodukt unser erstes Beispiel fiir einen ,,derivierten Funktor®. Genauer haben
wir hier den ,ersten derivierten Funktor des Tensorprodukts® vor uns, verglei-
che [TG] 3.2.25. Von einem noch hoheren Standpunkt aus fithren wir in [TSF]
9.9.14 die Schmelzkategorie Der(Ab) ein und darin die universelle Verschmel-
zung M Y N — M @" N.In dieser Sprache haben wir M x N = H'(M & N).
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5.3.8. Eine abelsche Gruppe heilit torsionsfrei, wenn sie auBler der Null keine
Elemente endlicher Ordnung hat.

5.3.9 (Vereinfachte Berechnung des Torsionsprodukts). Wir kiirzen im folgen-
den ®7 = ® ab. Bezeichne M die Gruppe M, aufgefaB3t als Komplex mit einem
einzigen Eintrag im Grad Null. Wenn Unklarheiten aufkommen, mag man diesen
Komplex feiner M [0] notieren. Wir erhalten eine offensichtliche surjektive Ket-
tenabbildung PM — M. Wir behaupten, daB fiir jedes weitere /N die induzierte
Abbildung PM @ PN — M ® PN Isomorphismen

H,(PM @ PN) = H;(M @ PN)

auf der Homologie liefert. In der Tat ist der Kern unserer surjektiven Kettenabbil-
dung PM — M der Komplex KM mit KM in den Graden Null und Eins, der
Identitdt dazwischen als Randoperator, und Nullen an allen anderen Stellen. Die-
ser Komplex KM/ ist nun offensichtlich nullhomotop. Da PN aus torsionsfreien
Gruppen besteht, erhalten wir mit [KAG] 2.5.16 eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen

KM @ PN < PM @ PN - M @ PN

Da darin der erste Komplex nullhomotop ist, mufl nach der langen exakten Ho-
mologiesequenz die zweite Abbildung Isomorphismen auf der Homologie liefern.
Anders gesagt hat die Abbildung M @ KN — M ® ZN also den Kern M x N
und den Kokern M & N.

5.3.10 (Das Torsionsprodukt mit einer torsionsfreien Gruppe ist Null). Ist von
zwei abelschen Gruppen M, N eine torsionsfrei, so gilt M « N = 0. In der Tat
folgt aus unserer vereinfachten Berechnung der Torsionsgruppe nach 5.3.9 fiir M
torsionsfrei sofort

M % N = H,(PM @ PN) = Hy (M & PN) =0

Hier verwenden wir [KAG] 2.5.16 fiir die letzte Gleichung. Den Fall von torsi-
onsfreiem /N behandelt man analog.

5.3.11. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen M < M —»
M" erhdlt man nach [KAG] 2.5.16 fiir alle N eine kurze exakte Sequenz von
Komplexen M’ @ PN — M ® PN — M"” ® PN und daraus mit 5.3.9 eine
exakte Sequenz, die Torsionssequenz oder genauer Torsionssequenz im ersten
Eintrag

0 - MxN — MxN — M'xN —
- M®N —- M®N — M'e@N — 0

die natiirlich ist in der kurzen exakten Sequenz M’ — M — M"” und in N.
Analog konstruieren wir die Torsionssequenz im zweiten Eintrag.
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5.3.12 (Torsionsprodukt mit zyklischer Gruppe). Fiir jede abelsche Gruppe N
und jede natiirliche Zahl m # 0 liefert der Randoperator der Torsionssequenz zur
offensichtlichen kurzen exakten Sequenz Z L7 ~7 /mZ einen Isomorphismus

(Z/mZ)* N = {a € N |ma=0}

Die Gruppe auf der rechten Seite wiirde man in Worten die ,,Gruppe aller Elemen-
te von N mit m-Torsion* nennen, daher wohl auch die Bezeichnung der linken
Seite als ,,Torsionsprodukt*.

Ubungen

Ubung 5.3.13. Man zeige, daB das Torsionsprodukt mit beliebigen direkten Sum-
men vertauscht.

Ergiinzende Ubung 5.3.14. Das Torsionsprodukt M * N von zwei abelschen Grup-
pen besitzt niemals Elemente unendlicher Ordnung. Hinweis: Man zeige dazu
(M *N)®zQ=0.

Erginzende Ubung 5.3.15. Man zeige, daB unser v : PM ® PN — PN @ PM
aus 5.3.2 Isomorphismen vy n : M * N 5 N % M liefert mit vp,N © Uy = id.
Man zeige weiter, daf fiir M’ < M — M" eine kurze exakte Sequenz sogar das
Diagramm

M's N—=M @ N

| |

Nx M"— N M’

kommutiert mit den Randabbildungen der entsprechenden Torsionssequenzen in
den Horizontalen und unseren Vertauschungen in den Vertikalen.

Ubung 5.3.16 (Tensor-Hom-Adjunktion). Man erinnere unseren Homkomplex
1.4.12 und und zeige, daB fiir je drei Komplexe X, Y, Z € Ket die ,,offensichtli-
che* Abbildung eine Bijektion

Ket(X ®Y,7) 5 Ket(X,Y=2)

liefert. Speziell erhalten wir so eine Adjunktion (®Y, (Y= )) von Funktoren
Ket — Ket der Kategorie der Komplexe abelscher Gruppen in sich selber. Die
Koeinheit dieser Adjunktion (Y=27) ® Y — Z heiit das Auswerten.

Ubung 5.3.17. Jeder Morphismus X ® Y — Z von Komplexen induziert einen
Morphismus HX ® HY — HZ ihrer Homologien, hier gedacht als Komplexe
mit Differential Null.
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Ubung 5.3.18. Seien A, B Ringe und M € Ket(Mod- A), X € Ket(A-Mod- B)
und N € Ket(Mod- B) Komplexe. So erhalten wir mit dem Hom aus 1.4.12 einen
Isomorphismus von Komplexen

Hom_p(M ®4 X, N) = Hom_4(M,Hom_5(X, N))

gegeben durch ¢ — ¢ mit $(m)(x) = p(m ® ), und der induzierte [somorphis-
mus auf den Nullzykeln liefert ein adjungiertes Paar ( ® 4 X, Hom_g(X, )) von
Funktoren zwischen dgMod_ , und dgMod_ 5.

Ergiinzung 5.3.19. Arbeiten wir in Ubung 5.3.18 statt mit Rechts- mit Linksmo-
duln M € Ket(A-Mod), X € Ket(B-Mod-A) und N € Ket(B-Mod), so
haben wir analog

Homp(X ®4 M, N) = Hom (M, Hompg(X, N))

vermittels ¢ — @ mit 3(m)(z) = (—1)™I#lp(2 ® m). Daraus erhalten wir ins-
besondere ein adjungiertes Paar (X®,4 ,Homp(X, )) von Funktoren zwischen
dgMod 4, und dgMod .

5.4 Erste Anwendungen in der Homologietheorie

Proposition 5.4.1 (Tensorprodukt und Homologie). Ist C € Ket ein Ketten-
komplex von abelschen Gruppen und A eine abelsche Gruppe, so liefert die Vor-
schrift a ® [c] — [a ® ¢] Homomorphismen

A®z (HqC) — Hq(A ®z C)

Ist die abelsche Gruppe A flach alias torsionsfrei, so sind diese Homomorphismen
Isomorphismen.

Beweis. Die offensichtlichen vertikalen Abbildungen liefern ein kommutatives
Diagramm

A®z (B,C) —= A®z (2,0) —= A®z (H,0)
|
|

| | v

By(A®z C)— Z,(A®z C) —=Hy(A®z C)

Darin ist auch die obere Horizontale rechtsexakt nach [KAG] 2.5.8, deshalb indu-
ziert es die behauptete gestrichelt eingezeichnete Abbildung auf der Homologie.
Ist A torsionsfrei, so ist die obere Horizontale auch exakt und bei Vertikalen sind
Isomorphismen und induzieren deshalb einen Isomorphismus auf der Homolo-
gie. ]
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Korollar 5.4.2 (Koeffizientenwechsel). Ist X ein topologischer Raum und A ei-
ne abelsche Gruppe, so liefert die Vorschrift a ® [c] — [a ® c| natiirliche Homo-
morphismen A ®z H,(X) — H,(X; A). Ist die abelsche Gruppe A flach alias
torsionsfrei, so sind diese Homomorphismen sogar Isomorphismen

Az Hy(X) = Hy(X; A)

Beweis. Die vorhergehende Proposition 5.4.1 liefert uns schon einmal Homomor-
phismen A ®z H,(X) — H, (A ®z SX), a ® [¢] = [a ® ] und fiir A flach sind
sie Isomorphismen. Ubung 5.4.3 liefert uns weiter die recht offensichtlichen Iso-
morphismen H,(A ®z SX) = H,(X; A). O

Ubungen

Ubung 5.4.3. Fiir jede abelsche Gruppe A und jeden topologischen Raum X und
jedes a € A und jede ¢-Kette ¢ € S, X erkldren wir die ¢g-Kette a®c € S,(X; A)
mit Koeffizienten in A in der hoffentlich offensichtlichen Weise. Dann liefert die
Abbildung a ® ¢ — a®c Isomorphismen A ®7 S, X = S,(X; A) fiir alle ¢ und
sogar einen Isomorphismus A ®7 SX = S(X; A) von Komplexen.

5.5 Universelles Koeffiziententheorem
5.5.1. In diesem Abschnitt kiirzen wir systematisch ®7 = ® und %z = * ab.

Satz 5.5.2 (Universelles Koeffiziententheorem der Homologie). Gegeben ein
topologischer Raum X und eine abelsche Gruppe G gibt es Isomorphismen

Hy(X;G) 2 (Hy(X)®G) @ (Hy1(X) % G)

5.5.3. Dasselbe gilt fiir relative Homologie und mit Koeffizienten in einem belie-
bigen Hauptidealring R, fiir den wir allerdings erst noch das Torsionsprodukt *
einfithren miiten. Der Satz behauptet nur die Existenz solcher Isomorphismen.
Inwieweit sie natiirlich sind, wird im Beweis genauer diskutiert werden.

Beispiel 5.5.4. Da H stets frei ist, gilt stets H; (X) ® G = H;(X; G) fur die erste
Homologie.

Beispiel 5.5.5. Nach 5.1.6 ist die Folge der H,(P"R; Z) fiir n > 2 bis auf Isomor-
phismus

0, Z n ungerade;

Z, Z/QZ, 0, Z/2Z, 0, ..., Z/QZ’ { 0 n gerade.

Die Beschreibung 5.1.6 der Homologie mit Koeffizienten GG entsteht daraus nach
dem universellen Koeffiziententheorem, indem man Z durch G = G ® Z ersetzt,
7./27 durch G/2G = G ® Z/27 und die Nullen durch G = G x Z/27.
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Beweis. Tensorieren wir die kurze exakte Sequenz KG — ZG — G iiber Z mit
dem Komplex von freien abelschen Gruppen SX, so erhalten wir mit 5.4.3 eine
kurze exakte Sequenz von Komplexen

SX ® KG < SX ® ZG — S(X; Q)

Bilden wir die lange exakte Homologiesequenz und beachten die Isomorphismen
(H,SX) @ ZG = Hy(SX @ ZG) und (H,SX) @ KG = H,(SX ® KG) nach
5.4.1, so ergibt sich mit der Abkiirzung H, := #,(SX) die lange exakte Sequenz

H, 9KG — H, ®ZG — Hy(X;G) — H,_; ®KG — H,_; ®ZG

und dann mit der Rechtsexaktheit von ® und der Definition von * und 5.5.7 eine
kurze exakte Sequenz

H,(X)® G — H,(X;G) » H,1(X) G

Es bleibt zu zeigen, daBl sie spaltet. Aber die kurze exakte Sequenz Z,X
SqX — By_1.X spaltet, da B,_1.X C S,_; X frei ist nach 5.5.11.Wir finden nach
2.2.12 also ein Linksinverses S, X — Z,X der Einbettung der Zykel in die Ketten,
und das induziert die gesuchte Spaltung H,(X; G) — H,(X) ® G. O

5.5.6. Die Spaltung im vorhergehenden Beweis ist fiir festes X natiirlich in G.
Sie kann aber nicht bei festem GG # 0 natiirlich in X gewéhlt werden. Dazu hitte
ich gerne ein gut zugéngliches Beispiel etwa eines Raums X mit einer stetigen
Abbildung f : X — X, die die Identitit auf H;(X) und Hy(X) induziert, nicht
aber auf Hy(X; G).

557 Ist A—- B — C — D — F eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen,
soist (cok(A — B)) — C — (ker(D — E)) eine kurze exakte Sequenz.

Korollar 5.5.8 (Freiheit fiir Homologie von Mannigfaltigkeiten). Gegeben eine
orientierbare n-Mannigfaltigkeit M ist H,,_1 M torsionsfrei.

5.5.9. Ist M zusitzlich kompakt, so sind zusétzlich alle Homologiegruppen end-
lich erzeugt nach dem Satz von Wilder 4.4.2 und wir folgern, da H,_; M eine
freie abelsche Gruppe sein muB3. Fiir M abzéhlbar basiert zeige ich das in [TSF]
6.4.4. Ich weil3 nicht, ob fiir beliebige nicht notwendig abzihlbar basierte ori-
entierbare Mannigfaltigkeiten die Homologie im Grad Eins unter der Dimension
eine freie abelsche Gruppe sein muf3.

Beweis. Nach der Variante mit Koeffizienten 5.1.5 des Satzes iiber hohe Homo-
logie von Mannigfaltigkeiten ist fiir jede abelsche Gruppe G die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus H,, (M) ® G = H,,(M; G). Aus dem universellen
Koeffiziententheorem 5.5.2 folgt damit H,,_; (M) « G = 0. ]
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Beispiel 5.5.10. Die Sphire S® kann mit der Struktur einer topologischen Gruppe
versehen werden, indem wir ihre Elemente als Quaterionen der Lénge 1 auffassen.
Die n-ten komplexen Einheitswurzeln bilden darin eine zyklische Untergruppe
{t, und der Quotient S® /1, hat nach Uberlagerungstheorie die Fundamentalgrup-
pe f, = Z/nZ und nach dem Satz von Hurewicz 1.5.2 auch erste Homologie
H,(S?/u,) = Z/nZ. Kompakte orientierbare Mannigfaltigkeiten einer Dimensi-
on > 2 konnen also durchaus Torsion in ihrer Homologie haben.

Satz 5.5.11. Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist frei.

5.5.12. Der anschlieende Beweis zeigt allgemeiner: Jeder Untermodul eines frei-
en Moduls iiber einem Hauptidealring ist frei. Fiir endlich erzeugte Gruppen folgt
das aus [LA2] 4.4.1 in Verbindung mit [LA2] 4.4.4, fiir endlich erzeugte Moduln
analog aus [KAG] 1.4.9 in Verbindung mit [KAG] 2.4.8. Die Hauptarbeit besteht
darin, auch nicht notwendig endlich erzeugte Gruppen beziehungsweise Moduln
zu behandeln.

Beweis. Sei I eine Menge und U C ZI eine Untergruppe. Wir betrachten die
Menge aller Paare (J, B) wo J C I eine Teilmenge ist und B eine Z-Basis des
Schnitts U N Z.J. Diese Menge ist nicht leer und ist induktiv geordnet. Sie besitzt
also nach Zorns Lemma [LA1] 1.9.15 ein maximales Element (.J,,,, By,,) und es
gilt zu zeigen J,, = I. Aber sonst sei ¢ € I\.J,,. Das Bild von U N Z(J,,, U {i})
in Za unter der offensichtlichen Projektion ist von der Form rZs fiir ein r € Z. Ist
r # 0, so wihlen wir ein Urbild « von i in U und (J,, U {i}, By, U {u}) wire
ein groBeres Paar. Ist = 0, so wire schon (J,, U {i}, By,) ein groferes Paar. In
jedem Fall steht J,,, # I im Widerspruch zur Maximalitét von (J,,, By,). O

5.6 Singulire Ketten in Produktriumen

5.6.1 (Anschauung fiir das Kreuzprodukt der Homologie). Gegeben topologi-
sche Rdume X, Y scheint mir anschaulich klar, dal3 man natiirliche Produktabbil-
dungen

Hp(X) x Ho(Y) = Hpyy(X X Y)

erwarten darf. Suchen wir zum Beispiel das Produkt von zwei Homologieklassen
vom Grad 1, und werden diese Klassen reprisentiert durch geschlossene Wege in
X beziehungsweise Y, so liefern unsere beiden Wege zusammen eine Abbildung
des 2-Torus nach X x Y, und jede Triangulierung dieses 2-Torus liefert einen 2-
Zykel im Produkt, der dann das Produkt unserer beiden 1-Klassen reprisentieren
soll. Diese Anschauung werden wir im folgenden zur Definition des ,,Kreuzpro-
dukts der Homologie* formalisieren und zeigen, wie uns die ,,Kiinneth-Formel*
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erlaubt, die Homologie eines Produkts aus der Homologie seiner Faktoren zu be-
rechnen. Arbeiten wir zur Vereinfachung mit Koeffizienten in einem Korper £, so
liefert nach dieser Formel das Kreuzprodukt sogar Isomorphismen

P H(X;k) @c Hy(Yik) = Hu(X x Yik)

ptg=n

Besitzen insbesondere X und Y eine im Sinne von 3.1.16 wohldefinierte Euler-
charakteristik, so auch X x Y und es gilt x(X x Y) = x(X)x(Y). Der Fall
ganzzahliger Koeffizienten ist nur unwesentlich komplizierter. Nach diesen Vor-
bemerkungen beginnen wir nun mit der formalen Arbeit. Die formale Definition
des Kreuzprodukts werden wir in 5.7.2 angeben.

Beispiel 5.6.2 (Das Kreuzprodukt auf der nullten Homologie). Im Fall n = 0
kommen wir noch ohne groflere Vorarbeiten zum Ziel. Wir erinnern dazu den
Funktor my : Top — Ens der Wegzusammenhangskomponenten und unseren
Isomorphismus Zmy(X ) = HpX aus 1.3.18 und erhalten fiir je zwei topologische
Réume X, Y natiirliche Isomorphismen

H()X & H()Y & Zﬂ'OX & ZT('QY = ZW()(X X Y) = H()(X X Y)

Der dritte Isomorphismus kommt dabei von der Vertriaglichkeit 7o X x mY =
mo(X x Y') von my mit endlichen Produkten her. Analoges gilt fiir die Homologie
mit Koeffizienten in einem beliebig vorgegebenen Ring.

5.6.3. Gegeben ecine Kategorie A mit additiver Struktur erkldren wir in der of-
fensichtlichen Weise die Kategorie Ket(.A) = Ket 4 der Komplexe von Objekten
von A und ihre Homotopiekategorie Hot(.A) = Hot 4. Gegeben Komplexe C, D
bilden wir dann wie in [TS] 1.4.12 den Hom-Komplex Hom 4(C, D) € Ket(Ab)
und haben per definitionem

Hot 4(C, D) = HoHomu4(C, D)

Im Spezialfall A = R-Mod verwenden wir fiir den Hom-Komplex auch die No-
tation Homg(C, D). Unsere Homotopiekategorie Hot 4 erbt von A in offensicht-
licher Weise eine additive Struktur und auch eine k-lineare Struktur, wenn A eine
k-lineare Struktur tréagt.

5.6.4. Wir betrachten nun die Funktoren S ® S : (X,Y) — S(X x Y) und
S(x) : (X,Y) = SX ®z SY von der Kategorie Top x Top der Paare topolo-
gischer Rdume in die Kategorie Ket der Komplexe. Wir konnen sie als Komplexe
von Funktoren alias Objekte von Ket(Ab™° * T°P) auffassen und wie in 5.6.3 die
zugehorige Homotopiekategorie Hot(Ab ' * 1°P) bilden. Man beachte, daf wir
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fiir eine beliebige Kategorie C einen offensichtlichen Isomorphismus von Kate-
gorien Ket(Ab)¢ = Ket(Ab®) zur Verfiigung haben und einen offensichtlichen
Funktor

Hot(Ab®) — Hot(Ab)¢

Letzterer Funktor ist jedoch im allgemeinen kein Isomorphismus von Kategorien,
ja noch nicht einmal eine Aquivalenz von Kategorien.

Satz 5.6.5 (Eilenberg-Zilber). In der Homotopiekategorie Hot(Ab™ * T°P) gibt
es zwischen den beiden Objekten S @ S und S(Xx) genau einen Morphismus, der
auf der nullten Homologie dieselben Abbildungen induziert wie die offensicht-
lichen Isomorphismen SoX ® SoY = So(X x Y'), und dieser ist in besagter
Homotopiekategorie ein Isomorphismus

S®S > S(x)

5.6.6. Wir beweisen diesen Satz nach einigen Vorbereitungen im Anschluf3 an den
Satz iiber azyklische Modelle 5.6.23. Unser Satz gilt mit demselben Beweis fiir
jede volle Unterkategorie von Top x Top, zu deren Objekten alle Paare (A, A,)
von Standardsimplizes gehoren.

5.6.7. Einen Reprisentanten in Ket(Ab™° *™P) fiir den im Satz beschriebenen
Isomorphismus in Hot(Ab' * T°P) beziehungsweise seinen Inversen nennen wir
eine Eilenberg-Zilber-Transformation beziehungsweise eine Alexander-Whit-
ney-Transformation. Beispiele fiir derartige Transformationen werden wir in
5.8.3 und 5.8.5 angeben.

Vorschau 5.6.8. Der Satz gilt analog fiir eine beliebige endliche Zahl von Faktoren
und der Beweis bleibt im wesentlichen derselbe. Fiir diese Allgemeinheit will ich
aber die Diskussion von Tensorprodukten mit einer beliebigen endlichen Zahl von
Tensorfaktoren abwarten. Mehr dazu in [TSK] 4.1.2.

5.6.9. Der vorstehende Satz 5.6.5 liefert fiir je zwei topologische Riume X, Y
eine ausgezeichnete Homotopiedquivalenz SX ® SY = S(X x Y'). Wir nennen
sie die Eilenberg-Zilber-Aquivalenz und ihre Inverse die Alexander-Whitney-
Aquivalenz. Will man ihre anschauliche Bedeutung verstehen, so mag das in 5.8.3
gegebene explizite Beispiel helfen. Wir wollen den Satz von Eilenberg-Zilber
mithilfe der Methode der ,,azyklischen Modelle* beweisen und miissen dazu die
notige Terminologie einfithren. Zum Aufwidrmen beweisen wir erst einmal eine
einfachere verwandte Aussage, das sogenannte ,,Hauptlemma der homologischen

Algebra®.

Definition 5.6.10. Sei R ein Ring. Ein R-Modul P heifit projektiv, wenn jeder
surjektive Homomorphismus A — A” von R-Moduln auf den Homomorphismen-
rdumen eine Surjektion Hompg(P, A) — Hompg(P, A”) induziert.
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Beispiel 5.6.11. Ist A’ — A — A” eine kurze exakte Sequenz von Moduln iiber
einem Ring R und ist M ein weiterer 2-Modul, so ist die induzierte Sequenz

HOHIR(M, A/) — HOIHR<M, A) — HOIHR<M, A”)

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil mufl keineswegs wieder eine Sur-
jektion sein. Fiir die kurze exakte Sequenz 27 — 7Z — 7 /27 etwa kommt die
Identitit Z /27 — 7./27 nicht von einem Morphismus Z/27 — Z her. Insbeson-
dere ist Z /2Z nicht projektiv als Z-Modul.

Beispiele 5.6.12. Gegeben ein Ring R ist jeder freie R-Modul projektiv. Insbe-
sondere ist Z /27 projektiv als Z/2Z-Modul. Sind P’, P"” zwei R-Moduln und ist
ihre Summe P’ ® P” projektiv, so auch die Summanden P’ und P”. Uber einem
Ring der Gestalt R = R’ x R’ fiir zwei Ringe R’, R” ist insbesondere R’ x 0 ein
projektiver Modul, der jedoch nicht frei ist, falls R’ und R” von Null verschieden
sind.

Lemma 5.6.13. Ein Modul iiber einem Ring ist projektiv genau dann, wenn er
direkter Summand eines freien Moduls ist.

Beweis. Natiirlich ist jeder direkte Summand eines freien Moduls projektiv. Ist
umgekehrt P ein projektiver R-Modul, so finden wir einen freien Modul /' und
eine Surjektion F' — P. Nach Annahme induziert diese Surjektion eine Surjekti-
on Homp (P, F') — Hompg(P, P). Jedes Urbild der Identitit auf P ist dann eine
Spaltung der Surjektion ' — P. [

Satz 5.6.14 (Hauptlemma der homologischen Algebra). Seien gegeben ein Ring
R, ein Komplex projektiver R-Moduln P mit P, = 0 fiir ¢ < 0 und ein Komplex
C von R-Moduln mit H,(C) = 0 fiir ¢ > 0. So induziert das Bilden der nullten
Homologie eine Bijektion

HOtR(P, C) = HOIIlR(H()P, HOO)

zwischen der Menge aller Homotopieklassen von Kettenabbildungen und der Men-
ge aller R-linearen Abbildungen auf der nullten Homologie.

5.6.15. Im folgenden Beweis zeigen wir, dall das sogar unter schwécheren Vor-
aussetzungen gilt. Genauer bendtigen wir nur die Exaktheit der Zeilen des gro3en
Diagramms in unserem Beweis und noch genauer sogar nur deren Exaktheit ,,auf
der Diagonale und der ersten oberen Nebendiagonale* also bei den Hom(P;, C;)
und den Hom(P,,4, C;). Man mag diese Voraussetzung salopp gesprochen als ei-
ne Forderung der Art verstehen, da3 die P, in geeigneter Weise ,.relativ zu den C|,
projektiv sind*.
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Beweis. Beide Seiten bleiben unveridndert, wenn wir beim Komplex C' den Anteil
Co im Grad Null durch Z,C ersetzen und die C fiir ¢ < 0 durch Null. Wir diirfen
also ohne Beschriankung der Allgemeinheit zusétzlich annehmen, dal3 bereits gilt
q < 0= C, = 0. Jetzt betrachten wir das kommutative Diagramm

Hom(P,, HoC) « Hom(P,Cy) < Hom(F,,Cy) <« Hom(P, Cs)...

T T T T
Hom (P, HoC) « Hom(P,Cy) < Hom(P,Cy) <+ Hom(P,Ch)...
T T T T
Hom(Py, HoC) « Hom(P,Cy) <« Hom(P,,Cy) <+ Hom(Fy,Cy)...
U

HOIH(H() P, Ho C)

Seine Zeilen sind alle exakt und die Kompositionen in den Spalten sind alle Null.
Eine Kettenabbildung f € Ketg(P,C) besteht aus einem Tupel von Elemen-
ten f; € Hom(P;, C;) ,ldngs der Diagonale” derart, dal das Bild von f; unter
dem Pfeil nach oben mit dem Bild von f;,; unter dem Pfeil nach links zusam-
menfillt, also 0 o f;11 = f; o 3. Um die Surjektivitit zu zeigen, klettern wir im
Diagramm hoch und benutzen dabei nur die Exaktheit der Zeilen an den Stel-
len Hom(P;; 1, C;). Um die Injektivitdt zu zeigen, miissen wir zeigen, dafl jede
Kettenabbildung P — C' nullhomotop ist, die die Nullabbildung HoP — H,C
induziert. Eine Kettenhomotopie zwischen f und der Nullabbildung besteht aus
einem Tupel von Elementen s; € Hom(P;, C; 1) derart, daB gilt so — f, und daB
fix1 die Summe des Bildes von s; unter dem Pfeil nach oben mit dem Bild von
s;+1 unter dem Pfeil nach links ist, also f;,; = s; 09 + 9 o s;41. Um so eine
Kettenhomotopie zu finden, klettern wir wieder in unserem Diagramm hoch und
benutzen diesmal nur die Exaktheit der Zeilen an den Stellen Hom(P;, C;). [

Definition 5.6.16. Sei C eine Kategorie. Unter dem freien Funktor in die Ka-
tegorie der abelschen Gruppen /' : C — Ab iiber einer Familie (M/;);c; von
Objekten von C verstehen wir den Funktor

F:Yw @Pze(M;,Y)
iel
Beispiel 5.6.17. Der Funktor S, : Top — Ab der singuldren g-Ketten ist der freie
Funktor zur einelementigen Familie (A,) von topologischen Raumen.

Proposition 5.6.18. Seien C eine Kategorie und F : C — Ab der freie Funktor
zur Familie (M;);c; und G : C — Ab ein weiterer Funktor. So haben wir eine
Bijektion
AVY(F,G) 5 [, G(M;)

|_>

(nar, (ids) )ier
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fiirid; € F(M;) = @,c; ZC(M;, M;) dem Tupel mit einmal der Identitct an der
i-ten Stelle und Nullen an allen Stellen mit Index j # i.

Beweis. Den Beweis dieser Verallgemeinerung der Variante 1.4.6 des Yoneda-
lemmas iiberlassen wir dem Leser. Wie immer bezeichnet Ab¢ die Kategorie der
Funktoren C — Ab. O

5.6.19. Sei C eine Kategorie. Eine Basis eines Funktors
G:C— Ab

ist eine Familie (M;, m;);c; von Paaren bestehend aus jeweils einem Objekt M; €
C und einem Element m; € G(M;) seines Bildes unter unserem Funktor derart,
daB fiir jedes X € C die (Gf)(m;) mit: € I und f € C(M;, X) eine Z-Basis
von G(X) bilden. Nach unserer Proposition 5.6.18 entsprechen die Basen von G
zu einer Familie (M;);c; von Objekten eineindeutig den Isotransformationen des
freien Funktors iiber besagter Familie nach G.

Beispiel 5.6.20. Fiir alle n > 0 ist die Familie ((A,, A,), 7, ® 7)) p+q—n €ine Basis
des Funktors Top x Top — Ab mit (X,Y) — (SX ® SY),.

Beispiel 5.6.21. Fiiralle n > 0ist (A, (Tn, ©)) peTop(an,0,1)) €ine Basis des Funk-
tors Top — Ab gegeben durch X +— S, (X x [0, 1]).

Definition 5.6.22. Seien C eine Kategorie und M C Ob(C) eine Teilmenge.
Ein Funktor F' : C — Ab heif3t frei mit Modellen in M, wenn er eine Basis
(M;, m;);es besitzt derart, daB alle M; zu M gehoren.

Satz 5.6.23 (iiber azyklische Modelle). Seien C eine Kategorie und F,G €
Ket(AbC) Komplexe von Funktoren mit I, = 0 fiir ¢ < 0. Wir nehmen an, daf3 es
eine Menge M von Objekten von C gibt derart, daf3 die homogenen Komponenten
F, : C — Abvon F frei sind mit Modellen in M und dafs fiir alle M < M
die Homologie H,(G M) verschwindet fiir ¢ > 0. So induziert der Ubergang zur
nullten Homologie eine Bijektion

Hot (Ab°) (F, G) = AbS(HoF, HoG)

5.6.24. Mit HyF meinen wir den Funktor X — H,(F X)) alias den Funktor #, o
F'. Wenn Sie bereits mit den sogenannten ,,abelschen Kategorien* vertraut sind,
mogen Sie erkennen, daB Ab® selbst eine abelsche Kategorie ist und daB #,F
gleichbedeutend in diesem begrifflichen Rahmen verstanden werden kann.

5.6.25. Ein topologischer Raum, dessen reduzierte Homologie identisch verschwin-
det, heiBt azyklisch fiir die singuliéire Homologie. Ubertragen nennt man manch-
mal auch Komplexe azyklisch, deren Homologie vom Grad Null abgesehen iden-
tisch verschwindet. Die wesentliche Voraussetzung des vorhergehenden Satzes
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148t sich dahingehend formulieren, dal ,,G in echt positiven Graden azyklisch
ist auf den Modellen von F'*“. Spezialisiert man den Satz iiber azyklische Modelle
auf den Fall einer Kategorie C mit nur einem Objekt und einem Morphismus, eben
der Identitit dieses einzigen Objekts, so erhilt man dieselbe Aussage wie bei der
Spezialisierung des Hauptlemmas der homologischen Algebra 5.6.14 auf den Fall
freier Z-Moduln anstelle projektiver R-Moduln.

Beweis. Wir wiederholen den Beweis des Hauptlemmas der homologischen Alge-
bra 5.6.14 und ersetzen darin iiberall R -Mod durch AbC. Die Gruppen von Trans-
formationen Ab®(F,, G,) konnen nach 5.6.18 identifiziert werden mit Produkten
[icr(py Go(M;) fiir geeignete Familien I(p) — M von Modellen und bilden folg-
lich nach unserer Annahme der ,,Azyklizitit der Modelle* exakte Zeilen. Damit
funktioniert dann unser vorheriger Beweis ohne weitere Anderungen. 0

Beweis von Eilenberg-Zilber 5.6.5. Der Funktor (X,Y) — S, (X xY') hat als Ba-
sis die einelementige Familie ((A,,, A, ), diag), wobei diag : A,, — A, x A,, die
diagonale Einbettung und dann auch den n-Zykel diag € S, (A, x A,,) bezeich-
net. Der Funktor (X,Y) — (SX ®z SY), hat als Basis die (n + 1)-elementige
Familie ((A,, A,), 7,®7,)p+q=n mit den Tensorprodukten der tautologischen Sim-
plizes als zweiten Eintrigen. Wir priifen als nédchstes, daf3 beide Funktoren auf ih-
ren eigenen Modellen und den Modellen des jeweils anderen Funktors azyklisch
sind, daf also die hoheren Homologiegruppen der Komplexe S(A, x A,) und
SA, ®z SA, verschwinden. Die erste Aussage folgt daraus, dal A, x A, kon-
vex ist. Um die zweite Aussage einzusehen, betrachten wir den Kettenkomplex
Z[0], der nur im Grad Null lebt und dort Z ist, und bilden die Folge von Kettenab-
bildungen S(A,) — S(top) — Z[0]. Man erkennt, daB alle diese Abbildungen
Homotopiedquivalenzen sind, zum Beispiel mit 1.4.9 fiir die erste Abbildung und
expliziter Rechnung fiir die Zweite, oder alternativ mit 6.2.4. Es folgt eine Ho-
motopiedquivalenz SA, ®z SA, — Z[0] ®z Z[0] und so die Azyklizitit dieses
Komplexes. Nach dem Satz iiber azyklische Modelle 5.6.23 liefert das Bilden der
nullten Homologie also eine Bijektion

Hot(Ab™P*TP)(S ® S, S(x)) = AbTP X TP (3 (S 'S), HoS(x))

und ebenso eine Bijektion auf Morphismen in der Gegenrichtung und ebenso Bi-
jektionen in den Fillen, in denen in den Klammern zweimal derselbe Funktor
steht. So erhalten wir insgesamt einen Isomorphismus zwischen der vollen Unter-
kategorie mit zwei Objekten {S ® S, S(x)} C Hot(Ab™ *™P) und der vollen
Unterkategorie mit zwei Objekten {H(S ® S), HoS(x)} € Ab™* TP Nun gilt
es nur noch zu zeigen, daf§ die offensichtlichen Isomorphismen Sy(X x Y) =
SoX ®SpY Isomorphismen Ho(X X Y) = Ho(SX ® SY') auf der nullten Homo-
logie induzieren. Es scheint mir jedoch offensichtlich, da unsere Isomorphismen
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der Grad-Null-Anteile unserer Komplexe Réinder zu Randern machen und daf} die
davon auf der nullten Homologie induzierte Abbildung unter der Verkniipfung mit
dem Inversen des von der Variation [KAG] 2.6.17 zur Rechtsexaktheit des Ten-
sorprodukts herrithrenden Isomorphismus Ho X ® HoY = Ho(SX ® SY') genau
unseren Isomorphismus 5.6.2 liefert. Der Satz folgt. [

5.7 Tensorprodukt und Homologie

5.7.1 (Homologie von Tensorproduktkomplexen). Sind C, D Komplexe von
Rechts- beziehungsweise Linksmoduln iiber einem Ring 12, so haben wir offen-
sichtliche Abbildungen

H,C @r HeD — Hpio(C ®p D)
[c] ® [d] > [c® d]

Verschwinden unsere beiden Komplexe in allen Graden, die man von Null aus in
Richtung der Pfeile erreicht, so liefert die natiirliche Abbildung sogar einen Iso-
morphismus HoC' @ HoD = Ho(C ®r D) als Konsequenz aus der Rechtsex-
aktheit des Tensorprodukts [KAG] 2.6.17.

Definition 5.7.2. Gegeben topologische Rdume X, Y notieren wir die von der
Eilenberg-Zilber-Aquivalenz SX ®z SY = S(X x Y) nach 5.7.1 induzierten
Abbildungen mit dem Symbol x als

H,X x HY — Hyo(X x V)
(c,d) — cxd

und nennen sie das Kreuzprodukt der Homologie.

5.7.3. Ist R ein Ring, so liefert die Vorschrift (¢ ® d) ® r — ¢ ® rd Isomor-
phismen von R-Bimoduln (SX ®7 SY) ®z R = S(X; R) ®z S(Y; R). In der
Tat kann man zum Beispiel argumentieren, daf} die so definierte Abbildung eine
Basis fiir die Linksoperation von R in eine ebensolche tiberfiihrt. Damit liefert die
Eilenberg-Zilber-Abbildung wohlbestimmte Homotopiedquivalenzen S(X; R)®r
S(Y; R) = S(X x Y; R). Die nach 5.7.1 auf der Homologie induzierten Abbil-
dungen schreibt man in der Form

H,(X:R) x H,(Y;R) — H,u(X x Y;R)
(c,d) — cxd

und nennt sie das Kreuzprodukt der Homologie mit Koeffizienten.

Proposition 5.7.4 (Formelsammlung fiir das Kreuzprodukt). Das Kreuzpro-
dukt der Homologie hat die folgenden Eigenschaften:
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Natiirlichkeit: Gegeben stetige Abbildungen f : X — K und g : Y — L haben
wir fiir beliebige a € H,X und b € H,Y in H, (K x L) die Gleichheit

(fea) x (g«b) = (f X g)«(a x b)

Eins: Gegeben ein topologischer Raum X und a € H,X eine Homologieklasse
und 6 € Hy(top) der kanonische Erzeuger der Homologie eines Punktes
gilt

(pry).(a x0) =a

Assoziativitit: Gegeben XY, Z topologische Riume und a, b, c jeweils Homo-
logieklassen und ass : (X xY) x Z = X x (Y x Z) die offensichtliche
Bijektion gilt

ass«((a x b) x ¢) =a x (b xc)

Graduierte Kommutativitit: Gegeben 7 : X XY = Y x X die Vertauschungs-
abbildung fiir topologische Ridume X,Y und Homologieklassen a € H, X
sowie b € H,Y giltin H,, ,(Y x X)) bei kommutativem Koeffizientenring R
die Identitdt

Te(a xb) = (=1)Pb x a

Vorschau 5.7.5. Wir erkldren in [TSK] 4.1.9, inwiefern diese Eigenschaften zu-
sammen mit den Funktorialititen (idx).(a) = a und f.(g.«(a)) = (f o g)«(a)
bedeuten, dal unsere Homologie als ein ,,Schmelzfunktor von der kartesischen
Schmelzkategorie der topologischen Riume in die Schmelzkategorie der gradu-
ierten Paritdtsgruppen® aufgefaBt werden kann. Der kanonische Erzeuger § €
Hy(top) ist in diesem Kontext als das ,,Kreuzprodukt mit iiberhaupt keinem Faktor
in der Homologie des kartesischen Produkts iiber die leere Familie topologischer
Réiume* zu verstehen.

Beweis. Die Natiirlichkeit folgt sofort aus der Natiirlichkeit der Eilenberg-Zilber-
Aquivalenz 5.6.5. Die graduierte Kommutativitiit folgt daraus, daB mit der Nota-
tion 7 fiir unsere Eilenberg-Zilber-Aquivalenz die Komposition

S®S 2 9S®S 1 S(x) = S(x)

von Morphismen in der Homotopiekategorie Hot(Ab™"* ™°P) mit v der Vertau-
schung der Tensorfaktoren nach 5.3.2 auch die charakterisierenden Eigenschaften
der Eilenberg-Zilber-Aquivalenz aus 5.6.5 hat. Fiir die Eins-Eigenschaft betrach-
ten wir die Komposition

S 2% S ® S(top) —» S( xtop) == S
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von Morphismen in der Homotopiekategorie Hot(Ab*°P) und folgern direkt aus
dem Satz iiber azyklische Modelle 5.6.23, daf} sie die Identitit sein muf. Fiir die
Assoziativitit schlieBlich betrachten wir in Hot(AbTOPS) mit variablen topologi-
schen Rdumen X, Y, Z das Diagramm

(SX®SY)®SZ——S(X xY)®SZ—S((X xY) x Z)

l l

SX ® (SY ®SZ) —=SX @ S(Y x Z) —=S(X x (Y x Z))

mit hoffentlich offensichtlichen Morphismen. Es gilt zu zeigen, dal es kommu-
tiert. Wieder wenden wir den Satz iiber azyklische Modelle 5.6.23 an. Der Aus-
gangsfunktor ist frei mit Modellen (A, A,, A,) und der Zielfunktor ist auf diesen
Modellen azyklisch. Folglich reicht es zu zeigen, dal beide Kompositionen die-
selbe Abbildung auf der nullten Homologie induzieren. Das ist jedoch klar. [

Lemma 5.7.6. Sind C, D Komplexe von Vektorrdumen iiber einem Korper k, so
liefern die natiirlichen Abbildungen Isomorphismen

P 1,(C) @i Hy(D) > Ha(C @4 D)
pt+q=n
Beweis. Nach 1.4.14 gibt es in der Homotopiekategorie der Komplexe von k-
Vektorrdumen eindeutig bestimmte Isomorphismen HC' — C und HD = D,
die auf der Homologie die offensichtlichen Identifikationen induzieren. Mit 5.3.5

folgt eine Homotopiedquivalenz HC @ HD — C @ D, die dann den gewiinschten
Isomorphismus HC' @ HD = H(C ® D) induziert. O

Satz 5.7.7 (Kiinneth-Formel mit Koeffizienten in einem Korper). Fiir zwei
beliebige topologische Rdume X,Y und Homologie mit Koeffizienten in einem
Korper k liefert das Kreuzprodukt der Homologie Isomorphismen

P H,(X;k) @ Hy(YVik) S Hy(X x Y5 k)
ptg=n
Beweis. Fiir diesen Beweis vereinbaren wir die Abkiirzungen HX := H(X; k)

und SX := S(X; k) sowie ® := ®j. Unser Lemma 5.7.6 und die Homotopieédqui-
valenz SX ® SY = S(X x Y) liefern dann auf der Homologie Isomorphismen

HX © HY H(X xY)

I |
H(SX) @ H(SY) = H(SX ®SY) = HS(X xY) O
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Satz 5.7.8 (Kiinneth-Formel). Gegeben topologische Riume X und Y liefert
das Kreuzprodukt der Homologie die erste Abbildung einer natiirlichen kurzen
exakten Sequenz

P HXeHY) S H,(X xY)> f (HX«HY)

p+q=n p+g=n—1

Diese Sequenz, deren zweite Abbildung im Beweis explizit angegeben werden
wird, spaltet fiir alle X und Y, aber es gibt keine natiirliche Wahl einer Spaltung
fiir alle X und Y .

Erginzung 5.7.9. Die von der Vertauschung X x Y — Y x X auf der Homo-
logie induzierte Abbildung 146t sich zu einem Morphismus der entsprechenden
Kiinneth-Sequenzen ergiinzen. Wie die zugehorige Abbildung auf dem Tensorpro-
dukt der Homologien aussieht, erklirt die ,,graduierte Kommutativitét des Kreuz-
produkts* nach [TSK] 4.1.13. Wie die zugehorige Abbildung auf dem Torsions-
produkt der Homologien aussieht, habe ich mir nicht so genau iiberlegt.

5.7.10. Arbeitet man mit Koeffizienten in einem Hauptidealring, so gilt dieselbe
Formel mit demselben Beweis.

5.7.11 (Konventionen zum Verschieben von Komplexen). Ist C' ein Komplex,
so bezeichnen wir mit

Cl]
den ,,um FEins gegen die Richtung der Pfeile verschobenen Komplex*, in For-
meln (C[1]), = C,_; beziehungsweise spiter einmal bei ,, Kokettenkomplexen*

(C[1])? = €71, Jedes Element ¢ € C liefert ein Element c[1] € C[1]. Entgegen
leider iiblichen Konventionen fiihre ich hier beim Randoperator kein Vorzeichen
ein. Bezeichnet also Z[1] den um Eins gegen die Richtung der Pfeile verschobenen
Komplex Z[0] und ist C' ein Komplex von abelschen Gruppen, so definiert die Ab-
bildung c®n[1] — nc[1] einen Isomorphismus von Komplexen C' @ Z[1] = C[1].
Dahingegen bezeichne
He

den um Eins gegen die Richtung der Pfeile verschobenen Komplex, bei dem zu-
sdtzlich der Randoperator 0 durch —0 ersetzt wird. Jedes Element ¢ € C' lie-
fert auch ein Element [1]c € [1]C, und in diesen Notationen haben wir dann
J([1]e) = —[1](Oc). Diesmal liefert n[1] ® ¢ — [1]nc einen Isomorphismus von
Komplexen Z[1]® C' = [1]C. Die offensichtliche Abbildung induziert dann einen
Isomorphismus von Kettenkomplexen

(C®D)[1] = C®(D]1))

und die Abbildung [1]¢ +— (—1)l¢c[1] mit |c| = ¢ fiir ¢ € C,, ist ein Isomorphismus
[1]C = C[1].
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Beweis. Sicher haben wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
ZX — SX — BX|1]

Vorne und hinten stehen hier Komplexe mit Differential Null. Tensorieren wir iiber
Z mit dem aus freien abelschen Gruppen bestehenden Komplex SY', so erhalten
wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

ZX ®SY — SX ®SY —» BX][1]®SY

Da ZX und BX nach 5.5.11 auch aus freien abelschen Gruppen bestehen und
Differential Null haben, hat die zugehorige lange exakte Homologiesequenz die
Gestalt

- (BX[J@HY),1, —
— (ZX®HY), — H.(SX®SY) — (BX[1J@HY), —

- (ZX®HY),1 —

Man iiberzeugt sich miihelos, da3 die Randabbildungen hier schlicht von den Ein-
bettungen der Rénder in die Zykel induziert werden, so dal} sich aufgrund der
kurzen exakten Sequenz BX — ZX — HX und der exakten Tor-Sequenz eine
natiirliche kurze exakte Sequenz der Gestalt

(HX @ HY), < H,(X x V) — (HX *HY),_,

ergibt. Um eine Spaltung dieser Sequenz anzugeben, wihlen wir Linksinverse der
Einbettungen ZX — SX,ZY < SY. Solche Linksinversen existieren, da ja die
jeweiligen Kokerne BX, BY nach 5.5.11 frei sind als Untergruppen der freien
abelschen Gruppen SX, SY. ]
Ubungen

Ubung 5.7.12. Man zeige: Jede Eilenberg-Zilber-Transformation 148t sich auf ge-
nau eine Weise zu einer Transformation

S(X,A)®@S(Y,B) > S(X xY, (X x B)U(AXY))

zwischen Funktoren auf Paaren von Raumpaaren fortsetzen, die wohlbestimmt ist
als Transformation zwischen Funktoren in die Homotopiekategorie der Ketten-
komplexe. Wir erhalten so das Kreuzprodukt der relativen Homologie

H,(X, A) ® H,(Y, B) = Hyip(X x Y, (X x B)U (A x Y))
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Man beachte die Identitit ((X x B) U (A x Y))® = A° x B® von Komplement-
mengen. Mit der Notation HY (X) := ( X\ D) wird unser relatives Kreuz-
produkt also zu einer Abbildung

HP(X) @ HY(Y) - HDXP(X x Y)

q+p
Der Vorschub gelingt dann fiir stetige Abbildungen f : X — Y mit f(X\D) C
(Y\E)alias D D f~(E).
Ubung 5.7.13 (Formelsammlung fiir das relative Kreuzprodukt). Das Kreuz-
produkt der relativen Homologie hat die folgenden Eigenschaften:

Natiirlichkeit: Gegeben Morphismen von Raumpaaren f : (X, A) — (K, ) und
g:(Y,B)— (L,J) giltfira € H,(X, A) und b € H,(Y, B) die Gleichheit
(fea) X (g:0) = (f x g)«(a x b)

Eins: Gegeben ein Raumpaar (X, A) und a € H,(X, A) eine Homologieklasse
und 0 € Hy(top, ?) der kanonische Erzeuger der Homologie eines Punktes
gilt

(Pry)«(a x 9)

Assoziativitit: Gegeben (X, A), (Y, B), (Z, )R aumpaare und a, b, ¢ jeweils re-
lative Homologieklassen und ass : (X x Y) x Z 5 X x (Y x Z) die
offensichtliche Bijektion gilt

ass«((a x b) x ¢) =a x (b xc)

Graduierte Kommutativitiit: Gegeben 7: (X, A) x (Y, B) = (Y, B) x (X, A)
die Vertauschungsabbildung fiir Raumpaare (X, A), (Y, B) und Homolo-
gieklassen a € H, (X, A) sowie b € H,(Y, B) gilt bei kommutativem Koef-
fizientenring R die Identitit

T(a xb) = (=1)"b x a

Ubung 5.7.14 (Relatives Kreuzprodukt als Isomorphismus). Gegeben (X, A), (Y, B)
Raumpaare mit A @ X und B @ Y oder A beliebig und B = () liefert un-

sere relative Eilenberg-Zilber-Transformation aus 5.7.12 Isomorphismen auf der
Homologie. Hinweis: Nach dem Satz iiber feine Ketten 2.4.6 liefert unter diesen
Annahmen

S((X x B) +S(A x Y)) = S((X x B)U (A x Y))

Isomorphismen auf der Homologie. In diesen Féllen ist bei Koeffizienten in einem
Korper k das Kreuzprodukt auf der relativen Homologie also ein Isomorphismus

H, (X, A; k) @5 Hy(Y, Bi k) — Hyyp(X x Y, (X x BYU (A X Y): k)
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Ubung 5.7.15 (Nichtexistenz einer Wurzel aus dem R?). Fiir ungerades n kann
es keinen topologischen Raum X geben derart, da3 X x X homd&omorph ist zu
R™. Hinweis: Kreuzprodukt als Isomorphismus 5.7.14.

Ubung 5.7.16 (Kreuzprodukt von Fundamentalzykeln). Gegeben zwei kom-
pakte orientierte Mannigfaltigkeiten ist das Kreuzprodukt ihrer Fundamentalzykel
der Fundamentalzykel ihres Produkts unter einer wohlbestimmten Orientierung,
der Produktorientierung.

Ergiinzende Ubung 5.7.17. Gegeben ein Ring A und ein A-Modul M bezeichne
M* den A-Rechtsmodul Hom 4 (M, A). Gegeben ein Ring A und ein A-Rechts-
modul N bezeichne weiter *N den A-Modul Hom_ 4(N, A). Man zeige, daf das
Auswerten Homomorphismen M — *(M*) und N — (*N)* induziert. Man zei-
ge, daB diese Homomorphismen fiir endlich erzeugte projektive Moduln Isomor-
phismen sind. Bezeichnet A -pModf die Kategorie der endlich erzeugten projek-
tiven A-Moduln und pModf- A die Kategorie der endlich erzeugten projektiven
A-Rechtsmoduln, so liefert unser Dualisieren mithin eine Aquivalenz von Kate-
gorien
pModf- A = A-pModf°PP

Ubung 5.7.18. Man berechne die Homologie von P?R x P?R.

Ubung 5.7.19 (Verschieben und Hom-Komplexe). Gegeben Komplexe X, Y lie-
fern die offensichtlichen, ohne alle Vorzeichen erklérten Identifikationen Isomor-
phismen von Komplexen

Hom(X, Z) — Hom(XT[1], Z[1])
Hom([1]X,Z) = Hom(X,Z)[—1]
Hom(X,[1]Z) = [1]Hom(X,Z)

Spiter werden sich diese Isomorphismen als Spezialfille von Aussagen iiber das
Tensorieren mit Einheiten [TSK] 3.4.20 und [TSK] 3.4.16 erweisen, angewandt
auf die Einheit Z[1] der Schmelzkategorie Ket.

Ubung 5.7.20. Seien R ein Ring und C' ein exakter Komplex von R-Moduln und
P ein Komplex von projektiven R-Moduln, der in Richtung der Differentiale
beschrinkt ist, als da heif3t, irgendwann kommen nur noch Nullen. Man zeige,
dafl dann der Hom-Komplex Hompg(P, C') auch exakt ist. Hinweis: Hauptlemma
der homologischen Algebra 5.6.14 und Interpretation der Homologie des Hom-
Komplexes als Homotopieklassen 1.4.12.

5.8 Eilenberg-Zilber und Alexander-Whitney*

5.8.1. Um zusitzliche Anschauung bereitzustellen, gebe ich eine mogliche Ei-
lenberg-Zilber-Transformation auch noch explizit an. Wir werden diese explizite
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Form nicht bendtigen, deshalb fiihre ich den Beweis nicht aus. Wir betrachten fiir
n = p + q alle affinen injektiven Abbildungen

wi A, = Ay x A,

mit der Eigenschaft, dal sie Ecken auf Paare von Ecken werfen und ,,in jeder
Komponente monoton wachsen auf den Ecken. So eine Abbildung entspricht
eindeutig einer Injektion

w=(a,8):{0,...,n} = {0,...,p} x {0,...,q}

mit monoton wachsenden « und (5. Man erkennt, dal3 fiir solch ein w notwendig
gilt w(0) = (0,0), w(n) = (p, q) und daB beim Ubergang von i zu i + 1 entweder
« oder [ aber nicht beide um 1 wachsen. Man kann sich so ein w vorstellen als
einen Weg von (0, 0) nach (p, g), der in jedem von n Zeitschritten entweder eins
nach oben oder eins nach rechts gehen darf. Die Flidche unterhalb dieses Weges
im Quadrat [0, p] x [0, ¢] notieren wir n(w), in Formeln

n(w)= Y (Bi+1)=B@)(a+1) - al)))

0<i<j<ptq

Unsere Abbildungen w : A, — A, x A, sind die n-Simplizes einer Triangulie-
rung von A, x A,, aber diese Erkenntnis ist nur fiir die Anschauung von Belang.
Jetzt definieren wir Homomorphismen

S,X @2 8,Y — Syiq(X X Y)
oRT = S (1)@ (o x T) ow

und erhalten so eine Transformation von Funktoren von der Kategorie aller Paare
topologischer Rdume in die Kategorie der Gruppen.

Ergdnzung 5.8.2. Im iibrigen entsprechen unsere Wege eineindeutig den soge-
nannten (p, ¢)-Shuffles aus dem Beweis von [AN2] 9.1.9. Des weiteren entspre-
chen diese Wege auch eineindeutig den Worten, die man durch das Hintereinan-
derschreiben von p Einsen und ¢ Nullen bilden kann und die wir etwa in [GR]
1.5.23 betrachtet hatten.

Lemma 5.8.3. Die in 5.8.1 angegebenen Homomorphismen bilden eine Eilen-
berg-Zilber-Transformation S ®z S — S(x ) in Ket(AbToP* ToP),

Beweis. Unsere Homomorphismen sind offensichtlich funktoriell und tun in der
nullten Homologie das Richtige. Nach dem Satz iiber azyklische Modelle 5.6.23
und dem Beweis des Satzes von Eilenberg-Zilber miissen also nur priifen, daf} sie
fiir alle X, Y eine Kettenabbildung bilden. Das iiberlassen wir dem Leser. [
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=5

Graphische Darstellung einer unserer in beiden Komponenten monotonen
Injektionen w im Fall p = 5, ¢ = 3.
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Definition 5.8.4. Die Abbildungen
)\?q =XN:A, = A, und pg” =pg Dg = ADpiy,

die hinten ¢ Nullen anhingen beziehungsweise vorne p Nullen davorschieben,
heilen die p-Vorderseite beziehungsweise die ¢-Hinterseite unseres Standard-
simplex. Hier steht \ fiir ,,links* und p fiir ,,rechts®.

Lemma 5.8.5. Gegeben topologische Ridume X, Y schreiben wir einen beliebigen
n-Simplex A,, — X x Y inder Form (o, 7) mito : A, — X, 7: A, = Y. In
dieser Notation bilden die Abbildungen

A, S, (X xY) — (SX ®zSY),
(o,7) > Zp+q:n oA, @ TPy

eine Kettenabbildung A : S(X x Y) — SX ®z SY, die Alexander-Whitney-
Abbildung, und diese Abbildungen bilden in ihrer Gesamtheit eine Alexander-
Whitney-Transformation.

Beweis. Die im Lemma definierte Abbildung ist offensichtlich funktoriell und tut
das Richtige in der nullten Homologie. Nach dem Satz iiber azyklische Model-
le 5.6.23 und dem Beweis des Satzes von Eilenberg-Zilber miissen wir also nur
priifen, daB sie fiir alle X, Y eine Kettenabbildung ist. Dazu rechnen wir mit der
Vereinbarung, die a priori undefinierten Ausdriicke o \okq und 7ppko als Null zu
verstehen, zunichst

0A(o,m) = ) (Z(—l)iﬂ\pl@ D TP+ (1P Y (~1)oN, @ qu’fj>

p+q=n \1=0 Jj=0

Ebenso finden wir auch

n

Ad(o, 1) = Z(—l)” Z ok, Ae @ Tk, pp

v=0 a+b=n—1

Fiir die entsprechenden Abbildungen mit Werten in A, fiir n = a + b+ 1 gilt nun

k,\ = )\a+1ky falls 0 S v S a+ 17
vAa A fallsa +1 <v < n;

k — Po falls 0 < v < q;
S Po1ky—q fallsa <v <n.

Damit konnen wir AJ(c, 7) umschreiben zu

a b
Z ((_1)1/ Z TXag1ky @ Tpy + (—1)a+1+ﬂ Z A ® pr+1ku+1>

a+b+1=n v=0 ©n=0
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und wenn wir in der ersten Summe p = a + 1, ¢ = b, © = v substituieren und in
der Zweiten p = a,q = b+ 1, 7 = p + 1 ergibt sich

Ad(o,7) = ) (Z(—nmp/ﬁ ® Tpg + (-1)?2(—1)wp®rquj>

p+qg=n 1=0 7=1

wobei wir die erste Summe im Fall p = 0 und die zweite im Fall ¢ = 0 als Null
zu verstehen haben. Es folgt 0A (o, 7) = Ad(o, 7). N

Ubungen

Ubung 5.8.6. Bezeichne A" C R""! die vom Standardsimplex erzeugte affine
Hyperebene aller Punkte mit Koordinatensumme Eins. Wir versehen sie mit der
durch das angeordnete minimale affine Erzeugendensystem e, . . . , ¢, gegebenen
algebraischen Orientierung [LA1] 6.5.21. Man zeige, dal} fiirw : A, = A, X A,
wie in 5.8.1 das Vorzeichen (—1)"«) die Vertriglichkeit des induzierten Isomor-
phismus w : A" = AP x A% von affinen Rdumen mit der eben gegebenen Orien-
tierung auf A™ und dem Produkt nach [LA1] 6.5.17 der eben gegebenen Orientie-
rungen auf AP und A? beschreibt.

Ubung 5.8.7 (Kompatibilitit der Standarderzeuger mit dem Kreuzprodukt).
Fiir die Standarderzeuger 7,, € H,,(R", R™\0) aus 2.3.10 zeige man 7,, = 7" fiir
7 = 1, wie dort. Hinweis: Man berechne das relative Kreuzprodukt 7 x n,, aus
5.7.12 mithilfe der Alexander-Whitney-Transformation 5.8.1. Es ist eine Summe
mit Vorzeichen versehener affiner Simplizes und jeder Summand gehort zu dersel-
ben topologischen Orientierung der Mannigfaltigkeit R" . Hier mag 4.1.7 helfen.
Diese wenig erfreuliche Ubung dient dem Priifen der Riickwirtskompatibilititen.
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6 Kohomologie

6.1 Singulire Kohomologie

6.1.1 (Obere und untere Indizes). Komplexe abelscher Gruppen haben wir bis-
lang stets (A, 0,) notiert mit d, : A, — A,_;. Im folgenden ist es aber oft auch
praktisch, sie (A%, d?) zu notieren mit A? := A_, und d? := 9_, : A? — AL,
Es ist allgemeine Konvention, dafl bei oberer Stellung des Index das Differential
in Richtung wachsender Indizes geht und bei unterer Stellung des Index in Rich-
tung fallender Indizes. Im Kontext von Differentialen in Richtung wachsender
Indizes bezeichnet man die Rénder, Zykel und Homologiegruppen meist als Ko-
rinder BC, Kozykel Z?C' und Kohomologiegruppen H¢C, aber das werden
wir im allgemeinen nicht so genau nehmen. Im Kontext der Kohomologiegrup-
pen topologischer Rdume, die wir gleich einfiihren werden, trigt die Stellung des
Index jedoch dariiber hinaus jedoch noch die zusitzliche Information, daf3 eben
Kohomologie und nicht Homologie gemeint ist, und da miissen wir diese Unter-
scheidung sehr genau nehmen.

6.1.2. Wir erinnern daran, wie wir in 1.4.12 fiir je zwei Komplexe C, D € Ket
den Hom-Komplex C'=> D eingefiihrt hatten. Gegeben ein topologischer Raum X
und eine abelsche Gruppe M erklidren wir die Kohomologiegruppen von X mit
Koeffizienten in 1/ als die Gruppen

HY(X; M) = HE,,(X; M) := HY(SX=M][0])

sing
Sie sind Funktoren Top°”® x Ab — Ab. Jede stetige Abbildung f : X — Y
induziert insbesondere Homomorphismen f* : HY(Y; M) — H(X; M). Sie hei-
Ben die Riickziige der Kohomologie. Im Spezialfall M = Z kiirzen wir unsere
Kohomologiegruppen ab zu

HIX := HY(X;Z)

6.1.3 (Homotopieinvarianz der Kohomologie). Homotope Abbildungen f, g :
X — Y induzieren nach 1.4.9 kettenhomotope Kettenabbildungen alias dieselben
Morphismen SX — SY in Hot und damit auch dieselben Abbildungen f* = g* :
H?Y — HYX. Insbesondere induziert jede Homotopiedquivalenz Isomorphismen
auf der Kohomologie.

Beispiel 6.1.4 (Kohomologie eines Punktes). Fiir den einpunktigen Raum zeigt
unsere Diskussion 1.2.13 des Komplexes S(top) unmittelbar, dafl die Kettenabbil-
dung Z[0] — S(top), die 1 € Z auf den einzigen singuldren Nullsimplex abbildet,
eine Homotopieéquivalenz ist. Wenden wir darauf = M [0] an, entsteht wieder eine
Homotopiedquivalenz. Diese liefert dann einen ausgezeichneten Isomorphismus

H°(top; M) = M
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durch Nachschalten des ausgezeichneten Isomorphismus H°(Z[0]= M|[0]) = M,
der seinerseits gegeben wird durch das Auswerten auf 1 € Z. Das Urbild von
1 € Z heiBt der kanonische Erzeuger von H’(top). Wir notieren ihn 1 = 1,,, €
H°(top).

6.1.5. Das Auswerten (SX=M][0]) Y SX — M]0] aus 5.3.16 induziert auf der
Homologie nach 5.3.17 bilineare Abbildungen, die Kronecker-Paarungen

HY(X; M) x H,X — M

Wir notieren sie ( , ) und finden etwa (li,p,0) = 1 fir 6 € Ho(top) unseren
kanonischen Erzeuger der Homologie des einpunktigen Raums. Man priift leicht,
daf} unsere Kroneckerpaarungen Isomorphismen

H°(X; M) = Homg(Ho X, M)

induzieren. Das ,,universelle Koeffiziententheorem der Kohomologie* 6.7.2 wird
zeigen, daB sie auch Isomorphismen H*(X; M) = Homy(H, X, M) induzieren,
daB aber fur H/(X; M) mit ¢ > 2 die analogen Aussagen im allgemeinen nicht
mehr gelten und fiir M = @Q dann doch wieder.

6.1.6 (Kohomologie mit Korperkoeffizienten). Arbeiten wir mit Koeffizienten
in einem Koper k, so liefert 1.4.14 eindeutig bestimmte Homotopiedquivalenzen
H(S(X;k)) = S(X;k) und damit liefern die entsprechnd zur Homologie mit
Koeffizienten verallgemeinerten Kroneckerpaarungen Isomorphismen

HY(X; k) = H, (X k)"

Im Fall von Korperkoeffizienten ist also salopp gesprochen die Kohomologie
schlicht der Dualraum der Homologie.

6.1.7. Ich buchstabiere die im obigen Formalismus zusammengefaften Defini-
tionen im folgenden auch noch explizit aus. Wir vereinbaren dazu die Notati-
on S*(X; M) := (SX=M]0]) und haben also per definitionem H?(X; M) =
HIS*(X; M). Der Komplex S*(X; M) besteht per definitionem aus den Gruppen

S X; M) := Homy(S,X, M) < Ens(Top(A,, X), M)

Deren Elemente heiflen singulire Koketten von X mit Koeffizienten in M. Der
Randoperator wird per definitionem gegeben durch 9(f) = —(—1)/If o 0. Ei-
ne Kokette ¢ € S/(X; M) nennen wir eine Kokette vom Grad ¢ und schreiben
lc| = q. Den Wert einer Kokette ¢ € S(X; M) auf einer Kette z € S, X no-
tieren wir (c,z) € M. Sprechen wir ohne nihere Spezifikation von singulidren
Koketten, so meinen wir Koeffizienten in Z. Den Randoperator des Komplexes
Hom(SX, M) = (SX= M]|0]) nennen wir den Korandoperator.
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6.1.8 (Vertriglichkeit der Kohomologie mit Koprodukten). Ist X = | | X, ei-
ne Zerlegung von X in paarweise disjunkte Teilmengen, die nicht durch Wege ver-
bunden werden kénnen, und bezeichnet 7,, : X,, — X die jeweilige Einbettung,
so liefern nach 1.3.7 die Si,, : SX,, — SX einen Isomorphismus € SX,, = SX
und dual liefern auch die S*i,, : S*X — S*X,, einen Isomorphismus S*X —
1, S*X,, fur das gradweise Produkt von Komplexen und schlieBlich die Riick-
ziige der Kohomologie Isomorphismen

H(X) = [[HY(X.)

In der in [LA2] 7.7.20 eingefiihrten Terminologie sind insbesondere die Funktoren
H? : Top — Ab°PP vertrdaglich mit beliebigen Koprodukten. Dasselbe gilt fiir Ko-
homologie mit Koeffizienten mit demselben Beweis. Fiir die nullte Kohomologie
erhalten wir so eine Bijektion

H°(X; M) > {f: X — M | f ist konstant auf allen Wegen in X }

6.1.9 (Anschauung fiir die erste Kohomologie). Die erste Kohomologiegrup-
pe mit Koeffizienten in einer abelschen Gruppe M kann man sich im Fall eines
,lokal zusammenziehbaren* Raums als die Menge aller Isomorphieklassen von
,»V[-Hauptfaserbiindeln* veranschaulichen, wobei M mit der diskreten Topologie
zu verstehen ist, so daB unsere Hauptfaserbiindel topologisch betrachtet Uberlage-
rungen sind. Der Wert einer Isomorphieklasse von Hauptfaserbiindeln auf einem
durch einen geschlossenen Weg dargestellten Zykel wird dann berechnet, indem
man ,,den Weg liftet und ihm das Gruppenelement zuordnet, das den Anfangs-
punkt auf den Endpunkt schiebt*.

Vorschau 6.1.10. Fiir allgemeine topologische Rdume werden wir die Menge aller
Isomorphieklassen von M -Hauptfaserbiindeln in [TG] 1.2.6 und [TG] 5.2.1 mit
der ,.ersten Garbenkohomologie unseres Raums mit Koeffizienten in M * identifi-
zieren.

6.1.11 (Tensorprodukt und Dualisieren). Gegeben ein Komplex A € Ket er-
kldren wir den dualen Komplex als A* := (A=-7Z]0]). Gegeben Komplexe A, B €
Ket erklidren wir einen natiirlichen Homomorphismus

t=tap: A"®B" = (A® B)"

Wir kénnen ihn explizit angeben durch (f ® g)(a ® b) := (=1)l9lel f(a)g(b) fiir
homogene Elemente. Man priift dann leicht, da3 diese natiirlichen Homomorphis-
men auch eine Transformation der entsprechenden Funktoren in der Homotopie-
kategorie Hot bilden. Konzeptioneller wird das in [TSK] 1.6.25 erklért.
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Definition 6.1.12. Gegeben topologische Riume X, Y betrachten wir in Hot die
Verkniipfung S* X ®z S*Y — (SX ®z SY)* — S*(X x Y') unserer natiirlichen
Morphismen aus 6.1.11 mit der dualisierten Alexander-Whitney-Aquivalenz aus
5.6.9. Die davon nach 5.7.1 auf der Kohomologie induzierten Abbildungen notie-

ren wir
HPX x HYY — Hp+q(X xY)

(c,d) — cxd

und nennen sie das Kreuzprodukt der Kohomologie. Analoge Definitionen ver-
einbaren wir fiir Kohomologie mit Koeffizienten in einem Kring.

Proposition 6.1.13 (Formelsammlung fiir das Kreuzprodukt). Das Kreuzpro-
dukt der Kohomologie hat die folgenden Eigenschaften:

Natiirlichkeit: Gegeben stetige Abbildungen f : X — K und g :' Y — L haben
wir fiir beliebige a € HPK und b € H'L in HP*9(X x Y') die Gleichheit

(f*a) x (g"b) = (f x g)*(a x b)

Eins: Gegeben X ein topologischer Raum und a € H? X eine Kohomologieklasse
und 1 € Hy(top) der kanonische Erzeuger der Kohomologie eines Punktes
und pry : X X top — X die Projektion gilt

(pry)*a = (ax1)

Assoziativitat: Gegeben XY, Z topologische Rdaume und a,b, c jeweils Koho-
mologieklassen und ass : (X xY) x Z = X x (Y x Z) die offensichtliche
Bijektion gilt

ass*(a x (bxc)) =(axb)xc

Graduierte Kommutativitiat: Gegebent : X XY = Y x X die Vertauschungs-
abbildung fiir topologische Riume X, Y und Kohomologieklassen a € H? X
und b € HYY gilt in HP™9(Y x X) die Identitiit

(@ x b) = (—1)"bx a

Beweis. Die Natiirlichkeit folgt aus der Natiirlichkeit der Alexander-Whitney-
Aquivalenz 5.6.9. Die graduierte Kommutativitit folgt sofort, wenn wir ihren Be-
weis im Fall des Kreuzprodukts der Homologie noch erginzen um die Gleichheit
viot=tov: A*® B* — (B ® A)*, die man sowohl schlicht nachrechnen als
auch aus der allgemeinen Theorie der Schmelzkategorien in [TSK] 1.1.1 folgende
konzeptuell erhalten kann. Die Eins-Eigenschaft folgt dhnlich, indem wir ihren
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Beweis im Fall des Kreuzprodukts der Homologie ergénzen um die Erkenntnis,
dab fiir jeden Komplex A die Verkniipfung

A" 5 ARl A" > (A" —» A"

der Morphismen (®1)*oto (id x can) o (®1) die Identitit ist, fiir can : T = I* der
offensichtliche Morphismus. Das kann man sowohl schlicht nachrechnen als auch
aus der allgemeinen Theorie der Schmelzkategorien in [TSK] 1.1.1 folgende kon-
zeptuell erhalten. Fiir die Assoziativitét schlieBlich erinnern wir aus dem Beweis
der Assoziativitit des Kreuzprodukts der Homologie unsere homotopiekommu-
tativen Diagramme von Homotopiedquivalenzen und erhalten durch Dualisieren
und Invertieren aller horizontalen Pfeile die Mitte eines homotopiekommutativen
Diagramms der Gestalt

(S X ®SY)®SZ

SX@SY) @S Z—S(X xY) ®S'Z

|

(SX ®SY) ®S2)* — = (S(X x V) ®SZ)* —=S((X x Y) x Z))*

|

(SX ® (SY ®SZ))* —= (SX @ S(Y x 2))* —=S(X x (Y x Z)))*

|

SX® Y ®SZ) —=S' X @S*(Y x Z)

$*X ® (S*Y ® S*2)

Die Morphismen in den AuBenbereichen sind alle irgendwelche ¢ vom Tensor-
produkt der Dualen zum Dualen des Tensorprodukts. Die Assoziativitét folgt nun,
sobald wir zeigen, dal} die linke Vertikale zu einem kommutativen Diagramm er-
ginzt werden kann durch den offensichtlichen Morphismus von ganz unten nach
ganz oben. Das kann man sowohl schlicht nachrechnen als auch aus der allgemei-
nen Theorie der Schmelzkategorien in [TSK] 1.1.1 folgende konzeptuell erhalten.
Wenden wir dann ‘H an, so ergibt sich die behauptete Assoziativitit ohne weitere
Schwierigkeiten. O

Vorschau 6.1.14. Eine geschlossene Darstellung dieser Argumentation und auch
der anschlieBenden Diskussion des Kohomologierings im Rahmen der Schmelz-
kategorien gebe ich in [TSK] 4.2.2 folgende.
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6.1.15 (Kohomologiering). Gegeben ein topologischer Raum X definieren wir
das cup-Produkt auf seiner Kohomologie durch

aUb:=A"(a xb)
Das cup-Produkt ist also fiir alle p, q eine biadditive Abbildung
HPX x H1X — HPTIX

Unsere Formeln fiir das Kreuzprodukt 6.1.13 zeigen unmittelbar, daB H* X mit
dem cup-Produkt ein Ring wird mit Einselement 1x := fin*(1s,p) € H°X fiir
fin : X — top die konstante Abbildung und 1,,, € H’(top) der kanonische
Erzeuger. Dieser Ring
H'X = HHX
920
heiflt der Kohomologiering von X. Die graduierte Kommutativitiit des Kreuzpro-
dukts zeigt
aUb=(—1)"WPphuaq

Man sagt deshalb auch, der Kohomologiering sei graduiert kommutativ. Schliel3-
lich folgt aus unseren Formeln 6.1.13 fiir das Kreuzprodukt, daf} der Riickzug der
Kohomologie unter stetigen Abbildungen f : X — Y durch Ringhomomorphis-
men f*: H'Y — H* X geschieht.

Beispiel 6.1.16. Sind 7,, : X,, — X die Einbettungen der Wegzusammenhangs-
komponenten von X, so liefern die Riickziige nach 6.1.8 sogar einen Isomorphis-
mus von graduierten Ringen

H* X = H H* X,

Man beachte hier, daB hier rechts das Produkt von graduierten Ringen verstanden
werden muB}, das nur aus denjenigen Tupeln des Produktrings besteht, bei denen es
eine gemeinsame Schranke fiir die Grade der von Null verschiedenen homogenen
Anteile der Eintriage unseres Tupels gibt. Das Urbild des Tupels mit einer Eins an
der Stelle w und Nullen sonst notiere ich 1,, € H° X . Diese Kohomologieklassen
kénnen wir auch charakterisieren durch (1,,d,) = d,,, fiir 6, € HyoX das Bild
des zur Wegzusammenhangskomponente X, gehorigen kanonischen Erzeugers in
der Homologie.

Satz 6.1.17 (Kiinnethformel der Kohomologie). Sind alle Homologiegruppen
eines Raums X endlich erzeugt und frei oder, noch allgemeiner, endlich erzeugt
und projektiv tiber dem gewdhlten Koeffizientenring, so induziert fiir jeden weite-
ren Raum 'Y das Kreuzprodukt der Kohomologie einen Isomorphismus

H*X @ HY = H* (X x Y)
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6.1.18. Ganz ohne Endlichkeitsbedingung kann man hier nicht auskommen, denn
schon wenn X und Y unendliche diskrete Mengen sind, ist das Analogon der
Kiinneth-Formel 5.7.7 fiir die Kohomologie selbst mit Koeffizienten in einem
Korper offensichtlich falsch. Ohne Endlichkeitsbedingungen erhélt man aber im
Beweis immer noch (HX ® SY')* = (SY=H"X) und so ausgezeichnete Isomor-
phismen
P HUY;HY (X k) S HY(X x Yik)
p+g=n

Beweis. Nach 1.4.14 im Fall von Korperkoeffizienten oder 6.2.11 im allgemei-
nen gibt es genau einen Isomorphismus SX — HX in der Homotopiekategorie
der Kettenkomplexe, der den offensichtlichen Isomorphismus auf der Homolo-
gie induziert. Nehmen wir dann zusitzlich fiir den vorletzten Isomorphismus alle
Homologiegruppen von X als endlich erzeugt an, so erhalten wir Homotopieédqui-
valenzen

SXxY) = (SX®SY) =% (HX®SY)" & (HX) " ®SY & (H'X ®S*Y)

Man sieht unschwer ein, daf} der auf der Kohomologie in der Gegenrichtung in-
duzierte Isomorphismus gerade das Kreuzprodukt ist. 0

Ubungen

Ubung 6.1.19. Gegeben eine kurze exakte Sequenz L — M —» N von abelschen
Gruppen und ein topologischer Raum X zeige man, wie analog zu 5.1.7 in natiirli-
cher Weise Randoperatoren definiert werden konnen derart, daf3 eine lange exakte
Sequenz

.= HYX;L) = HY(X; M) — HY(X;N) = H"(X;L) — ...
entsteht. Diese Randoperatoren heiflen wie Bockstein-Homomorphismen wie im

Fall der Homologie.

Ubung 6.1.20 (Kreuzprodukte und Kroneckerpaarung). Gegeben topologische
Rédume X, Y und Kohomologieklassen ¢ € H” X, d € H?Y sowie Homologieklas-
sen A € H, X, n € H,Y zeige man die Vertriiglichkeit

<C X d7 A X :u> = (_1)pq<c’ /\><d7 :u>

der Kreuzprodukte mit der Kroneckerpaarung.

Ubung 6.1.21 (Cup-Produkt fiir Koketten). Sei X ein topologischer Raum. Mit-
hilfe der Alexander-Whitney-Abbildung 5.8.5 zeige man, dafl das cup-Produkt in-
duziert wird von der Abbildung U : S* X x S*X — S* X, die Koketten a € SP X,
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b € S?X auf diejenige Kokette a U b abbildet, die in den Notationen 5.8.4 auf
einem Simplex o : A, — X den Wert

(aUb,0) = (=1)"{a,ap) (b, 0 py)

annimmt. Mehr dazu wird in [TSK] 4.3.3 diskutiert.

6.2 Kriterium fiir Homotopieiquivalenzen

6.2.1. Viele der fiir die Homologie bewiesenen Resultate iibertrigt man miihe-
los von der Homologie auf die Kohomologie mit Hilfe der in diesem Abschnitt
entwickelten Methoden der homologischen Algebra.

Definition 6.2.2. Wir nennen einen Komplex beschriinkt in Richtung der Diffe-
rentiale, wenn wir in Richtung der Differentiale gehend ab einer Stelle nur noch
C, = 0 treffen.

Definition 6.2.3. Wir nennen eine Kettenabbildung einen Quasiisomorphismus,
wenn sie Isomorphismen auf allen Homologiegruppen induziert. Wir notieren
Quasiisomorphismen —.

Satz 6.2.4 (Kriterium fiir Homotopieiquivalenzen). Seien R ein Ring und P, ()
in Richtung der Differentiale beschrinkte Komplexe von projektiven R-Moduln.
So ist jeder Quasiisomorphismus f : () = P bereits eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. Das folgt durch zweifaches Anwenden der anschlieBenden technischen
Proposition 6.2.5. O

Proposition 6.2.5 (Spalten von Quasiisomorphismen). Jeder Quasiisomorpis-
mus [ : C' = P von einem Komplex von Moduln iiber einem Ring zu einem in
Richtung der Differentiale beschrinkten Komplex projektiver Moduln besitzt ein
Rechtsinverses in der Homotopiekategorie, es gibt also h : P — C' mit fh ~ idp.

Beweis. Wir konstruieren fiir eine beliebige Kettenabbildung f : C' — P einen
Komplex K = K(f) = Keg(f), den Abbildungskegel von f, wie folgt: Wir
setzen K, = C,,_, & P,, fassen die Elemente dieser Summe als Spaltenvektoren
auf und definieren den Randoperator 0% . K,, — K,,_; durch die Matrix

-9 0
*=(7 &)

Man priift miihelos 9% 0 9% = 0. Bezeichnet [1]C wie in 5.7.11 den verschobenen
Komplex mit ([1]C'),, = C,,_; und Randoperator 91¢ = —9°, so ergibt sich mit
den offensichtlichen Abbildungen eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

P —=K(f) - [1]C
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Man iiberzeugt sich, dal der Randoperator der zugehorigen langen exakten Ho-
mologiesequenz gerade H,, f : H,,C — H,, P ist. Ist speziell H,, f ein Isomorphis-
mus fiir alle 7, so ist der Abbildungskegel K( f) exakt nach der langen exakten Ho-
mologiesequenz. Ist zusitzlich P ein in Richtung der Differentiale beschriankter
Komplex von projektiven R-Moduln, so ist nach dem Hauptlemma der homologi-
schen Algebra 5.6.14 die Kettenabbildung P <— K( f) nullhomotop. Setzen wir so
eine Homotopie an als Spaltenmatrix (h, ), so ergibt sich die Matrixgleichung

(7)) (5) 7= ()

Nach Ausmultiplizieren bedeutet die erste Zeile, dal h : P — (' eine Kettenab-
bildung ist, und die Zweite, dal fh homotop ist zur Identitit auf P. O]

6.2.6. Die Beziehung zwischen dem hier eingefiihrten algebraischen Abbildungs-
kegel und dem topologischen Abbildungskegel aus 3.4.1 wird in 3.4.6 besprochen.
Kurz gesagt konstruieren wir dort fiir jede stetige Abbildung f : Z — X eine Ho-
motopiedquivalenz

S(K(f)) =+ Keg(Sf)

Lemma 6.2.7 (Kohomologie bei freien Homologiegruppen). Sind alle Homo-
logiegruppen eines topologischen Raums X mit Koeffizienten in einem Ring R
freie Linksmoduln, so induziert die Kroneckerpaarung mit Koeffizienten fiir jeden
R-Modul M Isomorphismen

HY(X; M) < Modg(Hy(X; R), M)

Vorschau 6.2.8. Weitere Aussagen in derselben Richtung liefert das ,,universelle
Koeffiziententheorem der Kohomologie* 6.7.2.

Beweis. Nach 6.2.11 ist unter unseren Voraussetzungen der Komplex S(X; R)
als Komplex von Linksmoduln homotop zu seiner Homologie H(X; R). Also
ist auch der Komplex S*(X; M) = Hompg(S(X; R), M) homotop zum Komplex
Hompg(H(X; R), M). O]

6.2.9 (Kohomologie von Sphiren). Wenden wir Lemma 6.2.7 an mit £ = Z, so
erhalten wir Formeln fiir die Kohomologie von Sphiren, jeweils mit beliebigen
Koeffizienten.

Ergiinzung 6.2.10. Jeder stetigen Abbildung f : S?*~1 — S™ fir n > 1 ord-
net man eine ganze Zahl, ihre Hopf-Invariante, zu wie folgt: Bezeichnet X den
Raum, der aus S™ entsteht durch Ankleben einer 2n-Zelle vermittels der Abbil-
dung f, so erhidlt man aus der analog zu 3.4.3 gebildeten ,,Anklebesequenz der
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Kohomologie* zwei Isomorphismen
.— H'X S H'S"—

s g lg-l N g2y

Nun nimmt man den kanonischen Erzeuger von H".S™, holt ihn zuriick nach H" X,
quadriert thn im Kohomologiering des verklebten Raums X, betrachtet das Urbild
unter dem Korand in H*"~!$%"~! und erhilt ein Vielfaches des kanonischen Er-
zeugers. Der Faktor, mit dem hier multipliziert werden muf3, heil3t dann die Hopf-
Invariante von f. Ihre Konstruktion ist eine erste Illustration fiir die Niitzlichkeit
des cup-Produkts und damit der Kohomologie iiberhaupt. Man kann zeigen, daf3
sie nur von der Homotopieklasse von f abhiingt, siche zum Beispiel [Vic94].

Ubungen

Ubung 6.2.11. Gegeben ein Komplex C' von Moduln mit projektiver Homologie
wissen wir aus 1.4.14, daB es in der Homotopiekategorie genau einen Homomor-
phismus HC' — (' gibt, der auf der Homologie den offensichtlichen Isomorphis-
mus H(HC) = HC induziert. Man zeige, daB wenn auch unser Komplex selber
aus projektiven Moduln besteht und beschrinkt ist in Richtung der Differentiale,
daf} dann dieser Homomorphismus eine Homotopieidquivalenz ist.

Ubung 6.2.12 (Homkomplex, Tensorkomplex und Abbildungskegel). Gegeben
eine Kettenabbildung A — B und ein Komplex C konstruiere man einen Isomor-
phismus von Kettenkomplexen, der als mittlerer vertikaler Pfeil das Diagramm

([1]A)=C Keg(A — B)=C (B=0C)
[—1)(A=C) — [-1] Keg ((B=C) = (A=C)) — (B=C)

mit der offensichtlichen linken Vertikale nach 5.7.19 oder gleichbedeutend nach
[TSK] 3.4.20 zum Kommutieren bringt. Ebenso konstruiere man einen Isomor-
phismus von Kettenkomplexen, der als mittlerer vertikaler Pfeil das Diagramm

=B O= (Keg(A — B)) C=([1]4)

i |

O=B — > Keg((C=A) — (C=B)) —— [1](C= A)

mit der offensichtlichen rechten Vertikale nach 5.7.19 oder gleichbedeutend nach
[TSK] 3.4.20 zum Kommutieren bringt. SchlieBlich konstruiere man einen Iso-
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morphismus von Kettenkomplexen, der als mittlerer vertikaler Pfeil das Diagramm

C®B C ® (Keg(A — B)) C® ([1]4)

3 J

C®B——>Keg((C®A) = (C® B)) —[1](C ® A)

mit der offensichtlichen rechten Vertikale zum Kommutieren bringt.

6.3 Relative Kohomologie

6.3.1. Gegeben X D A ein topologischer Raum mit einer Teilmenge erinnere ich
an den Komplex S(X, A) der relativen Ketten aus 2.1.3. Wir definieren die relati-
ve Kohomologie mit Koeffizienten in M unseres Paares (X, A) als die Kohomo-
logie des Komplexes S*(X, A; M) := (S(X, A)=M|0]) der relativen Koketten
und erhalten so Funktoren

H? : (Top~)°® x Ab — Ab

Lemma 6.2.7 zur Kohomologie bei freien Homologiegruppen gilt mit demsel-
ben Beweis analog auch fiir die relative Kohomologie, vergleiche Ubung 6.3.5.
Gegeben ein Raumpaar (X, A) liefern die spaltenden kurzen exakten Sequenzen
S¢A — S, X — S,(X, A) mittels Dualisierung spaltende kurze exakte Sequenzen
STA « S?X <+ SY(X, A). Die kurze exakte Sequenz der Komplexe der singu-
laren Koketten liefert wiederum die lange exakte Kohomologiesequenz

0— HYX,A) - H°X - H°A - H (X, A) — ...

mit einem im Raumpaar (X, A) natiirlichen Randoperator. Dasselbe gilt auch mit
beliebigen Koeffizienten. Wir iibertragen beispielhaft noch einige weitere Aussa-
gen auf die Kohomologie.

Satz 6.3.2 (Ausschneidung fiir die Kohomologie). Ist (X, A) ein Raumpaar und
V' C A eine Teilmenge mit V C A°, so liefert die Einbettung von Raumpaaren i :
(X\V, A\V) < (X, A) Isomorphismen auf den relativen Kohomologiegruppen

HI(X, A) 5 HY(X\V, A\V)

Beweis. Nach dem Ausschneidungssatz 2.4.10 induziert die von der Einbettung
herkommende Kettenabbildung Si : S(X\V, A\V) — S(X, A) Isomorphismen
auf der Homologie und ist mithin nach 6.2.4 eine Homotopiedquivalenz. Dann ist
auch die transponierte Abbildung S*i : S*(X, A) — S*(X\V, A\V) eine Homo-
topiedquivalenz und induziert Isomorphismen auf der Kohomologie. [
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6.3.3. Geht man in der Herleitung der Mayer-Vietoris-Sequenz und der relativen
Mayer-Vietoris-Sequenz in 2.4.11 und 2.4.14 aus kurzen exakten Sequenzen von
Komplexen freier abelscher Gruppen zuerst zu den dualen Komplexen iiber und
bildet erst dann die lange exakte Homologiesequenz, so erhilt man lange exakte
Sequenzen von Kohomologiegruppen, genannt die Mayer-Vietoris-Sequenz und
die relative Mayer-Vietoris-Sequenz der Kohomologie. Letzteren Fall fiihren
wir beim Beweis der Poincaré-Dualitiit in 7.4.7 noch genauer aus.

6.3.4 (Simpliziale Kohomologie). Gegeben ein Simplizialkomplex X erinnern
wir aus dem Beweis der Gleichheit von simplizialer und singuldrer Homologie
3.1.7 das kommutative Diagramm

SK «+ S°A(K) <= SA(K)

N T a
S=A(K)

aus den Komplexen der Simplizialketten, der simplizialsinguldren Ketten, der sin-
guldren Ketten und der ordnungsvertraglichen simplizialsinguldren Ketten in Be-
zug auf eine Anordnung auf den Ecken unseres Simplizialkomplexes. Nach 3.1.7
induzieren hier alle Pfeile Isomorphismen auf der Homologie. Da alle unsere
Komplexe aus freien abelschen Gruppen bestehen, sind nach 6.2.4 sogar alle Pfei-
le Homotopiedquivalenzen. Folglich erhalten wir durch Anwenden von Hom( , Z)
wieder ein kommutatives Diagramm von Homotopiedquivalenzen, das wir

ST — SIAK) <+ S*A(K)

N
SesAK)

notieren und das Isomorphismen zwischen den Kohomologiegruppen dieser Kom-
plexe liefert. Die Elemente von S{.A(K) kann man auffassen als unendliche for-
male Linearkombinationen ordnungsvertrdglicher simplizialsinguldrer ¢-Simpli-
zes, formal haben wir eine kanonische Bijektion S A(K) = Ens(K,,Z). Der
Korandoperator ordnet einem ¢-Simplex die formale Summe mit geeigneten Vor-
zeichen aller (¢ + 1)-Simplizes zu, die unseren ¢-Simplex enthalten. Ahnlich kann
man die Gruppe der Simplizialkoketten S? identifizieren mit der Gruppe aller
Abbildungen f : quS — Z von der Menge aller angeordneten ¢-Simplizes nach Z
mit der Eigenschaft f(oon) = (sgnn) f(o) fur alle Permutationen 7 € S, 1. Zur
Ubung empfehle ich, diese simpliziale Kohomologie fiir eine Triangulierung der
reellen Zahlengerade explizit zu berechnen.

Ubungen

Ubung 6.3.5 (Relative Kohomologie bei freien Homologiegruppen). Man zei-
ge, dal Lemma 6.2.7 unveridndert auch fiir die relative Kohomologie gilt: Sind alle
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relativen Homologiegruppen eines Raumpaars (X, A) mit Koeffizienten in einem
Ring R freie Linksmoduln, so induziert die Kroneckerpaarung mit Koeffizienten
fiir jeden R-Modul M Isomorphismen

HY(X, A; M) = Hompg (Hq(X,A; R), M)

Ubung 6.3.6 (Lokale Kohomologie endlichdimensionaler R-Vektorriume). Fiir
alle z € R™ zeige man HY(R", R™"\z; M) = M fiir ¢ = n und Null sonst. Weiter
zeige man fiir jede konvexe beschrinkte Teilmenge C' C R" mit x € C, dal} die
Einbettung einen Isomorphismus HY(R" R"\x; M) = HY(R™, R™"\C; M) indu-
ziert.

Ubung 6.3.7 (Relative Kroneckerpaarung und Funktorialitiit). Gegeben ein
Raumpaar (X, A) erklirt man die Kroneckerpaarung

(,):HV(X,A) xH,(X,A) = Z

als den Effekt der Auswertungsabbildung S*(X, A)®S(X, A) — Z[0] auf der Ho-
mologie. Man zeige fiir f : (X, A) — (Y, B) ein Morphismus von Raumpaaren
und b € HP(Y, B) sowie ¢ € H,(X, A) die Identitt

(f7b,¢) = (b, fuc)

6.4 Homologie als Kohomologiemodul

Vorschau 6.4.1. Die im vorhergehenden und im folgenden gegebene Darstellung
von cup und cap hat zum Ziel, ohne groBe Umwege die zur Formulierung und
zum Beweis der Poincaré-Dualitit benotigten Hilfsmittel bereitzustellen. Ich fin-
de sie wenig befriedigend und ziemlich verwirrend und will kurz den Zugang
skizzieren, der in [TSK] entwickelt wird und der mir transparenter scheint. Je-
des Objekt X einer Kategorie C ist nach [TSK] 2.2.10 in banaler Weise ein Ko-
abmonoid der zugehorigen banalen Trennkategorie AC mit der Koverkniipfung
(id,id) : X — X A X. Nach [TSK] 4.1.4 bilden die simplizialen Ketten einen
Trennschmelzfunktor
S : ATop — Hot

von der banalen Trennkategorie der topologischen Rdume in Schmelzkategorie
der Homotopiekomplexe abelscher Gruppen oder vielmehr zwischen den zugehori-
gen Trennschmelzkategorien. Aus dem banalen Koabmonoid eines topologischen
Raums X wird so ein Koabmonoid SX in Hot mit der Komultiplikation, die wir
als

nA, : SX — SX ®SX

168



kennengelernt haben. Unter dem Nachschalten des Dualisierens, einem Trenn-
funktor Hot' — Hot°PP, wird daraus der Trennfunktor der singuldren Koketten

S* : ATop — Hot°"P

und ein Koabmonoid S*X in Hot°"? alias Abmonoid S* X in Hot mit der entspre-
chend dualisierten Multiplikation

SX®SX —-S5°X

als Verkniipfung. Das cap-Produkt ist dann eine Struktur von SX als S* X-Modul,
die uns in solchen Situationen immer zur Verfiigung steht. Arbeiten wir zum Bei-
spiel mit der Trennschmelzkategorie Mod,, der k-Vektorrdume, so ist ein Koab-
monoid A eine kokommutative kounitire Koalgebra und wir erhalten eine natiirli-
che Struktur von A als A*-Modul fiir die durch Dualisieren entstehende Kringal-
gebra A*. Die eigentlich grundlegenden Strukturen sind in meinen Augen der
Trennfunktor S : ATop — Hot und die davon abgeleitete Komultiplikation
SX — SX ® SX und werden erst sichtbar, sobald die entsprechende Terminolo-
gie zur Verfiigung steht. Unsere verschiedenen Produkte erweisen sich in diesem
Licht als die Schatten, die diese Strukturen in Homologie und Kohomologie wer-
fen.

6.4.2. Gegeben ein topologischer Raum X betrachten wir in der Homotopiekate-
gorie der Komplexe die Sequenz

SX®SX - SX ®SX ®SX — Z[0] ® SX — SX

mit der Komposition nA, : SX — S(X x X) — SX ® SX des Vorschubs
unter der Diagonale A : X — X x X mit der Alexander-Whitney-Aquivalenz
n aus 5.6.9 tensoriert von links mit S*X fiir den ersten Pfeil und dem Auswerten
vorne als zweitem Pfeil. Diese Komposition wird meist N notiert und hei3t cap-
Produkt. Auf der Kohomologie erhalten wir so bilineare Abbildungen

N:HPX x HoX — H,_, X

Auch diese heil3en cap-Produkte. Salopp gesprochen bedeutet das ein ,,partielles
Auswerten einer Kohomologieklasse auf einer Homologieklasse®.

6.4.3 (Cap-Produkt mit Koeffizienten in einem Korper). Wenn wir mit Koef-
fizienten in einem Korper arbeiten, konnen wir bereits in der Homologie selbst
A,c = Y i x ¢ schreiben und erhalten die Identitit b N ¢ = > (b, ct)ch. Im
allgemeinen liefert jedoch das Kreuzprodukt keinen Isomorphismus auf die Ho-
mologie des Produktraums und wir miissen das cap-Produkt zunichst fiir Ketten
erkldren, bevor wir auf die Homologie absteigen konnen.
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Proposition 6.4.4. Gegeben cine stetige Abbildung [ : X — Y gilt fiir alle
b € H?Y und » € H,X die Projektionsformel

fo(f'oNnz)=bN(fe2)
6.4.5. Anders und etwas unscharf gesagt kommutiert also das Diagramm

H*X x HX <—H'Y x HX —H"Y x HY

| l

HX HY
Beweis. Wir betrachten das offensichtliche kommutative Diagramm
S*X ®SX SY ® SX SY ® SY

|

X RS(X x X)<—SVRS(X xX)—=SV@S(Y xY)

l

SX®SXRSX~—SYRSX®SX —SY ®SY ®SY

SX SY
und gehen zur Homologie iiber. [

Proposition 6.4.6. Gegeben ein topologischer Raum X gilt fiir alle a € HP X,
b e H'X und c € H,1,X die Adjunktionsformel

(aUb,c) = (a,bNc)

Beweis. Gegeben ein Morphismus von Komplexen ¢ : A — B und ein Morphis-
mus von Komplexen ¢ : C' — B* kommutiert das Diagramm

CRA —- B*A —- A*®A

1 1 I
C®B — B*®B — Z[]

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise erklédrten Pfeilen. Jetzt nehmen wir
als ¢ : A — B die Verkniipfung nA, : SX — SX ® SX des Vorschubs unter der
Diagonale mit einer Alexander-Whitney-Transformation und als ¢ : C' — B* die
Verkniipfung tv : S*X ® S*X — (SX ® SX)* und erhalten eine Gleichheit von
zwel Kettenabbildungen

S*X ® S X ® SX — Z[0]

Die davon induzierte Gleichheit von Abbildungen auf der Homologie ist unsere
Adjunktionsformel. [
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Satz 6.4.7 (Homologie als Kohomologiemodul). Das cap-Produkt macht die
Homologie jedes Raums zu einem Modul iiber seinem Kohomologiering. Ist al-
so X ein topologischer Raum, so gelten fiir alle a € H’ X, b € H'X,c € H, X die
Identitditen

(aub)Nec=an(bNe) und 1Nc=c.

Beweis. Wir beginnen mit der ersten Identitit. Dazu bemerken wir, daf3 die obere
Horizontale im kommutativen Diagramm aus dem vorhergehenden Beweis der
Adjunktionsformel 6.4.6 durch das Tensorieren mit A aus einer Sequenz C' —
B* — A* entsteht. Tensorieren wir unser ganzes Diagramm von rechts mit einem
Komplex A und bauen mithilfe irgendeines Morphismus A — A ® A noch eine
Zeile oben an, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm der Gestalt

CoAd = BoA = AQA

1 { {
CRARA = B*"RARA —» A 'QARA
U . !

CR®BRA - B*QBRA — A

Spezialisieren wir das nun wie bei Beweis der Adjunktionsformel 6.4.6 und setzen
auferdem A = A = A = SX und nehmen als Morphismus A — A ® A ein
weiteres Mal nA,, so erhalten wir eine Gleichheit von zwei Kettenabbildungen

SX @S X ®SX = SX

Die davon induzierte Gleichheit von Abbildungen auf der Homologie ist unse-
re erste Formel. Fiir die zweite Formel gehen wir aus von einem Spezialfall der
rechten Hilfte des ersten kommutativen Diagramms aus dem Beweis der Adjunk-

tionsformel
S*(top) ® SX — S*(top) ® S(top)

4 !
X ®SX — Z[0]

Tensorieren wir von rechts mit SX und halten noch den Vorschub unter der Dia-
gonale und Alexander-Whitney davor und lassen den einpunktigen Raum top aus
der Notation weg, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm

S ®SX — ST@S(XxX) — S®SX®SX — S$T®S®SX

3 ] \J )
S*X®SX — STXRS(XxX) - SSX®SX®SX — SX

Fiir den ,,oberen Weg* gilt dann 1 ® ¢ — ¢, da ja die diagonale Einbettung gefolgt
von der Projektion auf den zweiten Eintrag die Identitét ist. Dahingegen gilt fiir
den ,,unteren Weg* per definitionem 1®c — 1Mc. Das zeigt, was wir wollten. [
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Beispiel 6.4.8 (Cap-Produkt und Kronecker-Paarung). Ist X wegzusammen-
héngend und 6 € Hy X der kanonische Erzeuger, so liefert die Adjunktionsformel
angewandt auf ¢ = 1 und b € H” X und ¢ € H, X die Beziehung

bNnc=(bc)d

zwischen Kroneckerpaarung und cap-Produkt. Ist allgemeiner 7 : X,, — X die
Einbettung einer Wegzusammenhangskomponente und 9,, € HyX,, der kanoni-
sche Erzeuger und ¢ = i,c, mit ¢, € H,X,, beliebig, so finden wir mit der
Adjunktionsformel

b N iy = ("D, Cy)isdy

Vorschau 6.4.9 (Poincaré-Dualitit fiir kompakte Mannigfaltigkeiten). Fir je-
de kompakte orientierte Mannigfaltigkeit liefert das cap-Produkt mit ihrem Fun-
damentalzykel einen Isomorphismus zwischen ihrer Kohomologie und ihrer Ho-
mologie. Ist genauer M eine kompakte orientierte n-Mannigfaltigkeit so liefert
das cap-Produkt mit w fiir alle p einen Isomorphismus

N[M] : BPM = H,_, M

Dieser Satz und sein Beweis gelten mit Koeffizienten in einem beliebigen kom-
mutativen Ring. Gilt in unserem Ring 1 + 1 = 0, so bendtigt man noch nicht
einmal die Voraussetzung der Orientierbarkeit. Wir zeigen das alles in 7.4.3.

Vorschau 6.4.10 (Schnittpaarung durch Poincaré-Dualitéit). Sei M eine kom-
pakte orientierte n-Mannigfaltigkeit. Unter den durch Poincaré-Dualitit 6.4.9 im
Fall einer kompakten orientierten n-Mannigfaltigkeit gegebenen Isomorphismen

HPM = H,_,M

entspricht das cup-Produkt H""?M x H? M — H" M einer bilinearen Abbildung
auf der Homologie, die unter dem Nachschalten der Augmentation HyM — Z
unsere in 4.3.19 gesuchte Schnittpaarung

H,M x H,_,M — Z

liefert. Dal diese bilineare Abbildung die in 4.3.19 fiir die Schnittpaarung be-
hauptete anschauliche Eigenschaft hat, wird allerdings erst in [TSF] 6.4.31 klar
werden. Eine erste Anschauung im triangulierbaren Fall mag 7.5.7 geben.

Vorschau 6.4.11. Sei M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit. Nach der Ad-
junktionsformel (a Ub, [M]) = (a,bN[M]) entsprechen sich unter den Identifika-
tionen der Poincaré-Dualitit fiir einen beliebigen kommutativen Koeffizientenring
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k per definitionem die cup-Produkt-Paarung, die beiden Kronecker-Paarungen
und die Schnittpaarung

H"P(M;k) x  HP(M;k) —k, (a,b) +— {(aUb,[M])

HP(M; k) > Hop(M3k) =k (a,8) = (a,f)
H,(M:k) x  HP(M:k) —k, (a.b) —  =(ba)
p(M;k) X Hn p(M;E) =k, (,8) =  a®©p

Falls eine dieser Paarungen eine Bijektion des linken Raums auf den Dualraum
des rechten Raumes oder das Umgekehrte induziert, so folgt dasselbe fiir die bei-
den anderen Paarungen. Haben wir etwa Koeffizienten in einem Korper oder ist
H,_,-1(M;Z) eine freie abelsche Gruppe, so liefert nach 6.7.2 die Paarung in der
Mitte eine Bijektion des linken Raums auf den Dualraum des rechten Raumes und
dasselbe folgt fiir die anderen Paarungen. In 7.4.9 diskutieren wir Verallgemeine-
rungen auf den Fall nicht notwendig kompakter Mannigfaltigkeiten.

6.4.12 (Herkunft der Notationen cup und cap). Fiir das Schnittprodukt schiene
mir die Notation N naheliegend und das cup-Produkt ist dazu in gewisser Weise
dual. Ich vermute hier die Herkunft der Notation U fiir das cup-Produkt, kann das
aber nicht belegen.

6.4.13 (Heuristisches zur Poincaré-Dualitidt). Um einen anschaulichen Beweis
der Poincaré-Dualitit zu geben, verallgemeinert man zunichst unseren Satz 3.1.7
iiber den Zusammenhang von singulédrer und simplizialer Homologie von endli-
chen Simplizialkomplexen auf Rdume, die statt aus Simplizes in dhnlicher Art aus
komplizierteren kompakten konvexen Polyedern zusammengesetzt sind, wie zum
Beispiel die Oberflichen der platonischen Korper. So kann etwa die Homologie
der Sphire mithilfe einer Dodekaeder-Zerlegung berechnet werden durch einen
Komplex der Gestalt Z'2 — Z3° — Z% fiir die 12 Flichen, 30 Kanten und 20
Ecken. Gehen wir nun iiber zur ,,dualen* Zerlegung in kompakte konvexe Poly-
eder, im Beispiel zur Ikosaeder-Zerlegung der Sphére in 20 Flachen mit 30 Kanten
und 12 Ecken, so kann man den Komplex, der urspriinglich die Homologie berech-
net, in natiirlicher Weise identifizieren mit dem Komplex, der beziiglich dieser
dualen Zerlegung die Kohomologie berechnet. Da aber Homologie und Kohomo-
logie von der Zerlegung ginzlich unabhingig sind, ergibt sich H; M/ =2 H"~* M fiir
jede orientierte kompakte triangulierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es ist
nicht allzu schwer, diese Skizze zu einem richtigen Beweis auszubauen, siehe zum
Beispiel [SZ94]. Wir werden jedoch einen anderen Weg gehen, der Triangulier-
barkeitsvoraussetzungen vermeidet und auch abgesehen davon zu allgemeineren
Resultaten fiihrt. Genauer wollen wir unseren Satz durch eine Art Induktion iiber
alle offenen Teilmengen beweisen und werden dazu eine Version formulieren, die
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auch nichtkompakte Mannigfaltigkeiten einbezieht. Das benotigt einige algebrai-
sche Vorbereitungen.

Ubungen

Ubung 6.4.14 (Cap-Produkt fiir Ketten). Sei X ein topologischer Raum. Mit-
hilfe der Alexander-Whitney-Abbildung 5.8.5 zeige man, dal das cap-Produkt
induziert wird von der Abbildung N : S*X x SX — SX, die ein Paar (b, o) mit
be S’X und o : Ay, — X ein Simplex in den Notationen [TS] 5.8.4 abbildet
auf

bNo = (—=1)Pb,ops)o\,

Mehr dazu wird in [TSK] 4.3.3 diskutiert.

Ubung 6.4.15 (Cap-Produkte fiir Raumpaare). Fiir Raumpaare (X, A) indu-
ziert jede Alexander-Whitney-Transformation 5.6.9 eine Kettenabbildung

S(X x X, X xA) 5 SX ®S(X,A)

Man sieht leicht ein, daB3 sie Isomorphismen auf der Homologie induziert und des-
halb nach dem Kriterium fiir Homotopiedquivalenzen 6.2.4 eine Homotopiedqui-
valenz sein muf3. Man sieht auch leicht ein, daf} sie wohlbestimmt ist bis auf Ho-
motopie, denn Alexander-Whitney-Transformationen sind wohlbestimmt bis auf
Homotopie im Sinne von 5.6.5 und jede Homotopie zwischen zwei Alexander-
Whitney-Transformationen im Sinne von 5.6.5 geht offensichtlich auf die Quoti-
enten iiber. Die zur Konstruktion in 6.4.2 analoge Komposition

S’X ® S(X, A) S(X, A)

l !

SXRS(X X X, X X A) —=SX ®SX ®S(X, A)
liefert eine Verallgemeinerung
N:HP(X) x Hy(X,A) = H,—,(X, A)

des cap-Produkts, unter der auch die relative Homologie H(X, A) ein Modul iiber
dem Kohomologiering H* X wird. Man priift das mit denselben Argumenten wie
im bereits behandelten nichtrelativen Fall. Die Variante

S*(X, A) ® S(X, A) SX
lid QAL ev®id

id ®n

SX,A) ®S(X x X, A x X) 22Lg(X, A) ® S(X, A) ® SX
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liefert durch Ubergang zur Homologie eine weitere Verallgemeinerung des cap-
Produkts, diesmal zu einer Abbildung

N:H(X, A) x Hy(X, A) = H,_, X

Man priife auch in diesem Fall fiir X wegzusammenhéngend und p = ¢ die Be-
ziehung
bNnec=(bc)d

zwischen cap-Produkt und Kroneckerpaarung. Man zeige weiter fiir jeden Mor-
phismus von Raumpaaren (X, A) — (Y, B) mit den entsprechenden cap-Produk-
ten in den Vertikalen und den offensichtlichen durch Riickzug auf der Kohomolo-
gie und Vorschub auf der Homologie gegebenen Horizontalen die Kommutativitét
des Diagramms

H*(X, A) x H(X, A) <— H*(Y, B) x H(X, A) —= H*(Y, B) x H(Y, B)

| l

HX HY

Ergiinzende Ubung 6.4.16 (Tensorprodukt von dg-Moduln). Gegeben iiber ei-
nem Z-graduierten Ring R ein Z-graduierter Rechtsmodul M und ein Z-gradu-
ierter Linksmodul N ist der Kern der Surjektion M ®z N — M ®pr N stets ein
im Sinne von [KAG] 6.6.7 homogener Teilraum und M ®p N ist folglich in na-
tiirlicher Weise Z-graduiert. Ist R sogar ein dg-Ring und sind M und N beide
dg-Moduln, so induziert das offensichtliche Differential auf M ®; N ein Diffe-
rential auf M ®gr N.

Ergiinzende Ubung 6.4.17. Gegeben dg-Moduln M, N iiber einem dg-Ring R ist
die Menge der mit der Operation von R in hoffentlich offensichtlicher Weise ver-
triglichen Elemente des Hom-Komplexes (M=N) = Hom(M, N) aus 1.4.12
ein Unterkomplex (M=rN) = Hompg(M, N). Die Nullzykel dieses Komple-
xes sind genau die Homomorphismen von dg-Moduln, in Verallgemeinerung von
1.4.12 gilt also

dgModg (M, N) = Z°Hompg(M, N)

Die Nullrinder B Homg (M, N) dieses Komplexes nennen wir analog nullho-
motope Homomorphismen von differentiellen graduierten Moduln tiber 2 und
fiihren die Homotopiekategorie

R-dgHot = dgHot

ein dadurch, daf} ihre Objekte [?-dg-Moduln sein sollen, die Morphismen jedoch
gegeben sein sollen durch dgHot z(M, N) := H° Hompg (M, N).
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Ergiinzende Ubung 6.4.18. Gegeben dg-Rechtsmoduln M, N iiber einem dg-Ring
Rist Hom_g(M,N) C Hom(M, N) ein Unterkomplex des Hom-Komplexes. Ist
S ein weiterer dg-Ring und ist M ein S-R-dg-Bimodul, so ist unser Unterkomplex
ein S-dg-Unterrechtsmodul des Hom-Komplexes mit seiner offensichtlichen und
in ?? formalisierten S-Operation von rechts. Analoges gilt, wenn man Links und
Rechts vertauscht.

Ergiinzende Ubung 6.4.19. Gegeben ein dg-Ring R liefert die Multiplikation des
Rings von links auf sich selber analog zum Fall gewohnlicher Ringe [KAG] 2.3.14
einen Isomorphismus von dg-Ringen R = Hom_ (R, R) zwischen R selbst und
dem Endomorphismenkomplex von 2 als dg-Rechtsmodul.

Erginzende Ubung 6.4.20. Hinweis: Diese Ubung verfeinert 5.3.18. Gegeben dg-
Ringe A, B und ein A-B-dg-Bimodul X induziert fiir M beziehungsweise IV be-
liebige dg-Rechtsmoduln iiber A beziehungsweise B die offensichtliche Abbil-
dung Isomorphismen von Komplexen abelscher Gruppen

Hom_4(M,Hom_p(X,N)) = Hom_p(M ®4 X, N)

Insbesondere erhalten wir durch Ubergang zur nullten Homologie natiirliche Bi-
jektionen dgHot_ (M, Hom_p(X, N)) = dgHot_z(M @4 X, N). Unsere Ad-
junktion 5.3.18 liefert als Koeinheit der Adjunktion [TF] 4.8.1 weiter natiirliche
Kettenabbildungen von B-Rechtsmoduln Hom_ (X, M) ®4 X — M, die auch
explizit als das ,,Auswerten von Homomorphismen auf Elementen* beschrieben
werden konnen.

6.5 Erweiterungen von abelschen Gruppen

6.5.1. Um unsere Kohomologiegruppen aus den Homologiegruppen berechnen
zu konnen, brauchen wir Erweiterungen. Unter einer Erweiterung einer abel-
schen Gruppe M durch eine abelsche Gruppe N versteht man zunéchst einmal
eine kurze exakte Sequenz N — E — M. Eine zweite solche Erweiterung
N — E’ — M heiBit isomorph oder genauer erweiterungsisomorph zu un-
serer ersten Erweiterung, wenn es einen Isomorphismus £ = FE’ gibt, der das
Diagramm
N =< EFE —» M

| } I
N - E — M

zum Kommutieren bringt. Wir werden uns im folgenden iiberlegen, daf} die Iso-
morphieklassen von derartigen Erweiterungen eine Menge, ja sogar in natiirlicher
Weise eine abelsche Gruppe bilden, und wie wir diese Gruppe zu gegebenen M
und N effektiv berechnen kénnen. Die eigentliche Arbeit beginnen wir mit einem
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etwas kiinstlichen aber formal einfacheren Zugang zu besagter Gruppe. Das Aus-
arbeiten des Zusammenhangs zum hier nur skizzierten namensgebenden Zugang
iiberlasse ich dem Leser als Ubung 6.5.6.

Definition 6.5.2. Gegeben ein Homomorphismus f : A — B von abelschen
Gruppen erklirt man seinen Kokern als die abelsche Gruppe

cok f := B/(im f)
Definition 6.5.3. Gegeben zwei abelsche Gruppen M und N erkldren wir eine
dritte abelsche Gruppe Ext(M, N) durch die Vorschrift

Ext(M, N) := cok (Hom(ZM, N) — Hom(K M, N))

fir KM — ZM — M die Standardauflosung von M aus 5.3.6. Sie heif3t die
Gruppe der Erweiterungen von )/ durch N. Die Notation riihrt her von der
englischen und franzdsischen Bezeichnung extension.

6.5.4 (Funktorialitit von Ext). Offensichtlich ist Ext ein kovarianter Funktor in
der zweiten und ein kontravarianter Funktor in der ersten Variablen. Wir notieren
das Anwenden von Morphismen auf Erweiterungen wie eine Verkniipfung von
Morphismen, wobei wir eine Erweiterung als einen ,,Morphismus von héherem
Grad* auffassen. In Ist M frei, so spaltet die Sequenz KM — ZM — M und
wir folgern Ext(M, N) = 0 fiir alle N.

6.5.5. Wir konnen unsere Definition auch dahingehend umschreiben, dal wir den
Komplex PM mit P1M = KM und PoM = ZM und P,M = 0 fir ¢ # 0,1
aus 5.3.6 betrachten und N = N[0] als im Grad Null konzentrierten Komplex
auffassen und im Sinne von 1.4.12 den Hom-Komplex P M => N[0] bilden. Damit
erhalten wir dann die Darstellung

Ext(M, N) = H_,(PM=N|0])

Andererseits definiert die Surjektion ZM — M offensichtlich einen Isomorphis-
mus
Hom(M,N) = Ho(PM=N|0])

Da nun nach 5.5.11 der Komplex P M aus freien abelschen Gruppen besteht, lie-
fert jede kurze exakte Sequenz N’ < N — N” von abelschen Gruppen eine
kurze exakte Sequenz von Komplexen

(PM=N'[0]) = (PM=N|0]) - (PM=N"[0])

und die zugehorige lange exakte Homologiesequenz liefert mit den eben angege-
benen Identifikationen eine exakte Sequenz

0 — Hom(M,N’) — Hom(M,N) — Hom(M,N") —
~ Ext(M,N') — Ext(M,N) — Ext(M,N") — 0

Sie heiB3t die lange exakte Ext-Sequenz im zweiten Eintrag.
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Ubungen
Ergiinzende Ubung 6.5.6. Man zeige, daB} wir eine Bijektion

Erweiterungen von M durch /N im Sinne
von 6.5.1, bis auf Erweiterungsisomorphie

} % Ext(M, N)

erhalten, indem wir jeder kurzen exakten Sequenz N — FE — M das Bild in
Ext(M, N) der Identitit auf M unter dem Randoperator der zugehdrigen Ext-
Sequenz im zweiten Eintrag zuordnen. Hinweis: Gegeben e € Ext(M, N') wihle
man einen Reprisentanten € : KM — N und bilde durch pushout in die Mitte im
Sinne von 6.6.8 ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen der Gestalt

KM — ZM — M

! ! I
N - E — M

Man zeige weiter, da fiir f : M’ — M eine kurze exakte Sequenz N — F —
M’ genau dann der Erweiterung e o f € Ext(M’, N) entspricht, wenn es einen
vertikalen Isomorphismus in der Mitte gibt, der das Diagramm

N — F — M

l 4 f
N - E - M

kommutativ macht. Daf3 wir fiir vorgegebenes f ein mogliches F' als pull-back
konstruieren konnen. Und daB entsprechendes dual fiir g : N — N’ gilt.

6.6 Injektive abelsche Gruppen

Definition 6.6.1. Ein Modul I iiber einem Ring R heif3it injektiv, wenn gegeben
irgendein weiterer Modul M/ iiber unserem Ring und darin ein Untermodul U C
M sich jeder Modulhomomorphismus U — [ zu einem Modulhomomorphismus
M — I ausdehnen 1d6t. In Formeln heil3t das also: Fiir jede Injektion ¢ : U — M
von R-Moduln liefert das Vorschalten von 7 eine Surjektion

(01) : Modg(M, I) — Modg(U, I)

Beispiele 6.6.2. Ist k ein Korper, so ist jeder k-Modul injektiv als £-Modul, aber
natiirlich nicht notwendig als abelsche Gruppe. Einen injektiven Z-Modul nen-
nen wir eine injektive abelsche Gruppe. Die abelsche Gruppe Q ist injektiv,
wie die gleich anschlieBende Proposition 6.6.5 zeigt. Alternativ kdnnen wir auch
argumentieren, daB fiir S = Z\0 gilt Ab(M, Q) = Modg(S™'M, Q) nach der

178



universellen Eigenschaft der Lokalisierung [KAG] 4.3.3 und dal} die rechte Sei-
te ein exakter Funktor in M ist wegen der Exaktheit der Lokalisierung [KAG]
4.3.11. Wieder anders konnen wir auch argumentieren, daf} gilt Ab(M,Q) =
Homg(Q®z M, Q) nach [KAG] 2.8.7 und daB die rechte Seite ein exakter Funktor
in M ist nach [KAG] 2.5.16.

Definition 6.6.3. Eine abelsche Gruppe heilit divisibel, wenn fiir jede von Null
verschiedene ganze Zahl der durch die Multiplikation mit dieser Zahl gegebene
Endomorphismus unserer Gruppe surjektiv ist.

Beispiel 6.6.4. Sowohl Q als auch Q/Z sind divisible abelsche Gruppen.

Proposition 6.6.5.  [. Eine abelsche Gruppe I ist injektiv genau dann, wenn
gilt Ext(M, I) = 0 fiir alle M;

2. Eine abelsche Gruppe ist injektiv genau dann, wenn sie divisibel ist;
3. Jeder Quotient einer injektiven abelschen Gruppe ist injektiv;

4. Jede abelsche Gruppe ldf3t sich in eine Injektive einbetten.

Erginzung 6.6.6. Der Beweis zeigt genauer, daf} jede abelsche Gruppe M in eine
injektive abelsche Gruppe der Kardinalitit < max(card M, card N) eingebettet
werden kann.

6.6.7. Analoges gilt mit einem analogen Beweis auch fiir Moduln iiber beliebigen
Hauptidealringen. So erhalten wir zum Beispiel, daB C[t, ¢~'] /tC]t] ein injektiver
C[t]-Modul ist, denn die Multiplikation mit ¢ ist offensichtlich surjektiv und die
Multiplikationen mit (¢ — «) sind sogar bijektiv, ja induzieren Automorphismen
der von t°,... ¢t erzeigten Teilrdume fiir alle n, da sie dort den einzigen Ei-
genwert a haben. Allgemeiner und mit mehr Kenntnissen aus der kommutativen
Algebra erkennt man in derselben Weise, dall gegeben ein Hauptidealring R mit
einem Primelement p der R-Modul R[p~'|/pR injektiv ist.

6.6.8. Der folgende Beweis verwendet die Konstruktion des ,,push-out in der Ka-
tegorie der abelschen Gruppen® : Gegeben Homomorphismen abelscher Grup-
pen  : A — Bund v : A — C bildet man die abelsche Gruppe P :=
(B C)/{(é¢(a),—0(a)) | a € A} mit den durch die Einbettungen induzierten
Morphismen B — P und C' — P und erhilt so ein kommutatives Diagramm

A — B

4 {
¢ —- P

von abelschen Gruppen. Die Gruppe P oder genauer die , Hilfte dieses Dia-
gramms unterhalb der Linie durch B und C** heif3t der push-out der Hilfte ober-
halb besagter Linie. Im Rahmen der Kategorientheorie in [TF] 2.3.1 mag man
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die universelle Eigenschaft kennenlernen, die push-outs in beliebigen Katego-
rien charakterisiert. In unserem speziellen Fall erkennt man leicht, da3 die In-
jektivitit eines Ausgangspfeils die Injektivitit des dazu parallelen Pfeils in den
push-out impliziert und dal} die Surjektivitit eines Ausgangspfeils gleichbedeu-
tend ist zur Surjektivitdt des dazu parallelen Pfeils in den push-out, in Formeln
(A— B)= (C — P)und (A - B) < (C — P). Man vergleiche hierzu auch
Ubung [TF] 2.3.6.

Beweis. 1. Fiir I injektiv folgt Ext(M, I) = 0 aus der Definition. Sei umgekehrt
I eine abelsche Gruppe mit Ext(M, ) = 0 fiir alle M. Gegeben eine Injektion
B’" — B gilt es, jeden Morphismus B’ — [ zu einem Morphismus B — [
auszudehnen. Dazu bilden wir den push-out

B — B
{ {
I — Y

mit einer Injektion in der unteren Horizontalen nach 6.6.8. Vervollstandigen wir
diese untere Horizontale zu einer kurzen exakten Sequenz / — Y — K und bil-
den dazu die Ext-Sequenz im zweiten Eintrag 6.5.5 mit M = K, so folgt, dal} die
Surjektion Y — K spaltet alias ein Rechtsinverses besitzt. Mit 2.2.12 folgt, daf}
dann auch die Injektion / — Y spaltet, und ein Linksinverses Y — [ dazu liefert
die gewiinschte Ausdehnung.

2. Ist I injektiv, so induziert fiir alle n # 0 die Injektion (n-) : Z — Z eine
Surjektion Hom(Z, I) — Hom(Z, I) alias (n-) : I — I. Jede injektive abelsche
Gruppe ist also divisibel. Die Umkehrung zeigen wir mit dem Zorn’schen Lemma.
Sei I divisibel, A’ C A eine Untergruppe und ¢’ : A" — I ein Homomorphismus.
Es gilt, ¢’ auf ganz A auszudehnen. Wir betrachten dazu die Menge aller Paare
(A1, 1) mit A; einer Untergruppe von A oberhalb von A’ und ¢, einer Fortset-
zung von ¢’ auf A;. Die Menge aller derartigen Paare ist in offensichtlicher Weise
induktiv geordnet, wir finden also eine maximale Fortsetzung ( Apax, Pmax ). Wire
hier nicht A,,,x = A, so konnten wir ein a in der Komplementmenge wihlen und
das Diagramm

mal———s nt, —s Amax N <CL> Amax

| |

miZc Z < {(a) Apax + (a)

bilden. Hier steht rechts ein Pushout, mZ sei der Annullator von a, und nZ das
Urbild von Ap.x N (a) unter Z — (a), r +— ra. Da I divisibel ist, konnen wir
die Einschrinkung von ¢y, ldngs der oberen Horizontale lings der Einbettung
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nZ — 7 fortsetzen, und da auch diese Fortsetzung auf mZ verschwinden muf,
induziert sie ¢, : (a) — I.Dies pax und ¢, zusammen liefern dann eine Fortset-
zung von .., auf den pushout. Das aber widerspriache der Maximalitiit unserer
Fortsetzung.

3. Das folgt direkt aus 2, oder auch aus 1 mit der Ext-Sequenz 6.5.5.

4. Eine derartige Einbettung liefert nach 3 die rechte Vertikale des kokartesischen
Diagramms

ZM — M

\ 3

QM — I
DaB die untere Horizontale eine Surjektion und die rechte Vertikale eine Injektion
ist, folgt aus der expliziten Konstruktion des pushout nach 6.6.8. [

Beweisvariante zur Injektivitdt divisibler abelscher Gruppen. Wir konnen die In-
jektivitit divisibler abelscher Gruppen alternativ auch aus dem anschlieenden
Lemma folgern, das in unserer Terminologie zeigt Ext(N, I) = 0 fiir jede abel-
sche Gruppe N und jede divisible abelsche Gruppe /. Umgekehrt folgt dieses
Lemma auch unmittelbar aus der Injektivitat divisibler abelscher Gruppen. [l

Lemma 6.6.9. Ist M eine abelsche Gruppe und I C M eine divisible Untergrup-
pe, so gibt es eine weitere Untergruppe D C M mit M = 1 & D.

Beweis. Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es unter allen Untergruppen von M,
die / nur in der Null treffen, eine maximale Untergruppe D. Es reicht zu zeigen,
daB gilt I + D = M. Zuniéchst beachten wir, da3

D":={ve M|3IneZ\0 mit nv € D}

auch eine Untergruppe von M ist. Dann beachten wir, da aufgrund unserer An-
nahme an [ auch gilt D’ N [ = 0. Wegen der Maximalitit von D haben wir also
D’ = D.Wire nun [ + D # M, so konnten wir ¢ € M mit ¢ ¢ I + D finden.
Ich behaupte, dal dann I N (D + Zc) = 0 gilte im Widerspruch zur Maximalitit
von D. In der Tat folgt aus ¢ = d + nc mit ¢ € I\O und d € D bereits n # 0. Es
gibt also p € I mit np = ¢ und dann auch n(p — ¢) = d. Daraus aber folgt erst
p—c€ D = Dunddann ¢ € I + D im Widerspruch zu unserer Annahme. [

6.6.10. Ist N’ — N — N” eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen
und ist M ein weitere abelsche Gruppe, so ist die induzierte Sequenz

Hom(M, N') < Hom(M, N) — Hom(M, N")

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil mul3 keineswegs wieder eine Sur-
jektion sein. Ist jedoch M frei, so ist auch der rechte Pfeil offensichtlich wieder
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eine Surjektion und unsere Sequenz folglich exakt. Ist &hnlich M’ — M — M"
eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen und ist /V ein weitere abelsche
Gruppe, so ist die induzierte Sequenz

Hom(M", N) < Hom(M, N) — Hom(M’, N)

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil mufl ebensowenig eine Surjektion
sein. Unsere Erweiterungsgruppen sind in gewisser Weise Korrekturterme fiir die-
se Phianomene. Im ersten Fall ist das die Bedeutung von 6.5.5. Wir zeigen es nun
als 6.6.11 zweiten Fall.

6.6.11 (Ext-Sequenz im ersten Eintrag). Gegeben eine abelsche Gruppe N be-
trachten wir die kurze exakte Sequenz N — [y — K mit der im letzten Schritt
des Beweises von 6.6.5 als pushout konstruierten Einbettung von N in eine in-
jektive Gruppe I = Iy als erstem Pfeil und dem Kokern dieser Einbettung als
zweitem Pfeil. Den Zweischrittkomplex [y — Ky in Graden Null und (—1)
notieren wir ZN. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen
M'" — M — M" erhdlt man nun wegen der Injektivitit der Eintrige ZN eine
kurze exakte Sequenz von Komplexen

(M"[0]=IN) — (M[0]=IN) — (M'[0]=ZIN)

Die zugehorige lange exakte Homologiesequenz liefert mit den durch die Homo-
logiesequenz im zweiten Eintrag gegebenen Identifikationen eine exakte Sequenz

0 — Hom(M",N) — Hom(M,N) — Hom(M',/N) —
— Ext(M",N) — Ext(M,N) — Ext(M',N) — 0

Sie heiflt die lange exakte Ext-Sequenz im ersten Eintrag.

6.6.12. Oliver Briunling hat mir erkléart, warum fiir eine abelsche Gruppe A aus
Hom(A,Z) = 0 = Ext(A,Z) folgt A = 0. Zunichst folgt A/pA = 0 fiir alle
Primzahlen p aus der exakten Sequenz zu Z — Z — [F,. Also ist die Multipli-
kation mit p eine Surjektion und wir erhalten eine weitere kurze exakte Sequenz
ker(p-) < A — A und folgern Ext(ker(p-),Z) = 0 und dann ker(p-) = 0. Also
ist die Multiplikation mit p eine Bijektion A = A fiir jede Primzahl p, also ist
A ein Q-Vektorraum, und dann folgt leicht A = 0 wegen Ext(Q,Z) # 0 nach
Ubung 6.6.19. Zentral ist in dieser Argumentation der Basisexistenzsatz fiir die
[F,-Vektorraume A/pA und ker(p-) sowie am Schluf} fiir den Q-Vektorraum A.

6.6.13. Eine beriihmte Vermutung von Whitehead dahingehend, daB fiir abel-
sche Gruppen A gilt

Ext(A,Z) =0 = Afrei
ist von Shelah [She74] in ganz absonderlicher Weise ,,gelost” worden: Ob die
Vermutung stimmt oder nicht, ist im iiblichen Axiomensystem ,,Zermelo-Fraenkel
mit Auswahlaxiom* der Mengenlehre nicht entscheidbar!
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Ubungen

Ubung 6.6.14. Ahnlich wie im Fall der Torsionsgruppen zeige man, da} gegeben
abelsche Gruppen M, N die von PM — M][0] und N[0] — ZN induzierten
Kettenabbildungen

(M[0)=ZIN) — (PM=IN) + (PM=NI0])

auf der Homologie Isomorphismen induzieren.

Ubung 6.6.15. Fiir jede abelsche Gruppe N und jede natiirliche Zahl m # 0 liefert
der Randoperator der Ext-Sequenz im ersten Eintrag zur kurzen exakten Sequenz

Z. < 7 — Z./mZ einen Isomorphismus
N/mN = Ext(Z/mZ,N)

Ubung 6.6.16. Gegeben eine abelsche Gruppe M und eine Familie von abelschen
Gruppen (1V;) ist die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

Ext (a1, TT i) = [T Ext(a, )

Ubung 6.6.17. Gegeben eine Familie von abelschen Gruppen (/;) und eine abel-
sche Gruppe N ist die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

Ext (@ M, N) = [ Ext(M;, N)

Ubung 6.6.18. Gilt Ext(P, N) = 0 fiir alle N, so ist P frei. Im allgemeinen kann
Ext(M, N) durchaus Elemente unendlicher Ordnung enthalten. Hinweis: 6.6.16.

Ergiinzende Ubung 6.6.19. Man zeige, daB die Gruppe Ext(Q, Z) iiberabzihlbar
ist. Hinweis: Ab(Q, Q) ist abzéhlbar, Ab(Q, Q/Z) aber iiberabzihlbar.

6.7 Koeffizientenwechsel

Satz 6.7.1. Sei C' ein Komplex von freien abelschen Gruppen und G eine weitere
abelsche Gruppe. So erhalten wir natiirliche unkanonisch spaltende kurze exakte
Sequenzen

Ext(H,1C, G) — H(C=G[0]) — Hom(H,C, G)

Korollar 6.7.2 (Universelles Koeffiziententheorem der Kohomologie). Ist X
ein topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe, so haben wir natiirliche
kurze exakte Sequenzen

Ext(H,1 X,G) — HY(X;G) - Hom(H, X, G)

Diese Sequenzen spalten sogar fiir jedes X, aber es gibt keine Transformation,
die so eine Spaltung fiir alle X liefert.
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Beispiel 6.7.3. Fiir jeden topologischen Raum X haben wir H_{ X = 0 und Hy X
ist eine freie abelsche Gruppe. Das universelle Koeffiziententheorem liefert folg-
lich stets Isomorphismen

H°(X;G) = Hom(HoX,G) und HY(X;G) > Hom(H, X, Q)

Den ersten kennen wir schon aus 6.1.5.

Beispiel 6.7.4 (Universelles Koeffiziententheorem, Anwendung). Seien X ein
topologischer Raum und ¢ € Z. Sind dann H, X und H,_; X endlich ezeugte abel-
sche Gruppen, so ist auch H? X eine endlich ezeugte abelsche Gruppe, deren Rang
mit dem Rang von H,X iibereinstimmt, wohingegen ihr Torsionsanteil unkano-
nisch isomorph ist zum Torsionsanteil von H,_; X. In Formeln gilt also unter den
gegebenen Endlichkeitsannahmen

rang H'X = rang H,X und (H'X)or = (Hym1X)tor-

Das alles folgt unmittelbar aus dem universellen Koeffiziententheorem in Verbin-
dung mit der Strukturtheorie endlich erzeugter abelscher Gruppen [LA2] 4.4.5
und der Beschreibung von Ext aus 6.6.15.

Erginzung 6.7.5 (Verallgemeinerung auf erbliche Koeffizienten). Der Satz gilt
allgemeiner nach 5.5.11 mit demselben Beweis fiir £ ein Hauptidealring oder ganz
allgemein fiir Komplexe C' projektiver Moduln und alle Ringe derart, daf jeder
Untermodul eines projektiven Moduls projektiv ist. Derartige Ringe heillen erbli-
che Ringe, da sich bei ihnen ,,die Eigenschaft der Projektivitit auf Untermoduln
vererbt®. Kaplansky hat ein Beispiel fiir einen erblichen Ring gefunden, dessen
opponierter Ring nicht erblich ist. Man miif3ite also eigentlich genauer von links-
erblichen und rechtserblichen Ringen reden.

Vorschau 6.7.6 (Verallgemeinerung auf allgemeinere Koeffizienten). Will man
aus der Homologie eines topologischen Raums X mit Koeffizienten in einem Ring
k die Kohomologie von X mit Koeffizienten in einem k-Modul GG berechnen, so
leistet das eine ,,Spektralsequenz mit Ey-Term Ext} (H;(X; k), G)*“. Hier ist stets
Ext} = Homy, in unserem speziellen Fall k = Z verschwinden dariiber hinaus
alle Ext, fiir i > 2, wir notieren Ext;, = Ext, und besagte Spektralsequenz
degeneriert zur Aussage des obigen Korollars.

Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz G — [ — K mit injektiven
I und K aus 6.6.11. Unsere Sequenz fiihrt zu einer kurzen exakten Sequenz
von Komplexen

(C=G0]) = (C=16[0]) - (C=Kel0])

Da I und K injektiv sind, sind die Funktoren Hom( , /) und Hom( , K ) exakt
und ,.kommutieren* folglich mit dem Bilden der Homologie in derselben Weise,
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wie wir das in 5.4.1 fiir das Tensorieren mit torsionsfreien Moduln gesehen hatten.
Von der zugehorigen langen exakten Kohomologiesequenz ist also ein Ausschnitt

— Hom(H,-1C,Ig) — Hom(H,1C,Kg) —
— HY(C=G[0]) — Hom(#H,C,Ig) — Hom(H,C.Kg) —

Die Ext-Sequenz im zweiten Eintrag liefert uns damit wie gewiinscht kurze exakte
Sequenzen

Ext(H,_1C, G) — HI(C=G[0]) — Hom(H,C, G)

Es bleibt zu zeigen, da3 unsere Sequenzen spalten. So eine Spaltung folgt aber wie
zu Ende des Beweises von 5.5.2 aus der Existenz einer Spaltung der Einbettung
Z,C — Cy: Solch eine Spaltung C;, — Z,C induziert nimlich eine Abbildung
Hom(H,C,G) — Hom(Z,C,G) — (C=G[0])¢, die in Z29(C=G]0]) landet.

]

Ergdnzung 6.7.7. Bereits fiir einen unendlichen diskreten Raum X ist der natiirli-
che Homomorphismus Q ®7; H°(X) — H°(X;Q) kein Isomorphismus. In der
Kohomologie ist insbesondere der Ubergang von Koeffizienten Z zu Koeffizien-
ten QQ nicht so einfach wie in der Homologie, ja ich weifl noch nicht einmal, wie
man ihn iiberhaupt bewerkstelligen sollte.

Ubungen

Ubung 6.7.8. Das universelle Koeffiziententheorem der Kohomologie gilt mit
demselben Beweis auch in der relativen Kohomologie. Was besagt es im Fall der
relativen Kohomologie des Mobiusbands relativ zu seinem Randkreis?
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7 Poincaré-Dualitit

7.1 Limites und Kolimites

7.1.1. Limites und Kolimites sind weitreichende Verallgemeinerungen von Pro-
dukten beziehungsweise Koprodukten, zu denen sie im Spezialfall eines ,,Kochers
ohne Pfeile* spezialisieren. Im Fall eines Winkeldiagramms als Kocher spezia-
lisiert der Limes zum Faserprodukt alias pullback, im Fall eines Kowinkeldia-
gramms der Kolimes zum pushout.

Definition 7.1.2. Gegeben ein Kocher Z und eine Kategorie C ist die Vorschrift,
die jedem Objekt die entsprechende konstante Darstellung unseres Kochers zu-
ordnet, ein Funktor

konst : C — Car(Z,C)

Wenn der partielle Linksadjungierte dieses Funktors auf einer Kdcherdarstellung
D : T — C definiert ist, so nennen wir seinen Wert den Kolimes unserer Kocher-
darstellung. Ist unsere Kocherdarstellung D gegeben durch D : ¢ — D, und
D :I(i,5) = C(D;, D;), so notieren wir den Kolimes

col D;

i€l
Erist in der iiblichen Weise eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus wenn er
existiert, weshalb wir dafiir auch den bestimmten Artikel verwenden. Die Bilder
der Pfeile unter einer Kdcherdarstellung kiirzen wir gerne mit demselben Symbol
D(p) = p ab wie die Pfeile selbst. Wenn analog der partielle Rechtsadjungierte
unseres Funktors konst auf einer Kocherdarstellung definiert ist, so nennen wir
seinen Wert den Limes unserer Kocherdarstellung und notieren ihn

i€T
7.1.3. Ausgeschrieben besteht unser Kolimes aus einem Objekt K = col D; mit-
samt Morphismen in; : D; — K derart, daf gilt in; oD(p) = in; fiir alle Pfeile
p € Z(i,7) und daB folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist: Gegeben ein
Objekt N € C mitsamt Morphismen ¢; : D; — N derart, da} gilt ¢»; o D(p) = ;
fiir alle Pfeile p € Z(3, j), existiert genau einen Morphismus ¢ : K — N mit
Y o in; = 1); fiir alle 7.

7.1.4. Der Kolimes einer Darstellung ' : Z — C eines Kochers fillt zusammen
mit dem Limes der Darstellung F°PP : Z°PP — C°PP des opponierten Kochers in
der opponierten Kategorie.
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7.1.5. Ausgeschrieben besteht unser Limes aus einem Objekt L = lim D; mitsamt
Morphismen pr; : L — D; derart, daB gilt D(p) o pr; = pr; fiir alle Pfeile
p € Z(i,7), und daB folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist: Gegeben ein
Objekt M € C mitsamt Morphismen ¢, : M — D, derart, daB gilt D(p)o); = 1),
fir alle Pfeile p € Z(i,j), existiert genau ein Morphismus ¢» : M — L mit
pr,; oy = 1, fiir alle 7.

7.1.6 (Diskussion der Terminologie). Meist geht man spezieller von einer Ka-
tegorie Z aus und betrachtet nur Kolimites von Funktoren F' € Cat(Z,C) C
Car(Z,C). Die Einschrinkung auf diesen Spezialfall schien mir jedoch wenig
sinnvoll. Oft geht man auch noch spezieller von einer teilgeordneten Indexmenge
7 aus, dann ist die Kategorie mit je einem Morphismus von kleineren zu gro3eren
Elementen gemeint. Im allgemeinen nenne ich eine Darstellung eines Kochers in
einer Kategorie C ein Diagramm in C und einen Funktor von einer Kategorie in
eine Kategorie C ein System in C. Meist findet man fiir den Kolimes die ausfiihr-
lichere Notation colim. Oft verwendet man auch statt col und lim die Notationen
lig und lim. Ich verwende sie nur im Fall von Systemen, die durch eine ange-
ordnete Menge indiziert werden. Fiir unseren Kolimes findet man in der Literatur
auch die Bezeichnungen als induktiver Limes und direkter Limes. Fiir unse-
ren Limes findet man in der Literatur auch die Bezeichnungen als projektiver
Limes und inverser Limes. Ich erlaube mir das jedoch nur im Fall filtrierender
beziehungsweise kofiltrierender Systeme, wie sie in 7.1.12 eingefiihrt werden.

Beispiele 7.1.7 (Kolimes spezialisiert zu Koprodukt und Pushout). Im Fall ei-
nes Kochers ohne Pfeile spezialisiert unser Kolimes zum Koprodukt. Im Fall eines
Kowinkeldiagramms spezialisiert unser Kolimes zum Pushout.

Beispiele 7.1.8 (Limes spezialisiert zu Produkt, Pullback und Egalisator). Im
Fall eines Kochers ohne Pfeile spezialisiert unser Limes zum Produkt. Im Fall ei-
nes Winkeldiagramms spezialisiert unser Limes zum Pullback. Bezeichne schlie$3-
lich = den Ko6cher mit zwei Punkten und zwei Pfeilen, von dem ich der Einfach-
keit halber nur die Pfeile angedeutet habe. Der Limes einer Darstellung dieses
Kochers hei3it, wenn er existiert, auch der Egalisator der beiden Morphismen, die
den Pfeilen unseres Kochers zugordnet werden. Sind zum Beispiel f,g: X — Y
zwei Abbildungen von Mengen, so ist ihr Egalisator die Menge {z € X | f(z) =
g(x)} mit ihrer Einbettung nach X.

Beispiel 7.1.9 (Kolimites von Mengen). In der Kategorie der Mengen existieren
alle Kolimites: Unser universelles Problem wird gelost von der Menge der Aquiva-
lenzklassen in der disjunkten Vereinigung | |,., M; unter der Aquivalenzrelation
~, die erzeugt wird wird durch die Aquivalenzen

in;(a;) ~ in;j(p(a;)) furalle ¢, j € Z und alle p € Z(z, j) und alle a;, € M;.
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Wihlen wir etwas vorsichtiger ein Universum U mit Z € Y und M; € U Vi € T,
so existiert unser Kolimes in {{Ens. Existiert umgekehrt unser Kolimes in {{Ens
fiir ein Mengensystem &, so erkennt man leicht, dal er auch fiir jedes groBere
Mengensystem existieren und derselbe bleiben muf.

Beispiel 7.1.10 (Kolimes als aufsteigende Vereinigung). Gegeben sei ein Dia-
gramm von Mengen mit Injektionen M, — M; — M, — ... Sind alle diese
Mengen Teilmengen einer Menge M und sind unsere Injektionen Inklusionen von
Teilmengen, so liefert die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

col Mz = Mz

1€N
1€EN

Beispiel 7.1.11. In der Kategorie der abelschen Gruppen existieren Kolimites: Der
Quotient der direkten Summe €, _; M; nach der Untergruppe, die erzeugt wird
von allen in;(m) — in;(p(m)) firi,j € I, p € Z(i,7) und m € M;, 16st unser
universelles Problem.

Definition 7.1.12. Eine Kategorie Z heif3t filtrierend, wenn (1) ihre Objektmenge
nicht leer ist, wenn es (2) fiir je zwei Objekte 7,5 € Z ein Objekt £k € Z mit
Morphismen ¢ — k, j — k gibt und wenn es (3) fiir je zwei Morphismen ¢, ¥ :
1 — j einen Morphismus ¢ : j — k gibt mit ( o ¢ = ( 0. Eine Kategorie Z heif3it
kofiltrierend, wenn die opponierte Kategorie filtrierend ist.

7.1.13 (Diskussion des Begriffs einer filtrierenden Kategorie). Man kann die
ersten beiden Forderungen vielleicht natiirlicher dahingehend zusammenfasen,
daB es fiir jede endliche Menge von Objekten ein Objekt geben soll, zu dem sie
alle mindestens einen Morphismus haben. Einen weiteren Grund, Kategorien mit
leerer Objektmenge nicht filtrierend zu nennen, lernen wir in 7.1.16 kennen.

7.1.14. Ein Kolimes eines Funktors von einer filtrierenden Kategorie in eine wei-
tere Kategorie heiflt auch ein filtrierender Kolimes und wir notieren derartige
Kolimites colf. Im Prinzip ist diese Notation unnétig, aber filtrierende Kolimites
haben besonders gute Eigenschaften und unsere Notation ist eine effiziente Art,
daran zu erinnern, daf3 wir in dieser Situation sind. Ein Limes iiber eine kofiltrie-
rende Kategorie heilit dual ein kofiltrierender Limes und wir notieren derartige
Limites limf. Schreiben wir colf,,cy X,,, so gehen wir stets implizit von einem
System der Gestalt Xo — X; — ... aus, iiber das der Kolimes zu bilden ist.
Schreiben wir limf,,cy X,,, so gehen wir stets implizit von einem System der Ge-
stalt ... — X; — X| aus, iiber das der Limes zu bilden ist.

7.1.15 (Filtrierende Kolimites von Mengen). Im Fall eines mengenwertigen
Funktors M € Cat(Z, Ens) auf einer filtrierenden Kategorie Z kann man die
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Aquivalenzrelation ~ auf der disjunkten Vereinigung | | M; aus 7.1.9 mit

colf M = <|€_|IM>/N

sehr viel expliziter beschreiben: Genau dann gilt unter dieser Annahme a; ~ a;,
wenn es Morphismen ¢ : i — kund ¢ : j — k gibt mit p(a;) = ¥(a;) in M.
In der Tat liefert fiir filtrierendes Z diese Vorschrift eine Aquivalenzrelation, von
der man leicht zeigt, daB sie mit der in 7.1.9 beschriebenen Aquivalenzrelation
ibereinstimmen muB.

7.1.16. Gegeben ein Kocher Z und dariiber ein System M € Car(Z, Ens®) von
bepunkteten Mengen liefern die universellen Eigenschaften eine natiirliche Ab-
bildung colz ,g,s M — coly . gns+ M von dem in der Kategorie der Mengen be-
rechneten Kolimes zu dem in der Kategorie der punktierten Mengen berechneten
Kolimes. Im Fall eines durch eine filtrierende Kategorie 7 indizierten Systems
M € Cat(Z, Ens") ist diese natiirliche Abbildung nach der eben gegebenen Be-
schreibung filtrierender Kolimites eine Bijektion
colf M = colf M

Z—Ens Z—Ens*

Auch dafiir ist unsere Bedingung an eine filtrierende Kategorie wesentlich, daf3
ihre Objektmenge nicht leer sein darf.

Definition 7.1.17. Sei 7 ein Kocher. Eine Sequenz F' — G — H in der Kategorie
Car(Z, Ens") der Darstellungen von Z durch bepunktete Mengen heifit exakt,
wenn fiir jedes ¢ € Z die Sequenz F; — G; — H; exakt ist.

Lemma 7.1.18 (Exaktheit filtrierender Kolimites von Mengen). Gegeben ei-
ne filtrierende Kategorie 1 macht das Bilden des Kolimes von Mengen und nach
7.1.16 gleichbedeutend von punktierten Mengen colf : Cat(Z, Ens*) — Ens" aus
exakten Sequenzen exakte Sequenzen.

7.1.19 (Exaktheit filtrierender Kolimites von Gruppen). Fiir ein filtrierendes
System von Gruppen erhalten wir auf dem Mengenkolimes aus 7.1.15 in offen-
sichtlicher Weise eine Struktur als Gruppe, und es ist auch klar, da3 wir so den
Kolimes in der Kategorie der Gruppen konstruieren konnen. Unser Lemma gilt
also analog auch fiir Gruppen.

Beweis. Sei F' — G — H unsere Sequenz. Bezeichne (¢;), (¢;) die Morphismen
unserer Sequenz und ¢, v ihre Kolimites. Sicher ist die Verkniipfung auch im
Kolimes konstant. Ist andererseits in;(g;) € colf G ein Element im Kolimes der
Mitte, das auf * € colf H geht, so folgt in; ¥;(g;) = *, nach 7.1.15 also (;(g;) =
* fiir geeignetes ¢ : @ — 7, also 1;((g;) = * und folglich gilt {(g;) = ¢;(f;) und
in;(g;) = @in;(f;). H
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Definition 7.1.20. Eine Unterkategorie IC C Z einer filtrierenden Kategorie heif3t
konfinal, wenn sie voll ist und wenn es fiir jedes ¢ € Z einen Morphismus zu
einem Objekt k£ € I gibt.

7.1.21 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heilit diese Eigenschaft
meist ,.kofinal““. Da die Vorsilbe ,,ko* aber in diesem Zusammenhang mit der Be-
deutung ,,dasselbe fiir die opponierte Kategorie* belastet ist, habe ich die Termi-
nologie variiert.

Lemma 7.1.22 (Ubergang zu konfinalem Teilsystem). Seien Z eine filtrierende
Kategorie, K C T konfinal und M : T — C ein Funktor. Genau dann existiert
der Kolimes von M iiber I, wenn der Kolimes iiber IC existiert, und dann ist der
offensichtliche Morphismus ist ein Isomorphismus

colf M, = colf M;

ke i€T
Beweis. Beide Seiten haben dieselbe universelle Eigenschaft. Man liberzeuge sich
davon zunéchst im Spezialfall, da3 Z ein finales Objekt besitzt und dafl X nur aus
diesem einen finalen Objekt besteht. U

Beispiel 7.1.23 (Limites von Mengen). In der Kategorie der Mengen existie-
ren Limites: Die Teilmenge des Produkts [ |,_; M;, die besteht aus allen Tupeln
(mi)iez mit p(m;) = m; fur alle Pfeile p : ¢ — j, 16st unser universelles Problem.
Wiihlen wir etwas vorsichtiger ein Universum U mitZ € lund M; € U Vi € Z,
so existiert unser Limes in {Ens. Existiert umgekehrt unser Limes in {Ens fiir
ein Mengensystem 4l, so erkennt man leicht, da er auch fiir jedes groere Men-
gensystem existieren und derselbe bleiben muB.

Erginzung 7.1.24 (Leere Limites nichtleerer Mengen). Der Limes eines kofil-
trierenden Systems nichtleerer endlicher Mengen ist nicht leer: Das folgt aus dem
Satz von Tychonoff [TM] 3.2.10 mit Ubung [AN1] ?? zu nichtleeren Schnittmen-
gen von Familien abgeschlossener Teilmengen in Kompakta. Im Fall unendlicher
Mengen stimmt das nicht mehr. Die Mengen Z,, mit den Inklusionen als Mor-
phismen bilden etwa ein kofiltrierendes System nichtleerer unendlicher Mengen
mit leerem Limes. Sogar bei einem kofiltrierenden System nichtleerer Mengen mit
surjektiven Morphismen kann es verbliiffenderweise vorkommen, daf3 der Limes
leer ist. Mehr dazu findet man in der ,,Théorie des Ensembles‘ von Bourbaki.

Beispiel 7.1.25 (Formale Potenzreihen als Limes). Wir konnen den Ring k[X]
der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in einem Ring £ beschreiben als Li-
mes des Systems aller ,,abgeschnittenen Polynomringe*. Genauer liefert die uni-
verselle Eigenschaft einen Isomorphismus k[ X] = limf, k[X]/(X™).

191



7.1.26. Als Konsequenz unseres Resultats fiir Kolimites in 7.1.22 bleiben auch
kofiltrierende Limites unverdndert bei der Restriktion zu einer Unterkategorie, de-
ren opponierte Kategorie konfinal ist in der Opponierten der Indexkategorie des
urspriinglichen Systems.

Ubungen

Ubung 7.1.27 (Limites und volltreue Funktoren). Seien D : Z — C eine Dar-
stellung eines Kochers in einer Kategorie und V' : C < C’ ein volltreuer Funktor.
Existiert dann der Limes von V' D und liegt im essentiellen Bild von V/, so existiert
auch der Limes von D und der offensichtliche Morphismus ist ein [somorphismus
V(lim D) = lim(V D). Analoges gilt fiir Kolimites.

Ergiinzende Ubung 7.1.28. Gegeben ein CW-Komplex X ist seine Homologie der
Kolimes der Homologie seiner Skelette, in Formeln

colf H,(X=") = H,(X)

fiir alle g. Hinweis: Man zeige zunichst die analoge Aussage fiir Ketten mit [TM]
1.7.36 und verwende dann die Exaktheit filtrierender Kolimites.

Ubung 7.1.29. Gegeben ein Diagramm von Gruppen (oder abelschen Gruppen,
oder Ringen, oder Moduln) trigt sein Limes als Diagramm von Mengen in na-
tirlicher Weise die Struktur einer Gruppe (oder einer abelschen Gruppe, oder
eines Rings, oder eines Moduls) und wird mit dieser Struktur ein Limes in der
jeweiligen Kategorie.

Ubung 7.1.30 (Linksadjungierte vertauschen mit Kolimites). Seien L : B — C
ein Funktor und Z ein Kocher und X : 7 — B eine Darstellung unseres Kochers.
Existiert der Kolimes col X; und besitzt L einen Rechtsadjungierten, so machen
auch die offensichtlichen Morphismen L(X;) — L(col X;) die rechte Seite zu
einem Kolimes der Darstellung LX : Z — C. Opponiert zeigt man, dafl Rechts-
adjungierte mit Limites vertauschen.

Ubung 7.1.31 (Partielle Linksadjungierte vertauschen mit Kolimites). Seien
genauer R : C — B ein Funktor und Z ein Kocher und X : 7 — B eine Darstel-
lung unseres Kochers. Existiert der Kolimes col X; und ist der partielle Linksad-
jungierte L : B --» C von R bei allen X; sowie bei col X; definiert, so machen
auch die offensichtlichen Morphismen L(X;) — L(col X;) die rechte Seite zu
einem Kolimes der Darstellung LX : Z — C. Opponiert zeigt man, daf} partielle
Rechtsadjungierte mit Limites vertauschen.

Ubung 7.1.32. Ist (X;) eine Darstellung eines Kochers in der Kategorie der topo-
logischen Rdaume und Y lokal kompakt, so liefert die offensichtliche Abbildung
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einen Homdomorphismus von Kolimites
COI(XZ' X Y) = (COIXZ) xY

Hinweis: 7.1.30 und Exponentialgesetz [TM] 1.9.9.

Ubung 7.1.33. Die Realisierung des vollen Simplex iiber einer nichtleeren Menge
E ist stets zusammenziehbar. Hinweis: Fiir die Teilmenge A(E) C Ens(E,R)
und ein Element g € A(F) betrachte man die Abbildung [0, 1] x A(E) — A(E)
mit (a, f) — ag + (1 — a)f und zeige mit 7.1.32, daB sie stetig ist. Weiter be-
sitzt jeder Punkt sogar eine Umgebungsbasis aus offenen konvexen und mithin
zusammenziehbaren Umgebungen.

Ubung 7.1.34 (Transitivitit von Limites und Kolimites). Seien Z und 7 Ko-
cher und sei B eine Kategorie und X : Z x J — B eine Darstellung. So ist,
immer unter der Voraussetzung der Existenz unserer Kolimites, der offensichtliche
Morphismus ein Isomorphismus

I(:Xo} Xij) — Cgl ((391 X(Z-jj))

Analoges gilt fiir Limites.

Ubung 7.1.35 (Transitivitiit von filtrierenden Limites und Kolimites). Sei eine
Kategorie Z die Vereinigung einer in Bezug auf Inklusionen filtrierenden Familie
von Unterkategorien Z = | J,,. 4 Za. So existiert fiir ein von 7 indiziertes System,
bei dem die Kolimites auf der linken Seite existieren, auch der Kolimes der rechten
Seite und der natiirliche Morphismus ist ein Isomorphismus

colfaca (coliez, D;) = coliez D;

Ubung 7.1.36 (Hinreichendes Kriterium fiir filtrierende Kolimites). Seien C
eine Kategorie und X : Z — C ein filtrierendes System und ¢ = (¢; : X; — D)
ein Morphismus in das konstante System zu einem Objekt D € C. Man zeige:
Gibt es einen Index j und einen Morphismus ¢; : D — C; mit ¢; o ¢; = idp, so
ist unser Morphismus v ein Kolimes.

Ubung 7.1.37 (Tensorprodukte vertauschen mit Kolimites). In Formeln liefert
also die kanonische Abbildung einen Isomorphismus

col(M; ®r N) = (col M;) @g N

Hinweis: Man beachte, dal ®z/N einen Rechtsadjungierten besitzt, und wende
7.1.30 an.
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Ergiinzende Ubung 7.1.38. Gegeben eine abelsche Gruppe G und n € N betrachte
man die Kategorie mit Ab(Z", ) als Objektmenge und Morphismen ¢ : ¢ — ¥
allen Gruppenhomomorphismen ¢ : Z" — Z" mit ¢ o ( = ¢. Man zeige: Fiir
n > 2 ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

col, Z" = G

mit dem iiber die Kategorie Ab(Z", G) zu verstehenden Kolimes. Man zeige wei-
ter, dal} das fiir n < 1 nicht mehr stimmt.

Erginzende Ubung 7.1.39 (Kolimes eines Systems aus Surjektionen). Gegeben
ein filtrierendes System (/;) von Gruppen, dessen simtliche Morphismen Sur-
jektionen sind, kann man den Kolimes auch beschreiben, indem man ein ¢ festhélt
und M; teilt durch die Vereinigung der Kerne aller p : ¢ — j.

Erginzende Ubung 7.1.40 (Tensorprodukt iiber filtrierendem Kolimes). Mit-
hilfe von 7.1.39 zeige man: Gegeben ein filtrierendes System von Ringen R?; mit
Kolimes R und einen R-Rechtsmodul M sowie einen R-Linksmodul N induziert
die kanonische Abbildung einen Isomorphismus

Ubung 7.1.41. Sei der topologische Raum X eine aufsteigende oder allgemei-
ner eine filtrierende Vereinigung offener Teilmengen. In Formeln gelte also X =
Uie] U; und fiir je zwei Indizes i, j € [ existiere ein Index £ € [ mit U; C Uy und
U; C Uy. So induzieren die offensichtlichen Abbildungen Isomorphismen

colf Hy(U;) = Hy(X) und  colf m(U;,z) = m (X, x),

wobei an zweiter Stelle der Kolimes iiber alle  mit z € U; gemeint ist.

Ergiinzende Ubung 7.1.42. Algebraisch Gebildete mdgen zeigen, daB in der Ka-
tegorie Kring der Kringe beliebige Kolimites existieren. Hinweis: Man beginne
mit der Existenz filtrierender Kolimites in Anlehnung an 7.1.19. Man erinnere die
Existenz endlicher Koprodukte aus ??. Man folgere die Existenz beliebiger Ko-
produkte als filtrierende Kolimites iiber alle endlichen Teilkoprodukte. SchlieSlich
gehe man noch zu geeignet zu Restklassenringen iiber.

Ubung 7.1.43 (Exaktheitseigenschaften von Limites). Gegeben eine linksexakte
Sequenz M, — M; — M]" von Diagrammen abelscher Gruppen ist die Sequenz
der Limites auch eine linksexakte Sequenz

lim M < lim M; — lim M}’

Sind unsere Diagramme indiziert durch n € N, aufgefaflt als Kocher mit Pfeilen
(n — n — 1), und besteht die Sequenz aus kurzen exakten Sequenzen M, —»

194



M,, — M’ und ist das linke System surjektiv in dem Sinne, daf alle seine Mor-
phismen Surjektionen M) — M/ | sind, so bilden die inversen Limites sogar
eine kurze exakte Sequenz

limf M! < limf M,, — limf M

Man kann das auch noch allgemeiner zeigen unter der noch schwicheren soge-
nannten Mittag-Leffler-Bedingung, da$} in jedem A/ die absteigende Folge der
Bilder der M j’ mit 7 > n nach endlich vielen Schritten konstant wird, etwa beim
Bild von M, . Hinweis: Wihle j(n) jeweils kleinstmdglich. Gegeben ein Ele-
ment des inversen Limes (m!") wihle man zunéchst in der Mitte jeweils Urbilder
m,, und davon ausgehend ,bessere* Urbilder als die Bilder m,, € M,, der m;,),
und dndere die m;(,) dann induktiv so ab, da die 7, ein Element des inversen
Limes werden.

Ergiinzende Ubung 7.1.44 (Exaktheitseigenschaften von Limites, Variante).
Sei ein inverses System von kurzen exakten Sequenzen M/ — M, — M/ abel-
scher Gruppen iiber einer wohlgeordneten Menge €2 gegeben. Ist das linke System
transfinit surjektiv in dem Sinne, daB fiir alle w € €2 die offensichtlichen Abbil-
dungen Surjektionen M, —» limf,,., M/, liefern, so bilden die inversen Limites
eine kurze exakte Sequenz

limf M/ < limf M,, — limf M/

Hinweis: Man orientiere sich am Fall der wohlgeordneten Menge N. Gébe es fiir
eine vertrigliche Familie (m! ) kein Urbild, so gibe es einen kleinsten Index 7 der-
art, dal wir zu einem vorgegebenen vertriglichen System von Urbildern (my,)y,<y
kein mogliches m,, finden konnten. Wieder reicht es auch aus, die transfinite
Mittag-Leffler-Bedingung anzunehmen, dal} es fiir jedes 7 ein o« > 1) gibt derart,
daB fiir 8 > « die Bilder von Mj und M, in limf,,,, M/, ibereinstimmen.

Beispiel 7.1.45. Die kurzen exakten Sequenzen p"Z — Z — Z/p"Z fir p # 0
liefern im inversen Limes keine kurze exakte Sequenz: Die kanonische Abbildung
7, — 7., von Z in die p-adischen Zahlen ist nicht surjektiv.

Ubung 7.1.46 (Ubergang zu den Schnitten der Bilder beim Limes). Gegeben
ein Diagramm M; abelscher Gruppen iiber einem Kocher Z betrachten wir das
Unterdiagramm der Schnitte der Bilder gegeben durch

J—1
Man zeige, daf} die Einbettung dieses Unterdiagramms auf den Limites einen Iso-

morphismus lim S; = lim M; induziert.
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Ubung 7.1.47 (Ubergang zum bidualen Diagramm beim Limes). Gegeben ein
Diagramm M; von Vektorrdumen iiber einem Kocher 7 zeige man: Besteht das
Unterdiagramm der Schnitte aller Bilder aus endlichdimensionalen Untervektor-
rdumen, gilt also in Formeln dim ), ,; im(M; — M;) < oo fiir alle 4, so induziert
die Einbettung unseres Diagramms in das Diagramm der jeweiligen Bidualrdume
einen Isomorphismus lim M; — lim M;*. Hinweis: 7.1.46.

Ubung 7.1.48 (Exakte Limites exakter Komplexe abelscher Gruppen). Sei ein
durch die natiirlichen Zahlen indiziertes inverses System von exakten Komplexen
abelscher Gruppen gegeben. Sind alle Morphismen unseres Systems surjektiv, so
ist auch der inverse Limes exakt. Sind genauer alle Komplexe unseres inversen
Systems exakt in den Graden Null und Eins, so ist der inverse Limes exakt im
Grad Eins. Wir denken hier an obere Indizes, das Differential erhoht also den
Grad. Hinweis: Die Bilder fallen einerseits mit den Zykeln zusammen und bilden
andererseits auch ein inverses System mit surjektiven Morphismen. Nun wende
man das Mittag-Leffler-Kriterium 7.1.43 an.

Ubung 7.1.49. Sei ein durch eine wohlgeordnete Menge indiziertes inverses Sys-
tem von exakten Komplexen abelscher Gruppen gegeben. Ist unser System an
jeder Stelle transfinit surjektiv, so ist auch der inverse Limes exakt.

Ubung 7.1.50. Sei ein durch eine wohlgeordnete Menge () indiziertes inverses
System X, von Komplexen abelscher Gruppen gegeben. Ist unser System an jeder
Stelle w € € transfinit surjektiv und ist an jeder Stelle w € ) der Komplex der
Kerne ker(X,, — limf, ., X,,) exakt, so ist auch der Limes exakt. Hinweis: Wegen
7.1.49 reicht es zu zeigen, daf} alle unsere Komplexe X, exakt sind. Andernfalls
gibt es ein kleinstes 7, fiir das der Komplex X, nicht exakt ist, und mit 7.1.49 und
der langen exakten Homologiesequenz landen wir bei einem Widerspruch.

Ubung 7.1.51. Gegeben ein Morphismus von Systemen von Kettenkomplexen
abelscher Gruppen ist der Limes der zugehdrigen Abbildungskegel der Abbil-
dungskegel des auf den Limites induzierten Morphismus.

Ubung 7.1.52 (Inverser Limes erhiilt manchmal Quasiisomorphismen). Sei
gegeben ein Morphismus v : X — Y von durch N indizierten inversen Systemen
von Komplexen abelscher Gruppen. Im Diagramm

E 5 :
e X O L

|

0
e X O X
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deuten die vertikalen Pfeile die Morphismen des inversen Systems X an. Induziert
u; : X; — Y, fiir alle ¢ € N Isomorphismen auf der Kohomologie und sind alle
Morphismen unserer inversen Systeme Surjektionen X; — X; 1, Y; — Y; 4, so
induziert auch die im inversen Limes erhaltene Kettenabbildung

limf X; — limf Y]

Isomorphismen auf der Kohomologie. Hinweis: Es reicht, die Exaktheit des Ab-
bildungskegels zu zeigen. Das gelingt mit 7.1.51 und 7.1.48. Nehmen wir feiner
nur an, daB u; fiir alle i Isomorphismen auf H°, %! und H? induziert, so folgt in
derselben Weise, dal die im inversen Limes erhaltene Kettenabbildung einen Iso-
morphismus auf #! induziert. Dasselbe gilt, wenn wir inverse Limites iiber eine
allgemeinere wohlgeordnete Menge bilden und unsere inversen Systeme (X;) und
(Y;) transfinit surjektiv annehmen.

Ubung 7.1.53 (Vertauschen von inversem Limes und Kohomologie). Seien R
ein Ring und X ein durch N indiziertes inverses System ... — X; — X, von
Komplexen von R-Moduln mit surjektiven Systemmorphismen. Sei g € 7Z fest ge-
wiihlt. Sind die (¢ — 1)-ten Kohomologiegruppen unserer Komplexe alle artinsch,
zum Beispiel endlichdimensionale Vektorraume oder endliche abelsche Gruppen,
so liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

Allgemeiner reicht es hier sogar zu fordern, daf fiir jedes feste ¢ die Bilder von
HIN (X)) — HTYX;) fiir groBe j stagnieren. Hinweis: Unter unserer An-
nahme erfiillen die inversen Systeme der (¢ — 1)-Kozykel die Mittag-Leffler-
Bedingung.

Ubung 7.1.54 (Quasiisomorphismus zum Limes der bidualen Komplexe). Sei-
en k ein Korper und X ein durch N indiziertes inverses System ... — X; — X
von Komplexen von k-Vektorrdumen mit surjektiven Systemmorphismen. Sind
bei festem ¢ die Bilder von #%(X,;;) — H?(X;) endlichdimensional fiir groBe j,
so induziert die offensichtliche Kettenabbildung

limf X; — limf X~

Isomorphismen auf der Kohomologie. Hinweis: 7.1.53 liefert schon einmal Iso-
morphismen H?(limf X;) = limf(#9X;). Dann liefert 7.1.47 uns weiter Isomor-
phismen limf(#H?2X;) = limf((H2X;)**). Andererseits liefert die Exaktheit des
Dualisierens Isomorphismen (H9X;)* = HI(X}™).
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7.2 Kompakte Kohomologie

7.2.1. Wir wollen den Dualititssatz von Poincaré 6.4.9 durch eine Art ,,Indukti-
on iiber die offenen Teilmengen* beweisen und miissen dazu eine Version dieses
Satzes fiir nicht notwendig kompakte Mannigfaltigkeiten formulieren. Fiir jeden
topologischen Raum X erkldren wir seine singuléire Kohomologie mit kompak-
tem Triger oder kurz kompakte Kohomologie als den Kolimes

HX = colf HY(X, X\K)

seiner relativen Kohomologiegruppen in Bezug auf die Komplemente kompakter
Teilmengen. Dieser Kolimes ist also zu verstehen iiber alle Kompakta K C X.

7.2.2. Kompakte Kohomologie hat nur fiir lokal kompakte Hausdorffriume so
gute Eigenschaften, da} sie zu etwas nutze ist. Ich will dennoch versuchen, im
folgenden die jeweils benotigten Eigenschaften der beteiligten Rdume in jedem
Fall explizit dazuzuschreiben.

7.2.3 (Diskussion der Notation). Ublich ist fiir kompakte Kohomologie die No-
tation H?.X. Bei ihrer Verallgemeinerung zum ,,Vorschub mit kompaktem Triger*
hat sich aber schon lange die !-Notation durchgesetzt und beim unteren Index
c liegt auch immer die Fehlinterpretation als c-te Homologie nahe, weshalb ich
die !-Notation bevorzuge. Natiirlich kann kompakte Kohomologie auch mit Ko-
effizienten in einer abelschen Gruppe G definiert werden. Wir schreiben dann
HY(X; G). Im weiteren Verlauf werden wir auch noch andere Kohomologietheo-
rien wie de-Rham-Kohomologie und Garbenkohomologie einfithren. Wenn wir
dann besonders betonen wollen, dafl singuldre Kohomologie gemeint ist, schrei-
ben wir genauer HY (X; G)ging.

Beispiel 7.2.4. Fir die kompakte Kohomologie des R" gilt

7 q=n;
q n\ ~v )
Hi(R") = { 0 sonst.

In der Tat bilden immer grofere Bélle um den Ursprung ein konfinales System im
System aller kompakten Teilmengen des R™, und fiir dieses System wird der frag-
liche Kolimes aus 7.2.1 nach 6.3.6 iiber ein System aus Isomorphismen gebildet
und ist damit leicht zu berechnen. Man beachte, daf3 die kompakte Kohomologie
insbesondere keine Homotopieinvariante ist.

7.2.5. Fiir jede offene Teilmenge U G X eines Hausdorffraums oder allgemei-
ner jede offene Einbettung ¢ : U — X von Hausdorffriumen erhalten wir eine
Abbildung, die Ausdehnung durch Null

i HU — HIX
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als Kolimes der Abbildungen H(U,U\K) = HY(X,X\K) — H{X, wo die
ersten Abbildungen die Inversen zu den Ausschneidungsisomorphismen meinen
und der Limes iiber alle Kompakta aus U zu bilden ist. Die Hausdorff-Eigenschaft
wird benotigt, um sicherzustellen, da3 unser Kompaktum K abgeschlossen ist in
X und wir somit die Ausschneidungsisomorphismen zur Verfiigung haben.

7.2.6. Fiir jede eigentliche Abbildung f : X — Y erhalten wir das eigentliche
Zuriickholen

o HY — HIX
durch colf; HY(Y, Y\ L) — colfy HY(X, X\ f~}(L)) — colfx HY(X, X\ K) alias
das Zuriickholen in der relativen Kohomologie gefolgt von der Abbildung in den
langeren Kolimes.

7.2.7. Seien X ein lokal kompakter Hausdorffraum und 2/ eine offene Uberde-
ckung von X. Gegeben K C X kompakt gibt es dann Uy, ..., U, € U und Kom-
pakta K; C U; mit K = K; U...U K,. In der Tat besitzt ja jeder Punkt von K
eine Umgebung mit kompaktem und ganz in einem iiberdeckenden U € U ent-
haltenem Abschluf3. Endlich viele dieser Umgebungen iiberdecken K, und dann
wird der Beweis mit etwas Basteln zu Ende gebracht.

7.2.8 (Mayer-Vietoris-Sequenz fiir Hy). Ist ein Hausdorffraum X Vereinigung
von zwei offenen Teilmengen X = U UV und sind K’ C U und L C V kompakt,
so haben wir in 6.3.3 eine lange exakte Sequenz

HYX, X\(KNL)) —HY(X, X\K)®HI(X,X\L) - H(X,X\(KUL)) —

konstruiert. Mit Ausschneidung und Ubergang zum Kolimes iiber alle K und L
ergibt sich daraus mit 7.2.7 fiir jeden lokal kompakten Hausdorffraum eine lange
exakte Sequenz

L= H(UNY) s H(U) (V) - H(X) = HTUNV) - ...

Sie heilt die Mayer-Vietoris-Sequenz der kompakten Kohomologie.
7.2.9. Gegeben ein topologischer Raum X erkldren wir den Komplex der singu-
liren kompakten Koketten als den filtrierenden Kolimes iiber alle Kompakta

S X = C(;(lf S*(X, X\K)

der relativen Koketten. Er kann auch beschrieben werden als der Komplex aller
Koketten, fiir die es ein Kompaktum gibt derart, dal sie auf allen Simplizes ver-
schwinden, die besagtes Kompaktum nicht treffen. Wegen der Exaktheit filtrie-
render Kolimites berechnet dieser Komplex die kompakte Kohomologie im Sinne
von 7.2.1. Wir erhalten so in Formeln kanonische Isomorphismen

HISTX = HIX
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Dieses Bild soll anhand der simplizialen Interpretation veranschaulichen, dafl nur
die zweite kompakte Kohomologie der Ebene nicht verschwindet und daB sie frei
ist vom Rang Eins iiber dem Koeffizientenring. Der Korand eines Punktes ist die
formale Summe aller ,,orientierten aus ihm herauslaufenden Kanten®. Es ist
damit klar, daB3 es auBer der Null keinen Null-Simplizialkozykel gibt. Der
Korand eines orientierten Segments ist die Summe aller 2-Simplizes, in deren
Rand es liegt, mit einer durch die Orientierung unseres Segments bestimmten
Orientierung. Man kann sich etwa mithilfe der dualen Zellenzerlegung
klarmachen, daf alle Eins-Simplizialkozykel Rinder sind. SchlieBlich sind alle
2-Simplizialkoketten auch 2-Kozykel und zwei 2-Koketten sind kohomolog
genau dann, wenn die ,,Zahl der darin vorkommenden orientierten 2-Simplizes
gleich ist, wobei 2-Simplizes mit entgegengesetztem Drehsinn negativ zu zédhlen
sind*.
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7.2.10. Ich erinnere daran, daf} ein Simplizialkomplex nach [TF] 2.7.18 lokal end-
lich heil3t, wenn jede seiner Ecken nur zu endlich vielen Simplizes gehort, und daf3
die geometrische Realisierung jedes lokal endlichen Simplizialkomplexes lokal
kompakt ist.

7.2.11 (Kompakte simpliziale Kohomologie). Um Anschauung fiir die kompak-
te Kohomologie bereitzustellen, erklédre ich auch noch die simpliziale Bedeutung
dieses Konzepts. Gegeben ein lokal endlicher Simplizialkomplex K konnen wir
im Komplex der Simplizialkoketten aus 6.3.4 einen Unterkomplex S;K C S*K
bilden, indem wir nur solche Abbildungen f : qu§ — 7, zulassen, die auf fast
allen angeordneten ¢-Simplizes verschwinden. Wir nennen ihn den Komplex der
kompakten Simplizialkoketten und behaupten, daf er bereits die kompakte Ko-
homologie Hf A(K) berechnet. Nach 7.1.22 kénnen wir ja bei der Definition der
kompakten Kohomologie den Kolimes ebenso gut iiber alle Teilmengen K mit
kompaktem Abschluf laufen lassen. Wieder nach 7.1.22 haben wir in unserem
speziellen Fall auch

HYA(K) = colf H'(A(K), A(L))

mit dem Kolimes iiber alle Unterkomplexe £ C K, fiir die gilt [[C\L] < oo.
Nach 6.3.4 in Verbindung mit dem Fiinferlemma wird nun aber die relative Koho-
mologie H*(A(K), A(L)) berechnet durch den Komplex S*(C, £) der relativen
Simplizialkoketten, den wir erkldren als den Kern der offensichtlichen Kettenab-
bildung S*KC — S*L. Bilden wir den Kolimes dieser Kerne, so erhalten wir gerade
unseren Komplex Sy/XC. Wegen der Exaktheit filtrierender Kolimites erhalten wir
so Isomorphismen

HISTK = Hicolf,S*(K, L)
= colf, H? S* (K, L)
= colf HI(A(K), A(L))
= HIA(K)

7.2.12 (Kompakte Kohomologie als Modul). Nach 6.4.15 ist fiir jedes Raumpaar
seine relative Kohomologie in natiirlicher Weise ein Modul iiber dem Kohomolo-
giering des groBen Raums. Durch Ubergang zum Kolimes wird damit auch die
kompakte Kohomologie jedes Raums ein Modul iiber seinem Kohomologiering.

Ubungen

Ubung 7.2.13. Ist ein Hausdorffraum X Vereinigung eines Systems offener Teil-
mengen U derart, da} es fiir je zwei Mengen aus U eine weitere Menge aus U
gibt, die sie beide umfallt, so induzieren die eben erkldrten Abbildungen einen
Isomorphismus colfy e, HY (U) = H{(X).
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7.3 Lokalendliche Homologie*

7.3.1. Um zusitzliche Anschauung fiir die kompakte Kohomologie bereitzustel-
len, will ich nun erkldren, in welcher Weise ihr Dualraum in vielen Fillen als
,,Jokalendliche Homologie* alias ,,Borel-Moore-Homologie* interpretiert werden
kann. Ich selbst kann mir Homologie besser vorstellen, deshalb hilft mir das. Man
beachte, daf3 es sich in diesem Fall andersherum verhilt als bei gewohnlicher Ho-
mologie und Kohomologie: Die lokalendliche Homologie ist zwar fiir lokal kom-
pakte Simplizialkomplexe und Korperkoeffizienten der Dualraum der kompakten
Kohomologie, die kompakte Kohomologie ist jedoch nur dann auch umgekehrt
der Dualraum der lokalendlichen Homologie, wenn sie endlichdimensional ist. In
diesem Sinne scheint mir die kompakte Kohomologie dhnlich grundlegend zu sein
wie die Homologie.

Definition 7.3.2. Gegeben ein topologischer Raum X erkldren wir die Gruppe
S;X der lokalendlichen singuliren ¢-Ketten als die Gruppe aller Abbildungen
Top(A,, X) — Z mit der Eigenschaft, daf} jeder Punkt x € X eine Umgebung
U besitzt derart, dal nur endlich vielen singuldren Simplizes o : A, — X mit
o(A,) NU # () eine von Null verschiedene Zahl zugeordnet wird. Der Zusatz
,lokalendlich* wirkt in diesem Fall also begriffserweiternd. Man {iiberlegt sich
leicht, dal wir wie bei der Definition der Homologie Randoperatoren

J:5,X =5, X

erkldaren konnen: Die lokale Endlichkeit unserer Ketten sorgt dafiir, dafl beim Bil-
den der Rénder keine unendlichen Summen von Koeffizienten auftreten. Die Ho-
mologiegruppen des Komplexes S'X der lokalendlichen singuliren Ketten nennen
wir die lokalendliche Homologie und genauer die singuliire lokalendliche Ho-
mologie oder auch die Borel-Moore-Homologie von X und notieren sie

H;X = H;(X)sing = HqS!X

Natiirlich konnen wir diese Konstruktionen auch analog mit Koeffizienten in ei-
ner beliebigen abelschen Gruppe G durchfiihren. Wir erhalten so Kettenkomplexe
S'(X; @), notieren deren Homologie H;(X; G) = H,S'(X;G) und nennen sie
die lokalendliche Homologie von X mit Koeffizienten in G.

7.3.3 (Diskussion der Terminologie und Notation). In der Literatur findet man
meist andere Definitionen, vergleiche etwa [BM60], die zwar nicht immer, aber
doch in allen mir bekannten Anwendungsfillen dieselben Gruppen liefern. Die
Bezeichnung als Borel-Moore-Homologie ist zwar {iiblich, schien mir aber we-
niger aussagekriftig, weshalb ich die Terminologie ,,lokalendliche Homologie*
vorziehe. Die Notation H;X ist uniiblich, sie scheint mir jedoch praktisch und
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Ein lokalendlicher Eins-Zykel im topologischen Raum, der aus drei ins
Unendliche laufenden von demselben Punkt ausgehenden Halbgeraden besteht.
Die erste lokalendliche Homologie ist frei vom Rang Zwei und wird erzeugt von
dem hier gezeichneten Zykel zusammen mit seinen beiden gedrehten Varianten.
Die einzige Relation ist, daf} die Summe dieser drei Erzeuger verschwindet.
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ich kenne auch keine allgemein iibliche Notation. Die obige Definition liefert im
allgemeinen eine Theorie mit ziemlich schlechten formalen Eigenschaften. Sie ist
jedoch zumindest meiner Anschauung gut zugiinglich und kann in interessanten
Anwendungsfillen mit anderen Theorien identifiziert werden, die vielleicht weni-
ger anschaulich sind, dafiir aber bessere formale Eigenschaften haben.

7.3.4 (Simpliziale Interpretation der lokalendlichen Homologie). Gegeben ein
lokal endlicher Simplizialkomplex /C konnen wir den Komplex der lokalendli-
chen Simplizialketten S'/C ganz analog bilden wie den Komplex der Simplizi-
alketten S/XC aus 1.1.5, indem wir eben auch unendliche formale Linearkombina-
tionen von angeordneten Simplizes zulassen. Die Homologie dieses Komplexes
nennen wir die simpliziale lokal endliche Homologie unseres lokal endlichen
Simplizialkomplexes und notieren sie

H, K = H,S'K

Analog wie in 3.1.3 definieren wir auch den Komplex der lokalendlichen simpli-
zialsinguliren Ketten S""A(K) C S'A(K) und analog wie in 3.1.6 die Kettenab-
bildung S'"*A(KC) — S'K von den lokalendlichen simplizialsinguliren Ketten in
die lokalendlichen Simplizialketten.

Satz 7.3.5 (Simpliziale als singulére lokalendliche Homologie). Fiir jeden lo-
kalendlichen Simplizialkomplex IC induzieren die in 7.3.4 eingefiihrten Kettenab-
bildungen S'K <+ S A(K) — S'A(K) Isomorphismen auf der Homologie

H,IC & H,SPA(K) = H A(K)

Beweis. Alle in diesem Satz auftauchenden Gruppen, Komplexe et cetera zerfal-
len in ein Produkt iiber die Zusammenhangskomponenten unseres Simplizialkom-
plexes, den wir deshalb ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zusammenhéngend
und damit abzidhlbar annehmen diirfen. Wir konnen unseren Simplizialkomplex
dann als Vereinigung einer aufsteigenden Folge Ky C Ky C ... endlicher Teil-
komplexe schreiben derart, daB /C,,,; jeweils alle Simplizes umfaft, die Simplizes
aus /C,, treffen. Wir betrachten nun die Unterkomplexe £,, aller Simplizes von /C,
die keinen Simplex von K, treffen, und bilden das kommutative Diagramm mit
exakten Spalten

SL,

SA(L,) = SA(L,)

| |

Sk SA(K)C SA(K)
(

| : i

SK/SL, < S*AK) /S A(L) —— S(A(K), A(L,))
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Nach 3.1.7 induzieren die Horizontalen oben und in der Mitte Isomorphismen
auf der Homologie, nach dem Fiinferlemma und der langen exakten Homologie-
sequenz gilt das also auch fiir die Horizontalen unten. Gehen wir in der unteren
Horizontale zum inversen Limes iiber, so erhalten wir gerade die Morphismen von
Komplexen

S'K «+ S"A(K) — S'A(K)

aus unserem Satz, denn die Komplemente der A(L,,) sind final im System aller
Teilmengen von A(K) mit kompaktem Abschlufl. Da alle System-Morphismen
der fraglichen inversen Systeme Surjektionen sind, folgt die Behauptung nun aus
Ubung 7.1.52, nach der gewisse inverse Limites von Quasiisomorphismen von
Kettenkomplexen wieder Quasiisomorphismen sind. [

Proposition 7.3.6 (Verschwinden der nullten lokalendlichen Homologie). Sei
X ein lokal kompakter lokal wegzusammenhdngender abzdhlbar basierter zusam-
menhdngender Hausdorffraum. Ist X nicht kompakt, so gilt HB(X :G) = 0 fiir
jede abelsche Gruppe G.

Beweis. Salopp gesprochen gilt es, jedem Punkt einen Weg aufzuzeigen, auf dem
er ins Unendliche fliechen kann, ja fiir jede lokalendliche Familie von Punkten
einen Fluchtplan aufzustellen, bei dem sie sich nicht gegenseitig zu Tode tram-
peln. Diese Grundidee wird nun ausgefiihrt. Ich erinnere daran, daf} jede Zu-
sammenhangskomponente eines lokal wegzusammenhidngenden Raums offen und
wegzusammenhingend ist. Wir gehen in Schritten vor.

1. Gegeben ein Kompaktum K C X finden wie eine nichtleere offene Menge
U @ X mit kompaktem AbschluB U und mit K C U. Alle Komponenten von
X\K treffen U, sonst wire X nicht zusammenhingend, da wir U # () ange-
nommen hatten. Alle Komponenten liegen entweder in U oder treffen OU, sonst
wiren sie selbst nicht zusammenhédngend, da auch X \U nicht leer ist, da wir ja X
nichtkompakt angenommen hatten. Von den Komponenten, die nicht in U liegen,
tiberdecken endlich viele das Kompaktum 9U. Das miissen dann auch bereits alle
Komponenten gewesen sein, die dieses Kompaktum treffen alias die nicht in U
enthalten sind. Vereinigen wir U mit den Abschliissen aller nicht in U enthaltenen
Komponenten mit kompaktem Abschluf3, enthalten wir also wieder ein Kompak-
tum L und finden eine offene Menge V' @ X mit VV kompaktund V' O L. Gegeben
ein Kompaktum in einer offenen Menge K C U © X mit U kompakt haben wir
so eine offene Menge V' @ X gefunden mit V kompakt, V O U und V D Z fiir
jede Komponente Z von X\ K mit kompaktem Abschluf3.

2. Da X abzidhlbar basiert ist, finden wir mit dem ersten Schritt des Beweises in-
duktiv eine Uberdeckung von X durch eine aufsteigende Folge V, C V; C ...
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Graphische Darstellung derjenigen Simplizialkette, die fiir die ebenfalls
dargestellte Triangulierung der Ebene den Fundamentalzykel in Bezug auf eine
geeignete Orientierung repriasentiert. Man mache sich auch anschaulich klar, daf3
die lokalendliche Homologie der Ebene in allen von Zwei verschiedenen Graden

verschwindet.
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offener Teilmengen rpit V; kompakt und V; C V4 unc} derart, daB fiir alle Kom-
ponenten Z von X \V; mit kompaktem AbschluB gilt Z C V;;;. Um Sonderfille
der Notation zu vermeinden, setzen wir V_; = V_o = ... = (.

3. Jeder Punkt p € X \VL liegt in einer Komponente Z von X \Vi_l mit Z nicht-
kompakt. Er kann folglich durch einen Weg in X\V;_; mit einem Punkt aus
X\Vi41 verbunden werden. Damit ist klar, daB fiir jede Gruppe von Koeffizienten
jede lokalendliche Nullkette der Rand einer lokalendlichen Einskette ist. [

7.3.7 (Simpliziale lokalendliche Homologie als Dualraum). Gegeben ein lo-
kal endlicher Simplizialkomplex K erhalten wir unmittelbar einen Isomorphismus
von Kettenkomplexen

S'KC 5 (STk=2[0])

des Komplexes der lokalendlichen Simplizialketten aus 7.3.4 mit dem Dualen des
Komplexes der Simplizialkoketten mit kompaktem Trédger, der also in gewisser
Weise das fundamentalere Objekt ist. Das zeigt insbesondere, daf3 im Fall von
Korperkoeffizienten die lokalendliche Homologie lokal endlicher Simplizialkom-
plexe der Dualraum der Kohomologie mit kompaktem Tréger ist. In 7.3.28 zeigen
wir eine analoge Aussage fiir etwas allgemeinere Rdume.

7.3.8 (Beziehung zwischen lokalendlicher und gewohnlicher Homologie). Wir
haben stets kanonische Kettenabbildungen SX — S'X und davon induzierte
Gruppenhomomorphismen H, X — H;X . Fir X kompakt sind diese Abbildun-
gen offensichtlich Isomorphismen. Fiir jedes Kompaktum & C X haben wir wei-
ter eine offensichtliche Kettenabbildung S'X — S(X, X\ K) und damit kanoni-
sche Abbildungen

H, X — H, (X, X\K)

auf der Homologie. Schalten wir unsere kanonischen Abbildungen H, X — H;X
davor, so ergeben sich die iiblichen Abbildungen H, X — H,(X, X\ K), die dem-
nach fiir kompaktes K iiber die lokalendliche Homologie faktorisieren.

7.3.9. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X liefern die Abbildungen
S'X — S(X, X\K) aus 7.3.8 Isomorphismen

S, X = limf S, (X, X\ K)

Der inverse Limes ist dabei iiber alle Kompakta X' C X zu verstehen. In der
Tat konnen in diesem Fall die lokalendlichen Ketten auch beschrieben werden als
Abbildungen Top(A,, X) — Z mit der Eigenschaft, daf fiir jedes Kompaktum
K C X nur endlich vielen der 0 : A, — X mit o(A,) N K # () eine von Null
verschiedene Zahl zugeordnet wird.
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7.3.10 (Funktorialititen der lokalendlichen Homologie). Die lokalendliche Ho-
mologie ist keineswegs homotopieinvariant, ja nicht einmal in dem von der Ho-
mologie gewohnten Sinne funktoriell. Vielmehr erhélt man nur fiir eigentliche
Abbildungen von lokal kompakten Hausdorffraumen, nach [TM] 2.4.13 also den
stetigen Abbildungen f : X — Y, bei denen das Urbild jedes Kompaktums kom-
pakt ist, auch Abbildungen f, : S'X — S'Y auf den lokalendlichen Ketten und
Abbildungen
fiHX > HY

auf der lokalendlichen Homologie, den eigentlichen Vorschub. Mit etwas mehr
Miihe kann man fiir die lokalendliche Homologie von abzdhlbar basierten lokal
kompakten Hausdorffraumen auch noch einen offenen Riickzug konstruieren, ver-
gleiche [TSF] 6.7.16. Im Rahmen der Garbenkohomologie konstruieren wir in
[TSF] ?? fiir die lokalendliche Homologie sogar einen mannigfaltigen Riickzug.

Vorschau 7.3.11. Die wesentliche Bedeutung der lokalendlichen Homologie liegt
darin, daB in ihr auch fiir orientierte Mannigfaltigkeiten, die abzédhlbar basiert aber
nicht notwendig kompakt sind, ein ,,Fundamentalzykel* erklédrt werden kann, ver-
gleiche 7.3.13. Noch stirker gelingt das sogar fiir ,,Pseudomannigfaltigkeiten, bei
denen die Singularitéiten erst in Kodimension Zwei beginnen®, und damit insbe-
sondere fiir mit ihrer analytischen Topologie versehene komplexe algebraische
Varietidten. Das besprechen wir aber hier nicht weiter.

Proposition 7.3.12 (Lokalendliche Homologie und Orientierungsgarbe). Ge-
geben eine abzdhlbar basierte n-Mannigfaltigkeit M liefern die Abbildungen aus
7.3.8 einen Isomorphismus

H M 3 TM
zwischen ihrer n-ten lokalendlichen Homologie und dem Raum der globalen Schnit-
te ihrer Orientierungsgarbe aus 4.3.4.

Definition 7.3.13. Ist (M, w) eine abzihlbar basierte orientierte Mannigfaltigkeit,
so gibt es nach Proposition 7.3.12 genau ein [M]' € H! M mit [M]' — w, fiir
alle © € M. Dies Element [M]' heift der Fundamentalzykel der orientierten
Mannigfaltigkeit M, obwohl es genau genommen eigentlich gar kein Zykel ist
sondern vielmehr eine Homologieklasse in der lokalendlichen Homologie.

7.3.14 (Diskussion der Notation). Ist M sogar kompakt, so haben wir H M =
H;]\/[ und [M] = [M]'. Ich will begriinden, warum wir dennoch die neue Notation
[M]' einfithren. Gegeben X ein lokal kompakter Hausdorffraum und M @& X eine
Teilmenge, die mit der induzierten Topologie eine kompakte g-Mannigfaltigkeit
ist, und ist eine Orientierung auf M gegeben, so wollen wir unterscheiden zwi-
schen i[M]' € H;X und i, [M] € H,X und wollen fiir diese Klassen die ab-

kiirzenden Notationen [M]' € H;X und [M] € H, X verwenden. Wir verwenden
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die Abkiirzung
[M]' =i [M]' € H, X

auch allgemeiner, wenn M @& X eine abzihlbar basierte nicht notwendig kom-
pakte g-Mannigfaltigkeit ist.

Ergdnzung 7.3.15 (Bedeutung der Annahme abzihlbar basiert). Die Annah-
me der Existenz einer abzihlbaren Basis der Topologie in 7.3.12 ist wesentlich.
Um das zu sehen, betrachte man die Alexandroff’sche Halbgerade A mit ihrer
Anordnung nach [AL] 5.4.2 und nehme als M das Komplement ihres kleinsten
Elements. Ich will kurz skizzieren, wie die Annahme der Existenz eines lokalend-
lichen Fundamentalzykels in diesem Fall einer nicht abzédhlbar basierten Mannig-
faltigkeit zum Widerspruch fiihrt. In der Tat ist A nach [AL] 5.4.7 folgenkompakt,
als da heif3t, jede unendliche Teilmenge hat einen Haufungspunkt. Die Endpunkte
aller 1-Simplizes, die mit von Null verschiedenem Koeffizienten in einem lokal-
endlichen Fundamentalzykel vorkommen, bilden nun sicher eine Teilmenge von
M ohne obere Schranke in M. Es gibt also zu einem festen Punkt x € M unendli-
che viele solcher Endpunkte, die groBer sind. Diese miissen dann einen Haufungs-
punkt in M haben und das steht im Widerspruch zur lokalen Endlichkeit unseres
Zykels.

Beweis von Proposition 7.3.12. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X
erinnern wir aus 7.3.9 die Isomorphismen S;X = limf g S,(X, X\ K). Der Limes
ist dabei iiber alle Kompakta X' C X zu verstehen. Nehmen wir zusétzlich X
abzihlbarer basiert an, so existiert sogar eine Uberdeckung von X durch eine
aufsteigende Folge von offenen Teilmengen mit kompaktem AbschluB3 Uy C U; C
... C X, und da die U; final sind im System aller Kompakta von X, haben wir
ebenso
S, X = limf 8, (X, X\U;)

Dieses inverse System besteht offensichtlich aus Surjektionen und dasselbe gilt a
forteriori fiir das System von Réindern B,_; (X, X \U;). Ist nun zusitzlich X = M
eine n-Mannigfaltigkeit, so liefert Satz 4.3.5 iiber die hohe Homologie von Man-
nigfaltigkeiten H, (M, M\U;) = 0, folglich haben wir B, (M, M\U;) =
Zini1 (M, M\U;) und die (n + 1)-Zykel bilden auch ein inverses System aus Sur-
jektionen. Mit dem Mittag-Leffler-Kriterium 7.1.43 fiir die Exaktheit inverser Li-
mites folgt sowohl die Surjektivitit der offensichtlichen Abbildung

als auch die Exaktheit von

limf B, (M, M\U;) — Wmf Z, (M, M/T;) — limf H, (M, M\T;)
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Unsere erste Surjektivitit erlaubt uns die Identifikation der ersten Gruppe dieser
kurzen exakten Sequenz mit 3,S'M und die Linksexaktheit inverser Limites er-
laubt die Identifikation der Mitte unserer Sequenz mit ZnS!M , so daf3 wir schlief3-
lich fiir jede abzdhlbar basierte n-Mannigfaltigkeit einen Isomorphismus

H, M = limf H,, (M, M\U,)

erhalten. Bis hierher war das im wesentlichen die Losung von Ubung 7.1.53 in
unserem Spezialfall. Beachten wir nun die Isomorphismen H,, (M, M\ A) = T'A
fir A C M kompakt aus dem Satz 4.3.5 iiber hohe Homologie von Mannigfal-
tigkeiten, so erhalten wir den gewiinschten Isomorphismus H! M = T'M wegen
I'M 5 limf; T'U;. Diese letzte Identitit sieht man zum Beispiel ein, indem man
sich iiberlegt, daB sowohl die U; als auch die U; final sind im System aller Teil-
mengen von X mit kompaktem Abschluf3. 0

7.3.16 (Simpliziale Interpretation des Fundamentalzykels). Sei ein Simplizi-
alkomplex /C eine Triangulierung einer nicht notwendig kompakten abzéhlbar ba-
sierten orientierten n-Mannigfaltigkeit. Der Fundamentalzykel von A(K) im Sin-
ne von 7.3.13 hat wegen 7.3.5 genau einen Reprisentanten in der Gruppe der lo-
kalendlichen n-Simplizialketten. Fiir n > 1 kann dieser Représentant beschrieben
werden als die formale Summe iiber alle n-Simplizes, jeweils mit einer Anord-
nung versehen, die mit der gewdhlten Orientierung in der Weise vertréglich ist,
daB eben w|, € H,(A(K), A(K)\z) an jeder Stelle x die vorgegebene Orientie-
rung liefert. Im Fall n = 0 einer nulldimensionalen Mannigfaltigkeit ist dieser
Reprisentant dahingegen die formale Summe aller ihrer Punkte mit den durch die
Orientierung gegebenen Vorzeichen.

Definition 7.3.17. Ein Raum X heille kompaktrelativ homologisch g-endlich
fiir eine natiirliche Zahl ¢ > 0, wenn fiir jedes Paar X' C W @ X von Teilmengen
mit K kompakt und W offen in X die offensichtliche Abbildung

H,(X, X\W) — H,(X, X\K)

endlich erzeugtes Bild hat. Er heile kompaktrelativ homologisch endlich, wenn
er homologisch kompaktrelativ g-endlich ist fiir alle q.

7.3.18. Es gibt auch offensichtliche Varianten dieses Begriffs fiir allgemeine-
re Koeffizientenringe, die wir in diesem Zusammenhang stets kommutativ und
noethersch voraussetzen wollen.

Beispiele 7.3.19. Fiir alle n ist der R™ nach 3.1.24 kompaktrelativ homologisch
endlich. Allgemeiner ist nach 3.1.25 die geometrische Realisierung eines lokal
endlichen Simplizialkomplexes stets kompaktrelativ homologisch endlich. Jede
offene Teilmenge eines kompaktrelativ homologisch g-endlichen Raums ist auch
selbst wieder kompaktrelativ homologisch g-endlich.
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Proposition 7.3.20. Jeder lokal kompakte Hausdorffraum, der eine Uberdeckung
durch offene kompaktrelativ homologisch endliche Teilmengen besitzt, ist bereits
selbst kompaktrelativ homologisch endlich.

Beweis. Jedes Kompaktum kann durch endlich viele offene Teilmengen iiberdeckt
werden. Die Proposition folgt so aus dem anschlieBenden Lemma 7.3.21. [

Lemma 7.3.21. Sei q > 0 gegeben. Ist ein lokal kompakter Hausdorffraum iiber-
deckt von zwei offenen kompaktrelativ homologisch q-endlichen Teilmengen mit
kompaktrelativ homologisch (q + 1)-endlichem Schnitt, so ist bereits der ganze
Raum kompaktrelativ homologisch q-endlich.

Beweis. Sei X unser Raum und seien V;, V5, @ X zwei kompaktrelativ homolo-
gisch g-endliche offene Teilmengen mit Vereinigung V; U Vo, = X. Seien K C
W © X gegeben mit K kompakt. Es gilt zu zeigen, dall das Bild von

H,(X, X\W) — H, (X, X\K)

endlich erzeugt ist. Jeder Punkt von K besitzt eine kompakte Umgebung, die ent-
weder ganz in V3 N W oder ganz in V, N W liegt. Wir finden also Kompakta
K, CcV,nW mit K = K; U K. Offensichtlich finden wir weiter U; © X mit

K,cUcUcCcV.nW

und U; kompakt. Mit der Abkiirzung H,(\Y) := H, (X, X\Y) fiir Teilmengen
Y C X erhalten wir nun ein kommutatives Diagramm

H,(\K1 U Ky) =— Hy 1 (\K1 N K)

| |

H,(\U1) ® Hy(\U2) H,(\U1 U Us) <——Hg1(\U1 N U>)

| T

H,(\Wn Vi) @ H,(\W N V2) H,(\W)

Da Vi und Vj; als kompaktrelativ homologisch g-endlich angenommen waren, ist
das Bild der linken Vertikale endlich erzeugt. Da V3 N V5, kompaktrelativ homo-
logisch (g + 1)-endlich angenommen war, ist auch das Bild der rechten Vertikale
endlich erzeugt. Als Teil einer Mayer-Vietoris-Sequenz ist die mittlere Horizonta-
le exakt. Mit 4.4.5 folgt dann, da} auch die Verkniipfung in der mittleren Vertikale
endlich erzeugtes Bild hat. ]

Korollar 7.3.22 (Variante zum Satz von Wilder). Jede Mannigfaltigkeit ist kom-
paktrelativ homologisch endlich. Allgemeiner ist ein Hausdorffraum, in dem jeder
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Punkt eine offene Umgebung besitzt, die homoomorph ist zu einer offenen Teil-
menge der geometrischen Realisierung eines lokal endlichen Simplizialkomple-
xes, stets kompaktrelativ homologisch endlich.

Ergdnzung 7.3.23. Nach [Hir75] sind damit insbesondere separierte komplexe al-
gebraische Varietiten die Mengen der abgeschlossenen Punkte mit ihrer analyti-
sche Topologie kompaktrelativ homologisch endlich.

7.3.24 (Kronecker-Paarung fiir lokalendliche Ketten). Das Auswerten von Ko-
ketten auf Ketten induziert fiir jeden topologischen Raum X eine Kettenabbildung

SiX ®S'X — Z[0]

In der Tat, gegeben eine kompakte Kokette gibt es ein Kompaktum K C X derart,
daf} unsere Kokette nur auf solchen singuldren Simplizes von Null verschieden ist,
die K treffen. Gegeben eine lokalendliche Kette besitzt aber jeder Punkt von K
eine Umgebung derart, dal nur endlich viele singulidre Simplizes, die diese Umge-
bung treffen, in unserer Kette mit Null verschiedenem Koeffizienten auftauchen.
Endlich viele dieser Umgebungen iiberdecken A, weshalb unser Auswerten oben
nur zu endlichen Summen fiihrt. Unsere Paarung fiihrt wie in 6.1.5 zu Paarungen

H{(X) x Hy(X) = Z

der kompakten Kohomologie mit der lokalendlichen Homologie. Analoges gilt
mit Koeffizienten in einem beliebigen Ring.

Satz 7.3.25 (Lokalendliche Homologie als Dualraum). Gegeben k ein Korper
und X eine abzdhlbar basierte Mannigfaltigkeit liefern die in 7.3.24 konstruierten
Abbildungen Isomorphismen

H;(X; k) = HY(X; k)*

zwischen der lokalendlichen Homologie und dem Dualraum der kompakten Ko-
homologie.

7.3.26. Der Satz gilt mit demselben Beweis fiir jeden abzédhlbar basierten lokal
kompakten Hausdorffraum, der kompaktrelativ homologisch endlich ist im Sinne
von 7.3.17. Insbesondere gilt er nach 7.3.23 fiir separierte komplexe Varietiten.

7.3.27. Der sogenannte Kreisraum aus [TF] 3.6.4 zeigt, dal der Dualraum der
singuldren Kohomologie mit kompaktem Triger im allgemeinen nicht durch den
Komplex der lokal endlichen singuldren Koketten berechnet werden kann.

Beweis. In diesem Beweis meinen wir stets Korperkoeffizienten, ohne das in den
Notationen nochmals besonders hervorzuheben. Fiir jeden lokal kompakten Haus-
dorffraum X sind nach 7.3.9 unsere natiirlichen Abbildungen Isomorphismen
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S'X 5 limf S(X, X\ K), wobei der inverse Limes iiber alle Kompakta K C X
zu bilden ist. Wie beim Beweis von 7.3.12 finden wir eine Uberdeckung von X
durch eine aufsteigende Folge von offenen Teilmengen mit kompaktem Abschluf3
Uy C U; C ...C X, und da die U; final sind im System aller Kompakta von X,
ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

S'X 5 limf S(X, X\Uj;)

von Komplexen. Nun hat das inverse System von Komplexen rechts surjektive
Systemmorphismen. Unsere Variante zum Satz von Wilder 7.3.22 zeigt, dal} die
von S, (X, X\Uis1) — S,(X, X\U;) auf der Homologie induzierten Abbildungen
endlich erzeugte Bilder haben. Da wir hier mit Koeffizienten in einem Korper
arbeiten, zeigt dann Ubung 7.1.53 zum Vertauschen von Homologie und inversem
Limes, daf} die offensichtlichen Abbildungen Isomorphismen

H X = limf H, (X, X\U))

induzieren. Nun sind die Bilder von H,(X, X\U; 1) — H,(X, X\U;) wie be-
reits erwihnt endlichdimensional. Wir nennen sie /,; und haben also in Formeln
dim /,; < oo fiir alle 7, q. Es ist klar, da3 die offensichtlichen Abbildungen Iso-
morphismen

limf Ip; = limf Hy(X, X\U;)

liefern. Man identifiziert die Bilder von H?(X, X\U;) — HY(X, X\U;,,) leicht
mit den Dualrdaumen [ ;Z und folgert unschwer, daf die offensichtlichen Abbildun-
gen auch Isomorphismen

coilf[;i — C(zlqu(X,X\Ui)

liefern. Die rechte Seite kann nun in natiirlicher Weise mit der kompakten Koho-
mologie H{ X identifiziert werden. So erhalten wir schlieBlich natiirliche Isomor-
phismen

(H{X)" = (colf I7;)" = limf [75 = limf,; = H, X
Das etwas unangenehme Priifen der Tatsache, daf diese Verkniipfung von Isomor-
phismen genau die Abbildung aus dem Satz ist, bleibe dem Leser iiberlassen. [

Proposition 7.3.28 (Nullte lokalendliche Homologie als Dualraum). Gegeben
ein Kring k und ein k-Modul M und ein lokal kompakter lokal wegzusammen-
hdngender abzdhlbar basierter Hausdorffraum X liefern die in 7.3.24 konstruier-
ten Abbildungen Isomorphismen

H (X5 M*) 5 HY (X M)
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Beweis. Nach Annahme sind alle Zusammenhangskomponenten von X offen. Es
reicht also, die Behauptung fiir X zusammenhingend zu zeigen. Ist X kompakt,
so stimmt die lokalendliche Homologie mit der gewShnlichen Homologie iiberein
und die kompakte Kohomologie mit der gewohnlichen Kohomologie und beide
Seiten lassen sich fiir X zusammenhéngend in vertrdglicher Weise mit M* iden-
tifizieren. Ist X nichtkompakt und zusammenhéngend, so verschwindet die linke
Seite nach 7.3.6 und die rechte Seite aus offensichtlichen Griinden. Die Proposi-
tion folgt. 0

Satz 7.3.29 (Kompakte Kohomologie und Orientierung). Gegeben eine n-Man-
nigfaltigkeit X liefert die gleich im Beweis konstruierte Abbildung einen Iso-
morphismus zwischen dem Dualraum ihrer n-ten kompakten Kohomologie mit
rationalen Koeffizienten und dem Raum der globalen Schnitte ihrer rationalen
Orientierungsgarbe

H (X;Q)" = I'(X;0rx(Q))

7.3.30. Istunsere Mannigfaltigkeit X sogar abzihlbar basiert, so konnen wir unse-
ren Isomorphismus aus dem Satz mit 7.3.28 verlingern zu einem Isomorphismus
H (X;Q) = I'(X;orx(Q)). In dieser Gestalt scheint er mir besonders anschau-
lich und wir finden ihn sogar mit Z-Koeffizienten in [TSF] 6.4.2 als einen speziel-
len ,,dualisierten Poincaré-Isomorphismus‘ wieder. Wenn wir unsere lokalendli-
che Homologie als ,,garbentheoretische lokalendliche Homologie* interpretieren,
gilt dasselbe auch ohne die Annahme, X sei abzidhlbar basiert.

Beweis. Per definitionem gilt H'(X; Q) = colf x H"(X, X\ K; Q) mit dem tiber
alle Kompakta ' C X gebildeten Kolimes. Wir folgern Isomorphismen

H'(X;Q)* = limfgx H'(X, X\K;Q)*
= limfx H, (X, X\ K;Q) nach 7.1.47 und 7.3.22
= limfy I'(K;orx(Q)) nach 5.1.5
= I'(X;orx(Q)) 0

7.4 Poincaré-Dualitit

7.4.1 (Erinnerungen an das relative cap-Produkt). Wir hatten in 6.4.15 die re-
lativen cap-Produkte H?(X, A) x H (X, A) — H,_,X eingefiihrt und kennen
aus dieser Ubung im Fall p = ¢ und X wegzusammenhingend die Beschrei-
bung b N ¢ = (b, c)d durch die Kroneckerpaarung sowie fiir jeden Morphismus
(X, A) — (Y, B) von Raumpaaren die Kommutativitit des Diagramms

H*(X, A) x H(X, A) =< H*(Y, B) x H(X, A) —= H*(Y, B) x H(Y, B)

| l

HX HY
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7.4.2. Gegeben M eine n-Mannigfaltigkeit liefert jede Orientierung w auf M nach
Satz 4.3.5 iiber hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten fiir alle kompakten Teil-
mengen K C M ein Element wx = wixcy € Hy (M, M\ K). Das cap-Produkt
mit wy liefert dann nach 7.4.1 Abbildungen Nwg : HY(M, M\K) — H,_ M
und durch Ubergang zum Kolimes mithilfe von 7.4.1 erhalten wir Abbildungen

Q=Qly.,  HIM — H, M

Sie sind wieder nach den Vertriglichkeiten 7.4.1 vertridglich mit dem Ausdehnen
von offenen Teilmengen von M.

Satz 7.4.3 (Allgemeine Poincaré-Dualitéit). Gegeben eine orientierte n-Mannig-
faltigkeit M ist die Abbildung Q aus 7.4.2 fiir alle q ein Isomorphismus

Q:HIM = H,_,M

7.4.4. Dieser Satz gilt mit demselben Beweis fiir Koeffizienten in einem beliebi-
gen Kring k. Statt einer Orientierung brauchen wir dafiir in dieser Allgemeinheit
nur eine k-Orientierung. Betrachten wir den Fall rationaler Koeffizienten und neh-
men ¢ = n und gehen auf beiden Seiten zum Dualraum iiber, so erhalten wir einen
Spezialfall unseres Isomorphismus 7.3.29 zwischen dem Dualraum der kompak-
ten Kohomologie und dem Raum der globalen Schnitte der Orientierungsgarbe.

7.4.5. Die Umkehrabbildung zu ) notiere ich P = Py, = P; : H,_ M = H!qM
und nenne sie den Poincaré-Isomorphismus. Den Pfeil schreibe ich dazu, wenn
ich besonders betonen will, dal wir mit orientierten Manngaltigkeiten arbeiten.

7.4.6. Ist M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, so ist per definitionem
Q = N[M] das cap-Produkt mit dem Fundamentalzykel von M. Allerdings kann
ich in diesem Rahmen keinen verniinftigen Beweis dafiir geben, da} er die in
7.4.3 behaupteten Isomorphismen liefert. Ist M eine abzdhlbar basierte orientierte
Mannigfaltigkeit, so konnte () auch als das cap-Produkt mit dem Fundamentalzy-
kel Q = N[M]' eingefiihrt werden. Dafiir miiBten wir jedoch das cap-Produkt in
der entsprechenden Allgemeinheit entwickeln und das will ich hier vermeiden.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.

Lemma 7.4.7. Sind U,V © M offene Teilmengen und gilt der Satz fiir die n-
Mannigfaltigkeiten U,V und U NV, so gilt er auch fiir U U V.

Beweis. Das folgt mit dem Fiinferlemma aus dem Diagramm

H(UNV) — HUeHV - H(UUV) — H™UNV)

1 ! { l
H,o(UNV) — H, U&H, .V = H, (UUV) = H, ,,(UNV)

215



mit ins Unendliche gedachten Zeilen aus Mayer-Vietoris-Sequenzen 7.2.8 und
2.4.11, sobald wir zeigen konnen, dafl dies Diagramm kommutativ ist. Das stimmt
nun zwar nicht, aber wir zeigen die Kommutativitit fiir das leicht variierte Dia-
gramm, bei dem wir beim vertikalen Pfeil aus den direkten Summen jeweils beim
zweiten Summanden das Negative von () nehmen, und das reicht uns auch fiir
den Beweis. Es reicht uns weiter, fiir beliebige kompakte X' C U und L C V die
Kommutativitit des Diagramms zu zeigen, das man erhilt, wenn man die obere
Zeile durch die entsprechende relative Mayer-Vietoris-Sequenz ersetzt. Dazu dis-
kutieren wir zunichst einmal die Konstruktion dieser Sequenz, die in 6.3.3 nur
angedeutet worden war. Wir kiirzen U U V' = X ab und bezeichnen die of-
fene Uberdeckung X\ (K N L) = (X\K) U (X\L) mit V. Weiter kiirzen wir
X\(KNL)=X\Nnabund X\(K U L) = X\U. Die kurze exakte Sequenz auf
den singuldren Ketten

S(X\U) = S(X\K) @ S(X\L) - SY(X\N)

aus der Konstruktion der Mayer-Vietoris-Sequenz 2.4.11 mit der Summe der Vor-
schiibe vorne und dem ersten Vorschub minus dem zweiten Vorschub hinten liefert
durch Dualisieren die obere Horizontale eines kommutativen Diagramms mit dem
ersten Riickzug minus dem zweiten Riickzug vorne und der Summe der Riickziige
hinten

SHX\N) = SY(X\K) & S*(X\L) —-  SY(X\U)

T T T
SHX) o S*X @ S*X —S'X
T T T

SH(X, X\N) < S*(X, X\K)®S*(X,X\L) — S*(X,X\U)

Die untere linke Ecke sei darin durch die Exaktheit der linken Vertikale definiert.
Dann sind alle Vertikalen kurze exakte Sequenzen und die untere Zeile ist exakt
nach dem Neunerlemma. Die lange exakte Kohomologiesequenz dieser unters-
ten Zeile liefert die Mayer-Vietoris-Sequenz der relativen Kohomologie, wenn
wir darin H(S3,(X, X'\N)) ersetzen durch H(S*(X, X\N)) vermittels des Isomor-
phismus, den die Einschriankung auf feine Ketten auf der Kohomologie der jewei-
ligen Komplexe induziert. Jetzt gilt es, ein kommutatives Diagramm von Ketten-
komplexen anzugeben, das bei Ubergang zur Homologie unsere Mayer-Vietoris-
Sequenzen in den Horizontalen und die fraglichen cap-Produkte in den Vertikalen
induziert. Um die cap-Produkte aus der Definition von () zu beschreiben, wihlen
wir einen beliebigen Reprisentanten wy, € Z, (X, X\U) der Homologieklasse
wrur € Hp(X, X\U) zu unserer Orientierung w. Sein Vorschub unter der Dia-
gonale ist ein Zykel A, wxyp € Zn(X x X, (X\U) x X) und wird unter dem
Vorschub mit einer Alexander-Whitney-Transformation 7 ein n-Zykel nA,wx L

216



des Tensorkomplexes S(X, X \U) ® SX. Das Darantensorieren dieses Zykels von
rechts ist die erste Kettenabbildung einer Sequenz

S*(X, X\U) — S*(X, X\U) ® S(X, X\U) ® SX — SX

mit dem Auswerten des ersten Faktor auf dem zweiten Faktor als zweiter Abbil-
dung. Die Verkniipfung ist dann eine Kettenabbildung, die auf der Homologie das
cap-Produkt mit wy;, induziert. Wir notieren sie Nwg . Nun wihlen wir die re-
lative Kette wxyr € Z, (X, X\U) so, daf sie einen Reprisentanten (g, € S, X
hat, der beziiglich der offenen Uberdeckung X = (U\L)U (V\K)U(UNV) fein
ist, also Wxyr, = W1 + Wy + w3 mit den Summanden in den jeweiligen Ridumen von
n-Ketten. Dann landet zunéchst einmal Nwg 7, in SWX fiir W die Uberdeckung
X = UUV von X, dafiir hitte auch die Feinheit unseres Reprisentanten in Bezug
auf diese Uberdeckung bereits ausgereicht. Weiter wird wxcy € H, (U, U\K)
reprasentiert durch @&, + w3, vergleiche den Beweis des Ausschneidungssatzes
2.4.10, und wycy € H,(V,V\L) édhnlich durch &y + &3. Durch Verwendung
dieser Reprisentanten in der mittleren Vertikale erhalten wir ein kommutatives
rechtes Quadrat im Diagramm

SHX, X\N) = SY(X, X\K) @ S"(X,X\L) - S"(X,X\U)
L } \J
S(UNV) < SU & SV - SYM(UuUV)

Die mitteleren Vertikalen liefern darin auf der Homologie die Komposition von
Ausschneidung H* (X, X\K) = H*(U,U\K) — HU und Nwgcy und eben-
so fiir L C V. Ahnlich erkliren wir die linke Vertikale durch Verwendung des
Reprisentanten 3 von wiknrycwnvy € H,(U NV, (UNV)\(K N L)). So er-
halten wir das gesuchte kommtative Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen
exakten Sequenzen in den Horizontalen, das beim Ubergang zur Homologie das
Diagramm liefert, dessen Kommutativitiit wir zu zeigen hatten. [

Jetzt gehen wir in mehreren Schritten von Spezialfillen bis zur allgemeinen Si-
tuation.

1. Der Satz gilt fiir M/ = R". Dann bilden ja die abgeschlossenen Bille D, schon
ein konfinales System unter allen kompakten Teilmengen von R™ und die Ab-
bildung Nwp, : H"(R",R™\D,) — Hy(R") = Zo ist nach 7.4.1 in diesem
Fall das Auswerten einer Kohomologieklasse auf der Homologieklasse wp, €
H,(R", R™\ D,) gefolgt von der Multiplikation mit dem kanonischen Erzeuger §
der nullten Homologie, also ein Isomorphismus fiir 0 < r < oo.

2. Der Satz gilt fiir jede offene konvexe Teilmenge des R", denn so eine Teilmen-
ge ist schon homdomorph zu R".
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3. Der Satz gilt fiir jede endliche Vereinigung offener konvexer Mengen in R" mit
Induktion, Schritt 2 und Lemma 7.4.7.

4. Ist M eine aufsteigende Vereinigung von offenen Teilmengen U; und gilt der
Satz fiir alle U, so gilt er auch fiir M. In der Tat gilt H (M) = colf H,(U;) und
HY M = colf HY(U;) nach den Ubungen 7.1.41 und 7.2.13.

5. Der Satz gilt fiir jede offene Teilmenge des R". In der Tat 146t sie sich als auf-
steigende Vereinigung von endlichen Vereinigungen offener Bélle schreiben.

6. Der Satz gilt fiir jede Mannigfaltigkeit. In der Tat finden wir nach Schritt 4 und
dem Zorn’schen Lemma eine maximale offene Teilmenge, fiir die der Satz gilt.
Wiire sie nicht schon die ganze Mannigfaltigkeit, so konnten wir sie nach Lem-
ma 7.4.7 und Schritt 5 noch durch eine Karte vergrolern, im Widerspruch zur
Maximalitét. ]

Korollar 7.4.8. Ist t ein Erzeuger der zweiten Kohomologiegruppe H*P"C, so
liefert der offensichtliche Ringhomomorphismus einen Isomorphismus

Z[t])) " S HP"C

Beweis. Es gilt zu zeigen, daB das Produkt eines Erzeugers von H? mit einem
Erzeuger von H?? stets ein Erzeuger von H***2? ist. Im Fall p 4+ ¢ = n folgt das
aus 6.4.11. Im Fall p 4+ ¢ > n ist eh nichts zu zeigen. Im Fall p + ¢ = m <
n verwendet man den nach 3.4.10 und 6.2.7 surjektiven Ringhomomorphismus
H*'P"C — H*P™C. [

Vorschau 7.4.9 (Schnittprodukt und Poincaré-Dualitit). Sei im folgenden &
ein Hauptidealring oder allgemeiner ein beliebiger noetherscher Kring endlicher
homologischer Dimension und sei M eine abzéhlbar basierte n-Mannigfaltigkeit.
Ich will kurz skizzieren, wie sich der in 6.4.10 und 6.4.11 erklidrte Zusammen-
hang zwischen Poincaré-Dualitdt und Schnittpaarung auf diesen Fall verallge-
meinert. Sobald uns garbenkohomologische Begriffsbildungen zur Verfiigung ste-
hen, gelingt das ohne die Beschriankung auf abzéhlbar basierte Mannigfaltigkei-
ten. In jedem Fall konstruieren wir in [TSF] 9.10.10 zusétzlich zu den Poincaré-

Isomorphismen
P:H,_,(M;k) > H}(M; k)

auch noch natiirliche Isomorphismen zwischen der Kohomologie und der lokal-
endlichen Homologie, die wir die dualisierten Poincaré-Isomorphismen

V! . ~, .
PUoHL (M3 k) S HP(M; k)

nennen. Im Fall eines Koeffizientenkorpers £ entstehen sie unter Beachtung von
7.3.28 schlicht durch Dualisieren aus den Poincaré-Isomorphismen, daher habe
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Ein Zykel und ein lokalendlicher Zykel in einer offenen Teilmenge der Ebene. Je
nach Wahl der Orientierung der Ebene ist in diesem Fall die Schnittzahl 4-1.
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ich sie so genannt. Im Fall einer kompakten orientierten Mannigfaltigkeit fallen
die beiden oben diskutierten Isomorphismen zusammen. Im allgemeinen ist die
Konstruktion der dualisierten Poincaré-Isomorphismen komplizierter und soll an
dieser Stelle nicht ausgefiihrt werden. Unter den dualisierten Poincaré-Isomor-
phismen entspricht das cup-Produkt U : H?(M; k) x HY(M; k) — HPTI(M; k)
auf der Kohomologie bilinearen Abbildungen
H,_, (M k) x B, _ (M k) — H, _,_ (M; k)

Sie heilen Schnittprodukte und wir nennen sie genauer cup-Schnittprodukte.
Um ihre anschauliche Bedeutung prizise zu formulieren, muf ich etwas ausholen.
Gegeben eine orientierte abgeschlossene Untermannigfaltigkeit X @& M der Di-
mension ¢ erinnern wir aus 7.3.14 ihren Fundamentalzykel [X]' € H., (M k). Das
geht, da wir M in diesem Unterabschnitt abzihlbar basiert angenommen hatten
und da folglich auch X abzihlbar basiert ist. Seien nun X @& M und Y & M
abgeschlossene orientierte Untermannigfaltigkeiten, die sich ,,transversal schnei-
den®. Damit ist gemeint, daf es um jeden Punkt ihres Schnitts X N Y eine of-
fene Umgebung U @ M und einen Homéomorphismus U — R"™ gibt, der Ho-
moomorphismen X N U = R® x 0 sowie Y NU = 0 x R’ induziert und un-
ter dem die von M auf U induzierte Orientierung der Standardorientierung des
R™ entspricht. Seien dann €y, £y die Vorzeichen, die angeben, ob unsere letzten
beiden Homdomorphismen die vorgegebenen Orientierungen auf X, Y mit den
Standardorientierungen auf R?, R” identifizieren oder nicht. Versehen wir dann
X MY mit der Schnittorientierung, die unter dem induzierten Homéomorphis-
mus XNYNU = 0x R x 0mitec := a-+b— n dem exey-fachen der
Standardorientierung auf R¢ entspricht, so gilt fiir unsere cup-Schnittprodukte

(X)) =X Y]

Des weiteren entspricht unter den dualisierten Poincaré-Isomorphismen die durch
das cap-Produkt gegebene Struktur auf der Homologie als Modul iiber dem Ko-
homologiering N : H?(M; k) x Hp,1,(M; k) — H,(M; k) bilinearen Abbildungen

}ﬁ%?(ﬂi;k)x H, o (M;k) — H,(M; k)

Auch sie heiflen Schnittprodukte und wir nennen sie cap-Schnittprodukte. Sie
haben die analoge Eigenschaft, daB fiir sich transversal schneidende abgeschlos-
sene orientierte Untermannigfaltigkeiten X, Y @& M mit Y kompakt und der No-
tation [Y] € Hy(M; k) fiir den Fundamentalzykel einer kompakten Untermannig-
faltigkeit der Dimension b als Element der Homologie von M gilt

(X Y] =[XNnY]
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Im Fall ¢ = 0 erhalten wir durch Nachschalten der Augmentation Hy(M; k) — k
aus dem cap-Schnittprodukt die Schnittpaarung

H, ,(M;k) x Hy(M; k) — k

Im Fall von kompaktem A/ hatten wir sie bereits in 4.3.19 angekiindigt und dafiir
die Notation ® vereinbart, die wir auch in diesem allgemeineren Fall verwenden
werden. Daf} diese bilineare Abbildung fiir // kompakt in der Tat die in 4.3.19 von
einer Schnittpaarung geforderten Eigenschaften hat, ist eine offensichtliche Kon-
sequenz unserer feineren Behauptungen fiir die Schnittprodukte. Dal} jedoch un-
sere Schnittprodukte hinwiederum tatsédchlich die oben behaupteten Eigenschaf-
ten haben, wird erst in [TSF] 6.4.31 bewiesen werden. Unter unseren Poincaré-
Isomorphismen und dualisierten Poincaré-Isomorphismen entsprechen sich dann
unsere Schnittpaarung, die vom cup-Produkt induzierte Paarung und die beiden
Kroneckerpaarungen wie in folgender Ubersicht dargestellt, die unsere in 6.4.11
im kompakten Fall gegebenen Formeln verallgemeinert.

np(M3 k) X H,(M;k) —k, (o,8) — a®pf

HP(M;k) x H"(M;k) —k, (a,b) — {(aUb,wy)
H,_,(M;k) x H7"(M;k) —k (a.f) =  (ap)

HP(M:k) x  Hy(M:;k) —k, (a,b) —  £(ba)

Falls eine dieser Paarungen eine Bijektion des linken Raums auf den Dualraum
des rechten Raumes oder das Umgekehrte induziert, so folgt insbesondere dassel-
be fiir die drei anderen Paarungen. Im Fall eines Koeffizientenkorpers wissen wir
bereits aus 6.1.6, daf} das stets der Fall ist.

Beispiel 7.4.10 (Erzwungene Schnitte geschlossener Wege in P°R). Fiir die Ho-
mologie der reell projektiven Ebene H,(P?R;F,) mit Koeffizienten im zweiele-
mentigen Korper wissen wir nach 5.1.6, daB sie eindimensional ist fiir ¢ = 0,1, 2
und Null sonst. Fiir das nichttriviale Element z € H; (P*R; Fy) giltalso z® z # 0.
Wir konnen so aus der erst in [TSF] 6.4.31 bewiesenen Interpretation von z ® z
als Schnittzahl folgern, da} zwei geschlossene nicht zusammenziehbare Wege in
P?R, die mithin beide unter dem Hurewicz-Isomorphismus diese Homologieklas-
se darstellen, nie disjunkt sein konnen. Aquivalent dazu ist die Aussage, daB zwei
ungerade stetige Abbildungen S' — S? nie disjunktes Bild haben knnen. Das
scheint mir auch anschaulich recht klar, so eine ungerade stetig Abbildung muf}
ja einen Halbkreis auf einen stetigen Weg von einem Punkt zum gegeniiberliegen-
den Punkt der Kugelschale abbilden und den gegeniiberliegenden Halbkreis auf
den gegeniiberliegenden Weg zuriick zum Ausgangspunkt.
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Ubungen

Ubung 7.4.11. Man definiere fiir jeden Hausdorffraum ein cup-Produkt auf seiner
Kohomologie mit kompaktem Triger. Fiir eine Mannigfaltigkeit entspricht es ne-
benbei bemerkt unter dem Poincaré-Isomorphismus dem anschaulichen Schnitt-
produkt auf der Homologie.

Ubung 7.4.12 (Cup mit dem Dual von Fundamentalzykeln). Ist f : X — Y
eine stetige Abbildung von orientierten kompakten Mannigfaltigkeiten der Di-
mensionen m und n, so kommutiert das Diagramm

o x <y S petnemy
lmm lﬂ[Y]
Hm—VX I Hm—’/Y

Hinweis: Projektionsformel 6.4.4. Ist speziell f = i eine Einbettung, so finden
wir mit unserer abkiirzenden Notation [X| = i,[X]| die Beschreibung

Py oi, 0 Pyl oi* = ( UPy[X])

fiir das cup-Produkt mit dem Poincarédualen des Fundamentalzykels von X.

7.5 Schnittzahlen im Simplizialen*

7.5.1. Im folgenden zeigen wir nach einigen Vorbereitungen Satz 7.5.7 zur simpli-
zialen Interpretation der Schnittzahlen. Er hat das Verdienst, eine erste bewiesene
anschauliche Interpretation bereitzustellen, zeigt aber nicht die in 4.3.19 behaup-
teten Eigenschaften. Das gelingt erst im Rahmen der Garbenkohomologie. Aller-
dings benoétigt das einen grolen Apparat, so daf} die hier gegebene elementarere
Argumentation auch ihre Berechtigung haben mag.

7.5.2. Sei M eine kompakte orientierte n-Mannigfaltigkeit. Fiir zwei Homologie-
klassen komplementirer Dimension o € H,M und 8 € H,_,M ist hoffentlich
anschaulich in etwa klar, was ihre ,,Schnittzahl* sein sollte, die die Schnittpunkte
von reprisentierenden Zykeln ,,in generischer Lage* mit geeigneten, von der Ori-
entierung abhingigen Vorzeichen zihlt. Mit dem Isomorphismus der Poincaré-
dualitdt 7.4.3 konnen wir unseren Homologieklassen sicher formal korrekt eine
Zahl a ® g € Z zuordnen wie folgt: Wir suchen a € H" M und b € H'M mit
a=aNwy und = b N wy und setzen

a®f = {(aUb,wy)
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Dies sei unsere Definition der Schnittzahl der beiden Homologieklassen. Der bald
folgende Satz 7.5.7 soll plausibel machen, da3 die so definierte Zahl die oben be-
schriebene geometrische Bedeutung hat. Dazu braucht es jedoch einige Vorberei-
tungen. Dal} unsere Zahl tatséchlich die in unserer Vorschau 4.3.19 versprochenen
Eigenschaften hat, zeigen wir erst in [TSF] 6.4.31.

7.5.3. Seien K ein Simplizialkomplex und K seine baryzentrische Unterteilung
3.2.8 mit ihrer natiirlichen simplizialen Teilordnung. Die hoffentlich offensicht-
lichen Kettenabbildungen liefern wie im Beweis von 3.1.7 einen Isomorphismus
von Kettenkomplexen und eine Homotopieidquivalenz

SK & SSA(K) = SA(K)

7.5.4. Sei nun unser Simplizialkomplex I eine Triangulierung einer kompakten
orientierten n-Mannigfaltigkeit. Wir wéhlen eine Anordnung < auf der Men-
ge E der Ecken von K. Der Fundamentalzykel von A(K) hat genau einen Re-
prisentanten in den n-Simplizialketten und damit auch genau einen Représentan-
ten w € S.°A(K) in der Gruppe der ordnungsvertriglichen simplizialsingulidren
n-Ketten. Nach 7.3.16 hat unser Fundamentalzykel die Gestalt

w= Z e(s)(s)

fiir wohlbestimmtes ¢ : IC,, — {£1}, wobei (s) wie im Beweis von 3.1.7 den zum
n-Simplex s gehorigen angeordneten simplizialsinguldren n-Simplex bezeichnet.

7.5.5. Gegeben ein (n — ¢)-Simplex ¢t € K,,_, erkldren wir die zugehorige duale

Zelle c(t) € SPA(K) als die Summe
c(t) =Y nli){a)

tiber alle ¢-Simplizes @ € ICq mit 1y = t. Einen ¢-Simplex @ € ICq schreiben wir
dazu als echt aufsteigende Kette @y C 4, € ... C 1, von nichtleeren Simplizes
von /C, und summieren iiber alle Ketten, die mit dem (n — ¢)-Simplex ¢ beginnen.
Die (@) = £1 seien gegeben wie folgt: Man betrachte die Ecken u4,...,u, € £
des urspriinglichen Komplexes mit u%; = ;1 U {u;}, so daf also gilt @, = 1, U

{uy,...,uy}. Sei (sg, s1,...,s,) die angeordnete Darstellung des n-Simplex ,
und (g, ..., t,—,) die angeordnete Darstellung des (n — ¢)-Simplex ¢t = 1, und
T € §,,11 die Permutation mit

5r(0) = 1o

Sr(n—q) = tn—q

Sr(n—g+1) — W1

S7(n) = Uq
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Ein Ausschnitt einer triangulierten 2-Mannigfaltigkeit. Die Nummerierung der
Ecken legt ihre Anordnung fest. Der Kreispfeil daneben deutet die Orientierung
an, der Fundamentalzykel hat also die Gestalt

W= {12,830 - ((L2,7) + ..

Die duale Zelle zum 1-Simplex ¢ = {1, 2} besteht aus den beiden Summanden
o= {{1,2},{1,2,3}}und o = {{1,2},{1,2,7}} und deren Vorzeichen sind
n(@) = —1 und n(0) = 1, so daB sich die duale Zelle zu ¢(t) = © — @ ergibt. Im
Bild habe ich die den ordnungsvertréiglichen 1-Ketten (t) und c¢(t)
entsprechenden Simplizialketten fett eingezeichnet.

Weiter besteht die duale Zelle zum 0-Simplex {6} aus 10 Summanden, und ich
habe im Bild auch die der dualen Zelle zu dieser Ecke alias der
ordnungsvertréglichen 2-Kette ¢({6}) entsprechende Simplizialkette durch
Kreispfeile eingezeichnet.
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So sei das fragliche Vorzeichen gegeben als 7(i1) = (—1)7"9¢(s) sgn(7).

7.5.6. Diese dualen Zellen mogen mit ihren ganzen Vorzeichen unanschaulich
wirken. Der erste Teil des folgenden Satzes mag der Anschauung helfen, zeigt er
doch, daB} die Vorzeichen stets so zusammenpassen, da3 der Rand einer dualen
Zelle eine Linearkombination dualer Zellen ist. Das hat im Bild der Simplizial-
ketten unter anderem die anschauliche Bedeutung, daf} ,,die einzelnen Simplizes
einer dualen Zelle gerade so orientiert sind, daf} sich die internen Ridnder gegen-
seitig wegheben®.

Satz 7.5.7 (Simpliziale Interpretation der Schnittzahlen). Sei IC ein Simplizi-
alkomplex, der eine kompakte orientierte n-Mannigfaltigkeit M trianguliert. Sei
auf der Menge E der Ecken von K eine Anordnung gewdhlt. So gilt:

1. Die von den dualen Zellen im Sinne von 7.5.5 erzeugten Untergruppen
C, C SZSA(IC) bilden einen Unterkomplex C C S™A(K) im Komplex der
ordnungsvertrdglichen simplizialsinguldiren Ketten der baryzentrischen Un-
terteilung K von K und die Einbettung dieses Unterkomplexes induziert auf

allen Homologiegruppen Isomorphismen H,C — H,M;

2. Wird o« € H M reprdsentiert durch einen simplizialsinguldren Zykel der
Gestalt 3, o (t) € S™A(K) und § € H,— (M durch einen ,,zelluldren
Zykel der Gestalt 3y Bic(t) € Cy—y, so gilt fiir ihre Schnittzahl

05@5220%@

Beweis. Zunichst einmal erinnern wir die Definition der Schnittzahl: Wir hatten
dazu ja das a € H""?M beziehungsweise b € H?M genommen mit a N wy; = «
beziehungsweise bNwy; = [ und dann unsere Schnittzahl als Kronecker-Paarung
des cup-Produkts dieser Kohomologieklassen mit dem Fundamentalzykel defi-
niert, in Formeln o ©® § = (a U b, wys). Mit der Adjunktionsformel 6.4.6 erhal-
ten wir daraus auch die alternative Darstellung o ® 5 = (a, 5). Es reicht also,
das Urbild a von « unter dem Poincaré-Isomorphismus hinreichend explizit zu
beschreiben. Dazu miissen wir etwas weiter ausholen. Gegeben ein Simplizial-
komplex /C liefert das baryzentrische Unterteilen ganz allgemein eine Homoto-
piedquivalenz SK = SK zwischen den entsprechenden Komplexen von Simpli-
zialketten. Genauer erhélt man eine Injektion von der Menge ICqS aller angeord-
neten ¢g-Simplizes von K in die Menge ]ng aller angeordneten ¢-Simplizes von
K, indem man o : {0,...,q} < E abbildet auf 6" : {0,...,q} — E gegeben
durch 0¥ (i) = {0(0),...,0(i)}. Anschaulich gesprochen erhalten wir so ,.alle g-
Simplizes von /C, die in ¢-Simplizes von K liegen*, und die Abbildung ICqS — SqIC
gegeben durch
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Ein angeordneter 3-Simplex o und die sechs angeordneten 3-Simplizes o o 7 mit
Vorzeichen, deren Summe seine baryzentrische Unterteilung b(c) im Sinne des
Beweises von 7.5.7 reprisentiert. Die Kreispfeile sind eigentlich iiberfliissig und
betonen nur die Reihenfolge der Ecken in den angeordneten 3-Simplizes o o 7
und die Beziehung zum Signum der zugehdrigen Permutationen 7.
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o Z sgn(m)(oc o)
7r68q+1

1~

induziert eine Homotopieidquivalenz b : SK = SK, die wir wieder die bary-
zentrische Unterteilung nennen. Wenden wir auf unseren Fundamentalzykel aus
7.5.4 die baryzentrische Unterteilung an, so erhalten wir den Reprédsentanten

0= Z e(s)sgn(m)({s) om)”

des Fundamentalzykels in S)°A(K). Die weitere Argumentation wird ausgehen
von einem Diagramm der Gestalt

C*[n] - - - = S®A(K)
A 7
[ e

| v

| . b
[ s

[

St A(K)[n] RN SA(K)
Der Komplex S*.A(K) der ordnungsvertrigliche simplizialen Koketten mitsamt
einem Isomorphismus von Komplexen S* A(K) = S*K ist in derselben Weise
erklidrt wie der Komplex der ordnungsvertrigliche simplizialen Ketten in 3.2.8.
Die durchgezogenen Pfeile sind uns bereits bekannt, die rechte Vertikale ist mo-
dulo unserer Identifikation von Simplizialketten mit ordnungsvertriglichen sim-
plizialen Ketten das baryzentrische Unterteilen, die untere Horizontale die Re-
striktion auf ordnungsvertrigliche simpliziale Ketten unserer Poincaré-Dualitit
aus 7.4.3. Unser Ziel ist die Ergdnzung durch Kettenabbildungen wie durch die
gestrichelten Pfeile angedeutet zu einem kommutativen Diagramm von Homo-
topiedquivalenzen, dessen obere Horizontale dann die geometrische Bedeutung
des Poincaré-Isomorphismus klar macht. Als ersten Schritt in diese Richtung be-
haupte ich, da} die durch Nw gegebene Kettenabbildung wie durch den schrigen
gestrichelten Pfeil angedeutet iiber unsere baryzentrische Unterteilung b faktori-
siert. Ein g-Simplex @ € ICq ist ja per definitionem eine echt aufsteigende Kette
iy C 41 € ... € u, von Simplizes von K. Die zugehdrigen () bilden eine Z-

Basis von S;° A(K) und die zugehorigen Linearformen bilden eine Z-Basis (u)*

von S?. A(KC). Fiir das cap-Produkt (%)* N & mit dem Fundamentalzykel erhalten
wir nach 6.4.14 die Darstellung

(@) Nw = (=112 3" e(s)sgn(m)((@)", ({s) o) p?) ({s) o 7) A"
SEK R, TESn+1

Insbesondere ist die rechte Seite nur dann nicht Null, wenn @ die Gestalt 7y C
. € 1, hat mit 4y € K,,_, und dann natiirlich auch u; € K,_,, fiir alle 7.
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Seien nun u4,...,u, € E die Ecken des urspriinglichen Komplexes mit u; =
Q-1 U {u;}, so daB also gilt 4, = @y U {uy,...,u,}. Sei s = (so,51,..-,5)
die angeordnete Darstellung des n-Simplex s. Auf der rechten Seite liefert nur
s = 1, € K, von Null verschiedene Beitrdge, und zwar nur fiir 7 € S,;; mit
Sr(n—g+1) = UL, ..., Sx(n) = Uqg, und fiir diese ist der Gesamtbeitrag bis auf ein
Vorzeichen gerade

bag) = Y sgu(r)((io) o k)

KESn_q+1

Das zeigt schon einmal, dass Nw wie behauptet iiber b faktorisiert und liefert den
Pfeil schrig nach oben. Um auch das Vorzeichen anzugeben, betrachten wir die
angeordnete Darstellung iy = (vp, ..., v,—,) und die Permutation 7 € S, ;1 mit
Sr0) = Voy--+5S7(n—q) = Un—gq>Sr(n—q+1) = Ul, ..., S7(n) = Ug, finden fiir das
fragliche Vorzeichen die Darstellung 1(i) = (—1)?"9¢(s)sgn(7) und erhalten
fir u € Kq die Formel

n(a)b(tg) falls iy € ICp—y;
(W) Nw =
0 sonst.
Bilden wir den Quotienten C* von S}, A(K) nach den (u)* mit iy ¢ K,,_, sowie
den n(a)(u)* — n(0)(v)* mit 4y = vy, so faktorisiert unser Nw weiter und liefert,
wie man leicht sieht, einen Isomorphismus von Kettenkomplexen

C*n] = S®A(K)

Man kann in dieser Weise sogar einen Beweis der Poincaré-Dualitét im triangu-
lierbaren Fall geben, wofiir dann allerdings noch gezeigt werden muf}, daf die
linke Vertikale unseres Diagramms Isomorphismen auf der Homologie induziert.
Da wir aber vielmehr an der anschaulichen Bedeutung der Poincaré-Dualitit inter-
essiert sind, drehen wir den Spiefl um und folgern aus der Poincaré-Dualitét 7.4.3,
daB die linke Vertikale unseres Diagramms S? A(K) — C* Isomorphismen auf
der Kohomologie induziert. Nach 6.2.4 ist sie also eine Homotopiedquivalenz und
unser ganzes Diagramm besteht aus Homotopieidquivalenzen. Gehen wir nun in
dieser linken Vertikale zu den dualen Komplexen iiber, so erhalten wir offensicht-
lich genau den Unterkomplex C C S®A(K) aus dem ersten Teil unseres Satzes
7.5.7, und damit ist auch dieser erste Teil bereits bewiesen. Des weiteren sehen
wir, daB fir ¢ € KC,,_, und (¢) der zugehorige angeordnete Simplex seine baryzen-
trische Unterteilung b((t)) genau ein Urbild hat unter Nw, und daB dieses Urbild
auf der dualen Zelle ¢(¢) den Wert Eins annimmt und auf allen anderen dualen
Zellen den Wert Null. Daraus folgt dann auch der zweite Teil des Satzes. [

228



8 Danksagung
Als Quellen fiir singuldre Homologietheorie habe ich besonders die Darstellun-

gen von Greenberg-Harper [GH81], Ossa [Oss09] und Stocker-Zieschang [SZ94]
genutzt. Fiir Korrekturen und Verbesserungen danke ich Olaf Schniirer, . . .

229



9 Die Vorlesung Algebraische Topologie im SS 17

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

25.4 Ziele der Algebraischen Topologie, Voller Simplex, Simplizialkomplexe und
Polyeder, simpliziale Abbildungen, kombinatorische Fldchen.

28.4 Triangulierung, Definition der Fundamentalgruppe, Zerschneidungen, Viel-
ecke, Flachenworte, Klassifikation von Flichen (nur miindlich angespro-
chen).

2.5 Simplizialketten und simpliziale Homologie eines Simplizialkomplexes. Nicht:
Homologie eines vollen Simplex, Azyklizitit von Simplizes, persistente
Homologie.

4.5 Singuldare Homologie. Berechnung fiir Punkte und konvexe Teilmengen ei-
nes R". Zerlegung nach Wegzusammenhangskomponenten. Nullte Homo-
logie. Noch nicht Funktorialitit.

9.5 Funktorialitidt und Homotopie-Invarianz. Kategorien und Funktoren. Homo-
topiekategorie von Rdumen und Komplexen.

11.5 Relative Homologie, lange exakte Homologiesequenz, Ausschneidung noch
ohne Beweis, erste Anwendung auf relative Homologie des Standardsim-
plex zu seinem Rand, Beweis unfertig.

16.5 Homologie von Simplizes relativ zu ihrem Rand mit explizitem Erzeuger,
Homologie von Sphiren, Brouwer’scher Fixpunktsatz, lange exakte Ho-
mologiesequenz eines Tripels. Transformationen, Yoneda-Lemma ohne Be-
welis.

18.5 Unterteilungsoperatoren, Satz iiber feine Ketten, Beweis des Ausschnei-
dungssatzes, Mayer-Vietoris-Sequenz, auch fiir relative Homologie, Anwen-
dungen.

23.5 Simpliziale Ketten, Abbildung in die Simplizialketten, ordnungsvertragli-
che simpliziale ¢g-Ketten und Vergleich zwischen deren Homologie und der
singuldren Homologie. Noch nicht Vergleich der Homologie zwischen ord-
nungsvertrdglichen simplizialsinguldren Ketten und allen simplizialsingu-
laren Ketten.

30.5 Vergleich der Homologie zwischen ordnungsvertriglichen simplizialsingu-
laren Ketten und allen simplizialsingulidren Ketten. Endlichkeitsaussagen.
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1.6.

13.6.
15.6.

20.6.

22.6.

27.6.
29.6.

4.7.

6.7.

11.7.

13.7.

Eulercharakteristik. Simplizialer Fixpunktsatz. Satz iiber simpliziale Ap-
proximation ohne Beweis. Erste Anndherung an den Lefschetz’schen Fix-
punktsatz ohne Beweis.

Formulierung Jordan-Brouwer, Definition augmentierter Komplex und re-
duzierte Homologie, Eigenschaften und Beziehung zur gewohnlichen Ho-
mologie, Homologie des Komplements von Sphéren in Sphéren mit Beweis,
noch nicht Beweis von Jordan-Brouwer.

Beweis von Jordan-Brouwer, Invarianz von Gebieten.

Anklebesequenz und ihre Konsequenzen, Homologie der komplex projekti-
ven Riume, Eulercharakteristik von Zellkomplexen.

Homologie und Orientierung von Vektorraumen, topologische Mannigfal-
tigkeiten und Orientierung dieser, Lemma iiber die Gleichheit von Orientie-
rung zusammenhingender Mannigfaltigkeiten, die auf einem Punkt iiber-
einstimmen.

Orientierungsgarbe, Trivialisierung dieser fiir den reellen Raum, kartesi-
sches Diagramm fiir die Einbettung einer offenen Teilmenge, Schnitte tiber
Teilmengen, Hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten: Formulierung des
allgemeinen Satzes und Beweis bis zu Schritt 2.

Hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten, zu Ende.

Homologie mit Koeffizienten. Tensorprodukt iiber Ringen. Vertauschbarkeit
mit direkten Summen formuliert, aber noch nicht gezeigt.

Vertauschbarkeit des Tensorprodukts mit direkten Summen. Rechtsexakt-
heit des Tensorprodukts. Tensorieren iiber Z mit torsionsfreien Gruppen ist
exakt. Universelles Koeffiziententheorem fiir Homologie mit torsionsfrei-
en Koeffizienten. Tensorprodukt von Komplexen. Torsionsprodukt *; und
lange exakte Torsionssequenz. Berechnung von A x (Z/nZ).

Universelles Koeffiziententheorem der Homologie. Beispiel der reell pro-
jektiven Rdume. Hauptlemma der homologischen Algebra. Kiinneth-Formel
und Eilenberg-Zilber noch ohne Beweis. Basis eines Funktors. Noch nicht
Satz tiber azyklische Modelle.

Beweis des Satzes iiber azyklische Modelle. Eilenberg-Zilber und Kiinneth-
Formel.

Verschmelzungskategorien. Universelle und stark universelle Verschmel-
zungen. Beispiele. Superfall vermurkst.
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18.7.

20.7

25.7

27.7

Superfall repariert. Verschmelzungskategorien der Komplexe und der Ho-
motopiekomplexe. Kohomologie und Cup-Produkt. Noch nicht dessen As-
soziativitit etc gezeigt. Erst recht noch kein universelles Koeffiziententheo-
rem der Kohomologie. Ebensowenig Verschmelzung und Kreuzprodukt.

Kreuzprodukt von Homologie und Kohomologie, deren Eigenschaften. Dar-
stellbare Verschmelzungskategorien und internes Hom. Der Kohomologie-
ring.

Cap-Produkt und Poincaré-Dualitét. Limites und Kolimites. Kohomologie
mit kompaktem Tréger.

Beweis der Poincaré-Dualitit. Tucholsky’s ,,Zur soziologischen Psycholo-
gie der Locher* verlesen. Meine Klein’sche Flasche mitbringen.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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Index

[M]' Fundamentalzykel, 208
X/Z bei topologischen Ridumen, 70
= Hom-Komplex

bei Kettenkomplexen, 33
— Homotopiedquivalenz, 32
— 1ot Morphismen in Hot, 32
—>Hot Isomorphismen in Hot, 32
[1] verschobener Komplex, 148
f* Eigriickzug

der Homologie, 26
f« Vorschub

singuldre Homologie, 22
f* eigentliches Zuriickholen

in der singuldren Theorie, 199

f
eigentlicher Vorschub, 208
fi Ausdehnung durch Null
in der singuldren Theorie, 198
x Torsionsprodukt, 132
® Schnittpaarung, 117, 221
N cap-Produkt, 169
x Kreuzprodukt
der Homologie, 145
der Kohomologie, 159

Abbildungsgrad

allgemein, 115

lokaler, 115
Abbildungskegel

simultaner, 97

von Kettenabbildung, 163

von stetiger Abbildung, 91
additiv

Funktor, 123
additive Struktur

auf Kategorie, 123
Adjunktionsformel

fiir cup und cap, 170
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Alexander

gehornte Sphire, 90
Alexander-Whitney

Transformation, 140
Alexander-Whitney-Abbildung, 154
Alexander-Whitney-Aquivalenz, 140
Ankleben einer Zelle, 91
Anklebesequenz, 91

Variante, 97
Augmentation, 85

bei singulédren Ketten, 18
augmentiert

Komplex, 85
Ausdehnung durch Null

in der singuldren Theorie, 198
Ausschneidung, 59, 66

Kohomologie, 166
azyklisch

fiir singuldre Homologie, 143
azyklische Modelle, 143

B,/ Simplizialrinder, 7
B, X singulédre Rénder, 17
baryzentrische Unterteilung, 81
Basis eines Funktors, 143
beschrinkt in Richtung der Differen-
tiale, 163
Betti-Zahl, 77
biadditiv
Abbildung, 127
Bockstein-Homomorphismen, 127, 162
Borel-Moore-Homologie
singulére, 202
Brouwer, Fixpunktsatz
allgemeiner, 63

cap-Produkt, 169
in der Homotopiekategorie, 169



Cauchy’scher Integralsatz
Umlaufzahlversion, 41
X (X) Eulercharakteristik von X, 77
X(X; k) Eulercharakteristik, 77
cok Kokern
bei abelschen Gruppen, 177
col Kolimes, 186
colf filtrierender Kolimes, 189
colim Kolimes, 188
cup-Produkt, 161

d € Hy(top), 18
0w € HoX, 18
dg-Gruppe, 23
dgHot, 175
dgMod, 23
Diagramm
in Kategorie, 188
differentiell
abelsche Gruppe, 23
graduierte abelsche Gruppe, 23
divisibel
abelsche Gruppe, 179
duale Zelle, 223

Egalisator, 188
eigentlich
Vorschub, 208
Eilenberg-Zilber, 140
Transformation, 140
Eilenberg-Zilber-Aquivalenz, 140
erblicher Ring, 184
Erweiterung
von abelschen Gruppen
abstrakte, 177
konkrete, 176
erweiterungsisomorph, 176
Euler’scher Polyedersatz, 78
Eulercharakteristik
eines Kettenkomplexes, 78
eines topologischen Raums, 77
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exakt Sequenz

von Kocherdarstellungen, 190
Ext-Sequenz

im ersten Eintrag, 182

im zweiten Eintrag, 177
extension, 177

feine Ketten, 65

filtrierend
Kategorie, 189
Kolimes, 189

Fixpunktsatz

simplizialer, 80
Fixpunktsatz von Brouwer

allgemeiner, 63
frei

abelsche Gruppe, 58

Funktor, 143

Untergruppe, 138
Fiinferlemma, 56
Fundamentalklasse, 109
Fundamentalzykel, 109

in der lokalendliche Homologie, 208
k-Fundamentalzykel, 124
Funktor

additiver, 123

" Schnitt
der Orientierungsgarbe, 109
I'y Schnitte mit kompaktem Triger
der Orientierungsgarbe, 109
gehornte Sphire, 90
graduiert
abelsche Gruppe, 23

‘H Homologie
von differentieller abelscher Grup-
pe, 24
'H, Homologie eines Komplexes, 24
ﬁq reduzierte Homologiegruppen, 86
Hf;ng singuldre Homologie, 17



HY(X; G)ging kompakte Kohomologie,
198
H{ Kohomologie mit kompaktem Triger,
198
H? kompakte Kohomologie, 198
H, simpliziale Homologie, 7
H, singuldre Homologie, 17
Hauptlemma
der homologischen Algebra
fiir Moduln, 141
Hinterseite eines Simplex, 154
Hompz Hom-Komplex, 139
Hom 4 Hom-Komplex, 139
Hom-Komplex, 33
Homologie
eines Kettenkomplexes, 24
eines Punktes, 18
konvexer Mengen, 19
lokale, 62
mit Koeffizienten, 123
reduzierte
mit Koeffizienten, 123
singulére, 17
von P"RR, 126
von differentieller abelscher Grup-
pe, 24
zelluldre, 99
Homologiegruppe
der Sphiren, 60
relative, 50
simpliziale, 7
singulire, 17
Homologieklasse, 17
in Kettenkomplex, 24
Homologiesequenz
abstrakte, 53
eines Raumpaares, 55
eines Raumtripels, 57
homotop, 32
frei homotop, 38
Homotopie
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bei Raumpaaren, 52
Homotopie-Invarianz

der Homologie, 26
Homotopiedquivalenz

algebraische, 32
Homotopiekategorie

algebraische, 32
Hopf-Invariante, 164
Hot

Hot R> 32

Homotopiekategorie, 32
Hurewicz-Isomorphismus, 34

injektiv
abelsche Gruppe, 178
Modul, 178
Integralsatzes von Cauchy
Umlaufzahlversion, 41
Invarianz von Gebieten, 90
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k-Skelett, 75
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simplizialsingulére, 72
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S, Simplizialkette, 5

von topologischer Mannigfaltigkeit,
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Produktorientierung, 151 Kohomologie, 167
Projektionsformel Teilordnung, 74

der singuldren Homologie, 170 simpliziale Approximation, 83
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lokale Variante, 211
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