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Wir betrachten zwei abzéhlbare streng—minimale Theorien 77 und 75 mit
definierbarem Morleygrad, formuliert in zwei disjunkten Sprachen L; und L.
Wir beweisen in diesem Artikel den folgenden Satz von E. Hrushovski.

Satz 0.1 ([2]). Ty U Tz hat eine streng minimale Vervollstindigung T*. Die
Modelle M von T haben die folgenden FEigenschaft: tr; bezeichne den Tran-
szendenzgrad im Sinn von T;. Dann ist fiir jede endliche Teilmenge A von M

A] < try(A) + tra(A).

1 Codes

Sei T' eine abzihlbare streng-minimale Theorie mit definierbarem Morleygrad.

Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen: tr(a/B) ist der Transzendenz-
grad von a iiber BT, MR(p) ist der Morleyrang des Typs p. Wir haben also

tr(a/B) = MR(tp(a/B)).
Wir schreiben
¢(x) ~* ()

oder ¢(z) ~F 9(z), wenn der Morleyrang der symmetrischen Differenz von ¢
und v kleiner als k ist.

Wir nennen eine Formel x(z,b) einfach, wenn sie Morleygrad 1 hat und
wenn die Komponenten einer generischen Realisierung nicht zu acl(b) gehéren
und paarweise verschieden sind. Wenn a ein n—Tupel ist und s eine Teilmenge
von {1,...,n}, dann ist ay = {a; |7 € s}.

Ein Code c ist eine parameterfreie Formel

be(z,9),

wobei |x| = n., y iiber eine Sorte von T°? lduft, mit den folgenden Eigenschaften.

(i) ¢e(z,b) ist leer oder eine einfache Formel. ¢.(x,b) impliziert, daff die
Komponenten von z paarweise verschieden sind.

*fusion2.tex,v 2.20, 4. Marz 2007. Die englische Version blackfusion.tex,v 1.19 hat eine
ausfiihrliche Einleitung und Literaturhinweise.

1Die maximale Linge eines iiber B algebraisch unabhiingigen Teiltupels von a.

2Wir nehmen immer an, dafl wenigstens ein ¢.(z,b) nicht leer ist.



(ii) Alle nicht—leeren ¢.(z,b) haben den selben Morleyrang k. und Morleygrad
1.

(iii) Fiir jede Teilmenge s von {1,...,n.} gibt es eine Zahl k. 5, sodaB fir jede
Realisierung a von ¢.(x,b)

tr(a/bas) < ke .
Wenn a generisch ist, tritt Gleichheit ein.
(iv) Wenn ¢.(x,b) und ¢.(x,b’) nicht-leer sind und ¢.(z,b) ~F ¢.(z,V'), ist
b=1"0"

Die Einfachheit von ¢.(x,b) driickt sich in () durch k. ;3 = k. — 1 aus. Die
Forderung in (), daB alle ¢.(x,b) den gleichen Morleyrang k. haben, bedeutet
kep = kc. DaB der Morleygrad 1 ist, folgt natiirlich schon aus der Einfachheit

in (@).
Folgerung 1.1. Sei p € S(b) der Typ vom Morleyrang k., der ¢.(x,b) enthilt.
Dann ist b kanonische Basis von p.

Beweis. Das folgt sofort aus (). O

Lemma 1.2. Sei x(z,d) eine einfache Formel. Dann gibt es einen Code ¢ und
ein by € dcl®i(d), sodaf x(z,d) ~* ¢.(z,by).

Wir sagen, dafl ¢ die Formel x(x,d) codiert.

Beweis. Setze k. = MR(x(z,d)) und n, = |z|. Sei p der globale Typ vom
Rang k., der x(z,d) enthilt, mit kanonischer Basis by. p enthilt eine For-
mel ¢(z,bg) von Rang k und Grad 1. Sei ag eine generische Realisierung von
@(x,bo). Fiir s C {1,...,n.} setzen wir k. s = MR(ao/boaos). Wenn wir ¢(z, by)
etwas verstéirken, konnen wir annehmen, daf ¢.(a, bg) impliziert, dafl die Kom-
ponenten von a paarweise verschieden sind und daf tr(a/bpas) < k.s und
tr(as/bo) < (ke — kc,s) fiir alle Realisierungen a von ¢(z, by).

Betrachte folgende Eigenschaft E(b,d'):
e ¢(z,b) impliziert, dafl die Komponenten von x paarweise verschieden sind.
e ¢(x,b) hat Morleyrang k. und Morleygrad 1.

o tr(a/bas) < k. s und tr(as/b) < (ks — k¢,s) fir alle Realisierungen a von
¢(z,b).
o &(x,b) ~Fe ¢(x,b') impliziert b = b'.
E gilt fiir alle b,b’, die den gleichen Typ wie by haben. Andererseits ist E defi-

nierbar durch eine unendliche Disjunktion von Formeln €(y,y’). Es gibt also ein
0(y) € tp(bo), sodaB = 6(y) AO(y") — E(y,y’). Setze

Pe(w,y) = d(z,y) N O(y).

Sei @ eine generische Realisierung von ¢.(x,b). Dann folgt aus tr(a/bas) <
kes, tr(as/b) < (ke — kcs) und tr(a/b) = k., daB tr(a/bas) = kcs. Aus der
Einfachheit von x(z, d) folgt k. iy < k. fiir alle i. Das wiederum impliziert, daf
alle nicht-leeren ¢.(z,b) einfach sind. O



Sei ¢ ein Code, ¢.(x,b) nicht—leer und p € S(b) der durch ¢.(z,b) bestimmte
Typ vom Rang k.. Dann ist b im definierbaren Abschluf} einer geniigend langen
Morleyfolge von p. Sei m, eine obere Schranke fiir die Langen dieser Morleyfol-
gen.

Lemma 1.3. Flir jeden Code ¢ und jedes p > m.—1 gibt es eine parameterfreie
Formel U.(xo,...,z,,y) mit folgenden Eigenschaften.

(v) Seieg,..., e, eine Morleyfolge von ¢.(x,b). Dann ist = ¥.(eqg,...,eu,b).

(vi) Seieq,...,e,,b eine Realisierung von ¥.. Dann sind die e; paarweise dis-
junkte Realisierungen von ¢.(z,b).

(vii) Sei eq,...,eu,b eine Realisierung von ¥.. Dann ist b im definierbaren
Abschlufl von je m.—vielen der e;.

Wir sagen dafiir “zg,...,z, ist Pseudomorleyfolge von c iiber y”.

Beweis. Die Eigenschaft “(e;) ist eine Morleyfolge von ¢.(z,b)” 148t sich durch
einen partiellen Typ M(ey,...,b) beschreiben, die Eigenschaften (i) und (i)
durch eine unendliche Disjunktion D(eq,...,b). Weil die nicht-leeren ¢.(x,b)
einfach sind, gilt = M — D. Ein geniigend grofler Teil ¥, von M hat also die
gewiinschten Eigenschaften. O

Wir wihlen fiir jeden Code (und jedes p) vorlaufig? eine Formel ..

Sei ¢ ein Code und o eine Permutation von {1,...,n.}. Dann ist auch ¢7,
definiert durch

¢CG (x07y) = (bC(xvy)a

ein Code und
\Pc“ (i'au y) = \Pc(‘%u y)

definiert Pseudomorleyfolgen von ¢?.
Wir nennen zwei Codes ¢ und ¢’ dquivalent, wenn n, = ne, me = my und

e Es gibt fiir alle b ein ¥/, sodal (in T') ¢c(z,b) = ¢ (z,b') und V. (Z,0) =
\I/C/((f, b/)

e Das gleiche fiir ¢ und ¢’ vertauscht.
Satz 1.4. Es gibt eine Menge C von Codes, sodaf:
(viii) Jede einfache Formel wird durch genau ein ¢ € C codiert.

(iz) Fir alle ¢ € C und alle Permutationen o ist ¢ dquivalent zu einem Code
in C'H

In [2] wird statt (ix]) gefordert, da C' unter Permutationen abgeschlossen
ist. Eine solche Menge von Codes kann es nicht geben.

3Im Beweis von [[.4] wird diese Wahl abgeéndert.
4Wir finden sogar ein C, fiir das jedes ¢” zu einer Permutation von ¢ dquivalent ist, die zu
C' gehort.



Beweis. Wir fixieren ein abzéhlbares w—saturiertes Modell M von T und eine
Liste x;, i = 1,2, ..., aller einfachen Formeln mit Parametern in M. Es geniigt
zu zeigen, daf} sich alle x; durch ein ¢ € C kodieren lassen. Wir konstruieren
C als die Vereinigung einer Folge ) = Cy € C; C --- von endlichen Menge.
Nehmen wir an, dafl C;_; schon definiert ist und dafi C;_; im Sinn von (ix])
unter Permutationen abgeschlossen ist. Wenn x; durch ein Element von C;_1
kodiert werden kann, setzen wir C; = C;_1. Sonst wihlen wir einen Code ¢ und
bo mit ¢.(z,bg) ~* x;. Wir ersetzen ¢, durch

c(z,y) AN “¢e(z,y) hat keinen Code in C;_1”

und erhalten einen neuen Code, der immer noch x; kodiert. Wir kénnen also
annehmen, dafl keine Permutation von ¢ eine Formel kodiert, die auch von einem
Element von C;_; kodiert werden kann. Sei nun G die Gruppe aller Permuta-
tionen o € Sym(n,) mit

¢c(x7 bO) e (bc" ((,C, bé)))

fiir ein b, das denselben Typ wie by hat. b ist eindeutig bestimmt und darum
eine (-definierbare Funktion von by. Wir schreiben bj = b§.

Wenn wir einen geeigneten Teil des Typs p von by zu ¢.(z,y) hinzufiigenlﬂ,
kénnen wir annehmen, da8 fiir alle b, fiir die ¢.(x,b) nicht-leer ist und alle o es
genau dann ein b mit ¢.(x,b) ~* ¢.. (z,b7) gibt, wenn o € G.

Man sieht leicht, daf3

balz.y) = |\ der (97

oceG

einen Code ist, der immer noch x; kodiert, und daf3

Vam,y) = N\ Ve (7,97
ceG

Pseudomorleyfolgen von d definiert.

Auflerdem gilt fiir alle o € G ¢pgq(x,y) = Pge (z,y7) und ¥4(Z, y) = V4o (Z,y7),
was zeigt, dafl d und d? &Aquivalent ist. Schlieflich wahlen wir ein Vertreter-
system pi,...,p, fir die Rechtsnebenklassen von G in Sym(n.) und setzen
Ci:C’i,lu{dpl,...,d”"'}. O

2 Die /—Funktion

Wir betrachten zwei streng-minimale Theorierf@ Ty und Ty, formuliert in zwei
disjunkten Sprachen T; und T5.

Wenn wir die T; durch ihre Morleyisierung ersetzen, sehen wir, dafl wir das
folgende annehmen koénnen.

5 Wihle ein p'(y) € tp(bo), sodaB = —p/(b3) alle o & G. Der gesuchte Teil von p ist

py) = N\ PN N\ =0 (67)

oeG oG

6In diesem Abschnitt werden Abzihlbarkeit und DMP nicht verwendet.



QE-Hypothese. T7 und T, haben Quantorenelimination. Die Sprachen L; sind
relational.

Wir nehmen auflerdem an, dafl fiir 7;—Codes und T5—Codes ¢ die ¢. und ¥,
quantorenfrei sind. T; Typen tp,(a/B) werden quantorenfrei aufgefafit. Wir wer-
den diese Annahme erst in Abschnitt [0 aufgeben.

Sei K die Klasse aller Modelle von Ty U Ty . Wir lassen auch () als ein Ele-
ment von K zu. Wenn die C; die Monstermodelle von 7T; sind, kann man die
Strukturen aus KC gleichzeitig als Teilmengen von C; und als Teilmengen von
Cy auffassen.

Fiir endliche A € IC sei
0(A) =tr1(A) + tra(A) — |A].
Es gilt

(1) 60)=0

(2) d({a}) <1
(3) 6(AUB)+8(ANB) < 8(A)+6(B)

Wenn A\ B endlich ist, setzen wir
0(A/B) =tr1(A/B) +try(A/B) — |A\ B|.

Wenn auch B endlich ist, gilt §(A/B) = 6(AU B) — §(B).
B ist stark in A, wenn B C A und §(A’/B) > 0 fiir alle endlichen A’ C A.
Wir schreiben dafiir
B < A.

Sei a € A. a ist algebraisch iiber B C A, wenn a im Sinn von 7; oder im
Sinn von T algebraisch iiber B ist. A heifit transzendent iiber B, wenn kein
a € A\ B algebraisch iiber B ist.

Eine echte starke Erweiterung B < A heifit minimal, wenn B < A’ < A fiir
kein A’, das echt zwischen B und A liegt.

Lemma 2.1. B S A ist genau dann minimal, wenn 6(A/A") < 0 fir alle A,
die echt zwischen B und A liegen.

Beweis. Die eine Richtung ist klar, weil aus A" < A folgt, daBl §(4/A") > 0.
Umgekehrt, wenn §(A/A’) > 0 fiir ein A’, wihlen wir ein A’, fiir das 6(A/A")
maximal ist. Dann ist A’ < A und A ist nicht minimal iiber B. O

Man beachte, daf§ fiir minimale Erweiterungen A\ B endlich ist.

Lemma 2.2. B < A sei eine minimale Erweiterung von Elementen aus K.
Dann gibt es drei Fille:

(I) 6(A/B) =0, A = BU{a} fir ein Element a € A\ B. a ist algebraisch
iber B. (algebraische minimale Erweiterung )

(IT) 6(A/B) = 0, A transzendent iber B. (préalgebraische minimale Erwei-
terung )



(III) 6(A/B) = 1, A = B U {a} fir ein a, das transzendent iber B ist.
(transzendente minimale Erweiterung )

Man beachte, daf§ im préialgebraischen Fall |A\ B| > 2.

Beweis. Wenn A\ B ein algebraisches Element a enthilt, ist §(a/B) = 0. Dar-
aus folgt BU {a} = A.

Wenn A/B transzendent ist, gibt es zwei Fille. Wenn 6(A/B) = 0 ist die Er-
weiterung prialgebraisch minimal. Sonst ist 6(A’/B) > 1 fiir jedes A C A’ C A.
Fiir ein beliebiges a € A\ B ist also BU {a} < A und darum BU {a} = A.

O

Wir definieren K° C K durch
KO={MecK|)< M}

Man sieht leicht, daf sich ° durch eine Menge von universellen L, U Ly—Sétzen
axiomatisieren ldfit. Die folgenden beiden Lemmas folgen leicht aus (), ([2) und

@.

Lemma 2.3. Sei M in K° festgehalten und A eine endliche Teilmenge von M.
Setze
_ ; !
A=, 20,0

Dann ist d die Dimensionsfunktion einer Prigeometrie. Das heifit, d erfillt (),

@, @ und

(4) d(4)>0
(5) A c B=d(A) <d(B) O

Lemma 2.4. Sei M € K° und A eine endliche Teilmenge M. Sei A’ eine
minimale Obermenge von A mit 6(A’) = d(A). Dann ist A’ die kleinste starke
Teilmenge cl(A) von M, die A enthilt, der Abschlufi von A. O

3 Praalgebraische Codes

Ab jetzt sind T} und T wie Satz [IL1] also streng minimal, abzdhlbar, mit der
DMP. Wir nehmen, wie auch in den néchsten beiden Abschnitten [@H), die QE-
Hypothese von Abschnitt 2] an.

Wir fixieren fiir T; eine Menge C; von Codes wie in Satz [[4l Ein prdalge-
braischer Code ¢ = (c1,c2) besteht aus einem Code ¢; € C7 und einem Code
co € Cy mit den folgenden Eigenschaften:

® Nei=TNg =Ney = Key + Key
e Fiir jede echte, nicht—leere Teilmenge s von {1,...,n.} ist

key s+ keys — (ne —1s]) <0



Wir setzen m. = max(me, , me, ). Man beachte, da§ die Einfachheit der ¢, (z, )
impliziert, dafl
Ne > 2.

Fiir jede Permutation o ist auch
¢ = (cf,c5)
ein préalgebraischer Code.

77" und 759 haben nur nur die Home-Sorte gemeinsam. Wir meinen darum
mit b € dcl®d(B) ein Paar b = (b1, b2) mit b; € dcl®¥(B) fir ¢ = 1,2. Analog
verwenden wir acl®d(B). Eine (generische) Realisierung von ¢.(x,b) (iiber B) ist
fiir i = 1,2 eine (generische) Realisierung von ¢, (x,b;) (iber B) in Sinn von T;.
Eine Morleyfolge von ¢.(x,b) ist ein Morleyfolge gleichzeitig von ¢, (z,b1) und
@, (x,b2). Eine Pseudomorleyfolge von c iiber b realisiert gleichzeitig U, (Z, b1)
und ¥, (Z,be). M ist unabhdingig von A iiber B, wenn M ist unabhéngig von
A iiber B im Sinn von 77 und von T3 ist.

Lemma 3.1. Sei B < BU{ay,...,a,} eine prialgebraische minimale Erwei-
terung und a = (ai,...,ay,). Dann gibt es einen prialgebraischen Code ¢ und
b € acl®d(B), sodaf$ a generische Realisierung von = ¢.(a,b) ist.

Beweis. Sei i € {1,2} festgehalten. Wihle d; € acl®d;(B), sodaBl tp;(a/Bd;)
stationdr wird und x;(z,d;) € tp;(a/Bd;) mit Morleyrang MR;(a/Bd;) und
Morleygrad 1. Weil A/B transzendent ist, ist x;(x,d;) einfach. Wihle einen T;—
Code ¢; € C; und ein b; € dcl®;(d;) mit x;(x,d;) ~*<i ¢, (z,b;). Aus 6(A/B) =
0 folgt, ke, + ke, = n; aus 201 folgt ke, s + ke, s — (n—|s|) <O0. O

Das néchste Lemmas beweist man dhnlich.

Lemma 3.2. Sei B € K, ¢ ein prdalgebraischer Code und b € acl®d(B). a =
(a1,...,an,) sei eine generische Realisierung von ¢.(x,b) iber B. Dann ist BU
{a1,...,an,} eine prialgebraische minimale Erweiterung von B. O

Man beachte, dafl der Isomorphietyp von a iiber B eindeutig bestimmt ist.

Lemma 3.3. Seien B C A aus K, ¢ ein prdialgebraischer Code, b aus acl®d(B)
und a € A eine Realisierung von ¢.(x,b) in A, die nicht ganz in B liegt. Dann
18t

1. 6(a/B) <0.
2. Wenn é(a/B) =0, ist a eine generische Realisierung von ¢.(x,b) iber B.

Beweis. Sei s = {ila; € B}. Weil a nicht ganz in B liegt, ist s eine echte
Teilmenge von {1,...,n.}. Es folgt

6(a/B) = tri(a/B) + tra(a/B) = (n — [s|) < ke, s + key,s — (n = |s])
Wenn s # (), ist die rechte Seite negativ. Wenn s = (), haben wir
0(a/B) =tri(a/B) +tra(a/B) —n < ke + ke, —m =0

d(a/B) = 0 impliziert also tr;(a/B) = k.. O



Lemma 3.4. M < N eine Erweiterung von Strukturen in K und eo,...,e, €
N eine Pseudomorleyfolge von ¢ tiber b. Dann trifft eine der beiden folgenden
Aussagen zu.

e bedcl®(M)
o Wenigstens p — neme + 1 viele der e; liegen in N\ M.

Beweis. Wir ordnen die e; so um, dafl e, . . ., €,,—1 in M liegen und e, , ..., €,(c)
in N\M.Esist 0 <rg <ry < pu(c)+1. Vielleicht bilden die e; keine Pseudomor-
leyfolge mehr, sie sind aber immer noch disjunkte Realisierungen von ¢.(z, b).
Wenn wir annehmen, daf§ b ¢ dcl®d(M), folgt aus (¥l), daBl o < m.. Wir miissen
zeigen, dafl r; < men.. Dazu kénnen wir annehmen, dafl m. < rq.

Betrachte §(¢) = d(e;/Meg - - - e;—1). Fiir alle ¢ < 1, haben wir die grobe Ab-
schitzung? §(i) < (n. —1). Wenn m, < i < ry, folgt aus b € dcl®d(Meg---e;_1)
und B3] daB §(i) < 0. Das ergibt

0<d(eo-ep1/M)=> 6()= > d@)+ > (i)

1<ry 1<me me<i<r]

<me(ne —1) — (r1 —me).

Daraus folgt die Behauptung. O

4 Die Klasse K#

Sei p* eine Funktion, die jedem préaalgebraischen Code c eine natiirliche Zahl
zuordnet. Wir nehmen an, daf3

o u*(c)>m.—1

e fiir jedes Tripel I, m,n mit m > 0 gibt es nur endlich viele ¢ mit pu*(c) =,
m, = m und n, = n. (Man findet p*, weil es nur abzdhlbar viele Codes
gibt.)

o u*(c) = p*(d), wenn ¢ fquivalent zu einer Permutation von d istS.

Wir definieren dann
p(e) = mene + p*(c)
Wir vermerken, dafl u(c) > me.

Im folgenden ist eine Pseudomorleyfolge immer ein Pseudomorleyfolge der
Lénge u(c)+1 fiir einen préalgebraischen Code ¢. Wenn (e;) eine Pseudomorley-
folge, folgt aus (i), daB fiir jede Permutation ¢ auch (e7) ein Pseudomorleyfolge
ist.

Die Klasse K* ist die Klasse aller M € K°, die keine Pseudomorleyfolge
enthalten.
"Es gilt immer §(A/B) < |A/B|.

8Man beachte, dafl jeder Code zu hdchstens einem prialgebraischen Code dquivalent sein
kann.




Lemma 4.1. Sei B eine endliche starke Teilmenge von M € KM, A/B eine
praalgebraisch minimale Erweiterung. Dann enthdlt M nur endliche viele B—
isomorphe Kopien von A.

Beweis. Sei A = BU{a} fiir ein Tupel a. Sei d € acl®d(B), sodafl die tp;(a/Bd;)
stationér sind. Es geniigt zu zeigen, da8 fiir alle solchen d tp, (a/Bd;)Utpy(a/Bdz)
nur endlich viele Realisierungen in M hat. Dazu wihlen wir (mit B.1]) einen pra-
algebraischen Code ¢ und ein b € acl®d(B) mit = ¢.(a,b). Wir zeigen, dafl
¢c(z,b) in M nur endlich viele Realisierungen hat. Sonst gébe es mehr als p(c)—
viele solche Realisierungen e;, soda8l e; &€ B U {eo,...,e;—1}. Aus B3l folgt nun,
daf} die e; eine Morleyfolge von ¢.(x,b) iiber B sind, und aus (@) folgt, dafl sie
eine Pseudomorleyfolge von ¢ iiber b bilden. Widerspruch. O

Folgerung 4.2. Sei B < M € K, B C A endlich mit 6(A/B) =0 . Dann gibt
es nur endlich viele A’ mit B < A’ C M, die iiber B zu A isomorph sind.

Beachte, dafl automatisch A’ < M.

Beweis. Zerlege die Erweiterung A/B in eine Folge von minimalen Erweiterun-
gen. O

Folgerung 4.3. Sei B endliche Teilmenge von M € KF. Dann ist der d—
Abschluf} von B:
cla(B) = {x € M|d(Bz) = d(B)}

hochstens abzdhlbar.

Beweis. clg(B) ist die Vereinigung aller endlichen A" C M mit cl(B) C A’ und
§(A'/cl(B)) = 0. O

Lemma 4.4. Wenn M € K, M < N und [N\ M| =1, dann gehirt auch N
zu IKCH.

Beweis. Sei (e;) eine Pseudomorleyfolge von ¢ tiber b in N. Hochsten eins der
e; liegt nicht in M. Weil p(c) > me, ist b € dcl®d(M). Aus B3 folgt jetzt, dafl
die e; ganz in M oder ganz in N \ M liegen. Das letztere ist aber nicht moglich,
weil n, > 2. Also liegt (e;) ganz in M. Widerspruch. O

Satz 4.5. K" (und darum auch die Klasse der endlichen Elemente von KC*) hat
die Amalgamationseigenschaft beziiglich starker Einbettungen.

Beweis. Die Strukturen B < M und B < A seien in K. Wir suchen eine starke
Erweiterung M’ € K* von M und ein B < A’ < M’, das iiber B zu A isomorph
ist. Wir kénnen annehmen, da} A/B minimal und M /B minimal sind. Wir zei-
gen, dafl ein ,freies Amalgam® M’ von M und A zu K# gehért, oder daf3 M und
A {iber B isomorph sind.

Fall 1: A/B ist algebraisch minimal. Also A = B U {a} fiir ein Element a ist
z.B. im Sinn von T} algebraisch {iber B ist und im Sinne von T3 transzendent.
Es gibt zwei (nicht disjunkte) Unterfille.

Unterfall 1.1: tp; (a/B) wird in M realisiert, sagen wir durch a’. Dann ist a'/B
im Sinn von T3 transzendent. B U {a’} ist iiber B isomorph zu A und stark in



M. Aus der Minimalitidt von M/B folgt M = BU{a’}.

Unterfall 1.2: Es gibt (im Sinn von T3) ein ¢’ ¢ M, das tp,(a/B) realisiert. Wir
machen a’ im Sinn von 75 transzendent iiber M und identifizieren es mit a.
M’ = M U {a} ist ein freies Amalgam von M und B iiber A, in dem Sinn, dafl
M'UA = B und M unabhéngig von A iiber B ist. Man sieht leicht, daf} fiir
freie Amalgame M < M’ und A < M'. Aus 4l folgt M’ € K+.

Fall 2: A/B ist transzendent. Dann existiert ein freies Amalgam M’ von M und
A. Nehmen wir an, dafl M’ nicht zu K# gehért. Dann enthélt M’ eine Pseu-
domorleyfolge (e;) von ¢ iiber b. Wir wenden Lemma 4] auf die Erweiterung
M’/M an und erhalten zwei Unterfille.

Unterfall 2.1: b € dcl®d(M). Weil M zu K gehort, liegen nicht alle Glieder der
Pseudomorleyfolge in M. Sei e; ¢ M. Dann ist nach B3l e; eine generische Rea-
lisierung von ¢.(x,b) iber M. Weil M und e; iiber B unabhingig sind, folgt aus
[T daB die kanonischen Basis b in acl®d(B) liegt. Weil A € K* gibt es ein e,
das nicht ganz in A liegt. e; ist wieder eine generische Realisierung von ¢.(x,b)
iiber B. Es folgt, daB M = BU {e;} und A = B U {e;} iiber B isomorph sind.

Unterfall 2.2: Mehr als p*(c) der e; liegen in M’ \ M. Weil p*(¢) +1 > m,, folgt
daraus, dafl b € dcl®d(A). Die Behauptung folgt jetzt wie in Unterfall 2.1. O

Wir nennen M € K* reich, wenn es zu jedem endlichen B < M und jedem
endlichen B < A € K* ein A < A’ < M gibt, das iiber B zu A isomorph ist.
Wir iiberlegen uns im n#chsten Abschnitt, dafl reiche Strukturen Modelle von
T1 U T2 sind.

Folgerung 4.6. Es gibt es eine eindeutig bestimmte, abzihlbare, reiche Struktur
K*. Alle reichen Strukturen sind (L1 U La)so o, —dquivalent. O

5 Die Theorie T#

Lemma 5.1. Sei M € K*, b € acl®d(M), a eine M—generische Realisierung
von ¢e(x,b) und M’ die prialgebraische minimale Erweiterung MU{ay, - an,}.
Wenn M’ nicht zu K* gehort, gilt eine der beiden folgenden Aussagen.

(a) M’ enthilt eine Pseudomorleyfolge von c iiber b, deren Elemente bis auf eins
i M liegen.

(b) M’ enthdilt eine Pseudomorleyfolge fiir ein ¢, von der mehr p*(c') viele
Elemente in M’ \ M liegen. Auflerdem ist me > 0.

Beweis. Sei (€}) ein Pseudomorleyfolge von ¢ iiber &' in M’. Wenn () auf (¢})
nicht zutrifft, folgt aus B4l dafl ¥ € dcl®d(M). Eins der €} kann nicht ganz in
M liegen und aus B3 folgt, daB e} eine M—generische Realisierung von ¢ (x,b")
ist. Und aus der Minimalitidt von M’/M folgt, daB8 €] eine Permutation von a
ist. Weil wir Pseudomorleyfolgen permutieren kénnen, kénnen wir annehmen,

daB e = a. Daraus folgt ¢ (z,b") ~*¢ ¢.(x,b) und daher c=c und b="V. O

Folgerung 5.2.
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1. Sei ¢ ein prdalgebraischer Code. Dafl ein M € K keine Pseudomorleyfolge
fiir ¢ enthdlt, lafst sich durch eine universelle L1 U Ly—Aussage ausdriicken.

2. Sei ¢ ein prdalgebraischer Code, M € K ein Modell von Ty U Ty. Dafs
fiir kein b € dcl®4(M), und keine generische Realisierung a von ¢.(x,b)
die Struktur M U{aq, ... ,an.} zu ICF gehort lafst sich durch eine induktive
L1 U Ly—Aussage ausdriicken.

Beweis. [l Sei Wi(z) quantorenfrei und in T; #quivalent zu Jy V., (Z,y). Die
Aussage
-3z (V(z) A U2 (7))

leistet das gewiinschte

2 Seii € {1,2} und M eine elementare Unterstruktur von C;. Sei m € M und
¢(x,m) eine L;—Formel vom Rang k und Grad 1, und a € C; eine M—generische
Realisierung von ¢(x, m). Dann 148t sich jede quantorenfreie Eigenschaft ¢ (a, m)
von a,m in eine quantorenfreie Eigenschaft ¢)*(m) von m iibersetzen. Man setzt

V¥ (y) = MRy (é(z, y) Ap(z,y)) = k.

Das zeigt, dafl man fiir alle M € K, und M—generische Realisierungen a von
¢c(x,b), jede Ly U La—Aussage iiber M U {a; ...,an, } in eine Ly U Lo—Aussage
iiber M, b iibersetzen kann.

Die Behauptung folgt nun aus Bl weil im Fall in (B) nur endliche viele ¢/
in Frage kommen:

(4 (¢)) + s < M\ M] = n,.

O

Modelle M der Ly U Ly—Theorie T# werden beschrieben durch die folgenden
Eigenschaften. Daf3 sich die Axiome elementar ausdriicken lassen, folgt wegen
der Lemmas 3] und aus der letzten Folgerung.

Axiome von T*.

(a) M e K+

(b) T U T

(c¢) Keine préalgebraische minimale Erweiterung von M liegt in ICH.

Man iiberlegt sich leicht, dafl M genau dann ein Modell von (b)) ist, wenn
M unendlich ist und keine algebraischen minimalen Erweiterungen hat. Also ist
M genau dann ein Modell von (B) und (@), wenn M unendlich ist und keine
minimalen (oder echten) Erweiterungen M’ € K# mit §(M'/M) = 0 hat.

Satz 5.3. Die reichen Strukturen sind genau die w—saturierten Modelle von T*.

Beweis. Sei M ein w—saturiertes Modell von T#. Um zu zeigen, daf§ M reich ist,
betrachten wir ein endliche starke Teilmenge B von M und eine minimale starke
Erweiterung A von B, die zu K* gehort. Wir wollen eine Kopie B < A’ < M
von A/B finden.
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Fall ([IT): A/B ist algebraisch oder préialgebraisch. M hat keine algebraischen
und keine prialgebraischen Erweiterungen in IC¥. Andererseits kénnen wir M
und A in £* amalgamieren. Das ist nur moglich, wenn wir in M eine Kopie von
A finden.

Fall (ITI): A = B U {a} ist transzendent. Wir suchen ein a’ € M, das iiber B
transzendent ist mit BU{a’'} < M, Weil das bedeutet, dal a’ einen bestimmten
partiellen Typ iiber B erfiillt, und weil M w-saturiert ist, geniigt es a’ in einer
elementaren Erweiterung M’ von M zu finden. Wenn M’ iiberabzihlbar ist, fin-
den wir nach3lein o’ € M’\clq(B). Das ist gleichbedeutend mit BU{a’} < M’.

Sei nun umgekehrt M eine reiche Struktur.

Axiom (B)): Sei a ein Element in acly (M) und transzendent iiber M im Sinn von
T5. a ist schon 1-algebraisch iiber einer endlichen Teilmenge B von M. Wir kén-
nen annehmen, daf§ B < M. Weil (wegen Lemmal4) B < BU{a} € K*, findet
sich eine Kopie von a iiber B in M. Daraus folgt, dafl M acl;—abgeschlossen ist.
Weil M unendlich ist? | ist M ein Modell von 7. Aus dem gleichen Grund ist
M ein Modell von T5.

Axiom (@): Sei a eine generische Realisierung von ¢.(z,b) iiber M, fiir die
M U {a} zu K" gehort. Sei C eine beliebige starke endliche Teilmenge von M,
mit b € dcl®d(C). Dann ist C < C'U{a} und, weil M reich ist, gibt es in M eine
Kopie a’ von a iiber C mit ¢’ = CU{a’} < M. Wenn wir so fortfahren, erhalten
wir eine beliebig lange Morleyfolge a’,a”, ... von ¢.(x,b). Ein Widerspruch zu
M e K+,

Wihle M’ = M w-saturiert. Der erste Teil des Beweis impliziert, dal M’ reich
ist. Also ist M’ =, M. Daraus folgt, da§ auch M w-saturiert ist. O

6 Beweis des Satzes

Wir lassen jetzt die Annahme, dafl die T; Quantorenelimination haben wieder
fallen. In der Kategorie /C miissen jetzt isomorphe Einbettungen ersetzt werden
durch bi-elementare Abbildungen, die elementar sind im Sinn von 77 und im
Sinn von T5.

Folgerung 6.1. T*H ist vollstindig. Zwei Tupel a und o' in Modellen M und
M’ haben genau dann den selben Typ, wenn es eine bi-elementare Bijektion

f:cl(a) — cl(a))
mit f(a) = a’ gibt.

Beweis. K" ist ein Modell von T#. Also ist T* konsistent. Sei M ein belie-
biges Modell von T*. Nach Satz [.3] gibt es ein M’ = M, das reich ist. Aus
M’ =, K* folgt die Vollstandigkeit.

9Das folgt ebenfalls aus @4l
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M < N und M’ < N’ seien zwei w—saturierte elementare Erweiterungen.
Man sieht leicht™® da M < N und M’ < N’, also éndert sich ,,cl“ nicht. Ein
Isomorphismus f : cl(a) — cl(a’) ist dann Teil eines back-and-forth-Systems von
partiellen Isomorphismen zwischen endlichen starken Teilmengen von M’ und
N'. Also ist f eine elementare Abbildung.

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dafl ¢ und @’ denselben Typ haben. Es
gibt dann eine isomorphe Einbettung f : cl(a) — M’, die a auf o’ abbildet.
Wir schreiben A’ fiir f(cl(a)). Dann ist d(a) = d(cl(a)) = 6(A"). Daraus folgt
d(a’) < d(a) und aus Symmetriegriinden d(a’) = d(a). Nun hat A’, wie cl(a),
keine echte Teilmenge A”, die o’ enthilt und §(A”) = d(a’) erfiillt. Daraus folgt
A = cl(a). O

Satz 6.2. T* ist streng-minimal. d ist die Dimensionfunktion der natirlichen
Prdgeometrie auf Modellen von T*. Insbesondere ist in Modellen von T

MR(a/B) = d(a/B)

Beweis. Alle Typen tp(a/B) mit d(a/B) = 0 sind algebraisch nach Folgerung
Aus folgt, daff es nur einen Typen mit d(a/B) = 1 gibt. Daraus
folgt, dafl T streng minimal ist. Der Rest des Satzes ist klar, weil d gerade den
algebraischen Abschlufl beschreibt. O

Damit ist Satz [0.1] bewiesen.

7 Bemerkungen

Man zeigt leicht, dal T* die folgenden Eigenschaften hat:
e TH hat die DMP

e Fiir jedes ¢ = 1,2 gilt: Jede L,~Formel ¢(z,b) hat in T" den gleichen
Morleyrang und den gleichen Morleygrad wie in T;.

e ([11) M sei ein Modell von T*, das elementare Unterstruktur von N ist,
im Sinn von 7} und im Sinn von 75. Dann ist M elementare Unterstruktur
von N.

Wir beweisen die letzte Behauptung: Seien M und N Modelle von T* und
M | L; < N | L; fir i =1,2. Wir zeigen, dal M < N. Mit folgt dann
N <M.

M hat in N keine echte Erweiterung M’ mit §(M'/M) = 0. Wenn M nicht
stark wére, miiite es darum ein Element a € N mit §(a/M) = —1 geben, das
also algebraisch tiber M ist, im Sinn von 77 und T5. Das gibt es nicht.

10 Wenn M £ N, gibt es ein Tupel a € N mit §(a/M) < 0. Es gibt ein endliches B < M
mit §(a/B) < 0. Das liegt an der Giiltigkeit einer L1 U La—Formel, ¢(a,b). ¢(x,b) ist nicht
erfiillbar in M, also M 4 N.

" Dieser Typ hat nur eine Fortsetzung auf cl(B) und cl(B) U {a} ist stark im betrachteten
Modell.
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