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Wir fixieren eine vollstdndige streng minimale L-Theorie T'. Sei M ein Mo-
dell von T und F eine unendliche Teilmenge von M. Aus F lassen sich zwei neu
Strukturen definieren:

e Die induzierte Struktur auf F hat einen Namen R, fiir (-definierbare
Relation ¢(M) N F™ auf F. Die Sprache ist

Lina ={R¢ | ¢ = ¢(z1,...,2,) eine L-Formel}.
F mit seiner L;,q—Struktur bezeichnen wir mit F,q.

e Das Paar (M, F') ist eine L(P)-Struktur, wobei P ein unéres Pridikat fiir
Fist und L(P) = LU {P}.

Wir betrachten die Kodimension dim(M/F) von F in M. Wenn (N, G) eine
elementare Erweiterung von (M, F') ist, bleiben Elemente von M, die algebra-
isch unabhéngig iiber F' unabhingig iiber G. Daraus folgt, daf dim(M/F) <
dim(N/G).

Definition 1 Die elementare Kodimension von F in M
dim(M/F) = max {dim(N/G) | (N,G) = (M, F)}

Wir unterscheiden dabei unendliche Kodimensionen nicht und setzen sie 0o.

Es ist klar, daf dim(M/F) = dim(M/F), wenn (M, F') w—saturiert ist.

In [I] wird F klein in M genannt, wenn es (N,G) = (M, F) gibt, fir das
(N, g)gec w-saturiert ist. Es ist klar, daff F' genau dann klein in M ist, wenn
dim(M/F) = occ.

Satz 2 M und N seien Modelle von T mit Teilmengen F und G. Dann ist
(M, F) = (N,G) genau dann, wenn Fing = Ging und dim(M/F) = dim(N/G).

BEWEIS: Die Behauptung ist ein Spezialfall von Satz 2.2 in [I], weil streng mi-
nimale Theorien stabil sind und nicht die fcp haben. Es gibt aber einen leichten
direkten BeweidL:
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1Man konsultiere [I] fiir allerlei Auskiinfte, auch iiber streng minimale Mengen. Insbeson-
dere fiir den Satz von Pillay (5.4).




Sei Fina = Gina. Wir wollen zeigen, dal (M, F) = (N, G). Mit den iiblichen
Methoden sieht man, daff man annehmen kann, daf Fi,q =& Ginq und daft F' und
G gleiche Kodimension in M und N haben. Wir fixieren eine Isomorphismus
f : Fina — Ging, also eine Bijektion, die im Sinn von M und N elementar
ist. Es ist klar, daf das System aller elementaren partiellen Abbildungen von
M nach N, die endlichen Erweiterungen von f sind, die Hinundhereigenschaft
hat. Weil diese elementaren Abbildungen partielle Isomorphismen im Sinn von
(M,F) und (N,G) sind, folgt, dak (M, F) und (N,G) partiell isomorph und
daher elementar dquivalent sind. O

Folgerung 3 M < N seien Modelle von T und F eine Teilmenge von M, fir
die dim(M/F) = dim(N/F). Dann ist (M, F) < (N, F).

BEWwWEIS: Die elementaren Kodimensionen #&ndern sich nicht, wenn wir Ele-
mente benennen. Also ist dim(Mys/F) = dim(Ny;/F). Aus dem Satz folgt
(Mpy, F) = (Ny, F), was zu zeigen war. O

Lemma 4 Es ist dim(M/F) < n genau dann, wenn es eine L—Formel
&z, T, 21, ..., 2n) gibt, sodaf
e ¢ ist algebraisch in x. Das heifst, fir ein d ist

TFVjz... z2n 35% (2,7, 21, . . ., 2n)

e Es gibt n Elemente mq,...,my, in M, fir die
M:U¢(M7f_am17“'amn) (].)
fer

BEWEIS: Wenn es ein algebraisches ¢(x, 9, 21, . . ., z,) mit () gibt, gilt () auch
in allen elementar &quivalenten (N, G). Also ist dim(N/G) < n in allen elemen-
tar dquivalenten dim(N/G).

Nehmen wir an, dak es ein algebraisches ¢(z,7, 21,...,2,) mit ({0l nicht gibt.
Wenn dann, fir ein & < n, my,...,m, € M algebraisch unabhéingig iiber F
sind, ist die Formelmenge

O(z) ={vy (P(y) — ~o(x,g,m1,...,my)) | ¢(x, 7, Z) algebraisch in x}

endlich erfiillbar. Sei m,;; eine Realisierung von ®(x) in einer elementaren
Erweiterung (N, G). Man sieht dann leicht, daf mq,...,my auch iiber G alge-
braisch unabhingig sind und daf my41 nicht algebraisch iiber Gmy - - - m,, ist.
Wenn man mit £ = 0 beginnt und fortfahrt bis £ = n, erhélt man eine elemen-
tare Erweiterung (N, G) von (M, F') mit dim(N, G) > n. O

Folgerung 5 Wenn dim(M/F) < oo, ist dim(M/F) = dim(M/F).



BEWEIS: Sei m = dim(M/F). Es ist klar, daf m < dim(M/F). Wir zeigen, daf
dim(M/F) < m: Sei dim(M/F) < n. Dann gibt es ¢ und my,...,m, wie in
Lemma[l Sei mj,...,m}, eine Basis von M/F. Es gibt ein ¢(w, Z), algebraisch
in w, mit
M Ey(my,...,m,,my,...,m..).
Setze
(b/(xvyv Blyeos zm) =3Jw (T/)(ﬁ% Blyeney Zm) A ¢($, 37,71))).

@'(x, 7, Z) ist algebraisch in x und es ist
M= ¢, fmh,...,mp,).
JeF
Daraus folgt die Behauptung. O

Das folgende Lemma ist klar: Gehe {iber zu w-saturierten Situation und
wende die Additivitdt von dim an.

Lemma 6 Sei M ein Modell von T und F C M’ < M. Dann ist

dim(M/F) = dim(M/M') + dim(M'/F).

Satz 7 Sei F' Teilmenge eines Modells von T'. Dann

1. dim(acl(F)/F) € {0,00}.
2. dim(acl(F)/F) hingt nur von Th(Fina) ab.

BEWEIS: Die erste Behauptung folgt sofort aus Folgerung Bl Zum Beweis der
zweiten Behauptung nehmen wir an, dafs Fiyq = Ging- Wenn wir F' und G in
geniigend grofie Modelle M und N einbetten, ist nach Satz[2 (N,G) = (M, F).
Sei dim(acl(F), F') = 0. Dann gibt es nach Lemma [] eine algebraische Formel

¢(x, ) mit
acl(F) = |J o(M, f).
feF
Das kann man auch so ausdriicken, daf fiir alle algebraischen v (z, z)

(M, F) = Va, z (P(2) A(x, 2) — Fg(P(§) A ¢(x,9)))
Das gilt dann auch in (N, G) und es folgt dim(acl(G), G) = 0. O

Folgerung 8 Sei M = acl(F) ein Modell von T. Wenn (N,G) = (M, F), ist
(N, G) eine elementare Erweiterung von (acl(G), G).

BEWEIS: Aus dem Satz folgt dim(acl(F)/F) = dim(acl(G), G). Andererseits
ist dim(acl(F)/F') = dim(N/G). Daraus folgt die Behauptung mit Folgerung[3l
O



Satz 9 Fir die Menge
K ={dim(N/M)| M <N T}
gibt es zwei Moglichkeiten:

1. K ={0,00}
2. K =NU{oo}

Weni der zweite Fall eintritt, ist fir alle M < N

dim(N/M) = dim(N/M)

BEWEIs: Nehmen wir an, es gdbe Modelle M < N, deren elementare Kodimen-
sion positiv aber endlich ist. Wir kénnen annehmen, dafs M saturiert ist. Wahle
ein elementare Unterstruktur M’ zwischen M und N mit dim(M'/M) = 1. Aus
Lemma [ folgt dim(M’/M) = 1. Wihle eine elementare Kette My < M; <

. < M, mit (M;11,M;) = (M'/M). Dann ist dim(M; 1, M;) = 1 fiir al-
le ¢ und es folgt dim(M,,/My) = n. Also kommen alle Zahlen als elementare
Kodimension vor.

Fiir den zweiten Teil des Satzes betrachten wir eine Erweiterung M < N mit
dim(N/M) = n # oo aus K. Wir miissen zeigen, daff dim(N/M) = n. Wihle
M’ < N’ mit dim(N'/M') = dim(N'/M') = n. Wir kénnen annehmen, daf
M < M'. Sei ny,...,n, eine Basis von N’ iiber M’. Es gibt nach Lemma [ ein
é(x,7, 21, ..., 2n), algebraisch in z, sodak N' = U, crpr (N, M/, 01,0 0p).
Wir kénnen annehmen, daf N = acl(M,nq,...,n,). Die Behauptung folgt nun
aus

N= ] ¢(N,mmn,....,n,).
meM
Dafs die rechte Seite in N enthalten ist, ist klar. Sei umgekehrt a € N. Dann
gibt es ein m’ € M’ mit N’ = ¢(a,m',ny,...,n,). Der Typ tp(N/M’) ist Erbe
von tp(N/M) und daher tp(an; - - - n,/M’) Erbe von tp(an; - - - n,/M). Daraus
folgt, da es m € M gibt mit N’ = ¢(a,m,n1,...,ny). O

Folgerung 10 (J2]) Sei M ein Modell von T und F eine Teilmenge. Wenn
Fina = A, dann gibt es ein Paar G C N, sodaff A~ Ging und (M, F) = (N,G).

BEWEIS: Es gibt natiirlich ein Modell G € N’ mit A & Gj,q. Nach Lemma
@ ist dim(acl(F)/F) = dim(acl(G)/G). Wihle eine elementare Erweiterung
N von acl(G) mit dim(N/acl(G) = dim(M/acl(F)). Aus dem letzten Satz
folgt dim(N/acl(G) = dim(M/acl(F)) und aus Lemma [ dak dim(N/G) =
dim(M/F). Aus Satz 2 folgt (M, F) = (N, G). O

Zusatzstruktur auf dem Pradikat

Nehmen wir an, daf die Teilmenge F' C M Universum einer K—Struktur F ist.
In M wird F zur K U Lipg—Struktur Fjnq. Wenn man die Interpretation der
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3Wir nehmen immer an, da F unendlich ist. acl(G) is also ein Modell von T'.



Zeichen von K trivial auf M fortsetzt, erhdlt man die (K U L)(P)-Struktur
(M, F).

Man sieht leicht:
Lemma 11
dim(M/F) = max {dim(N/G) | (N,G) = (M,F)}

d

Die folgende Verallgemeinerungen von Satz [2] Folgerung [B] und Folgerung [§
haben den gleichen Beweis.

Satz [} M und N seien Modelle von T mit Teilmengen F und G, die Universen
von K-Strukturen F und G sind. Dann ist (M,F) = (N,G) genau dann, wenn
Find = Gina und dim(M/F) = dim(N/G). O

Folgerung [ M < N seien Modelle von T und F eine Teilmenge von M, die
Universum einer Struktur F ist. Wenn dim(M/F) = dim(N/F), ist (M, F) <

(N,F). )
Folgerung [8' Sei M = acl(F) ein Modell von T. Wenn (N,G) = (M,F), ist
(N, G) eine elementare Erweiterung von (acl(G),G). O
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