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3 Folgen und Reihen

3.1 Folgen und Grenzwerte

Definition
Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Funktion f: N — X.

Wenn z; = f(i), schreibt man die Folge auch in einer der folgenden Weisen:

® Lo, T1,.-.
L4 (mi)izo,l,...
o (z;)

Definition
Eine Folge xg,x1,... von reellen Zahlen konvergiert gegen x, wenn es fiir alle
€ > 0 eine natiirliche Zahl N gibt, sodafl |z, — x| < € fiir alle n > N.

In logischer Schreibweise:

Ve>03dN Vn>N |z, —z|<e

Wenn (z;) gegen z konvergiert, heiit  Grenzwert oder Limes von (z;). Wir
notieren das auch als

e lim, ..oz, =x
o (1;) —x

Folgen, die einen Grenzwert haben, heiflen konvergent, sonst divergent.

Intervalle sind folgendermaflen definiert:

[a,b] = {z|la <ax <b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) = {zla <z <b} offenes Intervall

[a,b) = {z]a <z <b}

(a,b] = {z|la <z <b}

Lemma 3.1.1 Fine Folge kann nur einen Grenzwert haben.

Lemma 3.1.2
lim — =0

n—oo n

Definition
Eine Folge, die gegen Null konvergiert heifit Nullfolge.

Lemma 3.1.3 (z;) konvergiert genau dann gegen x, wenn (x; — x) eine Null-
folge ist.



Lemma 3.1.4 Wenn (b;) eine Nullfolge ist und |a;| < b; fiir alle i, so ist auch
(a;) eine Nullfolge.

Definition
Eine Folge (x;) divergiert gegen oo (oder —o0), wenn es fiir alle ganzen Zahlen
K ein N gibt, sodal K < z,, (beziehungsweise z, < K) fiir alle n > N.

Wir schreiben dafiir lim,, .~ z, = 0o und lim,, o z,, = —0.

Folgen, die gegen oo oder —oo divergieren, heiflen bestimmt divergent, sonst
unbestimmt divergent.

Proposition 3.1.5 Sei = eine reelle Zahl. Wenn x < —1, ist die Folge (x?)
unbestimmt konvergent. Sonst ist

0, wenn —-1l<z<l1
lim 2" = 1, wenn zxz=1
n—oo

oo, wenn 1< .

Satz 3.1.6 Se: lim,,_,o a, = a und lim,,_. b,, = b. Dann ist

1. lim, oo (an + by) = a + b und lim,, o (anb,) = ab.
2. Wenn a, < b, fir unendlich viele n, ist a < b.

3. Wenn alle a,, und a ungleich Null sind, ist lim,,_, i =

Q|

Bemerkung 3.1.7
1. Jede konvergente Folge (a,) ist beschrénkt. Das heifit, daff |a,| < K fiir
ein K und alle n.

2. Wenn die a,, ungleich Null sind und gegen einen von Null verschiedenen
Grenzwert konvergieren, gibt es ein k > 0 sodaBl k < |a,,| fiir alle n.

Lemma 3.1.8 Wenn (a,,) beschrinkt ist und (by,) eine Nullfolge, so ist auch
(anbyn) eine Nullfolge.

3.2 Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen

Definition
Eine Teilfolge von ag, aq, ... ist gegeben durch eine aufsteigende Folge von Indi-
zes g < 11 < ... als

iy gy g v v s

Satz 3.2.1 (Bolzano—VVeierstrai?;)'j:I Jede beschrinkte Folge hat eine konver-
gente Teilfolge.

Definition
a ist Hiufungspunkt der Folge (a,,), wenn fiir alle e > 0 unendlich viele Folgen-
glieder in [a — €, a + €] liegen.

IBernhard Bolzano (1771-1848), Carl Weierstraf (1815-1897)



Bemerkung 3.2.2 a ist genau dann Hiufungspunkt der Folge (ay), wenn a
Limes einer Teilfolge von (ay,) ist.

Jede Folge (a,) hat einen kleinsten und einen gréBten HiufungspunktZ den
Limes superior limsup,,_, .. 6, und den Limes inferior liminf, . a.

Folgerung 3.2.3 Jede monoton wachsende beschrinkte Folge konvergiert.

Definition
Eine Folge (a,) heiBt Cauchyfolgdd, wenn es fiir alle € > 0 ein N gibt, sodaB
|an, — am| < e fiir alle n,m > N.

Satz 3.2.4 (Cauchyvollstindigkeit von R) FEine Folge ist genau dann kon-
vergent, wenn sie ein Cauchyfolge ist.

3.3 Vergleich von (Q und R

Lemma 3.3.1 In R lafst sich (im Gegensatz zu Q) aus jeder positiven Zahl die
Quadratwurzel ziehen.

Definition
Eine Menge X heifit abzdhlbar, wenn es eine Bijektion N — X gibt. Eine un-
endliche Menge, die nicht abzéhlbar ist, heifit iiberabzéhlbar.

Satz 3.3.2 (Cantor®

1. Q ist abzdhlbar
2. R ist iberabzihlbar.

Definition
Eine reelle Zahl « heifit algebraisch, wenn sie Nullstelle eines Polynoms (# 0)
mit rationalen Koeffizienten ist.

Bemerkung 3.3.3 Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzdhlbar.

3.4 Die Zahl =

Die Zahl 7, die spéiter eingefithrt wird (T} Seite 22]), ist nicht algebraisch (Lin-
demantf 1882).

2400 ist zugelassen.

3 Augustin Louis Baron Cauchy (1789-1857)
4Georg Cantor (1845-1872)

5Carl Louis Ferdinand Lindemann (1852-1939)



3.5 Unendliche Reihen

Definition
Sei (ar) eine Zahlenfolge. Unter der Reihe

00
Zan:a0+a1+...

n=0

verstehen wir die Folge der Partialsummen
n
Sp = Z Q.
k=0
>0 o an konvergiert gegen a, wenn (s,,) gegen a konvergiert. Man schreibt

Zan:ao+a1+~~:a.
n=0
Lemma 3.5.1 Sei Y " ja, =a und Y - b, =b. Dann ist
1.3 (an+by)=a+b
2. 30 o Aan = Aa fiir alle \.

3. Wenn a,, < b, fir alle n, ist a <.

Lemma 3.5.2 Wenn a, > 0 fir alle n, und die Folge der Partialsummen be-
schrinkt ist, ist Y. a, konvergent.

Satz 3.5.3 (Geometrische Reihe) Wenn |z| < 1, ist

> 1
n __
nz:%x T 1—zx

Lemma 3.5.4 Wenn Y . a, konvergent ist, ist (a,) eine Nullfolge.
Lemma 3.5.5 (Harmonische Reihe)

1

Slow

n

n=1
Lemma 3.5.6 (Leibnizkriterium)@ (a,) sei eine monoton abnehmende Null-
folge. Dann ist Y.~ (—1)"a, konvergent.

Definition
Eine Reihe (a,) heiit absolut konvergent, wenn Y7 |a,| konvergiert.

Lemma 3.5.7 Absolut konvergente Reihen sind konvergent.

6Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)



Satz 3.5.8 (Umordnungssatz) Eine Reihe Y. a, ist genau dann absolut
konvergent, wenn fiir jede Bijektion u : N — N die Reihe Y~ Ay (n) konvergiert

und - -
Z ap = Z Ay (n)-
n=0

n=0

Definition
X sei eine abzéhlbare Menge. Eine ,Reihe“ ) _ a, konvergiert absolut gegen
a, wenn fiir eine Bijektion v : N — X die Reihe ZZOZO y(n) absolut gegen a

konvergiert.

Satz 3.5.9 (Majorantenkriterium) Wenn Y07 b,  konvergiert —und
oo o an majorisiert, daf8 heift |a,| < by, dann ist Y. a, absolut konver-
gent.

Folgerung 3.5.10 (Quotientenkriterium) Wenn fiir ein 0 < 1 und fir fast
allen

An+1
QA

<0,

dann ist Y, an absolut konvergent.

Bemerkung 3.5.11 Wenn fiir fast alle n

An+4+1
Qn

>1

- )

s0 ist . a, divergent.

3.6 Die Exponentialfunktion

Definition
Die Exponentialfunktion ist gegeben durch

[e.9] xn
exp(z) = Z T
n=0

Die Eulerschd? Zahl durch

o}

e=exp(l) = Z i

n!
n=0

Lemma 3.6.1 N
exp(z) = lim (1 + E)
n—oo n
Satz 3.6.2 (Multiplikation absolut konvergenter Reihen) Wenn
Yo oan und Y02 b, absolut gegen a und b konvergieren, konvergiert
ijzo a;bj absolut gegen ab.

"Leonhard Euler (1707-1783)



Bemerkung Sei X abzihlbar und ),y a, = a absolut konvergent. Sei X

disjunkte Vereinigung von Xg, X1, .... Dann ist
o0
D (2 a)=a
n=0 z€X,

absolut konvergent.

Satz 3.6.3
exp(z +y) = exp(z)exp(y)

Folgerung 3.6.4 Fiir alle m € Z ist
exp(m - y) = exp(z)™

und daher

exp(z) = €.

Bemerkung 3.6.5 exp wdchst monoton und ist tiberall positiv. Auferdem gilt

lim exp(n) = o
n—oo
lim exp(—n) = 0.
n—oo

4 Stetigkeit

4.1 Stetige Funktionen und der Zwischenwertsatz

Definition
Sei D C Rund f: D — R eine Funktion.

1. f heifit stetig bei p € D, wenn es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, sodaf
|f(z) — f(p)| < € fiir alle z € D mit |z — p| <.

2. f heifdt stetig, wenn f bei allen p € D stetig ist.

Bemerkung Konstante Funktionen, die Funktionen x — x, abs(z) = |x| und
exp(z) sind stetig.

Lemma 4.1.1 Die Funktion

X — —
€T

ist eine stetige Funktion auf R\ {0}.

Satz 4.1.2 (Zwischenwertsatz) f : [a,b] — R sei stetig. Dann nimmt f jeden
Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Folgerung 4.1.3 exp(z) nimmt jeden positiven Wert genau einmal an.



Definition
Der (natiirliche) Logarithmus

log: Rsg— R

ist die Umkehrfunktion von exp.
Es gilt log(e) = 1 und log(zy) = log(x) + log(y).

Satz 4.1.4 (Summe und Produkt stetiger Funktionen) Wenn f und g
stetige Funktionen D — R sind, sind auch f+ g und fg stetige Funktion von D
nach R.

Folgerung 4.1.5 Polynomfunktionen f : R — R, definiert durch
f(@)=ao+az+ -+ ana”,
sind stetig.

Satz 4.1.6 (Verkniipfung stetiger Funktionen) Die Funktionen f : D —
R und g : E — R seien stetig und g(E) Teilmenge von D. Dann ist auch
fog: D — R stetig.

Folgerung 4.1.7 f und g seien stetig auf D und g ohne Nullstelle auf D. Dann
ist auch
f

=:D—>R
g

stetig.

4.2 Umkehrfunktionen

Definition
Eine Teilmenge X von R heifit convex, wenn fiir alle z,y € X auch alle Elemente
von [z,y] zu X gehoren.

Lemma 4.2.1 Die convexen Teilmengen von R sind genau die Intervalle.

Als Intervalle gelten dabei jetzt auch die Mengen

[a,00), (—o0,b] abgeschlossen
(a,00), (—00,b) offen
(—00,00) =R offen und abgeschlossen

Satz 4.2.2 (Abstrakter Zwischenwertsatz) [ sei stetig auf dem Intervall
D, dann ist auch f(D) ein Intervall.

Definition
Eine Funktion f : D — R heiffit monoton wachsend, wenn fiir alle x,y € D

r<y= f(r) < f(y),



und streng monoton wachsend, wenn

r<y= f(r) < f(y).

Entsprechend definiert man (streng) monoton fallend. f heifit (streng) monoton,
wenn f (streng) monoton wichst oder (streng) monoton fillt.

Lemma 4.2.3 f sei streng monoton auf dem Intervall D. Dann ist die Um-
kehrfunktion
fLf(D) - R

stetig.

Satz 4.2.4 (Satz von der Umkehrfunktion) f sei streng monoton auf dem
Intervall D und stetig. Dann ist das Bild I = f(D) wieder ein Intervall und die
Umbkehrfunktion f~' : I — R streng monoton und stetig.

4.3 Wurzeln, Potenz und Logarithmus

Definition
n sei eine ganze Zahl, ungleich Null. Die n-te Wurzel

Yr:Rsg — R
ist die Umkehrfunktion der n—ten Potenz

" Rsg — R.
Fiir positive z gilt log({/z) = % log(x).
Folgerung 4.3.1 log(x) und {/x sind stetig.

Wir erweitern die Potenzfunktion a?, (z € Z) auf beliebige Exponenten.

Definition
Fiir positive a und beliebige x definieren wir die Potenzfunktion durch

a® = exp(z log(a)).

Es gilt e = exp(z) und a» = {/a.

Bemerkung 4.3.2 Es bestehen die folgenden Rechenregeln.

a = a
a*tv = %Y
(ab)® = a"b"
@)y = o

Wenn a # 1, ist a® streng monoton und nimmt alle positiven Zahlen als Werte
an.

10



Definition
Sei a eine positive Zahl ungleich 1. Der Logarithmus log, (z) zur Basis a ist die
Umkehrfunktion der Potenzfunktion a®.

Es ist log,(z) = log(x).

Bemerkung 4.3.3

log, () = )

4.4 Folgenstetigkeit

Satz 4.4.1 f: D — R ist genau dann stetig, wenn fiir jede Folge (ay) aus D,
die gegen ein a € D konvergiert, die Folge (f(an)) gegen f(a) konvergiert.

Man beweist damit leicht, daB lim,,_,o, {/a = 1 fiir positive a.

4.5 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Definition
Eine Teilmenge K von R heifit kompakt, wenn jede Folge aus K einen Héiu-
fungspunkt in K hat.

Intervalle sind nur dann kompakt, wenn sie die Form [a, b] haben.

Satz 4.5.1 Fine stetige Funktion mit kompaktem, nicht leerem Definitionsbe-
reich nimmt Mazimum und Minimum an.

Definition
Eine Funktion f : D — R heifit gleichméfig stetig, wenn es fiir alle € > 0 ein
0 > 0 gibt, sodaf fiir alle z,y € D

[z -yl <é = [fx) = fly) <e

Satz 4.5.2 Fine stetige Funktion mit kompakten Definitionsbereich ist gleich-
mdafig stetig.

5 Integration und Differentiation

5.1 Integration
Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und
a=ay<a; <---<a,=b

eine Unterteilung U des Definitionsbereich.

11



Definition
Die zu U gehorende Untersumme ist

n

1,(f) = Zinff[ai—laai] (a; — ai—1)

i=1
Lemma 5.1.1 Wenn V eine Verfeinerung von U ist, ist 1;,(f) <I,(f).

Definition
Das Integral von f iiber [a, b] ist

b
/ f=sup{I,(f) | U Unterteilung von [a, b] }
Andere Schreibweisen fiir das Integral sind:

b
/ f(z)dx und I
a [a,b]
Definition
Fiir Funktionen f,g: D — R bedeutet f < g, dal f(z) < g(z) fiir alle z € D.

Lemma 5.1.2 (Grundlegende Eigenschaften des Integrals)
1. Fiir konstante Funktionen c gilt

/abc—c(ba).
b c b
/af=/a f+/c .

b b
/ f< / g
Definition

Sein U eine Unterteilung von [a, b]. Die zu U gehdrende Obersumme ist

2. Wenn ¢ € [a, b], ist

3. Wenn f < g, ist

Ty(f) = sup flai-1,ai - (ai — ai 1)
i=1

Es ist klar, daB [ f < Ty(f).

Lemma 5.1.3 f:f ist das Infimum aller 1y(f).

Satz 5.1.4 (Integrationsregeln)

1.
/ab(f+g)=/abf+/abg

12



2. Fiir alle A € R ist

Definition
Fiir b < a definieren wir f; f(z)dz = — [ f(z)da.

Mit dieser Definition gilt Lemma B.T2|[2) fiir beliebige a, b, c.

5.2 Differentiation

Definition
Sei D eine Teilmenge von R. p heifit Hiufungspunkt von D, wenn es fiir alle
d>0einz € D\ {p} gibt mit |z —p| < J.

Definition
Sei ¢ : D — R, p ein Haufungspunkt von D und b € R. ¢ konvergiert fiir x — p
gegen b, wenn es fiir alle € > 0 ein 6 > 0 gibt, sodaf} fiir alle x € D\ {p}

|z —p| <= |p(z) —b] <e.
Lemma 5.2.1 ¢ konvergiert fiir xt — p gegen hichstens einen Wert.

Daf3 ¢ fiir x — p gegen b konvergiert, notieren wir als

lim ¢(z) = b.

Bemerkung 5.2.2 ¢ : D — R ist genau dann stetig ber p € D, wenn

lim ¢(z) = ¢(p).

T—p

Definition
Sei f : D — R eine Funktion und p € D ein Haufungspunkt von D. f heifit
differenzierbar bei p mit Ableitung b, wenn

i @) = £0)

T—p T —D

=b.

Wir notieren das als

f'p) ="
oder df
a(l’) =b

13



Lemma 5.2.3 Wenn f differenzierbar bei p ist, ist f stetig bei p.

Definition

Sei D eine Teilmenge von R, in der jeder Punkt Haufungspunkt ist8. Eine Funkti-
on f: D — R heifit differenzierbar, wenn f an allen Stellen p € D differenzierbar
ist.

Die Ableitung von f, p+— f'(p), bezeichnen wir mit f’ oder mit Cdi—i.

Die konstante Funktion ¢ : R — R und die Funktion  : R — R sind
differenzierbar. Es gilt % =0 und % =1.

Satz 5.2.4 (Summenregel und Produktregel) f,g : D — R seien diffe-
renzierbar bei p. Dann sind auch f+ g und fg differenzierbar bei p und es gilt

(f+9)'®) = fp)+d (D)
(f9)(p) = [f'(pglp)+ f(p)d (p).

Folgerung 5.2.5 Polynomfunktionen sind differenzierbar. Es gilt

(aO +ax+ -+ an;p")’ =ay+ - +nanxn71.

Satz 5.2.6 (Kettenregel) Seien f: U — R und g : V — R Funktionen mit
fU) Cc V. Wenn f differenzierbar ist bei p und g bei f(p), dann ist g o f
differenzierbar bei p und es gilt

(go ) (p) =9 (f)f (p)

Satz 5.2.7 (Ableitung von Briichen) Die Funktionen f,g : D — R seien
differenzierbar bei p und g habe keine Nullstelle in D. Dann ist auch 5 differen-
zierbar bei p und es gilt

<f) ’(p) f'(P)g(p) — f(p)g'(p)

g

() --5

Lemma 5.2.8 exp : R — R ist differenzierbar. Es gilt

Insbesondere ist

dexp(x)

W exp(x).

Satz 5.2.9 (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei D ein Intervall, f: D —
R streng monoton und stetig mit Umkehrfunktion g und f(p) = q. Wenn f bei
p differenzierbar ist und f'(p) # 0, ist g differenzierbar bei q und es gilt

L
AC f'(p)’

8Das ist zum Beispiel der Fall, wenn D endliche Vereinigung von (unendlichen) Intervallen
ist.

14



Folgerung 5.2.10
1. log : Ry — R ist differenzierbar. Es gilt

dlog(z) 1

dx x

2. Fiir alle b ist 2 : Ryg — R differenzierbar und es gilt

dab
—— =ba""".
dz v

5.3 Monotone und konvexe Funktionen

Satz 5.3.1 (Maxima: Notwendige Bedingung) f : (a,b) — R sei differen-
zierbar bei p. Wenn f bei p ein Mazimum oder Minimum hat, ist f'(p) = 0.

Satz 5.3.2 (Satz von Rolle)? f : [a,b] — R sei stetig und differenzierbar auf
(a,b). Wenn f(a) = f(b), gibt es ein p € (a,b) mit f'(p) = 0.

Folgerung 5.3.3 (Mittelwertsatz) f : [a,b] — R sei stetig und differenzier-
bar auf (a,b). Dann gibt es ein ein p € (a,b) mit

1) = f(a)

f'p)==——

Satz 5.3.4 (Erste Ableitung und Monotonie) Sei I ein Intervall und f :
I — R differenzierbar. Dann gilt

1. f/'>0 = [ wichst streng monoton
>0 = f fillt streng monoton

2. f'>0 < f wichst monoton
<0 & f fillt monoton

3. f'=0 <& [ ist konstant

Im obigen Satz braucht man in den Randpunkten von I nur die Stetigkeit von
f zu fordern.

Definition

Sei p € D ein Haufungspunkt von D. f: D — R ist n—mal differenzierbar in p,
wenn es ein € > 0 gibt, sodaB auf U = DN (p—e,p+e) alle £, f/,..., f*=2) dif-
ferenzierbar sind und £~ in p differenzierbar ist. Dafl f 0-mal differenzierbar
in p ist, soll heiflen, dal f in p stetig ist.

Definition
f: D — R hat in p € D ein lokales Maximum, wenn fiir ein € > 0 und fiir alle
xinU=DN(p—¢p+e)

f@) < f(p).
Das lokale Maximum heifit isoliert, wenn f(x) < f(p) fir alle x € U \ {p}.
(Isolierte) lokale Minima definiert man analog.

9Michel Rolle (1652-1719)

15



Satz 5.3.5 (Maxima: hinreichende Bedingung) I sei ein Intervall, f :
I — R differenzierbar und f'(p) = 0. Wenn f in p zweimal differenzierbar
ist und f"(p) <0, hat f in p ein isoliertes lokales Maximum. Wenn f"(p) > 0,
hat f in p ein isoliertes lokales Minimum.

Definition
Sei I ein Intervall. f : I — R heifit convex, wenn fiir alle a,b € I und alle
te0,1]
tfla) + (1 =1)f(b) = f(ta+ (1 —1)b).
Wenn immer

tf(a)+ (1 =1)f(b) < f(ta+ (1L —1)b),

ist f concav.

Satz 5.3.6 (Konvexe Funktionen) I sei ein Intervall und f : I — R zwei-
mal differenzierbar. Dann ist f genau dann convexr, wenn f"” > 0, und concav,
wenn " < 0.

5.4 Die Regeln von ’Hospital

Satz 5.4.1 (Regel von I’'Hospital (1)YX Sei I ein Intervall und p eine Hiu-
fungspunkt von I. f,g: I — R seien differenzierbar und

lim f(z) = lim g(z) = 0.
T—p T—p
Wenn g und ¢’ keine Nullstellen auf I\{p} haben und wenn lim,_,,(f'(x)/¢'(x))

existiert, so st
I
lim M = lim f/(x)
e=p g(x) a=pg'(2)

Lemma 5.4.2 (Allgemeiner Mittelwertsatz) f,g : [a,b] — R seien stetig
und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es ein ein p € (a,b) mit

F'(0)(g(b) — g(a)) = ¢'(p)(f(b) — f(a)).
Definition

Sei D eine Teilmenge von R und f : D — R eine Funktion.

1. Sei p ein Haufungspunkt von D. Dann bedeutet
lim f(z) = oo,

T—p

daB es fiir alle M ein § > 0 gibt, sodaBl |z —p| < § = M < f(z) fiir alle
x € D\ {p}.

2. Fiir nach oben unbeschrinkte D bedeutet
lim f(z) =09,

daB es fiir alle € > 0 ein N gibt, soda N < x = |f(z) —b| < € fiir alle
xeD

10Guillaume de I'Hospital (1661-1704)
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3. Fiir nach oben unbeschriankte D bedeutet

lim f(x) = oo,

r— 00

daB es fiir alle M ein N gibt, sodal N <z = M < f(z) fiir alle z € D.
Man definiert analoges fiir —oo.

Wir erweitern R durch die beiden Symbole oo und —oco zu R..

Satz 5.4.3 (Regel von I"'Hospital (2)) Sei I ein Intervall und p € R.
f,9: 1 — R seien differenzierbar und

lim f(z) = lim g(z) € {0, 00, —c0}.

T—p T—p
Wenn g und g" keine Nullstellen auf I\{p} haben und wenn lim, ., (f'(z)/g'(x))
m R existiert, so ist

f(z) f'(x)

lim —= = lim .
a=p g(z)  =—p g'()

5.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition
Sei I ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Ein differenzierbares F': I — R
heift Stammfunktion von f, wenn F’ = f.

Bemerkung Verschiedene Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur um
eine additive Konstante.

Satz 5.5.1 (Leibniz, Newton 1670-1675) Sei I ein Intervall, f : I — R
eine stetige Funktion und yo € I. Dann definiert

F)= [ fa)de

eine Stammfunktion von f mit F(yo) = 0.

Wir verwenden die Schreibweise

/f oder /f(m) dx

fiir (irgend)eine Stammfunktion von f, das unbestimmte Integral.

Eine Funktion F': I — R ist stetig differenzierbar, wenn F’ differenzierbar ist
und die Ableitung F” stetig ist. Wir bezeichnen mit C!(I) den R—Vektorraum al-
ler stetig differenzierbaren Funktionen und mit C%(7) den Vektorraum aller ste-
tigen Funktionen. Differentiation ist eine surjektive Abbildung C*(I) — C°(I)
mit der Menge der konstanten Funktionen als Kern.

Hisaac Newton (1643-1727)
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Folgerung 5.5.2 Sei F' eine Stammfunktion der stetigen Funktion f. Dann ist
b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).
Man verwendet hiufig die Notation F(x)[® fiir F(b) — F(a).

5.6 Integrationsregeln

Satz 5.6.1 (Integration durch Substitution) Sei g € Cl[a,b] und f stetig
auf dem Bild von g. Dann ist

b g(b)
/ Flo(@)d (2) do = / f(y) dy.
a g(a)

Satz 5.6.2 (Partielle Integration) Fiir stetig differenzierbare f, g gilt
/fg’=fg—/f’g

6 Potenzreihen

6.1 Funktionenfolgen

Definition

Sei D eine Menge und (f,,) eine Folge von Funktionen D — R. (f,,) konvergiert
(punktweise) gegen f : D — R, wenn lim, . fr(d) = f(d) fiir alle d € D. Wir
schreiben dafiir

lim f, = f.

n—oo

(fn) konvergiert gleichméBig gegen f, wenn es fiir alle € > 0 eine natiirliche
Zahl N gibt, sodafl |f,(d) — f(d)| < € fiir alle n > N und alle d € D.

Lemma 6.1.1 Sei D eine Teilmenge von R und (f,) eine Folge von stetigen
Funktion, die gleichmdflig gegen f : D — R konvergiert. Dann gilt:

1. f st stetig

2. Wenn D das Intervall [a,b] enthdlt, ist
b b
lim fn= / f

6.2 Potenzreihen

Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form ZZOZO apzx™ fir reelle Zahlen a,, und
unbestimmtes x.

Eine Potenzreihe bei p ist eine Reihe der Form Y a,(z — p)™.

18



Lemma 6.2.1 Zu jeder Potenzreihe Y - an,x™ gibt es ein r € RxoU{oo} mit

a) D07 o anx™ konvergiert absolut fiir alle x € (—r,r).

b) Yo7 g anx™ divergiert fir alle x & [—r,r].
7 heiBt der Konvergenzradius von >  a,z", (—r,7) das Konvergenzintervall.

Bemerkung 6.2.2 Der Konvergenzradius von y - a,x™ berechnet sich als

r = lim inf

n—oo

|

Satz 6.2.3 Die Folge der Partialsummen einer Potenzreihe konvergieren gleich-
mdajsig auf jedem kompakten Teilintervall ihres Konvergenzintervalls.

Folgerung 6.2.4 Sei f(z) die von Y .- an,z™ auf dem Konvergenzintervall

dargestellte Funktion. f(x) ist stetig und sogar differenzierbar. Integral und Ab-
leitung werden lassen sich durch gliedweise Integration und Ableitung berechnen:

A feyde =Yty
n=1

und
o0

f(z) = Z(n + Dapt12"
n=0

dargestellt. Beide Reihen haben den gleichen Konvergenzradius wie ZZOZO anx”.

Beispiel: Im Konvergenzintervall (—1, 1) gilt

2 3 4

2 2w
1 1 = —_ — _ = — e
og(l+z)==x 2+3 it

6.3 Taylorreihen

Definition
f sei unendlich oft bei p differenzierbar. Die Taylorreihd™ von p bei f ist

IOy L ey

Ti(z) = f(p) + 51

Bemerkung 6.3.1 Die Taylorreihe einer Funktion, die von einer Potenzreihe
dargestellt wird, ist diese Potenzreihe selbst.

Definition
Sei f n—mal differenzierbar an der Stelle p. Das n—te Taylorpolynom von f bei
p ist

/" (p) Fm

(@=p)+ 5@ =)+t

Th (@) = f(p) + L2

12Brook Taylor (1685-1731)
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Bemerkung 6.3.2 Es gilt

z)—T7(x
limf() 7 ):0.
e=p  (z—p)"
Tf ist das einzige Polynom hdchsten n-ten Grades mit dieser Figenschaft.

Man sagt: T7" stimmt bei p mit f dberein bis zur Ordnung n.

Satz 6.3.3 [ sei auf dem Intervall I (n+ 1)—mal differenzierbar. Dann gibt es
fiir alle p # x in I ein £ zwischen p und x mit

Fr(E)

(n+1)! .

flx) =Tf(x) + (x—p

Man nennt den zweiten Summanden das Lagrangesche RestgliedB.

Folgerung 6.3.4 f sei unendlich oft differenzierbar, r eine positive Zahl. Wenn
fiir ein M, fast alle n und alle § € (—r,7)

/(6

n!

M
rn

: (1)

<
wird [ auf (—r,r) durch seine Taylorreihe bei 0 dargestellt.

Bemerkung 6.3.5 Wenn f (n+ 1)-mal stetig differenzierbar ist, gilt
1 x
f@) =Tp@) + 3 [ @ nfrar
n!/,

Mit Hilfe dieser Integraldarstellung des Restglieds 143t sich die rechte Seite von
@) zu (T—leél)" verbessern.

6.4 Der Grenzwertsatz von Abel

Satz 6.4.1 (AbelY Sei f(z) = >.°° a,a” eine Potenzreihe mit Konver-
genzradius . Wenn Y, a,r™ gegen b konvergiert, ist lim,_., f(x) = b.

Als Folgerung ergibt sich zum Beispiel

T )
27371 — 08

6.5 Analytische Funktionen

Definition
Eine Teilmenge D von R heifit offen, wenn es fiir jedes p € D eine Umgebung
(p —r,p+r) gibt, die ganz in D liegt.

13 Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
14Nils Hendrik Abel (1802-1829)
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Definition
Sei D offen. Eine Funktion f : D — R ist analytisch, wenn jedes p € D eine
Umgebung besitzt, in der f von einer Potenzreihe bei p dargestellt wird.

Lemma 6.5.1 Funktionen, die durch Potenzreihen dargestellt werden, sind ana-
lytisch.

Satz 6.5.2 f und g seien analytisch. Dann sind auch

1. f+gund f-g,

2. foy,

3. g7, wenn g eine differenzierbare Umkehrfunktion hat,
analytisch T3

Definition
Fiir natiirliche Zahlen n und reelle Zahlen o definiert man den Binomialkoeffi-

zient (a) afla—1)-(a—n+1)

n n!

Lemma 6.5.3 (Die Binomialreihe) Fiir alle « und x € (—1,1) ist

(1+z)*=1+ (T)l‘-‘r (;‘)m? + (Z‘):ﬁ’

7 Trigonometrische Funktionen

7.1 Sinus und Cosinus

Definition
Sinus und Cosinus sind definiert durch die Potenzreihen

. 2P
Sln(l}) = T — ? —+ y —
.’E2 .’E4
COS(CE) = 1-— 5 —+ E —

Lemma 7.1.1
1. Sinus und Cosinus sind auf ganz R definiert.

2. sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(z).
3. sin(0) =0, cos(0) =1.

4. sin’(x) = cos(z), cos'(z) = —sin(z).

15Siehe Konrad Knopp Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 5. Auflage, Sprin-
ger 1964 , §21
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Satz 7.1.2 (Additionstheorem fiir Sinus und Cosinus)

sin(x +y) = cos(x)sin(y) + sin(z) cos(y)
cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)

Folgerung 7.1.3
sin?(x) + cos?(z) = 1

Lemma 7.1.4 cos hat eine positive Nullstelle.

s

5 als die kleinste positive Nullstelle der Cosinusfunktion. Es ist

m = 3.14159265358979323844 . . .

Archimeded™ hatte die Abschiitzung

310< <31
71 TS0

Wir definieren

Folgerung 7.1.5 sin(z + §) = cos(x)

Lemma 7.1.6 Die Sinusfunktion wdichst zwischen 0 und % streng monoton von
0 auf 1. Auferdem gilt

sin(f +z) = sin(§ — )
sin(m+2) = —sin(z)
sin(3f +2) = —sin(% —x)
sin(2r +x) = sin(x)

7.2 Weitere trigonometrische Funktionen

Definition
Der Tangens
sin(x)

tan(z) = cos(x)

ist definiert, wenn cos(z) ungleich Null sind. Das heifit fiir alle x ¢ Zm + 7.

Lemma 7.2.1 1
/ _ _ 2
tan’(z) = co2(2) 1+ tan“(x)
Definition
sin bildet [—-F, 7] streng monoton wachsend auf [~1,1] ab. tan bildet (— )

Y

202
streng monoton wachsend auf R ab. Arcussinud? und Arcustangens sind die
Umkehrfunktionen

arcsin : [—-1,1] — [,I,I]
2°2

arctan: R — (fz,ﬁ)
2°2

16 Archimedes von Syrakus (287-212 v.Chr.)
1"Die Arcussinusfunktion wurde erst im Sommersemester behandelt.
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Lemma 7.2.2
1

arCSinl(x) = \/17_7 (auf (717 1))
arctan’(z) = 1
1422

Folgerung 7.2.3 arcsin und arctan haben auf (—1,1) die folgenden Reihendar-
stellungen.

() +1 :c3+1-3 5+1-35 x7+
rln = [ — —_— e — JRS— ..
e T3 T2 s T246 7
x> 2°
t = _ 4= .
arctan(z) x 3+5
Es ergibt sich zum Beipiel
T
14—
1 +

Definition
Der Wert des uneigentlichen Integrals

/:Of

ist der Grenzwert limy_, o f; f.

* 1 0
 dz ==
/0 112277 2

Lemma 7.2.5 Die Fliche des Einheitskreises ist .

Folgerung 7.2.4

7.3 Hyperbolische trigonometrische Funktionen

(Beginn des Sommersemesters)

Definition
Der Sinus hyperbolicus ist die Funktion

sinh(x) = e

Der Cosinus hyperbolicus
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Lemma 7.3.1 sinh und cosh sind differenzierbar mit den Ableitungen
sinh’(z) = cosh(x)
cos'(z) = sinh(z)

Auflerdem gilt

cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

sinh : R — R ist streng monoton wachsend und surjektiv. Die Umkehrfunktion
heifit Area Sinus hyperbolicus und wird mit arsinh bezeichnet.

Lemma 7.3.2 arsinh ist differenzierbar. Es ist
1

arsinh’(z) = ————.
V1492
7.4 Fourierreihen
Definition
Sei p eine positive reelle Zahl und f : R — --- eine Funktion mit beliebigem

Wertebereich. f heifit periodisch mit Periode p (oder p-periodisch), wenn fiir
alle =

f(@+p) = f(2).

Definition
Eine Fourierreihd™® ist eine Reihe der Form

c+ Z(al, sin(vz) + by, cos(vx)). (2)
v=1

Eine Fourierreihe, die fiir alle = konvergiert, stellt offenbar eine 2wr—periodische
Funktion dar.

Wir werden im néchsten Kapitel (Abschnitt[B6) den folgenden Satz beweisen
Satz 7.4.1 Jede stetig differenzierbare, 2w —periodische Funktion ist gleichmd-
Biger Limes einer eindeutig bestimmiten Fourierreihe.

Die Eindeutigkeit folgt aus dem néchsten Lemma

Lemma 7.4.2 Wenn f gleichmdfSiger Limes der Fourierreihe (3) ist, berechnen
sich ¢, die a,, und b, mit

1 27
c = o ; f(z)dx

1 2

a, = - (z)sin(vz) dz
T Jo
1 27

b, = — (x) cos(vx) dx
T Jo

18 Joseph Fourier (1768-1833)
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Fiir beliebige (stiickweise) stetige 2m-periodischen Funktionen f nennt man die
im Lemma definierten Zahlen die Fourierkoeffizienten der Fourierreihe von f

Die komplexe Formulierung von Satz [[.4.1] ist

Satz 7.4.3 Jede stetig differenzierbare, 2w —periodische Funktion f : R — C ist
gleichmdfiger Limes einer eindeutig bestimmten komplexen Fourierreihe

E cZeZJIJI'
2€ZL

Die komplexen Fourierkoeffizienten berechnen sich mit
1 27

€2 = 5o ; fz)e i da.

8 Metrische Rdume und Topologie

8.1 Metrische Riume

Definition
Ein metrischer Raum ist eine Menge X mit einer Metrik d : X x X — Ry,
einer Funktion, die den folgenden Axiomen geniigt:

dz,y) =0 & z=y
(Symmetrie) dlz,y) = d(y,x)
(Dreiecksungleichung) d(z,z) < d(z,y)+d(y,=2)
Beispiele:
e R mit der Metrik |x — y|
e Wenn Xi,...,X,, metrische Rdume sind, macht die Maximumsmetrik

d((xlv'"axn)a(yh“wyn)) maxnd(l'zayl)

=1
X1 X --- x X, zu einem metrischen Raum.

e Der R” mit der euklidischen Metrik :

(@) = ()l = V(@1 = 92)2 + - + (20— yn)

Als Standardmetrik des R™ verwenden wir die Maximumsmetrik von R x - - - x R.

Definition
Der (offene) Ball um = mit Radius r ist

B(z,r) = {yld(z,y) <r}.
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Definition
Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen ist stetig bei z € X,
wenn es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt mit

fB(z,8)) C B(f(z),€).
Zum Beispiel ist d : X x X — R stetig.
Lemma 8.1.1 Addition und Multiplikation sind stetige Funktionen R? — R.

Bemerkung 8.1.2 X und die Y; seien metrische Ridume. f: X — Yy x---Y,
ist genau dann stetig, wenn alle Komponenten f; : X — Y; von f stetig sind.

Proposition 8.1.3 (vgl. I.6]) Die Verkniipfung von stetigen Funktion ist wie-
der stetig.

Folgerung 8.1.4 (vgl. A1.7) Wenn f,g: X — R stetig sind, sind auch f+g
und [ - g stetig.

8.2 Folgen in metrischen Raumen

Definition (vgl. Abschnitt [3.1])
Eine Folge g, 1, ... in einem metrischen Raum X konvergiert gegen x, wenn
fiir alle € > 0 der offene Ball B(x, €) fast alle Glieder der Folge enthilt.

Satz 8.2.1 (vgl. &4.T) Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen
Rdéumen. f ist genau dann stetig, wenn fir jede Folge (a,) aus X, die gegen ein
a € X konvergiert, die Folge (f(a,)) gegen f(a) konvergiert.

Definition
Ein metrischer Raum ist vollstéindig, wenn jede Cauchy—Folge konvergiert.

Bemerkung 8.2.2 Die direkte Summe vollstindiger Rdume ist wieder vollstin-
dig.

Insbesondere ist der R™ vollsténdig.

8.3 Kompakte metrische Raume

Definition (vgl. Abschnitt [4.5])
Ein metrischer Raum ist kompakt, wenn jede Folge eine konvergente Teilfolge
besitzt.

Proposition 8.3.1 Das Produkt von endlich vielen kompakten metrischen Rdu-
men ist wieder kompakt.

Definition
e Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes X ist abgeschlossen, wenn der
Grenzwert jeder konvergenten Folge in A wieder zu A gehort.
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e Ein metrischer Raum X ist beschréankt, wenn es eine Schranke M gibt,
sodaB d(x,y) < M fiir alle z,y € X.

Bemerkung 8.3.2
1. Kompakte metrische Rdume sind beschréankt und vollstdndig.

2. Vollstandige Unterrdume eines metrischen Raumes sind abgeschlossen.

Satz 8.3.3 (Heine—Borel)‘mI FEine Teilmenge des R™ ist genau dann kompakt,
wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Proposition 8.3.4 Das stetige Bild eines kompakten metrischen Raumes ist
kompakt.

Folgerung 8.3.5 (vgl. .5.0]) Fine stetige Funktion auf einem nicht-leeren
kompakten metrischen Raum nimmt Mazimum und Minimum an.

Definition
Eine Funktion f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen heifit gleichméfig
stetig, wenn es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, sodaf fiir alle z,y € X

d(w,y) <6 = d(f(2). f(y)) < e.

Satz 8.3.6 (vgl. B.5.2)) Fine stetige Funktion auf einem kompakten metrischen
Raum ist gleichmdfig stetig.

8.4 Topologische Riume

Definition (vgl. Abschnitt [6.5])
Eine Teilmenge O eines metrischen Raumes X heifit offen, wenn es zu jedem
2 € O einen Ball B(z, €) gibt, der ganz in O liegt.

Bemerkung 8.4.1 Sei X ein metrischer Raum und 7 das System aller offener
Teilmengen. T hat die folgenden Figenschaften:

1. 0 und X gehéren zu 7.
2. T ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten

3. 7 ist abgeschlossen unter (beliebigen) Vereinigungen.

Definition

Ein topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einem System 7 von
Teilmengen, das die drei Eigenschaften in der Bemerkung B4 hat. Die Ele-
mente von 7 nennt man die offenen Mengen von X.

Definition
(X, 0) sei ein topologischer Raum.

YEduard Heine (1821-1881), Emile Borel (1871-1956)
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e A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist. Der Abschluf8 S einer
Teilmenge S ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die S enthiilt.

e Eine Umgebung von = € X ist eine Menge, die eine offene Menge enthélt,
die wiederum x enthélt.

e Eine Folge (z;) konvergiert gegen z, wenn jede Umgebung von z fast alle
Glieder der Folge enthélt.

e Eine Funktion f : X — Y in einen topologischen Raum (Y, 7) heifit stetig,
wenn das Urbild jeder offenen Teilmenge von Y unter f offen in X ist.

e X heiBt hausdorffsch®® wenn je zwei verschiedene Punkte disjunkte Um-
gebungen haben.

e X heiBt kompakt, wenn X hausdorffsch ist und wenn jede Uberdeckung
von X mit offenen Mengen eine endliche Teiliiberdeckung hat.

Bemerkung 8.4.2 Im Fall metrischer Rdume stimmen diese Definitionen mit
den friitheren Definitionen tiberein.

Definition
Sei (X, o) ein topologischer Raum und S eine Teilmenge von X.

e S heifit dicht, wenn X der Abschlufl von S ist.
e Das Innere S von S ist X\X\S.

e Der Rand 9S von S ist S\ 3

8.5 Normierte Vektorraume

Definition
Sei V ein reeller Vektorraum. Einen Norm auf V ist eine Abbildung || || : V —
R>o mit den folgenden Eigenschaften

v =0 < wv=0
vl = ol [|v]]
lutol <l + vl

Eine Norm definiert vermoge

d(z,y) = [lz —yll
immer eine Metrik und damit eine Topologie auf V.

Sei p € [1,00). Dann ist die p-Norm auf R™

1
@y, an)ll, = (2]’ + - fon]”)?.

20Felix Hausdorff (1868-1942)
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Fiir p = 2 ist das die euklidische Norm. Beim Grenziibergang p — oo ergibt sich
die Maximumsnorm

(@1, )l oo = max(laa ], .. [2n])

Auf dem Funktionenraum C°([a, b]) definiert man analog

) :
1£1, = ( / f(m)l”)

[/l = max [f(z)].

z€la,b]

und

Proposition 8.5.1 Fine lineare Abbildung f zwischen zwei normierten Vek-
torraumen (V1 || |') und (V2| ||?) ist genau dann stetig, wenn f auf der
FEinheitskugel von V1 beschrinkt ist, das heifst, wenn es ein M gibt, sodaf fiir
alle v € V1

loll' <1 = |If@)II* < M.

Folgerung 8.5.2 Zwei Normen || |' und || |* auf V definieren genau dann
die gleiche Topologie auf V', wenn sie dquivalent sind, das heif$t, daff fiir zwei
reelle Zahlen r1 und ro und alle v € V

1 2
lofl™ < ra [l

2 1
[o[ ™ < e o]

Satz 8.5.3 Alle Normen auf R"™ sind dquivalent.

8.6 Der Satz von Stone—Weierstrafl

Satz 8.6.1 (Stone—WeierstraB)2 Sei X ein kompakter Raum und A eine
R-Algebra von stetigen reellwertigen Funktionen auf X. Die zwei folgenden Be-
dingungen seien erfillt:

e Zu je zwei verschieden Punkten x,y € X gibt es ein f € A mit f(zx) #
f).

o Zu jedem Punkt x € X gibt es ein f € A mit f(x) # 0.

Dann ist jede stetige Funktion auf X gleichmdfiger Limes von Funktionen aus

A.

Folgerung 8.6.2 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist gleichmdfiger Limes
von Polynomfunktionen.

Folgerung 8.6.3 Zu jeder 2m—periodischen stetigen Funktion f : R — R und
jedem € > 0 gibt es ein trigonometrisches Polynom s(x) = c+Y .._, (a, sin(vz)+
b, cos(vx)) mit || f —s||,, <€

21Marshall Stone (1903-1989)
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Folgerung 8.6.4 Jede stetige 2m-periodische Funktion ist || ||,~Limes ihrer
Fourierreihe.

Mit Hilfe dieser Folgerung beweist man Satz [[4.1]

9 Differenzierbare Kurven im R"

9.1 Bogenlinge

Definition
Eine Kurve ist eine stetige Abbildung von einem kompakten Intervall in einen
topologischen Raum.

Definition
Sei f : [a,b] — X eine Kurve in einem metrischen Raum X. Die Bogenlinge
von f ist

L(f) = sup{ Y- d(f(aimn). f(a)) | a=a0 < ... <@y =b}.

Kurven mit endlicher Bogenlidnge heifien rektifizierbar.
Die Bogenldnge hiangt von der Parametrisierung nicht ab:

Lemma 9.1.1 Sei 7 : [¢,d] — [a,b] eine monotone Bijektion. Dann haben f
und f om die gleiche Bogenlinge.

Fiir Kurven im R™ verwendet man in der Definition der Bogenlidnge die eukli-
dische Metrik.

Definition
Sei I ein Intervall in R. Eine Funktion f : I — R™ heifit differenzierbar , wenn
alle Komponentenfunktionen f; : I — R differenzierbar sind.

fi
f= :
f'/

heifit die Ableitung von f. Wir schreiben statt f/ auch %

Satz 9.1.2 Sei f: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist
b
L) = [ I .

Stetig differenzierbare Kurven sind also rektifizierbar.
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Folgerung 9.1.3 Die Ldnge der Kreiskurve

[0,27] — R?
¢ = (cosg,sing)

18t 2.

Bemerkung 9.1.4 In Satz[0.1.2 geniigt es, zu fordern, daff f auf (a,b) stetig
differenzierbar ist22

Folgerung 9.1.5 Der Graph einer stetigen Funktion g : [a,b] — R wird para-
metrisiert durch durch x — (x,g(x)). Wenn g stetig differenzierbar ist, ist die
Lange dieser Kurve

/b V1t @2 de.

9.2 Kurvenintegrale

Definition
Sei O eine offene Teilmenge des R”. Eine 1-Form23 auf O ist eine stetige Abbil-
dung w: O — R™.

Sei O offen in R”, w : O — R eine 1-Form und ¢ : [a,b] — O eine rekti-
fizierbare Kurve in O. U = {ag,...,an} sei eine Unterteilung von [a,b]. Wir

definieren
n

Iy(w) = Z<w(c(ai,1)), cla;) — c(ai,1)>.

i=1

Lemma 9.2.1 FEs gibt eine eindeutig bestimmite reelle Zahl A mit folgender Fi-
genschaft: Fir alle e > 0 gibt es ein Unterteilung U, sodaf$ fiir jede Verfeinerung
VY von U

A —Iy(w)| <e

Definition
Das Integral von w entlang der rektifizierbaren Kurve c ist

/w:A.

Lemma 9.2.2 Sei 7 : [¢,d] — [a,b] eine monotone Bijektion.

22f£ [If']], ein uneigentliches Integral, ist dann, fiir ein beliebiges ¢ € (a,b), definiert als

’

limgs g [ | £/1] 4+ Yimys [ 1]

23In koordinatenfreier Schreibweise: Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und
O eine offene Teilmenge von V. Dann versteht man unter einer 1-Form auf O eine stetige
Abbildung w von O in den Dualraum V*. Eine Abbildung in V ist ein Vektorfeld. Weil man
im R"™ nicht zwischen Vektoren und Linearformen unterscheiden muf}, nennt man 1-Formen
auf dem R™ auch Vektorfelder.

24(z y) ist das Standardskalarprodukt von x und y. Wenn € V* und y € V, ist (x,y) eine
andere Schreibweise fiir z(y).
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1. Wenn m monoton wdichst, ist w= f w.
COoTr (&

2. Wenn m monoton fdllt, ist fcoﬂw = —fcw.

Satz 9.2.3 Wenn c stetig differenzierbar ist, ist
b
/w :/ (w(e(t)),d (1)) dt.
C a

9.3 Partielle Ableitungen

Definition

Sei U C R™ offen. f : U — R heifit partiell differenzierbar, wenn fiir alle ¢
und alle ay, ..., a, die auf {z € R|(a1,...,a;-1,%,0i41,...,a,) € U} definierte
Funktion

x’_)f(ah'"aaiflvxaai%»l;'"aan)

differenzierbar ist. Thre Ableitung bei a; schreibt man als

ﬁ(alw"aai""aan),

a.’lﬁi

die partielle Ableitung von f nach z;. Das Differential (oder der Gradient) von
f ist der Zeilenvektor
of of )

(Y

! ory oz,
f heiflt stetig partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar und df
stetig ist==.

Satz 9.3.1 f:U — R sei stetig partiell differenzierbar und c eine rektifizierbare
Kurve in U, die die Punkte a und b verbindet. Dann ist

/ af = £(b) — f(a).

Folgerung 9.3.2 (Kettenregel) Sei f : U — R stetig partiell differenzierbar
und ¢ eine stetig}m differenzierbare Kurve in U. Dann ist

D) _ (afy(etay). ) >

Lemma 9.3.3 (Uber Integrale mit einem Parameter) X sei ein topolo-
gischer Raum, f : X X [a,b] — R stetig. Dann ist f: f(z,t)dt eine stetige

Funktion von x.
Mit Hilfe der Formel

glx +h) :g(x)—l-h/o g (z + hs)ds (3)

folgt daraus:

25 df ist also eine 1-Form.
26Es geniigt, wenn c differenzierbar ist (Satz [0.1.4).
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Folgerung 9.3.4 (Differenzieren unter dem Integral) Sei I ein Intervall
und f : I X [a,b] — R stetig und stetig partiell differenzierbar in der ersten

Variable. Dann ist F(x) = f: f(x,t)dt differenzierbar und es ist

dF(z) Y Of(x,t)
ANy ICA

- ox

Folgerung 9.3.5 (Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen) U sei

eine offene Teilmenge von R? und f(x,y) eine 'Funktion U — R. Wenn a%%
existiert und stetig ist, dann existiert auch ai%f und es ist
y Oz
o 09f 0 0f
0rdy Oyox’

Fiir die Vertauschbarkeit geniigt es anzunehmen, dafl f Sinn von Abschnitt 0.7
zweimal differenzierbar ist. Es gilt, mit den Bezeichnungen von [0t

Bemerkung 9.3.6 (H.A. Schwarz)28 V und W seien normierte Vektorriu-
me, A offen in'V, f: A — W zweimal differenzierbar bei p € A. Dann gilt fiir
allev,w eV

(Dy Do f)(p) = (Dw Dy f)(p)-

9.4 Geschlossene und exakte 1-Formen

Definition
Eine 1-Form w = (w1, ...,w,) heifit (stetig) partiell differenzierbar, wenn alle
Komponenten w; (stetig) partiell differenzierbar sind.

Definition
Eine 1-Form w : U — R"™ heifit

e geschlossen (oder wirbelfrei), wenn sie stetig partiell differenzierbar ist und
fiir alle 4, j
6(.«)1 o a(.«.)j
or;  Ox;

e exakt (oder ein Gradientenfeld), wenn fiir eine partiel3 differenzierbare
Funktion f: U — R
w = df.

Lemma 9.4.1 FEzakte, stetig partiell differenzierbare 1-Formen sind geschlos-
sen.

Lemma 9.4.2 Fine 1-Form w : U — R" ist genau dann exakt, wenn fcw =0
fiir alle geschlosseneﬁm cinU.

2"Hermann Amadeus Schwarz (1843-1921)
28 f muB natiirlich stetig partiell differenzierbar sein.
29Wir nehmen immer an, dafl Kurven rektifizierbar sind.
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Definition
Eine Teilmenge X von R™ heifft sternférmig, wenn es einen Punkt x € X gibt,
sodaf fiir jedes y € X die ganze Verbindungsgerade zwischen z und y in X liegt.

Satz 9.4.3 (Poincaré)l?’III Geschlossene 1-Formen mit sternférmigem Definiti-
onsbereich sind exakt.

10 Differenzierbare Abbildungen in mehreren Va-
riablen

10.1 Das Differential

Definition

V und W seien normierte Vektorrdume, A eine offene Teilmenge von V. Eine
Funktion f : A — W heifit differenzierbar bei p € A, wenn es eine stetige lineare
Abbildung L : V — W gibt, sodaf3

iy L@+ 1) = f(p) = L(h)

=0.
h=0 i

L ist eindeutig bestimmt. Wir nennen

dp(f) =L
das Differentia® von f an der Stelle p.

f heift differenzierbar, wenn f bei allen p € A differenzierbar ist, und stetig
differenzierbar, wenn df eine stetigd®2 Funktion (von p) ist.

Beispiel: Wenn f : V — W linear und stetig ist, ist d,f = f fiir alle p.
Bemerkung 10.1.1 Differenzierbare Abbildungen sind stetig.

Bemerkung 10.1.2 Sei I ein Intervall und f : I — R™. Dann ist f genau
dann differenzierbar, wenn f differenzierbar ist im Sinn der Definition auf Seite
30 d,f : R — R™ wird durch den Vektor f'(p) gegeber3.

Lemma 10.1.3 Sei U offen in R™ und f : U — R.

1. Wenn f differenzierbar bei p, ist f partiell differenzierbar bei p. Die Line-
of of )

Ox1’ "7 Oz,
(Man beachte die Ubereinstimmung mit der Definition von df auf Seite

)

30Henri Poincaré (1854-1912)
31Man kann die Normen von V und W durch dquivalente Normen ersetzen, ohne daf sich
dp zu éndert.
32Der Vektorraum L(V, W) der stetigen linearen Abbildungen V' — W hat die Norm
L1 = Sup L)l -

vl|=1

arform d,f : R™ — R wird gegeben durch den Zeilenvektor (

33Beachte, dal man L(R, W) mit W identifizieren kann
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2. Wenn f stetig partiell differenzierbar ist, ist f stetig differenzierbar.

Satz 10.1.4 (Kettenregel) U,V und W seien normierte Vektorriume, A C
U, BCV offen, f: A — B und g : B — W differenzierbar. Dann ist auch go f
differenzierbar und es gilt fir alle p € A

dp(go f) = (dspyg) o dpf.

Folgerung 10.1.5 Sei A C U offen und f : A — W differenzierbar bei p und
v e V. Dann ist
df(p + zv)

20 0) = dyf (o)

Die Richtungsableitung d,f(v) notiert man auch als D, f(p), die Ableitung von

f in Richtung v.

Satz 10.1.6 (Komponentenregel) U,W; und Wy seien normierte Vektor-
rigume, A C U offen. Eine Funktion f = (f1, f2) : U — Wi x Wy ist genau
dann differenzierbar, wenn fi1 und fy differenzierbar sind. Es gilt dann

df = (dfy, df2).

Wir nennen eine Funktion f nach R™ partiell differenzierbar, wenn die Kompo-
nenten fi,..., f, partiell differenzierbar sind.

Folgerung 10.1.7 Sei U offen in R™ und f: U — R™.

1. Wenn f differenzierbar bei p, ist f partiell differenzierbar bei p.
dpf : R™ — R™ wird gegeben durch die Jacobi—Matridd

gfl gfl
T A B
a(l'lv"'axn) 8];771. a];m

(Man beachte die Ubereinstimmung mit der Definition von df auf Seite

52)
2. Wenn f stetig partiell differenzierbar ist, ist f stetig differenzierbar.

Folgerung 10.1.8 (Summenregel) V und W seien normierte Vektorriume,
A CV offen und f,g : A — W differenzierbar. Dann ist auch f + g differen-

zierbar und es gilt
d(f +g) = df + dg.

Lemma 10.1.9 (Produktregel) U, V und W seien normierte Vektorriume
und F : U xV — W bilinear und stetig. Dann ist F differenzierbar und es gilt
d(Ph;Dz)F(hlv h‘2) = F(pl, h2) + F(hlap2)'

Fiir differenzierbare matrizenwertige Funktionen A(z) und B(z) zum Beispiel

ist
(AB) = AB' + A'B.

34Carl Jacobi (1804-1851)
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10.2 Taylorentwicklung

Notation: Wenn f k—mal differenzierbar ist schreiben wir

A N N
8x18x2-~-8xk - 8xk 8$k,1 8{1,‘1

Wenn f k-mal stetig®d differenzierbar ist, kommt es auf die Reihenfolge der du;
nicht an (Folgerung 0.3.5]).

Satz 10.2.1 (Taylorentwicklung) Sei U offen in R", f : U — R k + 1-mal
differenzierbar, p € U und h = (h1, ..., hy) so klein, daf§ die Strecke zwischen p
und p+ h ganz in U liegt. Dann ist fir ein 7 € [0, 1]

1 - ok f
h) = = (D) hy -k
flp+h) +Zaxz SR Z 13%,_.%%@) ! ot
VLyeenslp=
1 n iy
T —F—(p+71h)hiy - hi .
(k+1)! i1~--§1—1 Ox;, -+ Oy, (p ) hi it
Fiir einen Multiindex o = (a, ..., @, ) verwenden wir die folgenden Abkiirzun-
gen
lal = a1+ Fay
al = al! ce an!
ha = h?l e hzn
glel
of = f

[e3 (03
ox{" ---Oxn"

Die Taylorentwicklung schreibt sich dann einfacher als

f(p+h)zzaa LGEDY _p+rh)h

la|l<k la|=k+1

10.3 Maxima und Minima
Sei U offen in R”, f : U — R differenzierbar und p € U.

Proposition 10.3.1 Wenn f bei p ein lokales Mazimum oder Minimum hat,
ist dpf = 0.

Wenn d,,f =0, heifit p kritischer Punkt von f.

Definition
Wenn f zweimal partiell differenzierbar ist, nennt man die Matrix

82
) = (5o )

35Wegen [0.3.6] ist diese Voraussetzung in Wahrheit unnétig.
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die Hesse-MatrixB8 von f bei p.

Satz 10.3.2 (Maxima und Minima in mehreren Verinderlichen) Sei f
zweimal stetig differenzierbar und p ein kritischer Punkt von f. Dann gilt

1. Wenn H,(f) positiv definiBD ist, hat f ein isoliertes Minimum. bei p.
2. Wenn Hy(f) negativ definit ist, hat f ein isoliertes Maximum. bei p.

3. Wenn H,(f) indefinit ist, hat f bei p weder ein lokales Minimum noch ein
lokales Mazimum.

10.4 Implizit definierte Funktionen

Satz 10.4.1 (Implizite Funktionen) Sei U offen in R™ x R™ und f(z,y) :
U — R™ stetig und stetig differenzierbar in den letzten m Variablen. Sei (@, b) €
U und f(a,b) = 0 und die Matriz D(a,b) = <§£k (a,b)) regulir. Dann gibt es
zwei offene Umgebungen A und B von @ und b sodafs

1. AxBcU
2. Fiir alle a’ € A gibt es genau ein b’ = g(a’) € B mit f(a’,V') = 0.

3. Die Funktion g : A — B ist stetig.

Wenn f stetig differenzierbar ist, ist auch g stetig differenzierbar. Wenn df(z,y) =
(C(z,9), D(z,y)), ist

(dg)(z) = D(z,9(2)) "' C(z,9(z)) (4)

Folgerung 10.4.2 (Umkehrfunktion) Sei U offen in R", f: U — R" stetig
differenzierbar und p € U. Wenn d,f regulir ist, gibt es eine offene Umge-
bung A von p, die von f injektiv auf eine offene Menge B abgebildet wird. Die
Umkehrabbildung g : B — A ist stetig differenzierbar und es gilt

drpg = (dpf)™"

360tto Ludwig Hesse (1811-1874)

37Eine symmetrische reelle Matrix A = (aij)i,j<n ist positiv definit, wenn die quadratische
Form ¢(z) = Zi,jgn a;jxixj, auBer bei Z = 0, nur positive Werte annimmt. A ist negativ
definit, wenn g nur negative Werte hat. A ist indefinit, wenn ¢ positive und negative Werte
annimmt. Kriterien:

e (Hurwitzkriterium) A ist genau dann positiv definit, wenn fiir alle m < n die Deter-
minante der Matrix (aij)s,j<m positiv ist.

e A ist genau dann negativ definit, wenn —A positiv definit ist.

e FEine reguldre Matrix ist genau dann indefinit, wenn sie weder positiv noch negativ
definit ist.
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Borel, E.,
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Menge,
Cosinus, 211

hyperbolicus,

Differential, [32] 4]
differenzierbare Funktion, [I4] 30, [34]
Differenzierbarkeit, 14l [34]

n-fache,

bei p, I3 B4

partielle, 321 [33]

stetig partielle, 32

stetige, [I'7], [34]
divergente Folge,
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Euler, L., [0
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Exponentialfunktion, [

Folge,
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exakte,
geschlossene,
(stetig) partiell differenzierba-
re, ool
Fourier, J.,
Fourierkoeffizient,
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32
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Inneres,
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isoliertes lokales
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Jacobi, C.,
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kompakter Raum, 26]
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Intervalle, [3]
Menge, 20,
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Produktregel, [14]
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metrischer,
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Regel von I"'Hospital, 6], 17
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harmonische,
konvergente,

rektifizierbare Kurve,
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glied

Integraldarstellung,

Richtungsableitung,

Rolle, M.,

Satz
von Abel,
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von Lindemann,
von Poincaré, 34
von Rolle,
von Schwarz,
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Schwarz, H.A.,
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Stammfunktion, [
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stetig differenzierbare Funktion, [I7],
34
stetig partiell differenzierbare Funk-
tion, 321
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Differenzierbarkeit, [I7 [34]
Funktion, [§] 28]
partielle Differenzierbarkeit, [32),
Stetigkeit,
bei p,
Stone,M.,
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fallende Funktion,
wachsende Funktion,
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Substitution, [I§]
Summenregel, [T4]

Tangens,

Taylor, B.,
Taylorpolynom,
Taylorreihe, 19
Teilfolge, @
topologischer Raum,

iiberabzéhlbare Menge,

Ubereinstimmung bis zur Ordnung
n, B0

Umgebung,

Umkehrfunktion, [0 M4, 37

Umordnungssatz, [7]

unbestimmt divergente Folge, @

unbestimmtes Integral, [I7]

uneigentliches Integral, 23] [31]

Untersumme,



Unterteilung, [IT]

Vektorfeld, [3T]
Verfeinerung,
vollstédndiger metrischer Raum,

Weierstraf3, C., d
wirbelfreie 1-Form,
Wurzelfunktion,

Zwischenwertsatz,
abstrakter,
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