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1 Spiele

P = (P, <) sei eine partielle Ordnung mit kleinstem Element o.
Ein Ideal ist eine Teilmenge G von P, die o enthélt, abwarts abgeschlossen
p<qeG=pelG
und aufwérts gerichtet ist:

Vp,qeGIreGp<rAqg<r

Sei nun F eine Eigenschaft (also eine Menge) von Idealen. Im Spiel Sg wihlen
die Spieler I und II abwechselnd Elemente einer aufsteigenden Folge py < p; <
pe < ... aus P. I gewinnt die Partie pg < p1 < po < ..., wenn das Ideal
G ={q | 3In ¢ < p,} die Eigenschaft F hat. Sonst gewinnt die Spielerin II.

Eine Gewinnstrategie fiir I ist eine Familie fy, f1, ... von Funktionen derart,
daf der Spieler I jede Partie gewinnt, die er nach dieser Strategie spielt, wenn
also pan, = fn(p1,ps,-..,Dan—1) fur alle n. Eine Gewinnstrategie fiir I besteht
aus Funktionen (g,) derart, daf II eine Partie gewinnt, wenn immer po,11 =

n(Pos - - - P2n)-

Definition p erzwingt F, wenn der Spieler I eine Gewinnstrategie fiir Sg hat,
die mit p = fo beginnt. Notation:

plFF

Wenn p IF F, dann ist ¢ IF F auch fiir jede Erweiterung ¢ von p. Wenn jede
Erweiterung von p eine Erweiterung hat, die F erzwingt, ist p IF F. Das 1aft
sich so einsehen: Wir wahlen fiir jede Erweiterung g von p eine Gewinnstrategie
(f9) fiir I die bei einer Erweiterung von ¢ anfingt. fo = p und f,+1(q,z,...) =
fi(z,...) ist dann eine Gewinnstrategie, die bei p anfangt.

Lemma 1.1 Fir alle p € P und alle F, F; gilt

p\F/\Fi — VicwplF (1)
TEW
plF—-F = Vqg>pqgWKFF (2)
Vg>pIieIdr>qrlikF, = plr\/F (3)
el

BEWEIS:

Eine I-Gewinnstrategie fiir Sy, _ r, ist auch eine Gewinnstrategie fir jedes
der F;. Wenn umgekehrt der Spleler I fiir jedes Spiel Sf, eine Gewinnstrategie
(f1)new hat, die bei p anfingt, kann man mit dem folgendem Diagonalverfahren
eine Strategie (f,) fiir Sy,  r, konstruieren: Dann zerlegen wir w\ {0} in



disjunkte unendliche Mengen A* und wihlen aufsteigende Aufzéhlungen A* =
{a},d},...}. Wir setzen fo=p. Wenn n > 0 und n = ai, setzen wir

fn(p17p37 .. 7p2n—1) = flé(p2a§71ap2aéfl7 e 7p2a',i€71)'
Nehmen wir an, daf die Partie pg < p; < py < ... nach dieser Strategie gespielt
ist. Fixiere i € w. Dann ist die Partie po < pysi 1 < Pagi < Pogi—1 < Paais - - -

nach der Strategie (f!)nc. gespielt. Weil diese Partie dasselbe Ideal ergibt, wie
po < p1 < p2 < ..., hat I gewonnen.

Wenn g I F fiir ein ¢ > p, hat die Spielerin II eine Strategie, mit der sie im
Spiel S_r gegen I gewinnen kann, wenn [ mit dem Zug p beginnt. Also ist p ¥ F.

Aus der Voraussetzung folgt
Yg>pdr>q rll—\/Fi.
il
Und aus der letzten Bemerkung vor dem Lemma: pl-\/,_; F;. O

Als ein Beispiel zeigen wir

Lemma 1.2 Sei A aufwdirts abgeschlossen, d.h. ¢ >p € A= q € A. Dann ist
plEF"ANG # 0 <= Vq>pIr>qre A

BEWEIS: Wenn die rechte Seite zutrifft, antwortet der Spieler I auf den ersten
Zug q von Spielerin IT mit einem r, das in A liegt. Damit gewinnt er das Spiel.
Wenn die rechte Seite nicht zutrifft, wiahlt die Spielerin II als ersten Zug ein
q > p, liber dem kein Element von A liegt. Wenn ein Ideal G, das ¢ enthélt,
ein Element a € A enthalten wiirde, hdtten ¢ und a eine gemeinsame Erweite-
rung (ndmlich in G), die selbst in A liegen miifte. IT hat das Spiel also schon
gewonnen. O

Topologie

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifst reguldr offen, wenn A =
A. Wenn A offen ist, ist A die kleinste reguliir offene Menge, die A enthilt. Die
regular offenen Mengen bilden eine vollstdndige Boolesche Algebra unter den
Operationen

ANB = ANB (4)
AUB = AUB (5)
-4 = (X\Ay (6)

Die nach oben abgeschlossenen Mengen sind die offenen Mengen einer To-
pologie von P. Man hat fiir Teilmengen A von P

A = {plIg=pqe A}
A = {p|Yg=pqe A}
A = {p|Vg=>p3Ir>qre A}



Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von (regulér) offenen Mengen ist wie-
der (regulér) offen.

Lemma 1.3 Die reguldr offenen Teilmengen von P sind genau die Mengen der
Form

IFll =A{p|pIFF}.
BEWEIs: Nach [L.2]ist fiir offene A

IGNA#0|| =4
Andererseits sind ||F|| offen und es ist klarerweise

IFIl =G IFlF# )]l

Lemma besagt, dafs

| /\ Fill = |_| [[Fall-

S 1€w

2 Abzahlbare Formeln

Wir betrachten jetzt Eigenschaften von G, die sich durch abz&hlbare Boolesche
Kombinationen ®,®; von atomaren Aussagen pe G ausdriicken lassen. I ist in
diesem Abschnitt eine abzdhlbare Indexmenge.

Lemma 2.1 Fir alle p € P und alle ®,®; gilt

plk(seG) < Vg>par>qgs<r (1)
pH—/\CI)i — Yiel plF®, (2)
el
plk—® <« Vqg>pqghkod (3)
plE\/® <« Vg>pIicIIr>qri o (4)
el

BEWEIS:

Wenn es ein g > p gibt, das mit s inkompatibel ist (das heiflt, daf ¢ und s
keine gemeinsame Erweiterung haben), gewinnt II das Spiel Sse ¢, wenn I mit
p beginnt und IT mit ¢ antwortet. Sonst gewinnt I mit der Strategie fo = p und
f1(q) = eine Erweiterung von s, wenn g > p.

folgt aus .

Die Richtung von links nach rechts folgt aus . Die Umkehrung zeigen
wir durch Induktion iiber den Aufbau von ®. Es gibt drei Félle:



® = (se@G): Wenn kein ¢ > p erzwingen kann, dal s € G, miissen p und s
inkompatibel sein. Es folgt p IF —se@G.

® = -U: Wenn kein ¢ > p -V erzwingt, gibt es nach Induktionsvoraus-
setzung fiir alle ¢ > p ein r > ¢, das ¥ erzwingt. Also ist p IF —®.

¢ = A,c; ®i: Wenn kein ¢ > p A,;.; ®; erzwingt, gibt es nach fiir
alle ¢ > p ein ®;, das von ¢ nicht erzwungen wird. Wie wir gerade gesehen
haben kénnen wir annehmen, daf die Behauptung fiir —=®; gilt. Es gibt
also fiir alle ¢ > p ein 7 und ein r > ¢, das =®; erzwingt. Daraus folgt mit

, dak pl-\/,;c; =i, das heit p IF ~.

1)

PIEVier @i & plE=a N\ P
& gl Ny P fiir alle g > p
& fiir alle ¢ > p gibt es ein ¢ mit ¢ ¥ =P
& fiir alle ¢ > p gibt es ein ¢ und ein r > ¢ mit r IF §;
O
Topologie

Lemma [2.1] hat eine attraktive topologische Formulierung:

||/\‘I>iH = |_|H(I)i|| (5)

iel i€l
=@ =~ (6)
I\ @l = [ ]1e] (7)

icl i€l

3 Abzahlbare Modelle

Wir halten im Folgenden ein abzéhlbares transitives Modell M von ZFC und
eine partielle Ordnung P = (P, <) € M mit kleinstem Element o fest. Wir
betrachten unendliche Boolesche Kombinationen ® von Formeln der Form pe G,
die zu M gehoren.

Satz 3.1 Die Relation p I+ ® ist in M definierbar.

BEWEIS: Weil ® zu M gehért, ist ® abzihlbar. Lemma[2.1]liefert eine (absolute)
rekursive Definition. Die Relation ist sogar Alpc. O

Wir wir in Abschnitt [T] gesehen haben ist eine Teilmenge D von P ist dicht,
wenn sie zu jedem p € P eine Erweiterung enthélt. Zum Beispiel ist fiir jedes
® € M die Menge

De ={peP|pl®oder pl--D}
dicht und gehért zu M (siehe 2.1}([2))).



Definition Fin Ideal G in P heiffit generisch, wenn es jedes dichte D € M
schneidet.

Man beachte, daf o erzwingt, dafs G generisch ist. Generische Mengen existieren
also immer. Das kann man natiirlich auch direkt so sehen: Man wéahlt eine
Aufzdhlung (D;) aller dichten Mengen, die zu M gehoren. Dann konstruiert
man eine aufsteigende Folge py < p; < ... mit p; € D;. Das von den p; erzeugte
Ideal ist generisch. Tatséchlich ist jedes Element von P in einer generischen
Menge enthalten.

D heifst dicht diber p, wenn es zu jedem q > p eine Erweiterung enthélt. Wenn
G generisch ist und D € M dicht iiber einem p € G ist, miissen D und G
nicht-leeren Schnitt haben, weil D’ = D U {q | ¢ ist inkompatibel mit p} dicht
ist.

Satz 3.2 Wenn G generisch ist und p € G die Formel ® € M erzwingt, hat G
die Figenschaft ®.

BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber den Aufbau von ®.
Es gibt vier Fille:

® = (seG): Wenn p I- @, ist D = {q | s < ¢} dicht iiber p. Weil D und G
sich schneiden, mufl s zu G gehéren.

® = (—se@): p erzwingt ®, wenn p und s inkompatibel sind. s kann also
nicht zu G gehoren.

® = \,c; ®i: Wenn p |- @, erzwingt p auch alle ®;. Nach Induktionsvor-
aussetzung erfiillt G alle ®;, also auch ®.

® = \/,c; s Nach 2.1j{) ist D = {r | Ji r IF ®;} dicht iiber p. G enthélt
also ein 7, das ein ®; erzwingt. Nach Induktionsvoraussetzung erfiillt G
die Formel ®; und damit auch ®.

O

Man sieht {ibrigens leicht, dafs ein Ideal G genau dann generisch ist, wenn es
den letzten Satz erfiillt.

Folgerung 3.3 Sei ® € M.
1. Wenn G generisch ist, hat G die Eigenschaft ® genau dann ,wenn G ein
Element hat, das ® erzwingt.
2. p erzwingt ® genau dann, wenn alle generischen G, die p enthalten ®
erfillen.
BEWEIS:

Wenn p € Dg N G, gibt es zwei Moglichkeiten. Wenn p I @, hat G die
Eigenschaft ®. Wenn p IF —=®, hat G die Eigenschaft ® nicht.



Wenn p die Formel @ nicht erzwingt, erzwingt eine Erweiterung ¢ die Nega-
tion. Ein generisches G, das ¢ enthélt, erfiillt ® nicht. O

4 Generische Erweiterungen
Wir fixieren wieder ein abzéhlbares transitives Modell M von ZFC und eine
partielle Ordnung P = (P, <) € M mit kleinstem Element o.

Sei G eine Teilmenge von P. Jedes Element a von M kodiert eine Menge
kg(a) vermoge der folgenden rekursiven (iiber den Fundierungsrang rang(a))
Definition:

ra(a) = {xa(b) | 3p € P p € G A (p,b) € a}

Wir definieren M[G] als die Menge aller kg (a), a € M. M[G] ist offensichtlich
transitiv. Definiert man & durch

a= {(o,@) ‘ be a},
so ist kg (a) = a. M ist also eine Teilmenge von M[G]. Man zeigt leicht, daf
rang(rg(a)) < rang(a).
Daraus folgt, daf M[G] die gleichen Ordinalzahlen wie M hat. Setzt man
G={(p.p) |pe P},
wird k(@) = G. Also ist G € M[G].

Sei ¢(x1,...,2,) eine ZFC-Formel, p € P und a4,...,a, € M.

Definition p erzwingt ¢(a1,...,a,), wenn p erzwingt, dafs

M[G] = ¢(ra(ar), .. kgan))-

Wir definieren dem entsprechend

H(;S(al, s 7a7l)H = {p | plE ¢(a15 .- "an)}'

Satz 4.1
1. Fir alle ¢(x1,...,x,) ist die Menge
{{p,ar,...,an) |p € P, a1,...,an € M, plk p(ay,...,an)}
i M definierbar.

2. Wenn G generisch ist, gilt ¢(kg(a1),...,ka(an)) genau dann in M[G],
wenn ¢(ay,...,a,) von einem Element von G erzwungen wird.



BEWEIS: Wir beweisen [I] durch Induktion iiber den Formelaufbau. Gleichzeitig
zeigen wir, dak M[G] | ¢(kg(a1),- .., ka(an)) zu einer abzéhlbaren Boolesche
Kombination von Aussagen der Form p € G dquivalent ist:

¢ atomar:

Wir zeigen durch Induktion {iber den Fundierungsrang von a und b, daf
sich M[G] = ka(a) € ka(b) und M[G] = kg(a) = ke (b) durch unendliche
Boolesche Kombinationen ®(a,b) und ¥(a,b) von Aussagen der Form pe G
ausdriicken lassen, die zu M gehoren:

O(a,b) < \/{¥(a,c)ApeG | (pc)ecb}
U(a,b) < \{peG—o(c.b)| (p,c) €a} A
\{peG — ®(c,a) | (p,c) € b}

Die Behauptung folgt jetzt aus (oder, weil die beiden Abbildungen
z,y — ®(x,y), ¥(x,y) in M definierbar sind.

¢ =11 N
Die Behauptung folgt aus der Induktionsvoraussetzung sofort mit [2.1)2}

¢ =
Nach 2118 ist

plkolar,...,an) <= Vq>p qg¥(al,...,a,)

¢ = Vi
MIG] = ¢(ka(ar), ..., ka(ay)) ist dquivalent zu

N\ MG = ¥(kalag), ..., kalan)).

apEM

Nach 2.112] ist also

plko(ar,...,a,) <= Vag € M plk¥(kg(ag),.-.,ka(an))

(2. folgt aus[I} wie in Satz [3.2] und 3.3} O

Wir definieren rekursiv fir © € M

rang’(v) = sup{rang’(y) + 1| 3p € P (p,y) € z}.

Lemma 4.2 Fir alle generischen G und alle a € M gilt:

1. rang(kg(a)) < rang’(a)

2. Es gibt ein o’ € M mit rang’(a’) = rang(kg(a)) und kg(a') = kg(a).



BEwers:  [I} ist leicht zu sehen. Wir zeigen [2] durch Induktion iiber
a =rang(kg(a)). Wir setzen

a ={{pb)|plktea, rang’(t)) < a}.

Sei z € kg(a). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein b € M mit rang’(b') =
rang(z) < o und kg(b') = x. Fir ein p € G ist p Ik ¥ € a. Wir haben also
(p,V') € o’ und daher = € kg (a').

Wenn umgekehrt © € kg(a'), ist © = kg (V') fiir ein (p,b’) € o’ mit p € G. Weil
plEbea,ist x € kg(a). O

Satz 4.3 Wenn G generisch ist, ist M[G] ein Modell von ZFC.

BEWEIS:

Eztensionalititsaziom und Fundierungsaziom gelten in M[G], weil M[G] tran-
sitiv ist. Weil w € M[G], gilt auch das Unendlichkeitsaxiom.

Fir a € M bezeichne M[G], die Menge aller Elemente von M[G], deren Fun-
dierungsrang kleiner als « ist. Wir zeigen, daf fiir alle Formeln ¢(zo,...,z,)
und aq,...,a, € M die Menge

y ={z e M[G], | M[G] = ¢(z, kg (ar), .. -, kaan))}

zu M[G] gehort. In der Tat, wenn
b={(p,ao) | pIF ¢(ao,...,a,), rang’(ap) < a},

ist kg(b) = y.

Denn wenn z € kg(b), ist © = kg(ag) fir ein ap mit rang’(ag) < «, fiir
das es ein p € G mit p IF ¢(ao,...,a,) gibt. Es ist dann =z € M[G], und
MG = 6(k(ao), -, ki (an)), also @ € .

Wenn umgekehrt x € y, gibt es nach ein ap € M mit rang’(ag) < a und
ka(ag) = x. Es gibt dann ein p € G mit p IF ¢(ao, ..., a,). Also ist (p,ap) € b
und x € kg (b).

Aus dem eben bewiesenen folgen sofort das Leere-Menge—Axiom, das Paarmen-
genazxiom, das Vereinigungsmengenaziom und das Potenzmengenaziom.

Um das FErsetzungsaziom zu zeigen, nehmen wir an, dafs
MI[G] E Va3 yo(y, z, ka(ar), ..., kalan)).

Auferdem sei w ein beliebiges Element von M[G] . Wir haben zu zeigen, daf
z={y e M[G]| Tz € w é(y,x,kc(a1),...,kc(an))} zu M[G] gehdrt. Nun gibt
es aber eine Schranke «, sodaf fiir alle p und alle a € M mit rang’(a) < v

e Mpl- ¢(b,a,ar,...,a,) = Ib € M rang’(b) < a, plF ¢(b,a,ay,...,a,)
Daraus folgt, daf z C M[G],,. Nach der obigen Bemerkung folgt w € M[G].

Es bleibt das Auswahlaziom zu zeigen: Sei x € M[G],,, und <€ M eine Wohl-
ordnung von {b € M | rang’(b) < a}. Die Funktion f, die jedem y € x das



<—kleinste b € M mit kg(b) = y und rang’(b) < « zuordnet, ist in MI[G]
definierbar. Dann definiert

y<y e fly) < fW)
eine Wohlordnung auf z. O

BEMERKUNG: Der Satz bleibt wahr, wenn wir in der ZFC—Formel ¢ ein
Pradikat M fiir M zulassen. Dazu bemerkt man, dafs

plF M(a) <= Vg >pIr > ¢ € Mpang(ays1) 7IFa=b.

Es folgt, dak in M[G] das Aussonderungsaxiom und das Ersetzungsaxiom auch
fiir Formeln gelten, die M enthalten.

5 V#£L

Eine partielle Ordnung P € M hat genau dann keine generische Menge, die
zu M gehort, wenn es oberhalb von jedem p inkompatible Elemente gibt. Zum
Beispiel hat

H(w,2) = {f : ¢ — 2 | 2 endliche Teilmenge von w},

die Menge aller endlichen partiellen Abbildungen von w nach 2 = {0, 1},durch
Inklusion geordnet, diese Eigenschaft. Wir haben dann fiir generische G

In M[G] gilt V # L, weil fir « = OnnN M

L, = LM = LMI¢],

Satz 5.1 Wenn ZFC konsistent ist, ist auch ZFC +V # L konsistent.

BEWEIS: Man iiberlegt sich zuerst, daf der Beweis von [4.3] das folgende liefert:
Fiir jede endliche Teilmenge A von ZFC gibt es eine endliche Teilmenge A’
von ZFC, sodafs fiir jedes abzéhlbare transitive Modell M von A’ und jedes
generische G C H(w, 2) M[G] ein Modell von A ist.

Sei (M, E) ein Modell von ZFC und A eine endliche Menge von ZFC-
Axiomen. Der Reflexionssatz liefert ein M € 9, das in 9t abzédhlbar und tran-
sitiv und ein Modell von A’ ist. Sei G € 9 generisch in H(w,2)". Dann ist
M]G] ein Modell von A und V # L. O

Definition H(A, B) ist die durch Inklusion partiell geordnete Menge aller end-
lichen partiellen Abbildungen von A nach B.

10



6 Die Kontinuumshypothese

Sei M ein abzéhlbares transitives Modell von ZFC. Wir beweisen in diesem
Abschnitt den folgenden Satz

Satz 6.1 SeiG generisch in H(wa,2)M . Dann ist M[G] ein Modell von 2% > w;.
Folgerung 6.2 Wenn ZFC konsistent ist, ist auch ZFC + 2¥ > wy konsistent.

Definition Sei P eine partielle Ordnung. Fine Antikette ist eine Teilmen-
ge von P, deren Elemente paarweise inkompatibel sind. P erfillt die c.c.c, die
countable chain condition, wenn P keine iiberabzdhlbaren Antiketten hat.

Lemma 6.3 Wenn B héchstens abzihlbar ist, erfillt H(A, B) die c.c.c.

BEWEIS: Sei I eine Antikette. Wir konstruieren eine aufsteigende Folge () =
Ap C Ay C ... von hochstens abzéhlbaren Teilmengen von A und gleichzeitig
eine Menge Folge (I,) von abzéhlbaren Teilmengen von I. Wenn A,, konstruiert
ist, wihlen wir I, so grofs, dak es fiir jedes p € I ein ¢ € I, gibt mit ¢ | A,, =
p | A,. Wir finden ein abzéhlbares I,,, weil es nur abzéhlbar viele p | A,, gibt.
Dann setzen wir 4,11 = J{dom(q) | ¢ € I,,}.

Schlieflich zeigen wir, dak I = J,,,, In: Sei p € I. Dann gibt es einen Index n
mit dom(p) N A,, = dom(p) N A,+1. Es gibt ein ¢ € I,, mit ¢ [ A, = p | A,.
Weil dom(q) C Ap41, stimmen p und p auf dom(p) N dom(q) C A, iiberein. p
und ¢ und sind also kompatibel und daher identisch. O

(Regulédre) Kardinalzahlen in M[G] sind auch (regulére) Kardinalzahlen in M.
Die Umkehrung gilt nur fiir besondere P. Wenn zum Beispiel G generisch in
P = H(w,w; )M ist, ist |J G eine Funktion von w nach w{?, die surjektiv ist, weil
alle D,, = {p € H(w,w1)M | n € range(p)} dicht sind und zu M gehéren. wM ist
also in M[G] abzahlbar und keine Kardinalzahl mehr.

Lemma 6.4 Wenn P in M die c.c.c erfillt, ist jede (regulire) Kardinalzahl in
M auch eine (regulire) Kardinalzahl in M|G]. Es folgt, daf8 die Kofinalitats-
funktionen cf™ und fMIC) Gibereinstimmen.

BEWEIS: Sei « eine regulire Kardinalzahl in M. Wir kénnen annehmen, dafs x
(in M) tiberabzéhlbar ist. Sei @ < x und F' = kg(f) eine Funktion von a nach
k. Sei po ein Element von G, das erzwingt, dak kg (f) eine Funktion von « nach
k ist. Fiir jedes § < « ist die Menge

Ag={A<k|qlF f(B) = A fiir ein ¢ > po}

abzdhlbar in M. Wenn wir nédmlich fiir jedes A € Ag ein gy > po mit gy I+
f(B) = X wiihlen, bilden die gy eine Antikette. Weil x regulir in M ist, hat
die Vereinigung der Ag, (8 < «) ein Supremum A < . Es ist klar, dafl A alle
Funktionswerte F'(8) beschrankt. Damit ist gezeigt, daf x reguldr in M[G] ist.

11



WEeil jede iiberabzéhlbare Kardinalzahl x Supremum von reguldren Kardi-
nalzahlen ist, folgt, dak x auch in M[G] eine Kardinalzahl bleibt.

Im Allgemeinen gilt nur
f MG () = MG (efM (k) < ofM (k).

Wenn P die c.c.c erfiillt, ist bleibt aber cf™ (k) in M[G] reguldr. Also ist
MG (k) = MG (M (k) = ofM (k) O

Wir kénnen jetzt beweisen: Sei G generisch in H(wsy,2) und (in M)
(', ) :wsXw — w eine Bijektion. (Man nehme zum Beispiel (a,n) =
w - a4+ n.) Fir je zwei « # 8 aus ws ist die Menge

D = {p € H(ws,2)™ | 3n p(a, n) # p(B,n)}
dicht. Daraus folgt, dafs
a {n||JG(a,n) =1)}
M M[G]

eine injektive Abbildung von w)’ nach PMIEl(w) ist. Weil wd! = w," ) ist
wéW[G] < ‘mM[G](w)‘M[G].

Satz 6.5 Sei G generisch in H(ws,2)M. Wenn M = 2¥ < ws, ist M[G] ein
Modell von 2% = ws.

WEeil die Kontinuumshypothese relativ konsistent ist, folgt

Folgerung 6.6 Wenn ZFC konsistent ist, ist auch ZFC + 2% = wy konsistent.
Der Satz folgt sofort aus dem folgenden Lemma.

Lemma 6.7 Sei s eine unendliche Kardinalzahl in M. Wenn P in M die c.c.c

erfillt, ist fir alle generischen G C P
@M < (1PMM.

BEWEIS: Wir arbeiten zuerst in M. Fiir alle ¢ und a < & sei
Q.0 =|éeall.

Sei R die Menge alle Mengen der Form ||¥]|, also die Menge aller regulér offenen
Mengen nach Aus Lemma [6.8 folgt, dak |R| < |P|“. Definiert man

(pa = (q)a7a)a<,.€ TR — R,

so ergibt sich
{®a [a € V} < [R[]" < |P|".

Es ist klar, daf kg (a) Nk eindeutig durch @, bestimmt ist. Daraus folgt, daf
K M wW\K K
)M < {@y [a € VIY < ((I1PI*))M = (|P[)M
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Lemma 6.8 Sei A C P reguldr offen und I eine mazimale Antikette in A.
Dann st

A=|ING#0|={p|Yq>p3Iiel i kompatibel mit q}.

BEWEIS: Wenn p € A, gehort auch jedes ¢ > p zu A. Wére ¢ inkompatibel mit
allen Elementen von I, wére I U {¢} eine Antikette, was der Maximalitdt von I
widerspricht.

Nehmen wir umgekehrt an, dafs alle ¢ > p mit einem Element von I kompatibel
sind. Wir setzen B = {r | 3i € I i <r}. Dann ist B C A und wir haben

pG{p\VqZpEerqreB}:ECZ:A.

7 Das Auswahlaxiom

Sei M ein abzéhlbares, transitives Modell von ZFC. P € M sei eine partielle
Ordnung mit kleinstem Element o und f € M ein Automorphismus von P.
Wenn G C P generisch ist, ist auch f[G] generisch. Das f-Bild eines Codes
wird rekursiv definiert als

f'(a) ={{f (), F'(¥)) | (p, ) € a}.

Man zeigt leicht, daft
re(a) = kg (f'(a))

und

plEdlar, .. an) & f(p) I ¢(f'(a1),- ... f/(an))-

Sei F' eine Gruppe von Automorphismen von P. Ein Code a heiflt F—
invariant, wenn f’(a) = a fiir alle f € F. Ein Filter § € M von Automor-
phismengruppen ist eine Menge von Automorphismengruppen, die zu je zwei
Gruppen aus § eine gemeinsame Untergruppe enthélt. Aufserdem fordern wir,
daf § abgeschlossen ist unter Konjugation mit allen f € (J 3.

Definition Fin Code a € M heifit §—invariant, wenn

a) es ein F € § gibt, fir das a F—invariant ist,

b) fir alle {p,b) € a das Element b F—invariant ist.

Fiir eine generische Menge G sei

M53[G] = {kg(a) | a ist § invariant}.
Satz 7.1 Mz[G] ist eine transitive Erweiterung von M und ein Modell von ZF.
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BEWEIS: Wir folgen dem Beweis von [4.3]

Daf Mjz[G] transitiv ergibt sich unmittelbar aus der Definition. Weil die
Codes @ unter allen Automorphismen invariant sind, ist Mz[G] eine Erweiterung
von M.

Wir brauchen folgende Version von Fir jedes §—invariante a gibt es ein
F—invariantes a’ mit kg(a') = kg(a) und rang’(a) = rang(kg(a)).

Zum Beweis miissen wir nur zeigen, dafs die Menge

/

a ={{pb)|plktea, b F-invariant, rang’(b') < a}

S—invariant ist. Sei a invariant unter einem F € § und f € F. Wenn dann
(p,b') € d, folgt aus p IF b’ ea, dak f(p) I+ f/(b') ea. Weil § unter Konjuga-
tion mit f abgeschlossen ist, ist mit ¥’ auch f/(b') invariant unter §. Es folgt
(f(p), f'(b")) € a’. Also ist auch a’ invariant unter F.

Wie im Beweis von sieht man, dafl es geniigt zu zeigen, dak fiir jedes
a € M, jede Formel ¢(xq, ..., zm) und alle §F-invarianten Parameter aq, ..., an,
die Menge

y={x € My[G], | M5[G] | (e wcla).....welan))}

zu Mg[G] gehort. Weil Mz[G] in M[G] mit Parametern aus M, also F—invari-
anten Parametern, (und einem Pradikat fiir M) definierbar ist, kdnnen wir y
schreiben als

{z € M3[G], | MIG] = ¥(z, ka(b1), ..., ka(ba))},

wobei v ein Pradikat fiir M enthalten darf.
Wenn man

b= {<pa b0> | p I ¢(b07 EERE} b7L)7 bO S_invarianty ra’ng/(bo) < O[}

setzt, sieht man wie in dak kg (b) = y. Es bleibt zu zeigen, daf b invariant
unter § ist. Sei F' € § klein genug, sodaf alle b; invariant unter F' sind. Dann
sieht man, wie eben, daft auch b invariant unter F' ist. O

Sei nun P = H(w X w X w, 2). Wir lassen die Gruppe F' = Sym(w)“ in folgender
Weise als Gruppe von Automorphismen auf P operieren: Sei f = (f;)icw € F
und p € P. Setze dann

f(p)(i7j7 n) = p(i, fzﬁl(j)ﬂfl)

Fiir jede endliche Teilmenge b von w definieren wir die Untergruppe
Fy={(fi)icw | Vi€b f; =id,}.

§ = {Fy | b endliche Teilmenge von w} ist dann ein Filter von Automorphis-
mengruppen.

Satz 7.2 Sei G generisch in P. Dann gilt in Mz[G] das Auswahlaziom nicht.
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BEWEIS: |JG ist eine Funktion von w? nach 2. Sei S; ; : w — 2 definiert durch
Sij(n) = (UG) (¢,4,n). Man zeigt leicht, dak alle S; ; verschieden sind. Setze
Si ={Si; | j €w}und S = (5;),,. Man sieht leicht, daf es (kanonische) Codes
8;.4, s; und s fiir S; ;, S; und S mit folgenden Eigenschaften gibt:

o ['(sij) = sifh)

si,j ist Fyy—invariant.

s; und s sind F—invariant

54,5, S; und s sind §-invariant.
Es folgt, dafs S zu Mz[G] gehort. Wir zeigen, daf S keine Auswahlfunktion in
MS[G] hat.

Eine Auswahlfunktion fiir S ist eine auf w definierte Funktion A mit A(i) €
S;. Wenn A zu Mz[G] gehort, gibt es einen §—invarianten Code a fiir A. Wenn
also a Fp-invariant ist, wihlen wir ein ¢ aus w \ b. Sei A(i) = S;; und p € G
eine Bedingung mit
plFa(l) = Sij-
Weil wir f; beliebig wahlen konnen, laft sich ein f € Fj, finden, sodaff f;(j) =
j' # jund f(p) = p’ mit p kompatibel ist. Man hat dann

P IFa(i) = s

Wenn ¢ eine gemeinsame Erweiterung von p und p’ ist, folgt
qlF s =si .

Das ist aber unmdoglich, weil

9
ol Si,j 7& EINIE

8 Changing 2"

Fiir zwei transitive Modelle M C N von ZFC und eine Kardinalzahl p von M,
sagen wir: N hat keine neuen pu—Folgen, wenn fir alle a € M jede N-Funktion
f:p— aschon zu M gehort. Das heifst also, dafs

() = (“a)".
Wenn a eine Kardinalzahl in M ist und (a#) in N Kardinalzahl bleibt, folgt

(@ = (@),

Definition Wir betrachten
H.(A,B)={f:z—=B|zCA, |z| <k}

als durch Inklusion partiell geordnete Menge.
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Sei M ein abzahlbares transitives Modell und « < A Kardinalzahlen in M. Wir
zeigen in diesem Abschnitt den folgenden Satz:

Satz 8.1 Sei G generisch in HM (X, 2). Wenn

1. K reguldr in M

2. (259)M =g,

haben M und M|G] die gleichen Kardinalzahlen und die gleiche Kofinalitdts-
funktion. Weiter gilt fiir alle Kardinalzahlen € M :

i. Wenn p < K, hat M|G] keine neuen u—Folgen. Fir alle Kardinalzahlen
v e M ist also
(M = (oM,
. Wenn k < pund X < (28)M | st

(219 = (2)M1,
Falls zusitzlich (\*)M = X, so gilt auch (2F)MIG] = )\,

Allgemein gilt x < ¢f(2"). Fiir regulére x ist das in folgendem Sinn die einzige
Bedingung an 2%: Wenn M ein Modell von GCH ist und

M = k regular A k < cf(A),

gilt auch
ME25 =k AN =5,

Der obige Satz liefert dann ein M[G] mit den gleichen Kardinalzahlen und Ko-
finalitdten und
MG E2"= A\

Als Beispiel haben wir:

Folgerung 8.2 Wenn ZFC konsistent ist, ist auch
ZFC + 2% = w,,
konsistent.
Sei M ein Modell von GCH und k¢ < k1 < ... < K, eine Folge von re-

guldren Kardinalzahlen aus M. Weiter sei eine Folge \p < A1 < ... < A, von
Kardinalzahlen aus M gegeben, fiir die M |= k; < cf(\;).

Fiir alle i ist also auch (2)™ = k; und (\f)™ = \,. Wihle nun G, gene-
risch in HY (X, 2). Dann gilt (2¢7)M[Gn] = X, und, wegen i, ist (2%)M[Gn] =
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(29YM = g, und (A;’j)M[G"] = ()\;j)M = )\; fiir alle j < n.

Wenn man jetzt G,,_1 generisch in H%E"] (An—1,2) wahlt, gilt wieder

(2Kn_1 )M[Gn][G"—l] = An—l

und auRerdem, wegen [,

(2Kn)M[Gn][Gn—1] — (2571)M[Gn] — )\n'

Fahrt man so fort, erhdlt man mit
N = M[G,]|Grn-1] - .- [Go]

eine Erweiterung von M, die die gleichen Kardinalzahlen und Kofinalitdten wie
M hat und fir die

NE2 = X0 A2F =)0 A L0 A28 =)\
Beispiel:

Folgerung 8.3 Wenn ZFC konsistent ist, dann auch

ZFC —|— 20.)4 = W17 —|— 2w16 = W17.

Zum Beweis des Satzes zeigen wir zuerst, dak HM(),2) in M die xt-Ket-
tenbedingung erfiillt.

Definition Fin partielle Ordnung P erfillt die p—Kettenbedingung, wenn P
keine Antikette der Mdchtigkeit u hat.

Lemma 8.4 Wenn k regulir ist und |B| < 2%, erfillt H.(A, B) die (25)% -
Kettenbedingung.

BEWEIS: Wie der Beweis von Satz

Aus einer gegebenen Antikette I konstruieren wir eine stetige, aufsteigende Folge
(An)a<x von Mengen, die hochstens die Machtigkeit 2% haben. Parallel dazu
konstruieren wir eine Folge (I,)a<x von Teilmengen von I, die hochstens die
Méchtigkeit 2 haben. Wenn A, konstruiert ist, wihlen wir I, so grok, daf es
fiir jedes p € I ein q € I, gibt mit ¢ [ A, = p | Ay. Wir finden ein I, das
hochstens die Michtigkeit 2% hat, weil [Hi(Aq, B)| < 2\'3 Dann setzen wir
Aatr = U{dom(q) | ¢ € Io}.

Fiir jedes p € I gibt es @ < k mit dom(p) N A, = dom(p) N Ay41, weil k regulér
ist. Wie in[6.3] folgt, daf p € I,. Also ist I =, o und folglich [I| < 2. O

a<k

Lemma 8.5 Sei M ein abzihlbares transitives Modell von ZFC und k eine
Kardinalzahl in M. Sei G generisch in P € M. Wenn P in M die k™ -Ketten-
bedingung erfillt, bleiben alle pn > K, die (requldre) Kardinalzahlen in M sind,
auch (regulire) Kardinalzahlen in M[G].

1 Weil k regular ist, ist (22)% = 2%,
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BeEwEIS: Wie der Beweis von

Sei u > & eine reguldre Kardinalzahl in M. Sei @ < p und F = kg(f) eine

Funktion von « nach pu. Sei pg ein Element von G, das erzwingt, daf kg(f) eine

Funktion von o nach p ist. Wegen der x™—Kettenbedingung hat fiir jedes 8 < «

die Menge . .
Ag={A<pl|qlF f(B) = Afiir ein ¢ > po}

in M hochstens die Méachtigkeit k. Weil p regulér in M ist, hat die Vereinigung
der Ag, (8 < a) ein Supremum A < p. Es ist klar, dafs A alle Funktionswerte
F(B) beschriankt. Damit ist gezeigt, daf p regulir in M|[G] ist. O

Lemma [6.7] verallgemeinert sich sofort zu

Lemma 8.6 Sei i eine unendliche Kardinalzahl in M. Wenn P in M die k-
Kettenbedingung erfiillt, ist fiir alle generischen G C P

(@M < (M.

Damit folgt Eigenschaft [l des Satzes: Wenn x < p und A < 2#, ist
(2™ < (29)MD < |(He (A, 21" = A= = ()M = (2.

Die erste Ungleichung gilt, weil (2#) in M[G] Kardinalzahl bleibt.

Definition Fine partielle Ordnung heifst k—vollstindig, wenn fiir jedes p < K
jede aufsteigende Kette (pa)a<y eine Schranke in P hat.

Fiir regulére & ist Hy (A, 2) k—vollstdndig. Aus dem néichsten Lemma folgt unter
den Voraussetzungen des Satzes, da M und M[G] die gleichen Kardinalzahlen
und Kofinalitdten haben und die Giiltigkeit von Eigenschaft il

Lemma 8.7 Sei M ein abzihlbares transitives Modell von ZFC und k eine
Kardinalzahl in M. Sei G generisch in P € M. Wenn P in M k—vollstindig ist,
hat M|G] fiir alle u < k keine neuen p—Folgen. Daraus folgt, daf alle v < k, die
in M (regulire) Kardinalzahlen sind, auch in M[G] (regulire) Kardinalzahlen
bleiben.

BEWEIS: Sei F' = kg(f) ein Funktion von g nach a € M, die nicht zu M
gehort. Sei pg ein Element von G, das erzwingt, daf kg (f) eine Funktion von
w1 nach a ist und nicht zu M gehort. Wir konstruieren in M eine aufsteigende
Folge (pa)a<y von Bedingungen und eine Folge (b, ) von Elementen von a: Wenn
Do konstruiert ist, wihlen wir eine Erweiterung p,+1, die f(&) = b; fiir ein b,
erzwingt. Wenn die p,, fiir alle o unterhalb einer Limeszahl A konstruiert sind,
wéhlen wir eine obere Schranke py. Wenn G’ generisch und p,, enthélt, ist

ra(f)(@)=b <= p,lF f(a) =b.

Daraus folgt, daf k¢ (f) € M. p, erzwingt aber das Gegenteil.

18



Wenn v < k singuldr in M [G] ist, gibt es ein p < v und in M[G] eine kofinale
Funktion F : u — v. Weil aber F zu M gehdéren muf, ist v auch singulér in M.
O

Es bleibt noch der letzte Teil des Satzes zu zeigen. Wie im Beweis von [6.1]
liefert jede in M liegende Bijektion zwischen A x x und A eine im M[G] liegende
injektive Abbildung von A nach BMICl(k). Es ergibt sich \ < (2%)MIC],

Aus dem Beweis von [l folgt andererseits (27)MIE1 < (A*)M, Wenn (\*)M = ),
ist also (27)M < .

9 Produkte und Forcing mit Klassen

P und @ seien zwei partielle Ordnungen mit kleinstem Element. Das Produkt
P x @ wird vermoge

() <@.d) = p<qnrp <q

partiell geordnet.

Lemma 9.1 FEin Ideal in P X Q ist immer das Produkt G x H von zwei Idealen
mn P und Q.

BeEWEIS: Das Ideal K von P x @ ist Produkt der beiden Ideale G = {p | (p,0) €
K} und H = {q| (o0,q) € K}. Weil ndmlich (p, ¢) das Supremum von (p, o) und
(0, q) ist, ist

(p,q) € K < (p,0) € K A (0,q) € K

O
Lemma 9.2 Sei F eine Figenschaft von Idealen G von P und sei
GxHeF &GeF.
Dann ist
(p,q)IFF < plFF
BEwEIs: Trivial. O

Sei R ein partielle Ordnung mit kleinstem Element o, P und @) Teilmengen die o
enthalten. Wir sagen, dafs R (inneres) direktes Produkt von P und @ ist, wenn
die Abbildung

(p,q) = sup(p,q)

einen Isomorphismus zwischen P x () und R definiert.

Seien M C N zwei abzéhlbare transitive Modelle von ZFC und P € M eine
partielle Ordnung. Ein Ideal G C kann generisch im Sinn von M oder im Sinn
von N sein. Wir verwenden dazu die Sprechweise:
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Definition G ist M—generisch, wenn G alle dichten Teilmengen D C P
schneidet, die zu M gehdren.

Wenn M zwei partiellen Ordnungen P und @ enthélt, kann man zuerst ein M—
generisches Ideal G von P und dann ein M[G]-generisches Ideal H in @ wéhlen.
Der néichste Satz besagt, daf die so entstehenden Erweiterungen M[G][H| genau
die Erweiterungen M[K] fiir M—generische Ideale K = G x H von P x @ sind.

Satz 9.3 G x H ist genau dann M —generisch, wenn G M —generisch und H
MI|G]- generisch ist.

BEWEIS: Sei G x H M—generisch. Wenn D € M dicht in p ist, ist D x @ dicht
in P x Q. Es gibt also ein (p,q) € (D x Q)N (G x H), woraus p € D NG folgt.
Um zu zeigen, daff H M[G]—generisch ist, nehmen wir ein dichtes E = kg(e) C
Q@ aus M[G]. Dann ist die Menge

F={(p,q) | pIF (e ist nicht dicht in Q) oder pl- Gee}

dicht in P x Q. Sei (p,q) € FNG x H. Dann ist p I (e ist nicht dicht in Q).
Also ist p I Gee, woraus q € E folgt.

Sei umgekehrt G M—generisch und H M[G]-generisch und F' € M dicht in
P x Q. Sei
FlG]={q€Q|3pecC(pg) cF}.
Man sieht leicht, dafs R
oIk F[G] dicht in Q.

F[@] ist also tatsichlich dicht in @ und es gibt ein ¢ € F[G] N H, und dazu ein
p € G mit (p,q) € F.
Man kann das Argument auch so fassen: Fiir alle ¢ ist

D,={p|3¢d >q(p,d)€F}

dicht in P. Es gibt also fiir alle ¢ ein p € G und ein ¢’ > ¢ mit (p,q’) € F, was
aber ¢’ € F|G] bedeutet. Also ist F[G] dicht. O

Wir betrachten jetzt Erzwingungsmodelle fiir partielle Ordnungen, die keine
Element mehr von M sind, sondern nur noch Teilmengen von M. Man braucht
allerdings, daf (M, P) ein Modell von ZFC ist.

Definition (M, P,...) ist ein (transitives) Modell von ZFC, wenn M ein (tran-
sitives) Modell von ZFC ist und wenn zusdtzlich das Aussonderungs— und Er-
setzungsschema fiir Formeln gelten, in denen Pradikate fir P, ... vorkommen.

Wenn M[G] eines der bisher konstruierten Erzwingungsmodelle ist, ist zum
Beispiel (M[G], M) ein Modell von ZFC.

Sei nun (P, <) ein partielle Ordnung und (M, P, <) ein abzéhlbares Modell
von ZFC.
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Definition Fin Ideal G in P heifit (M, P,<)-generisch, wenn G jede dichte
Teilmenge von P schneidet, die in (M, P,<) definierbar ist.

Wenn G generisch ist, konnen wir wieder die Menge M [G] konstruieren. Der
Code G ist kein Element von M mehr. Im allgemeinen ist also G kein Element
von M[G], sondern nur eine Teilmenge von M[G]. Die gesamte Theorie geht wie
zuvor mit einer, allerdings fatalen Ausnahme: Der Satz ist nicht mehr be-
weisbar, weil man rekursiv keine Klassen definieren kann. (Ginge das irgendwie,
gibe es auch eine Wahrheitsdefinition in ZFC.)

Unter einer zusétzlichen Voraussetzung ist und damit der Rest der Theorie,
allerdings giiltig.

Definition P heifit lokal klein in M, wenn es fiir beliebig grofie Kardinalzahlen
1€ M gibt es eine Zerlegung P = P, x P* gibt mit

a) P, gehort zu M und erfillt in M die p* -Kettenbedingung.

b) P ist in (M, P, <) definierbar und ist in M u™ —vollstindig.

Auferdem fordern wir, dafl es fir jedes A € P ein P, = Py gibtﬂ mit A C

Py4. Die Abbildung A — Py soll in (M, P, <) definierbar sein. Es ist bequem
anzunehmen, dafi p < p' = P, C P,.

Satz 9.4 Sei P C M ein partielle Ordnung, (M, P, <) ein abzihlbares Modell
von ZFC und P lokal klein in M. Dann gilt fir alle Formeln ¢(x1,. .., xy,), die
Pradikate fir M, P, < und G enthalten,

1. Die Menge

{{p,a1,...,an) | p€ P, a1,...,a, € M, plF ¢(a,...,a,)}

ist in (M, P, <) definierbar.

2. Wenn G generisch ist, gilt ¢(kg(a1),...,kc(an)) genau dann in
(M[G], M, P,<,G), wenn ¢(ay,...,a,) von einem Element von G erzwun-
gen wird.

3. Wenn G generisch ist, ist (M[G], M, P,<,G) ein Modell von ZFC.

BewEIS: Der Beweis von [I] und | geht genau wie der Beweis von ohne
daf man die Voraussetzung, die wir iiber P gemacht haben, verwenden muf.
Nur beim Beweis der Definierbarkeit von

{{p,a,b) |p€ P, a,be M, pl-aeb}

und
{{p,a,b) | p€ P,a,be M, plka=b}

2Wenn p C P, hat also Py, zwei Bedeutungen.
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muf man statt 3.1 das noch zu beweisende Lemma verwenden.
Schliefslich mufs man noch die Definierbarkeit von

{(p.a) [pe P,ae M, plG(a)}
zeigen. Es ist aber

plEGla) < VYg>pIr>qp' (' <r Arlka=p).

Nun zum Beweis von [3] der etwas schwerer ist als der Beweis von [£.3} Wir
verwenden folgende Bezeichnungen: G, = P, NG und G* = P* N G.

Sei A eine Teilmenge von P. Wir nennen a € M einen A—code, wenn a eine
Menge von Paaren (p,b) ist, wobei p € A und b wieder ein A—code ist. Es ist
klar, dals jedes Element von M[G] von einem P,—code, fiir geniigend grofses p,
codiert wird. M[G] ist also aufsteigende Vereinigung der transitiven Modelle
M|[G,,]. Daraus folgt, da in M[G] alle II,-Axiome von ZFC wie zum Beispiel
das Paarmengenaxiom, das Vereinigungsmengenaxiom oder das Auswahlaxiom
gelten. Zu zeigen sind noch das Potenzmengenaxiom, das Aussonderungsaxiom
und das Ersetzungsaxiom.

Wir brauchen einen Hilfssatz:

Sei D dicht und oﬁ’erﬂ in P = P, x P*. Dann ist die Menge aller ¢ € P", fiir
die

Dg={p€ P.|(p.q)}
dicht in P, ist, dicht in P*.

BEweEIs:  Wir nehmen das Gegenteil an. Sei o € P* so, daf kein D, mit ¢ > qo
dicht ist. Wir definieren (in (M, P, <)) eine Folge (pa)a<,+ von inkompatiblen
Elementen von P, und eine aufsteigende Folge (¢a)a<,+ von Elementen von
PH, sodab (pa,qa) € D. Das widerspricht dann der p™Kettenbedingung fiir
P,. Wenn die pg und ¢z fiir alle 8 < a schon konstruiert sind, wéihlerﬁ WIr qq
als obere Schranke der gg. Weil Dy nicht dicht in P, ist, gibt es ein p,, das
keine Erweiterung in D,, hat. Wir kénnen annehmen, daf (pa,ga) € D; sonst
ersetzen wir (pa, ¢o) durch ein Erweiterung. Weil D aufwirts abgeschlossen ist,
gehdren alle pg zu D,, und sind daher inkompatibel mit p,.

POTENZMENGENAXIOM:
Sei x € M[G]. Wir miissen zeigen, dak B (z)MI¢ € M[G].

Sei z = K(a) und p so grok gewihlt, daf a ein P,—code ist und ||a||™ < u. Weil
M|[G,,] ein Modell von ZFC ist, geniigt es zu zeigen, dak P (z)MIC] ¢ M[G ).

Sei also y = kg(b) eine Teilmenge von xz. Wir wihlen in M eine Aufzéhlung
(Ca)a<pu vON
im(a) = {c | 3p (p,c) € a}.

3vgl. S.

4Hier scheinen wir ein “globales” Auswahlaxiom zu verwenden (s. . Das 1aft sich leicht
vermeiden, wenn man iiberlegt, daf man die ¢, in einer (mit dem Reflexionssatz) von vorn-
herein gewdhlten Menge wihlen kann. In den Anwendungen (zum Beispiel im Beweis Von
kann man iibrigens fiir g, héufig einfach die Vereinigung der gz wihlen.
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Nehmen wir an, daf y nicht zu M[G,] gehort. Dann gibt es ein ' € G, das
diese Tatsache und auflerdem b C a erzwingt. Wir schreiben in der Zerlegung
P =P,xPtalsr=(p,q'). Nach dem letzten Hilfssatz gibt es ein ¢o > ¢’, sodaf
die Menge aller p € P,,, fiir die (p, go) entweder ¢y € b oder —¢g € b erzwingt, dicht
in P,. Dann finden ein ¢; > qo, sodal die Menge aller p, die ¢; €b entscheiden,
dicht ist, usw. SchlieRlich finden wir ein ¢, > ¢/, sodaR fiir alle & < p die Menge
aller p € P, die ¢, €b entscheiden, dicht ist. Sei jetzt G’ eine generische Menge,
die ¢ enthéilt, dann ist

ke (b) = {ker(ca) | 3p € G, (P, 4oo) I+ ca€b}
ein Element von M[G) ], was der Wahl von r’ widerspricht.
AUSSONDERUNGSAXIOM:

Wird wie das Potenzmengenaxiom bewiesen, wobei statt ¢, € b eine Formel ¢(cq,)
erzwungen wird.

ERSETZUNGSAXIOM:

Sei = k¢(a) wie im Beweis der Potenzmengenaxioms und ¢(Y, Z) eine Formel
(mit Parametern), fiir die

M[G] VY zex 3y ¢(y, 2).

Sei ' = (p',q') € G eine Bedingung, die das erzwingt. Wir finden wieder ein
doo > ¢, sodaf fiir alle v < p1 die Menge aller p € P, die entweder inkompatibel
mit p’ sind oder eine Formel der Form ¢(y,, ¢, ) erzwingen, dicht ist. Wir kénnen
ruhig annehmen, daff ¢, € G*. Wenn wir jetzt p’ > u so grof wihlen, dak alle
yp Py—codes sind, ist {y € M[G] | M[G] = 3z € = ¢(y, 2)} eine Teilmenge von
M|[G,], also ein Element von M|[G] nach dem Aussonderungsaxiom. O

Lemma 9.5 Wenn P lokal klein ist, ist die Relation p |- ® zwischen Elementen
p von P und unendlichen Booleschen Kombinationen ® € M von Formeln der
Form p’ €G in (M, P, <) definierbar.

BEWEIS: Sei A(®) die Menge alle p’ € P, die in den Teilformeln p’ e G von ®
vorkommen. Dann gilt
plF® <= plkp,,, @

nach Daraus folgt die Behauptung mit O

Als ein Beispiel betrachten wir ein abzéhlbares transitives Modell M und
P={feM]| fist eine Auswahlfunktiorﬂ} .

P ist lokal klein, weil fiir alle 8 € M

P =Pz x PP,

5Eine Auwahlfunktion f ist eine Funktion mit f(x) € x fiir alle = € dom(f).
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wobei

Py = {fe€P|dom(f)CVy
PP = {feP|dom(f)nVi =0}

PP (ebenso wie Pg) ist schlechthin vollstindig.

Wenn G generisch ist, gehoren alle G N Pz zu M. Daraus folgt M = M[G]. UG
ist eine globale Auswahlfunktion und (M,|JG) ein Modell von ZFC.

Folgerung 9.6 FErweitert man ZFC um eine globale Auswahlfunktion
F:V\{0} >V

und um Aussonderungs— und Ersetzungsschema fiir Formeln, die das Symbol F
enthalten, erhdlt man eine konservative Erweiterung von ZFC.

10 Der Satz von Easton

Satz 10.1 Sei M ein abzdhlbare transitives Modell von ZFC+GCH. Sei ferner
fiir jedes regqulire kK € M ein F(k) € M gegeben mit

1. k < cfMF(r)
2. A< k=F\) < F(r)
Dann gibt es eine klassengenerische Erweiterung N von M, die die gleichen
Kardinalzahlen und Kofinalititen wie M hat und in der
2% = F(k)

fiir alle reguldren x € M.

Wir argumentieren zunéchst in M.

Sei R die Klasse aller auf Mengen von Ordinalzahlen definierten Abbildungen
nach 2. Mit F’(k) bezeichnen wir das Ordinalzahlprodukt F'(x)k. Beachte, daf
|F'(k)| = F (k). Die verwendete partielle Ordnung ist die Klasse

P={feR||f]| F'(x)| < & fiir alle reguléiren x} .
Um zu zeigen, daft P lokal klein ist, definieren wir fiir regulére x

P, = {f€P|dom(f)C F'(k)}
P = {feR||f|F'(N]|<fir alle reguliren \ > k}

Nach [8.4] erfiillt P, die xT-Kettenbedingung. P* ist k*—vollstindig.
Lemma 10.2 P P* x P,
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BEWEIS: Definiere fiir f € R

fro = FIF(r)
ffle) = fF'(k)+a)

Dann ist die Abbildung f — (f*, f.) der gesuchte Isomorphismus. Man beachte,
daf die Abbildung o — F'(k) + « fiir alle A > k eine Bijektion zwischen F’())
und F'(A\) \ F'(k) definiert. O

Sei nun G € PM generisch und N=M|[G].

Wir zeigen zuerst, daf NV und M die gleichen Kardinalzahlen und Kofinalitdten
haben. Dazu seien k < A zwei in M regulidre Kardinalzahlen. Wir G zerlegen in
G* x G,. Nach ist G* M—generisch in (P¥)M G, ist M[G*]-generisch in
(P.)M und N = M[G"][G,].

(P*)M st in M (kT)M—vollstéindig. Also bleiben nach alle (reguldren) Kar-
dinalzahlen v < (k7)™ (regulire) Kardinalzahlen in M[G*]. Aukerdem gibt es
fiir 4 < k keine neuen p—Folgen, woraus erstens folgt, daf x < cf™ [Gﬁ]()\), und
zweitens, daf (2¢)M = (24)MIG"] und daher k = (25)M = (25)MIG"],

Weil auch in M[G*] alle Funktionen aus (P.)* kleinere Miichtigkeit als x ha-
ben, erfiillt (P,)™ auch in M[G*] die (kT)MI&"l-Kettenbedingung. Aus
folgt, daf alle Kardinalitéiten und Kofinalitéiten oberhalb von s beim Ubergang
von M[G*] zu N erhalten bleiben. Insbesondere ist

k< ofMET ) = etV ().
Daraus folgt, dafs A regulér in N bleibt.

Schlieflich zeigen wir noch, daf (2%)M = F()) fiir alle reguliiren . Zunéchst
ist nach [8.6] _
(29N < (I(P)M M = (F(r)")ME,

Weil M[G"*] keine neuen xk-Folgen hat, ist
(F(r))MET < (F(r))M = F(r).

Umgekehrt liefert wie frither G, eine injektive Abbildung von F'(x) nach B(k)
und es folgt F'(\) < (27)M.

Anderungen

12.5.2005

Moritz Miiller hat mich auf folgende Fehler aufmerksam gemacht: Die Zerlegung
von P im Beweis von war nicht korrekt. In der Definition auf Seite 21] war
P4 nicht definiert. Der Beweis des Hilfssatzes auf Seite [22] war unvollsténdig.

28.2.2012 Heike Mildenberger verdanke ich den Hinweis auf eine Reihe von
Druckfehlern im Beweis von Lemma .
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