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§ 1 Registermaschinen

Wir fithren in diesem ersten Kapitel den Begriff der Registermaschine ein und
geben eine erste Prizisierung des Begriffs der Berechenbarkeit durch den Begriff
der Registermaschinen-Berechenbarkeit.

Notationen :
— A* sei die Menge aller Worter (d.h. aller endlichen Zeichenreihen)
iiber dem Alphabet (der Zeichenmenge) A.
— P sei das leere Wort.
— " sei das Wort aav. .. .
——

n-mal
—ay...ay — 1 sei das Wort aq...a,—1.

Nun definieren wir zunéchst anschaulich, was eine Registermaschine ist, indem
wir beschreiben, was eine solche tut: Eine Registermaschine iiber A = {ay,... ,ar}
manipuliert nach einem Programm Worter W € A*, die in ihren Registern R,.(r <
R) stehen. Ein Programm wiederum besteht aus einer Folge von Befehlen.

Befehle:
Rra : “verldngere das Wort, das in Register R, steht, rechts um a € A”
R,—1 :  “streiche den rechten Buchstaben des Wortes in R, falls iiberhaupt ein

Buchstabe vorhanden ist, oder lasse das Register, wie es ist, falls es leer ist.”

: “wenn R, das leere Wort enthélt, folge dem Pfeil L; wenn das Wort
0. a1l..\aL in R, rechts mit a; aufhort, folge dem Pfeil 7

stop : “halt”

BEeispIEL:  Eine Registermaschine, die iiber dem Alphabet A = {aj,a2} die
Funktion
F:A"x A" — A"

F(V,W):=VW

berechnet. Thr Fludiagramm — zur Beschreibung von Registermaschinen benutzen
wir meist Flufldiagramme — sieht folgendermaflen aus:
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Input: V— Ro, W =Ry (, 0 — R2)

lstop‘ ’Roal ‘ ’Roag ‘ T
NS
Re—1

Output: Ergebnis in Ry

Um eine mathematische Theorie entwickeln zu kénnen, geben wir nun die formale
Definition einer Registermaschine mit R Registern Ry, ... ,Rr_1 iiber dem Alphabet

A={a,...,ar}:

Definition (Registermaschine, Berechenbarkeit) :
a) Ein Befehl b

ist ein Paar (r,l) (r<R,1<1L)
oder ein (L 4 2)-Tupel (r,cg,... ,cr) (r <R, ¢; € IN)

oder s.
(r,1) steht dabei fiir den Befehl , wenn | > 1, und fiir , wenn
[=0.
(r,co,...,cr) bedeutet den Befehl

0/ a1l..\aL
(wobei ¢; die zu a; gehdrige Befehlsnummer ist).

s ist der Stop-Befehl .

b) Eine Registermaschine M ist eine Folge

(bo, ... ,bN)

von Befehlen, wobei by = s, b, # s, wennn # N, und, wenn b. = (r,co, ... ,cL),
dann ¢; < N.

(Also: Registermaschine ~ Programm)

Die Maschine beginnt mit Befehl by und fiihrt, wenn b. # s und b. # (r,co, ... ,cr)
nach b, den Befehl b.;1 aus. Sonst hélt die Maschine an bzw. geht zu dem
entsprechenden Befehl b., tiber.
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BEispIEL: Unser Flufidiagramm von oben lé8t sich folgendermaflen schreiben:
Befehle:

bo=(1,6,1,3) bs = (2,12,7,9)
b= (2,1) by = (0,1)
b= (0,4,4,4) bs = (0,10, 10, 10)
bs= (2,2) by = (0, 2)
by= (1,0) bio= (2,0)
bs=(0,0,0,0) b11=(0,6,6,6)
b12— S
Flufidiagramm:
!
[ o]
1,/ \\2
0 s
ba N\,
[ o]
LN
b12 T b11
bs N\

¢) Ein Registerinhalt I ist eine Folge
Wo,... ,Wg_1)

von Wortern aus A*.
— Eine Konfiguration K ist ein Paar

(e, ),

wobei ¢ < N der Index eines Befehls und I ein Registerinhalt ist.
— K ist eine Stopkonfiguration, wenn b, = s.
— Die Nachfolgekonfiguration M(K) von K ist wie folgt erklért:
Es sei K = (¢, Wy, ... ,Wgr_1); dann ist

M(K) = (E? WOa s 7WR—1)a
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=c, W, :=W, (fir alle g < R), falls b, = s

W.,.a, (l > 0)

= C+1,Wq = Wq (q;é'r) undWT :{W _1 (l:O) R fal]sbc:(r,l)

o _ b {0
c:=¢, Wy:=W, (¢ <R), falls b, = (r,cq, ...cr) und falls W, = { Way fiir ein W

d) Wir sagen “M angesetzt auf I stoppt bei J” (Notation: Iﬁnf), wenn

M™0,I):=(M(...M(I)...))(0,I) = (¢,J) und b, =s fiir einn € IN.

————

n—mal

I heiBBt dabei Startkonfiguration, J Stopkonfiguration.
e) Es sei Ag C A. Wir sagen “M berechnet die Funktion F” (wobei F : (A§)" —

A*), wenn

fiir alle W1, ... , W, € A§ gilt:

O, Wh, ... W, 0,...,0) 25 (F(Wh, ..., Wy),...)

— Wir identifizieren auflerdem IN mit {|}* (durch n +~ |") und sagen ‘M

berechnet 7 (wobei

f:IN" — IN), wenn M die zu f gehérige Funktion F (mit F(|**,...,|"") =
|f(m1,.,. ,mn))

berechnet.

— f heifit berechenbar mit einer Registermaschine, wenn es eine Registermaschine

M

gibt,

die f berechnet.

Ubung 1:
Ubung 2:
Ubung 3:

Berechne z - y.
Berechne x + y (wobei z,y bindr geschrieben seien).

Rechne die Strichdarstellung in Binédrdarstellung um und umgekehrt.



§ 2 Rekursive Funktionen

In diesem Kapitel erklédren wir, was eine rekursive Funktion ist, und stellen den
Zusammenhang zum Begriff der Registermaschine her (fortgesetzt in §3).

Definition :
a) Eine Funktion f : IN" — IN heifit rekursiv gdw. sie sich aus den (folgenden)
Grundfunktionen RO mit Hilfe der Operationen R1, R2 und R3 bilden l48t (d.h.
wenn es eine — nicht notwendig eindeutige — Darstellung der Funktion mittels
RO-R3 gibt; zu diesem “gibt” vgl. die Warnung weiter unten):

RO :
N(x) =z+1 (einstellig)
IM(z1,...,2n) = x; (i=1,...,n) (n-stellig)
cy = 0 (nullstellig)

R1 (Einsetzung) :
Wenn h (k-stellig) und fi,. .., fr (n-stellig) rekursiv sind, dann ist auch f
— definiert durch

f(xl,“' ,(En) = h(fl(xlv"' axn)a“' 7fk(x17~~' ,(En))

— rekursiv.

R2 (Induktion) :
Wenn h (n + 2-stellig) und g (n-stellig) rekursiv sind, dann ist auch f —
definiert durch

flxy, ..., 2,,0) :=g(x1,... ,2,)
f(zla"' ,In,y+1)5: h(:rla"' 7xn7yaf('r17"' 7Inay))

— rekursiv.

R3 (u-Operator) :
Wenn g (n+1-stellig) rekursiv ist, und wenn V... Vo, Jy(g(x1, ... ,zn,y) =
0), dann ist auch f — definiert durch

f(zla"' 75Un)I: uy(g(xlv 7xnay) = O)
(= das kleinste y mit g(z1,... ,2z,,y) =0)

— rekursiv.
(Beschrinken wir die Anwendung von R3 wie hier auf Funktionen g, die die
Formel VZ 3y(g(Z, y) = 0) erfiillen, so sprechen wir auch von eingeschrédnkter
Anwendung von R3, im Gegensatz zur uneingeschrinkten Anwendung, wie
sie in §4 vorkommen wird.)
b) Die Klasse der rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von Funktionen,
die die
Funktionen R0 enthélt und unter den Operationen R1, R2 und R3 abgeschlossen
ist.
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BEISPIEL: Die Rekursivitit von x; + x4 ergibt sich, indem wir die Regel R2 auf
g(z1) = Ii (1) und h(x1, 29, 73) = N(I3(21, 22, 73)) anwenden.

Ubung 1: Zeige die Rekursivitéit von z; - zo und von x;%2.
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Bemerkung : Die rekursiven Funktionen sind (im intuitiven Sinn) berechenbar.

BEWwEIS: Die Funktionen RO sind offensichtlich im intuitiven Sinn berechenbar.
Weiter ist klar, daf} die berechenbaren Funktionen unter R1 (Einsetzung) abgeschlossen
sind: Man berechnet einfach der Reihe nach f1(Z) = y1,... , fn(Z) = y, und dann
h(yi,... ,Yn). Zu R2: Es seien h und g berechenbar und f sei definiert durch

f(#,0) :=g(Z) und
f(@ ,y+1) hZ,y, f(Z,y)).

Dann ist auch f berechenbar: Zur Berechnung von f(Z,y) berechne der Reihe nach
20 = g(&), z1 = h(£,0,20), ..., zit1 = W&, 4,2;), ..., 2y = WM&,y — 1,2y_1). Das
Ergebnis ist f(Z,y) = 2. Zu R3: Es sei g berechenbar und es gelte VZ3y(g(Z,y) =
0). Dann berechnet sich

1y (9(, y) )
indem man der Reihe nach g(#,0), g(#,1), ... berechnet, bis zum ersten Mal Null
herauskommt. a

Wir haben eben von “Berechenbarkeit im intuitiven Sinn” gesprochen. Ist dies
unproblematisch, d.h. ist in jedem Fall klar, was wir damit meinen?

Warnung : Die folgende Funktion ist rekursiv und damit berechenbar (im obigen
Sinne):
g(z) = { x , falls Fermats Theorem stimmt
r+1 , sonst

Denn entweder haben wir g = I{ (falls Fermats Theorem stimmt), oder g = N
(falls nicht); g ist in jedem Fall rekursiv. Wir stellen uns bei der Definition von
“rekursiv” also auf den Standpunkt der klassischen Logik, von dem aus Fermats
Theorem entweder stimmt oder nicht, und es egal ist, ob wir entscheiden kénnen,
was der Fall ist.

Die meisten Mathematiker akzeptieren unsere Definition einer rekursiven Funktion
als “richtige”, d.h. addquate, Prazisierung des Begriffs einer berechenbaren Funktion.
Sie akzeptieren damit

Churchs These: berechenbar = rekursiv

(nach Alonso Church). Diese These wird gestiitzt durch die Beobachtung, daf
sich alle bisherigen mathematisch “brauchbaren” Préazisierungen des Begriffs der
berechenbaren Funktion (z.B auch der Begriff der Turingmaschinen-berechenbaren
Funktion) als dquivalent zum Begriff der rekursiven Funktion herausgestellt haben.
Wir zeigen als ein Beispiel:

Satz 1: f ist rekursiv gdw. f mit einer Registermaschine berechenbar ist.
(Es geniigt das Alphabet A = {|}).

Wir beweisen zuerst, daf} sich rekursive Funktionen mit Registermaschinen berechnen
lassen, und beweisen die Umkehrung in §3.
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Vorbereitungen des Beweises: Wir brauchen zwei Hilfsmaschinen, und wir miissen
Maschinen nacheinander anwenden kénnen.

Die Loschmaschine:
L" := ((r,0),(r,2,0), s)

(iiber A = {|}) 16scht das Register R,..

Wirkungsweise:

Wos. Wi, \Whot) = (Wo,...,0,... ,Wg_1)

Flufidiagramm:

Die Kopiermaschine:
K;” = ((s,0),(s,2,0),(r,6,3),(r,0), (h,1),(0,2,2), (h,11,7), (h,0), (s, 1), (r, 1), (0,6, 6), s)

(iiber A = {|}) kopiert R, auf R, mit Hilfsregister Ry, (r # s # h # 7).

Wirkungsweise:
Woseoo s Wesoo s D oo \Wait) =5 (Woyeo o, Wiy By, Wi
( 05 ) & R 1)_)( 0 @ R 1)
Wh
Flufidiagramm:
7

Rl

Eben haben wir schon davon Gebrauch gemacht, zusammengesetzte Maschinen
mit FluBdiagrammen zu beschreiben, die auch Befehle enthalten, wobei M eine
Maschine ist. Die formale Beschreibung ist wie folgt:
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Definition: Eine zusammengesetzte Registermaschine iiber A = {aq,... ,ar}
mit R Registern ist eine Folge

(B°,B',...,B"

wobei B¥ = s und B* (i < k) von der folgenden Form ist:

6:(7_“a00,-~- cr) ,r<R,eq<k
oder by = (r,1) , 1< L
oder eine Registermaschine (b, ... by ) iiber A= {ay,... ,ar} mit R Registern.

Wir fordern b! = s < ¢ = N;. Die zu einer zusammengesetzten Registermaschine
(&
gehorige Registermaschine ist

[BY...B" = (,... . 0%, 1,00 D" 1.8),
wobei N; := 1 , falls B* keine Registermaschine ist, und

i bt , falls b°. = (r,1)
¢\ b= (1,0, L) mit & =+ 3, Ny (baw. & =3, N;) , falls b, = (7, co, - ..

wobei B! eine (bzw. keine) Registermaschine ist.
(Die Komplizierung ergibt sich dadurch, daf8 man die Befehlsnummern “trennen”
muB; Vorsicht auch wegen Konfusion bei der Registerbenutzung!)

BrisPiEL: L™ := [L°... L"] 16scht Ry, ..., R,. (Wir werden diese Maschine spiiter
noch benutzen.)

Nun zum Beweis der einen Hilfte des Satzes 1:

Behauptung : Die Funktionen f : IN" — IN , die von Registermaschinen (iiber
A = {|}) berechnet werden, sind unter R0, R1, R2 und R3 abgeschlossen.

Hieraus folgt unsere Behauptung, daf sich alle rekursive Funktionen f durch Registermaschinen
berechnen lassen, sofort durch Induktion iiber den Aufbau (einer Darstellung) von
f- (f kann natiirlich mehrere Darstellungen haben).

BEWEIS:

RO: N wird berechnet von [Ky"" (0,1) s].
I wird berechnet von K fﬁl.
C§ wird berechnet von s.

R1: Esseien h, f1,..., fx von H, Fy, ..., F; mit R Registern berechnet. Dann wird

flxr, .o yzn) = h(fi(zr, .oy Tn)y oo (@1, oy 20)
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von der folgenden Maschine (mit R+n-+k+1 Registern) berechnet (Abkiirzung:

7,8 .__ 7,8 .
K T KR+n+k)‘

[KI,R K2,R+1 Kn,Ranfl Fl KO,R+n LRfl

KRl [RR+1.2

KR’l KR+1’2 o

KR+n,1KR+n+1,2. . KR—l—n—i—k—l,k H s

KR—',—n—l,n Fv2 KO,R+n+1 LR—I

KR+n—1,n Fk KO,R+n+k—1LR—1

]

Indem man betrachtet, wie sich die Registerinhalte verdndern, kann man sich
klarmachen, dafl diese Maschine das Gewiinschte leistet:

Ro Ri «o. Ry oov ... Rr .- RRin—1 RR+n oo RRtn+k-1 RRin+k
Input 0 =z z, 0
nach 1. Zeile 0 0 0 ...... x Tn i@ 0 ...
nach 2. Zeile 0 0 0 ... ... 1 Ty f1(@) f2(Z) 0O
nach k. Zeile 0 0 0 ... ... 1 ...  Tn f1(@) fe(@) 0
R2 (Fall n = 1): Wenn g und h von G und H mit R Registern berechnet werden,

dann wird f — definiert durch

f(xvo) = g(x)

f(@y+1)=h(z,y, f(z,y))
— von der folgenden Maschine (mit R + 4 Registern) berechnet (Abkiirzung:
K™= Kg',):
i
[Kl’R KQ,R+2 L2 G]
T

‘ [KRARRHL20018 Ry ‘

’RRJ:_l‘_)’RRJrlwi

Die Inhalte der Register sind (bei Input z,y):

Ro Rr Rryi1 RR+2
bei (1): g(z) T 0 y
bei (f): f(z,1) x 1 y—1
f@y) T y 0
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R3: Wenn VZ Jy(g(x1, ... ,2n,y) = 0) und g von der Maschine G mit R Registern
berechnet wird, dann wird

von der folgenden Maschine mit R + n + 2 Registern berechnet (Abkiirzung:

TS .__ T8 .
K T KR+n+1)'

RR4nl
[LR_lKR’l .KR+n,n+1] |

Die Inhalte (bei Input 1, ... ,z,) der Register sind bei (*):

730 RR “ee RR+n—1 RR+71,
g(Z,1) X e T, 1
0=g(&y) =1 - Tn y = f()

Damit haben wir unsere Behauptung bewiesen. 0

13



§3 Primitiv rekursive Funktionen und Godelisierung

Um die Riickrichtung von Satz 1 aus §2 zu zeigen, brauchen wir die Technik
der Godelisierung, zu der wir nun kommen. Zuerst fithren wir noch den Begriff der
primitiv rekursiven Funktion ein.

Definition :  Eine Funktion f : IN" — IN heifit primitiv rekursiv (p.r.), wenn
sie sich aus den Grundfunktionen RO durch Anwendung der Operationen R1
und R2 (also ohne R3) ergibt.

BEispIEL: Die Funktionen C}} mit C}(x1,...,2,) := k fur alle & € IN" (wobei
n,k € IN) sind p.r. Denn Cf ergibt sich durch Einsetzen von I7 in C§), und C}
daraus durch k-faches Anwenden von N.

Nun ein paar einfache, aber grundlegende Ergebnisse iiber p.r. Funktionen:

Lemma 1 : f sei definiert durch
flze,... zn) =T (x1,... ,2n)
wobei T ein Term ist, der sich aus x1, . .. , Xy, natiirlichen Zahlen und Funktionen

91, -+ s gm(m € IN) autbaut. Es gilt: Wenn die g; rekursiv (bzw. p.r.) sind, so
ist auch f rekursiv (bzw. p.r.).

BEWEIS: Es geniige uns folgendes Beispiel als Beweis:
f(x1, 72, 73) = g1(21, 92(71, 72), 3)
= g1(I{ (21,22, 23), g2 (I (w1, w2, 23), 13 (21, @2, 23) ), C3 (21, 2, 3))

(Ausfiihrlicher Beweis: Induktion {iber den Aufbau der Terme.) O

Folgerung 2 : f sei definiert durch
flxy, ... ,20,0) =TYz1,... ,2,)
f(xlw" axn7y+ 1): T2<.’I}1,... 7xnayaf(x1a" . 7xn7y))

wobei die T Terme in g; sind. Dann gilt: Wenn die g; rekursiv (p.r.) sind, ist
auch f rekursiv (p.r.).

BeEweEIs: klar. O

BEISPIELE:
Folgendes sind primitiv rekursive Funktionen, wie man aus ihren Definitionen unmittelbar
sieht:

x4y Definition: r+0:=z r+y+1):= Nx+y)
Ty z-0:=0 x-(y+1) == z-y+x
Y 20 =1 vt = Ve
x! o =1 (z4+1)! =2l (z+1)
=1 0-1:=0 (x+1)=1:= x

Ty r=0:==x z= (y+1)i=(z=y) =1
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Nun erweitern wir den Begriff der Rekursivitit auf Relationen.

Definition :  Eine Relation R C IN™ (wir sagen auch “Prédikat”) heifit rekursiv
(bzw. primitiv rekursiv), wenn ihre charakteristische Funktion

. |0 ,fallsfe R
Kr(7) '{1 falls 7 ¢ R

rekursiv (bzw. p.r.) ist. (Wir unterscheiden nicht genau zwischen R als Relation(ssymbol)
und als Menge; insbesondere benutzen wir sowohl die Schreibweise “R(Z)” als
auch “Z € R”. In unserem Zusammenhang fiihrt dies zu keinen Komplikationen,
da wir nicht verschiedene Interpretationen eines Relationssymbols betrachten.)

BEISPIELE:
— () ist eine p.r. Menge; denn Ky = CY.
— “x =0 ist p.r.; denn aus der Darstellung
K_¢(0)=0und K_o(z+1)=1
und mit Folgerung 2 sieht man, daf§ K_g p.r. ist.

Lemma 3 : Wenn P und Q rekursiv (p.r.) sind, dann auch PAQ, PV Q, -P
(und damit auch P — @ und P < Q). Wenn fi,..., f, rekursiv (p.r.) sind,
dann auch P(f1,..., fn).

BEwels: K_p=1=- Kp
Kprg = K=o(Kp + Kq)
Kpvg = Kp- Kq

KP(flw- Jn) — KP(f17 o afn)
(— und < lassen sich darstellen durch =, V und A). 0

BEISPIELE:
— Die Relationen “x =y” und “x < y” sind p.r.; denn

=1y <—>({IJ4 y:O/\y;x:O),
r<y «—y=a#0.
— Jede endliche Menge E = {aq,... ,a,} ist p.r.; denn

xr€FE «— Fi<n(r=a)

Lemma 4 (Rekursive Fallunterscheidung):
Wenn Py,..., P, und fy,..., f, rekursiv (p.r.) sind, dann ist auch f — definiert

durch
fo(Z) , falls P (%)

F(@) = fi(#) , falls Poys(2) und ~Py(Z), ... , ~Pi(&)

Ful@) , falls ~Py(), ... ,~Pu(Z)



§ 3 PRIMITIV REKURSIVE FUNKTIONEN UND GODELISIERUNG

- rekursiv (p.r.).

BeEwEis: Es gilt

i<n
wobei
_ —\(_\Pl (f) A AN ﬂPl(f) A\ Pi+1(f)) Jfallsi < n
Qi(T) — { =(=P(Z) A ... ANP(D)) , falls ¢ = n.
a
Lemma 5 : Es sei P rekursiv (p.r.). Dann ist auch

R(Z,z) «— Yy < zP(Z,y)

rekursiv (p.r.). (Beachte: Fiir unbeschréinkte V-Quantifizierung ist dies falsch!
Und: Mit Lemma 3 haben wir auch dasselbe Ergebnis fiir den 3-Quantor.)

BEWEIS: Kg(%,0) =0 und Kg(Z, 2+ 1) = K=o(Kr(Z, 2) + Kp(Z, 2)) . 0

Lemma 6 : Es seien g und h p.r. und es gelte V 3y < h(Z)(g(Z,y) = 0). Dann
ist auch die Funktion py(g(Z,y) = 0) p.r.

BEWwEIS: Wir definieren rekursiv

f(#,0) =0
e ym {152 908 S =0

z+1 , sonst.

Wie man leicht sieht, ist f p.r. und hat folgende Eigenschaft: Bei festem # und
variablem z gilt f(&,2) = z, solange g(Z,y) # 0 fiir alle y < z gilt; sobald einmal
g(Z,y) = 0 eintritt, bleibt (&, z) von da an konstant. Daraus sieht man sofort:

f(@ (%)) = py(9(Z,y) = 0),

woraus unsere Behauptung folgt. (Formaler Beweis durch Induktion iiber den Wert
von h(Z).) 0

Mit den Lemmata 5 und 6 erhalten wir weitere einfache, aber wichtige Ergebnisse:

BEISPIELE:

— “xly” ist p.r.; denn es gilt z|y — R(z,y,y+1), wobei R(z,y,2) < Jw < z(z-w =
Y)-
— “z ist Primzahl” ist p.r.; denn es gilt z ist prim <« {1l < 2 AVy < aVz < x(y-z #
— Die Funktion “n +— p, := n+1-te Primzahl” ist p.r.; denn es gilt pg = 2 und
Prt1 = py(< ppl 4+ 1)(y prim Ay > py). (Beachte: Die Funktion 2 — ! + 1 ist

15
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p.r. und
pn! +1 2 pn+1-)

Als Vorbereitung fiir die Methode der Godelisierung benttigen wir noch eine
weitere technische Einzelheit.

Lemma 7 (Gédelnummern von endlichen Folgen):
Die Zuordnung
n— n—1+1
(20 ..+ s Zp1) = (Lo Epg) =S - pin g pin T 2
liefert eine Bijektion (Codierung oder “Gédelisierung”) zwischen | J,,c py IN™ (der

Menge aller endlichen Folgen von natiirlichen Zahlen) und IN. Die Funktionen
lg(-) :IN — IN und (-), : IN — IN — definiert durch

lg({zo,... ,xp—1)):=n und

( ), = x; , fallsi<n
Lo, Tn=1)) 7= 9 ,fallsi > n

—sind p.r.
Zusatz: Es gilt lg(s) < s und (s), < s. Auflerdem gibt es eine p.r. Funktion
B:IN — IN mit

Zoyeer y Tp—1,n < N = (zg,... ,2y—1) < B(N).

BEWEIS: Beachte: () = 0. Wir beweisen zuerst den Zusatz. Die Ungleichungen fiir
lg(s) und (s), folgen aus

lg(s) = n < ( n-te Primzahl —1) = (0,...,0) < (zg,...,2p—1) = s und (s), = x; < 2% < s
Weiter setze z.B. B(x) := p‘gfﬂ)2 (Anmerkung: Man kann B noch “kleiner” wéhlen).
—
p-r.

Zur Bijektivitdt der Zuordnung: Die Injektivitdt folgt aus der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung fiir natiirliche Zahlen und aus unserer Definition (beachte die
Rolle von ! und —1), die Surjektivitit aus der Existenz der Primfaktorzerlegung.
Zur primitiven Rekursivitét von lg(-) und (-), (wobei wir nun den Zusatz benutzen):
Es gilt

lg(s) = ny < s[Vz < s(z >y — =pama|(s+1)])] und(s), = py < s[(i+1 = lg(s)A=[p} 2| (s+ D)V (i+1 < lg(s)A=[p} (s

Mit Lemma 6 folgt daraus unsere Behauptung. 0
Folgerung 8 :  Fiir jedes n ist die Funktion (xg,... ,Zn—1) +— (Z0,... ,Tpn_1) D.I.

BEwEIs: Das ist eigentlich schon klar wegen der Definition der Funktion (). Es
folgt aber auch aus

(o, ... Tp1) = py < B(xo+ ...+ xn_1 +n)[lgly) =n AVi < n((y), = ;)]
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mit Lemma 6. 1]

Ubung 1: Es sei 2 = 3, v & - 2° mit &; € {0,1} (endliche Summe).

a) Zeige: Die Abbildung = — D, := {i | &; = 1} liefert eine Bijektion zwischen IV
und der Menge aller endlichen Teilmengen von IN. Zeige weiter: Die Relationen y €
D, und Yy = |Dz|
(= Michtigkeit von D,) sind p.r.

b) Es sei  — E,, eine Bijektion zwischen IN und den endlichen Teilmengen von IN.
Dann gibt es genau dann eine rekursive Permutation 7 : IN — IN mit E, = Dy (),
wenn “y € E,;” und “y = |E;|” rekursiv sind.

Ubung 2 (Wertverlaufsrekursion):
Es sei g : IN® — IN gegeben. f ist durch

flar,.. o zn,y) i=g({x1, .- yxn),y, (f(21, .o 20,0), . f(T1, ... 20,y — 1))

[also insbesondere f(Z,0) := g((Z), 0,0)] eindeutig bestimmt. Wenn g rekursiv (p.r.)
ist, ist auch f rekursiv (p.r.).

(Wir werden Wertverlaufsrekursion im folgenden ofters benutzen. Insofern sei
diese Ubung dem Leser besonders ans Herz gelegt.)

Ubung 3: Es sei durch (2, ... ,2n_1) — [0, ... ,Z,_1] eine Bijektion von Unenw IN"
auf IN definiert. [-], und LG(-) seien weiterhin durch

0 ,fallsi>n

2 falls i < 1 und  LG([zo, ... ,Tn-1]) :=n

[0, ... sxn_1]]; := {

definiert. Wir sagen, zwei solche Funktionen [-] und [-]’ sind rekursiv (p.r.) iquivalent
gdw. es eine Bijektion 7 : IN — IN mit

w([zo, ... ,xn—1]) = [z0o,- .. 7xn,1]/

gibt und 7, 77! rekursiv (p.r.) sind. Offenbar ist das eine Aquivalenzrelation.
a) Zeige: [] ist rekursiv dquivalent zu () gdw. ], und LG(-) rekursiv sind. [-] ist
p.r. dquivalent zu (-) gdw. [-]; und LG(-) p.r. sind und wenn es eine p.r. Funktion

B gibt mit

2oy, Tp_1,n <N — [20,...,2,_1] < B(N)
b) Zeige: (IN,{(-)) = (IN,[]) (d.h. es existiert eine Bijektion 7 : IN — IN mit
m({xoy ... yxn_1)) = [7(x0),... ,7(xpn-1)]) gdw. eine Funktion ! : IN — IN existiert
mit I(z;) < U([zo,--- , Tn-1])-

Nun zur angekiindigten Technik der “Godelisierung” (nach Kurt Godel) von
Registermaschinen:

Definition (Gédelnummern) :
— Die Gédelnummer einer Registermaschine M = (bg, ... ,by) ist

M= (b, by )
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wobei
“(r,D)" = {r, 1), "(r,co,...,cr) = {(r,co,...,cy) und "s':=0.
— Die Godelnummer einer Konfiguration K = (¢, Wy, ... ,Wg_1) ist
"Kli={e,"Wo'y...,"Wg_1),
wobei

'_alo . aln_l_' = <lo, . ,ln,1>.

— Mit W,, bezeichnen wir das Wort mit Gédelnummer w, d.h. "W, ' = w;
entsprechend By, fiir den
Befehl mit "By, = b und M,,, fiir die Maschine mit "M,," = m.

Bemerkungen :
a) W*(w,L):= “W,, € A*”, wobei A = {ay,...,ar}, ist p.r. in w und L; denn

W*(w, L) «— Vi < lg(w)[(w), € {1,...,L}].

b) B*(b, L, R):= “B, ist Befehl einer Registermaschine iiber A mit R Registern”
ist p.r. in b, L, R; denn

B*(b,L,R) «—[lg(b) =0V (Ig(b) =2 A (b), < RA(b), < L)
V(lg(b) = L+2A (b), < R)].

c) MY(m, L, R) := “M,, ist Registermaschine iiber A mit R Registern” ist p.r. in
m, L, R; denn

M®(m, L, R) «— [m # 0 AVi < lg(m)[B*((m),, L, R) A (m),y()_1 =0
A(lg((m);) > 2 = V) <lg((m);)(j >0 — ((m),); <lg(m)))]].

Lemma 9 : Es gibt eine p.r. Funktion Na, so daB fiir alle Registermaschinen M
und Konfigurationen K gilt

"M(K) = Na("M","K").

BEWEIS: Wir brauchen die folgenden drei p.r. Hilfsfunktionen:

oy Axoy Yy p—1) , WeND S = (X0, ..., Tiy e, Tpe1)
Ers(s,i,y) ~—{ s , wenn i > lg(s)
D(s,i) :={(xg,... ,Tp_1,%), wenn s = (Lo, ... ,Tp_1)

N D(s, 1) , wenn ¢ > 0
Fs,i) = { (Toy e s Tp_2) , wenni=0, s={(xg,...,Tp_1)
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In der Tat sind sie p.r., denn z.B.
Ers(s,i,y) = pz < B(s+y)[lg(2) = lg(s)A\Vj < lg(s)((j =i — (2); = A #i— (2); = (5),))]
und

F(s,i) =pz < B(s +)[(i =0 — lg(z) = lg(s) = 1AV] <lg(2)(z); = (s);)

A >0—=1g(z) =lg(s) + 1AV <lg(s)(2); = (8); A (2)1505) = D).

Setze nun
k , falls Ig(b) <1
Na(m, k) := { Ers(Ers(k,0,c+1),r+1,F(w,(b);)) , falls lg(b) =2
Ers(k,0, (b)(w)lg(w)—'l—‘rl) , falls Ig(b) > 2,

wobei ¢ = (k),, b = (m)., r = (b),, w = (k)r+1‘
einzusehen, dafl dieses Na wie gewiinscht ist. Falls etwa

Es ist nicht allzu schwer

m = "M = r(bo, ces ,bN)_| und k= "K'= r(C, Wo, cen ,WRfl)_‘
(also der Fall, der uns interessiert), dann werden in der Definition von Na gerade
die Félle b ="s', b ="(r,1)" und b = "(r,co,... ,cr) " unterschieden. Im dritten
Fall erhalten wir z.B.
b="b.'="(r,co,...,c) = (r,co,...,c) und w= ('_K_')H_1 ="W," ="(ai, ... ,ailg(w)_.l)_',

also

(w)lg(w)_.l = Index des letzten Buchstaben von W, bzw. =0 falls W, = () und (b)(w)lg(w)__1+1 = Clw),y e -

Wie man nun aus der Definition von Na leicht sieht, gilt in diesem Fall wie gewiinscht:
Na(M","K") ="M(K)".

Die anderen Félle kann man sich analog klarmachen. 0

Bemerkung : Natiirlich ist dann auch

(n,m,k) — Na™(m, k) := Na(m, Na(m, ... ,Na(m,k)...)

n-mal
primitiv rekursiv.
Nun koénnen wir die Riickrichtung von Satz 1 aus §2 zeigen:

Behauptung : Jede RM-berechenbare Funktion ist rekursiv.
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BEwEIS: Wir brauchen die p.r. Hilfsfunktion

z-mal

(Esist 0=0,z+ 1= F(z,1) , also ist die Funktion p.r.)
und die p.r. Hilfsfunktionen (“Anfangskonfiguration”)

Gp:(t,x1,... yzy) — (0,0,21,... ,2,,0,...,0)
1 Ln
t-mal
(Es ist G,,(0,Z) = (0,0,Z) und G, (t + 1,Z) = D(G(t,Z),0).)
Beachte, da8 M mit "M Registern auskommt; denn falls die Registernummer r in

M auftaucht, dann gilt » <"(r,1)" < "M
Nun definieren wir das Pradikat

T (m, @1, 0, 9) (M) (N1 (m,Gry (man ... o))y =0
Ng((NDr(m, Gp(m, zy, ... ' @n)))1) = (9)o
Erlduterung: Die Idee ist, auszudriicken, daf3 die Registermaschine mit Gédelnummer m bei
Input & (4+ m-vielen Nullen) nach (g),-vielen Schritten mit Output (g), stoppt. Genauer: Es
gilt T"(m, Z,g) gdw.bei Anfangskonfiguration (0,0, Z,0,...,0) die Maschine mit Gédelnummer

m (wobei dies aber nicht unbedingt die Nummer einer Registermaschine zu sein braucht) nach
(9); Schritten die Stopkonfiguration erreicht, mit (g), im O-ten Register.

Daraus ist ersichtlich: Wenn f : IN®™ — IN von M berechnet wird, dann ist

(%) flr, o san) = (ugT" (M2, 20, 9))g

Anmerkung: Man mufl nicht unbedingt das kleinste solche g wihlen, aber dieses

tut’s. Aus (x) folgt unsere Behauptung. 0
Aus (%) erhalten wir unmittelbar ein weiteres wichtiges Ergebnis:

Folgerung 10 :  Fiir jedes n gibt es ein p.r. Pridikat T"(m,x1,... ,2n,9) (das
“Kleene-Préadikat” (nach Stephen C. Kleene)), so daB jede rekursive Funktion
f:IN" — IN die Form

f(xla s 7xn) = (N’ng(eal'h s axnvg))o
fiir ein geeignetes e € IN hat.

Man erhélt also eine uniforme Darstellung fiir rekursive Funktionen f, wobei in

der Darstellung e die Gédelnummer einer Registermaschine ist, die f berechnet.

Definition :  Wir setzen ¢} (Z) := (ugT™(m, %, g)),-
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Unser Ergebnis von oben legt die Frage nahe, ob (fiir alle n,m € IN) die
Funktion ¢ fiir alle & € IN™ definiert ist. Die Antwort ist negativ, denn wenn
e nicht die Gédelnummer der Registermaschine einer rekursiven Funktion ist, dann
ist ©7(Z) im allgemeinen nur eine partiell definierte Funktion. (Beispiel: Wenn
M = (0,0,...,0),s), dann ist 7, m ="M, nirgends definiert.)

Bemerkung : Es gibt keine rekursive Funktion F(e,z), so dal jede rekursive
Funktion f(z) die Form F(e, x) fiir ein geeignetes e hat. Gébe es nédmlich eine solche
Funktion, dann hétte auch die rekursive Funktion F(x,2)+ 1 die Form F(e, x); fiir

x = e ergibt sich ein Widerspruch.

21
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Wir wollen uns nun mit partiell rekursiven Funktionen, auf die wir im letzten

Kapitel gestoflen sind, naher beschéaftigen.

Notationen :
— Mit f: IN" — IN bezeichnen wir eine partielle Funktion von IN™ nach IN. f
ist definiert auf
dom(f) C IN".
- f(z1,...,2zp) | bedeutet (z1,...,2,) € dom(f). Sonst schreiben wir f(z1,... ,z,) 1
(manchmal
schreiben wir dafiir auch f(Z) ~1).

— Fiir zwei partielle Funktionen f und g bedeutet
flxr, .. yzn) =gz, ... zy),

daB gilt: (f(Z) 1 und g(7) 1) oder (f(7) |, ¢(7) | wnd f(7) = ¢(#)). Man
beachte, dafl wir ~ als Relation zwischen den Termen f(x1,... ,x,) und g(z1,... ,2,)
eingefithrt haben, nicht als Relation zwischen den Funktionen f und g. Es gilt

daher insbesondere fiir zwei partielle Funktionen f und g : IN™ — IN:
f=g «— Vie N"f(Z)~g(Z).

Beachte auch, da8 f(Z) ~ y gdw. f(¥) | und f(Z) = y (d.h. die Relation
f (&) ~ y ist der Graph von f).
— Es sei M eine Registermaschine mit R Registern iiber A und A4y C A. Dann
“berechnet” M eine

partielle Funktion F : (Af)" — A*, wobei

FWi,...,Wy) =Wy < (0,W1,... , Wa,0,....,0) 25 (W,...).

— Wenn A4y = {|}, so sagen wir, da§ M die partielle Funktion f : IN" — IN
berechnet, wenn M

die Funktion F : (A})" < A* berechnet, fiir die gilt

wn)
, .

f(x1,...,z,) ~ Lénge von F(|™,...

Definition : [ : IN" — IN heilt partiell rekursiv gdw. sich f aus den
Grundfunktionen RO durch die Operationen R1, R2 und uneingeschrinkte Anwendung
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von R3 ergibt (d.h. in R3 braucht nicht VZ 3y(g(Z,y) = 0) erfiillt zu sein). Fiir
partielle Funktionen bedeuten dabei die Operationen R1-R3 folgendes:
R1: f ist definiert als

[y, mn) = h(AU(), -, fi(Z)),
d.h.

f(Z) ~yo < es existieren yi, ... ,yr mit f1(Z) ~y1,..., fx(Z) = y,

und h(y1, ... ,Yk) =~ Yo-
R2: f ist definiert als

f($17"'axn70) Zg(xla“';mn)
f(‘rlv"' virnvy"i_l):: h(!El,... 796my7f(9617«-~ »xnay))

(analog zu R1 zu verstehen).
R3: f ist definiert als

f(xla" . 71'77,) = :uy(g(mla ,xn,y) = )7
d.h.

f(@) ~y —=g(Z,0) |, ..., 9(&vy) |, g(£0) >0,...,
g(Z,y —1) > 0 und g(Z,y) = 0.

Die alten Beweise liefern

Satz 1 : f : IN" — IN ist genau dann partiell rekursiv, wenn f von einer

Registermaschine berechnet wird. f hat die Form
[z, mn) = (ugT" (e, 21, ... 20, 9)),
fiir ein geeignetes e € IN.
Folgerung 2 : f ist rekursiv gdw. f partiell rekursiv und total ist.

BEWEIS:  “=7": klar.
“<”: Nicht unmittelbar klar aus der Definition (wegen der uneingeschrinkten
Anwendung des p-Operators in R3); aber wir haben mit Satz 1: Wenn f partiell
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rekursiv und total ist, dann existiert ein e € IN mit f(Z) ~ @2 (Z)(~ (ngT" (e, 7, g)),)
und f ist total, daher (betrachte den Aufbau von (ugT™(e,#,g)),) ist f rekursiv.
i

Als n#chstes erhalten wir das fiir alles weitere zentrale Ergebnis (von Stephen
C. Kleene):

Satz 3 (Hauptsatz der Rekursionstheorie) :
Zu jedem n gibt es eine n+1-stellige partiell rekursive Funktion ™ (e, x1,... ,&,) i~
(21, .. ,x,) mit
a) (“Universelle Funktion”:) Jede partiell rekursive n-stellige Funktion f hat die
Form 7 fiir ein
geeignetes e € IN.

b) (“s-m-n-Theorem”:) Fiir alle n,m gibt es eine p.r. Funktion s mit

n+m ~ AT
Pe (.’171, sy s Y1 - 7ym) — @S;n(e’yhm ’ym)(l'], R ,[L‘n).

Zusatz: sy 1aBt sich sogar injektiv wéhlen (fiir alle n,m).

Definition: Dase aus a) heifit ein Index von f (f kann mehrere Indizes haben).
f = ¢l heifit e-te n-stellige partiell rekursive Funktion.

BEWEIS (von Satz 3): Setze ¢"(e,x1,...,2,) =~ (ugT"(e,1,... ,2n,9)),, dann
gilt a), wie wir schon gezeigt haben (mit e = "M, wobei M f berechnet). Zum
Beweis von b) nehmen wir an, dafl e Gédelnummer einer Registermaschine M
ist, die ¢"t™(Z, ) berechnet. s™(e,y1,...,Yym) ist dann die Godelnummer der

folgenden Maschine M’, die o7, () (Z) berechnet:

- Rn-‘r1|7Rn+1‘y~-- R R7L+TT’L‘7R’I’L+’I’I’L|7"' _>

y1-mal ym-mal

Fiir den einfachen Fall m = 1 schreiben wir s} (e, y) explizit hin: Falls e = "M "' =
("bo ..., bn "), dann ist

M =(n+1,1),...,(n+1,1),by,... ,by) und s’(e,y) = (n+1,1),...,(n+1,1),by, ...

y-viele
wobei -
b= (’I“,l) = b= (’I“,l)
b;=s — EZ: S
bi:(rvc()?"' 7CL):> bi:(7"7C()+y»~-~ aCL+y)'
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Formaler: Setze

b , falls Ig(b) < 2

H(b,y) = q pb < pj' ™" ) [1g(b) = 1g(b) A (B), = (b,
AVi < 1g(b)(i > 0 — (b), = (b), +y] , sonst;
d.h. H berechnet b; aus b; und y. Nun setze

sh(ey) = pe < ply D Nig(e) = 1g(e) +y A Vi <y (), = (n+1,1)

AV < lg(e)((€),4; = H((e);,1)]-
Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dafl s} p.r. ist. AuBerdem ist leicht zu sehen,
daB8 s} die gewiinschten Eigenschaften fiir alle Zahlen e hat. Die Injektivitit ist
einfach nachzupriifen und sei dem Leser als Ubung iiberlassen. (Beachte: s} ist total,

also auch fiir solche e, x definiert, fiir die e nicht Gédelnummer einer Registermaschine

ist oder e die Nummer einer Maschine ist, die fiir z nicht stoppt.) 0

Folgerung 4 (Effektivitdt von R1, R2 und R3) :
a) Fiir alle n, k gibt es eine p.r. Funktion E mit

@%(e,el,...,ek)(ajlw i ,$n) = 905(90?1(3017 ,IZ?n),. e asogk(zla"' ,IL’n))

b) Fiir alle n gibt es eine p.r. Funktion I mit

@?(':f)(ajl,... T, 0) =2 (21,... ,Zn)
@?(t}f)(xh 7$nay+ 1): @?+2($1a"' awn7y780?(t71f)($1a"' 7-Tn7y))

¢) Fiir alle n gibt es eine p.r. Funktion M mit

cpnM(e)(xh' e Tp) :uy(@:ahLl(xla' T, y) =0)

d.h. man kann jeweils mit den vorgegebenen Indizes den Index der zusammengesetzten

Funktion “effektiv”, d.h. mit einer p.r. Funktion, berechnen.

BEWwEIs: Die Nachweise sind einfach; wir zeigen als Beispiel b): Die Funktion F' —
definiert durch

F(xlv'” 7xn70767f) = @n(evxla”' 7xn)
F(xlw" ,xn,y—l—l,e,f):z (pn+2(f,1,1’.” axnvyaF(xl,“' axnayaeaf))

— ist, wie man aus ihrer Definition sieht, partiell rekursiv. Wenn F' = (p’QL"’?’ fiir ein

g € IN, wiihle nach dem s-m-n-Theorem s, ; mit ) 3(Z, y, e, f) ~ 90:3:11 (g767f)(§7', ).
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Setze nun I(e, f) :=s2,,(g,e, f), dann ist ] wie gewiinscht.

a) und c¢) analog. 0

Bemerkungen :
a) Aus der Entwicklung in §2 erkennt man, dafl es eine rekursive Menge P von
Godelnummern von

Maschinen gibt, so dafl die goll, (p € P) gerade die p.r. Funktionen sind.
b) Es gibt keine rekursive Menge P’, so daB {¢,, | p € P’} die Klasse der rekursiven
Funktionen ist.

¢) Es gibt rekursive Funktionen, die nicht p.r. sind.

BEWEIS:
a) Wir verzichten auf den Beweis (Ubung).
b) (Diagonaltrick) Sonst wére die Funktion

_ 0 , falls © ¢ P’
flw) = {4,0315(:10) +1, fallsx e P’

rekursiv, also f = <p1110 fiir ein pg € P. Das ergibt den Widerspruch f(pg) = <p;0 (po)+

1= f(po)+1!
¢) folgt aus a) und b). 0

Wir werden gleich noch ein konkretes Beispiel einer rekursiven, aber nicht p.r.
Funktion — die Ackermann-Funktion — kennenlernen.
Der Diagonaltrick, den wir zum Beweis von b) verwendet haben, liefert auch den

Beweis des folgenden Satzes (von Stephen C. Kleene):

Satz 5 (Rekursionssatz oder auch Fixpunktsatz) :
Essein € IN und h: IN — IN rekursiv. Dann gibt es ein e € IN mit

Phie) = Pe-

BEWEIS: Zunichst zeigen wir, dafl eine rekursive (also totale) Funktion <p} existiert
mit

Phpl (2)) (F) = 90:2;(;)(27)-

Beweis: Es ist <p2(w1($))(§')(: ©"(h(p(z,2)),7)) partiell rekursiv, also existiert

nach dem Hauptsatz g € IV mit @Z(%(m))(g') ~ ¢S+1(g, x) ~ 50?;(97:1:) (7). Weiter

25
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ist sl(g, ) rekursiv, also existiert wieder nach dem Hauptsatz ein f € IN mit

¢} (x) = 55,(g, ). Die Funktion ¢} ist wie gewiinscht.

Damit haben wir fiir ¢ := () (|, da ¢} totall)
Phic) = Phigh(£) = Pl = Per
also unsere Behauptung. 0

Anwendung : Wir definieren die Ackermann-Funktion als eine Funktion, die
rekursiv, aber nicht p.r. ist. (Es gibt mehrere Varianten der Ackermann-Funktion.

Wir stellen nur eine vor.)

Wir definieren zunéchst rekursiv fiir alle n € IV:

go(z,y) =z +y
0 yfallsy =0

In+1(T,y):= x yfallsy =1
gn(m,gn—i—l(xay - 1)) ) falls y> 1.

(Esist g1(x,y) = z-y, g2(z,y) = a¥ (y > 0), ...) Man sieht leicht (Induktionsbeweis):
Alle Funktionen g, sind p.r.

Behauptung: Die Funktion (n,z,y) — g, (z,y) — wir nennen sie die Ackermann-

Funktion — ist rekursiv.

Beweis: Wir betrachten dazu 2 (n, x,y) fiir variables z. Idee: Wir suchen 2, so daf
@3 (n,z,y) ~ gn(z,y). Zunichst definieren wir mit rekursiver Fallunterscheidung

eine Funktion F' : (n,z,y, z) — F(n,z,y, z) folgendermaflen:

F(0,z,y,2) ~z+y
0 ,falls y =0
Fn+1,2,y,2):~ x yfalls y =1
G, r,p2(n+1,z,y= 1)), fallsy > 1

F ist nach Definition partiell rekursiv in n, =, y, z (beachte: ¢3(n, z,y) ~ ¢*(z,n, z,y)
ist partiell rekursiv in z, n, x, y). Folglich existiert ein f € IN mit: F = 4,0;%; und

mit dem s-m-n-Theorem erhalten wir gp‘}(n,x,y, z) =~ cpil( )(n, x,y). Wir setzen
3

fiz
nun h(z) := si(f,z2), also F(n,z,y,z) ~ @;O’L(Z)(n,x,y). Nach dem Rekursionssatz

existiert weiter ein e € IN mit ¢? = ¢} ), d.h. wir haben

F(n’ ‘r7 y? e) = wg(n7 tx7 y).
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Also gilt nach Definition ¢3(0,z,y) ~ = + y und

0 , falls y =0
ei(n+1,2,y) ~ x Jallsy =1
pi(n,z, p(n+ 1,2,y + 1)), falls y > 1.

Durch Vergleich mit der Definition von g, (z,y) erhalten wir
gn(,y) = 3 (n, x,y) fiir alle n, z, y

(genauer Beweis durch Induktion iiber n). Damit ist unsere Behauptung bewiesen

(siehe Folgerung 2).

Ubung 1:  Zu jeder p.r. Funktion f(z1,... ,2,,) gibt es ein n € IN, so daB fiir alle
T1y... Ty gilt:
g, o em) <gn(2,21 4+ ...+ 2 + 1)

Folgere: Die Ackermann-Funktion (n,z,y) — g.(x,y) ist nicht p.r.

27
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Nun zu einer Verstarkung des Rekursionssatzes:

Satz 6 (Effektive Version des Rekursionssatzes) :

Fiir jedes n € IN gibt es eine rekursive Funktion s : IN — IN mit
@?(f)(ﬁl/h e n) @Z}(s(f))(yh s Yn)

fiir alle f € IN.

(Da h = Lp} fiir ein f, folgt der Rekursionssatz hieraus mit e = s(f).)

BEWEIS (genau wie der alte Beweis): Nach zweimaliger Anwendung des s-m-n-

Theorems erhélt man eine rekursive Funktion g mit

Porienen @ = €1 @) (@),

g(z

wobei ‘p;(z) total fiir alle z ist. Denn wihle eg mit o7, . (I))(g') ~ QP2 (if, 2, 2) ~

O (e oy (0): wemn 2 (0, 7,2) = @7, (2.2) = ., (2), setze g(2) = s}(e1. ).
dann ist g wie gewiinscht.
Setze nun
s(f) = wg(p)(9(f)),
dann ist s wie gewiinscht. 0

Ubung 2:  Fiir jedes n € IV gibt es eine rekursive Funktion r mit

@?(y)(xl’ e 7il'n) = ¢Z+1(T(y)7x17 cee »xn)~

Ubung 3:  Zu jedem n € IN und rekursiven Funktionen g, h : IN> — IN gibt es
e, f mit

P = Phey wmd  ©F = oge )

Hinweis: Definiere

_ S fily, 2o, ... x) , falls 1 = 2y
<f17f2>(3;17... 7xn) = {fQ(y,,IQ,... ,l‘n) , falls xr1 = 2y-|— 1.

Zeige: Es gibt rekursive Funktionen s, t, m mit

(e, 0F) = Pme.py  Wd 0 = (Pge): Pe))-
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In diesem Kapitel gehen wir tiber zur néichsten wichtigen Klasse von Mengen
natiirlicher Zahlen neben der der rekursiven, ndmlich zur Klasse der rekursiv aufzéihlbaren

Mengen.

Definition : A C IN" heifit rekursiv aufzihlbar (r.a.) gdw. eine rekursive
Relation R C IN™ x IN existiert mit

A(Z) «— FyR(Z,y).
Zunichst einige einfache Abgeschlossenheitseigenschaften:

Lemma 1 :
a) Jede rekursive Relation ist r.a.
b) A(Z,y) r.a. und f : IN" — IN rekursiv = A(Z, f(Z)) r.a.
¢) A, Bra. = AV B und AN B r.a.
d) A(%,y) r.a. = 3JyA(Z,y) r.a.
e) A(Z,y) ra. =Yy < zA(Z,y) r.a.

BEWEIS:
a) A(Z) sei rekursiv. Wir setzen R(Z,y) 1< A(Z) (also ist auch R rekursiv), dann
gilt

A(@) «—— FR(Z,y),

also A r.a.
b) Es gelte A(Z,y) < 3zR(Z,y, z), dann haben wir

A(Z, f(T)) — F2R(T, [(T),2)

(benutze die Abgeschlossenheitseigenschaften rekursiver Mengen).
¢) Es gelte A(%) < JyR(Z,y) und B(Z) « JzS(Z, z); dann folgt

A(Z)VB(Z) «— Fu(R(Z,u)VS(Z, u)) undA(Z)AB(Z) «— Fu(R(Z, (u)y)AS(Z, (u),))

(benutze b)).
d) Es gelte A(Z,y) « 32R(Z,y, z), dann folgt

yA(x1, ..., 2n,y) —— JuR(x1,... 2, (u)y, (u);)
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(benutze wieder b)).

e) R sei wie in d), dann haben wir

Vy < zA(Z,y) «— FuVi < zR(Z,1, (u),) .

rekursiv

Die Bezeichnung “rekursiv aufzéhlbar” wird gerechtfertigt durch Teil a) des

folgenden Lemmas:

Lemma 2 :
a) AC IN ist r.a. gdw. A =0 oder A = f[IN] := {f(z) | # € IN}, f rekursiv.
Man kann f sogar
p.r. oder, wenn A unendlich ist, injektiv wéihlen.
b) A C IN ist rekursiv gdw. A endlich ist oder A = f[IN], f rekursiv und streng

monoton wachsend.

BEWEIS:
a) “=7: Es sel Ar.a., a € A und es gelte A(z) « JyR(z,y), R rekursiv. Setze

a , sonst.

f@) = { (%), , falls gilt R((x),, (%))

Dann ist A = f[IN], wie man leicht sieht. Wir werden unten (als Folgerung aus
Satz 5) sehen, dafl man R p.r. wihlen kann; dann ist auch f p.r. Wenn A = f[IV]

unendlich ist, definiere (durch Wertverlaufsrekursion)

fi@) = fluy(fy) {f(0),.... f'(z = 1)})).

Dann ist f/ injektiv, und es gilt A = f/'[IN], wie man leicht sieht.
“<”: Falls A = (), dann ist A rekursiv, also auch r.a. Falls § # A = f[IN], f

rekursiv, dann gilt

rekursiv

——
A(r) — Fy fly) ==,

r.a.

also ist A r.a.

b) “=7: Es sei A rekursiv und unendlich. Setze

f(z) = py(y € ANV <a(y > f(i))).
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Dann ist A = f[IN], f rekursiv und streng monoton wachsend.
“«<": Falls A endlich ist, klar. Falls A unendlich ist und A = f[IN], f rekursiv und

streng monoton wachsend, dann gilt

Alx) «— Jy <zf(y) ==,

rekursiv

also ist A rekursiv. O

Nun zu einem neuen Begriff, der eine weitere Charakterisierung der rekursiven

und r.a. Relationen erlaubt:

Definition : Essei A C IN" x IN. Wir sagen, eine partielle Funktion ¢ : IN" —

IN uniformisiert A, wenn
Graph(p) C A (also (%) ~y — A(Z,y)) und dom(p) = dom(A),

wobei Graph(p) := {(z1,... ,Znt1) | (@1, .. ,Zpn) = Tpi1}
und dom(A) :=={(x1,... ,2n) | Ixns1(x1,... ,2ny1) € A}

Satz 3 (Uniformisierungssatz) :

Jede r.a. Relation ist durch eine partiell rekursive Funktion uniformisierbar.
BEwEIs:  Es gelte A(z1,... ,2p41) < JyR(z1,... ,Tnt1,y), R rekursiv. Setze

O(@1,. 05 x0) i (2R, - 5 20, (2) 0, (2)1))0
dann ist ¢ wie gewiinscht. O

Folgerung 4 :
a) A ist rekursiv gdw. A und —A r.a. sind.
b) f: IN" — IN ist partiell rekursiv gdw. Graph(f) r.a. ist.
¢) AC IN" ist r.a. gdw. A = dom(f) mit partiell rekursivem f.

BEWEIS: a) “=": klar aus dem bisherigen.

“<”: Es seien A und —A r.a., dann ist auch B := A x {0} U—-A x {1} r.a. Nun
uniformisiere ¢ die Menge B; dann ist K4 = ¢ partiell rekursiv und total, also A
rekursiv.

b) “=7: Es sei f = ¢, dann gilt

(.1'17 e 7$n+1) S G’raph(f) — Elg(Tn(ea:E17 s 7:1;7’”9) A (g)() = $n+1);
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also ist Graph(f) r.a.

“<”: Es sel Graph(f) r.a.; dann gilt: f uniformisiert seinen eigenen Graphen; d.h.
wenn ¢ den Graphen von f uniformisiert (also insbesondere partiell rekursiv ist),
ist ¢ = f. Also ist f partiell rekursiv.

¢) “=": Es sei A r.a. und

o1 fallsi ¢ A
1@ '{O,fallsfeA.

Dann ist Graph(f) = A x {0} r.a., also ist f partiell rekursiv (mit b)). Aulerdem
gilt nach Definition A = dom(f).
“<”: Es gilt f = ¢ fiir ein e € IN und

e A=dom(f) «— IgT"(e,,g),

also ist A r.a. O

Da die Relation 3¢gT™ (e, #, g) weiterhin eine wichtige Rolle spielen wird, geben

wir ihr einen eigenen Namen:

Definition :  Wir setzen
~Wn™(e,x1,... ,x,) > IgT"(e, &, g). (W™ ist offensichtlich r.a.)
-Wr = {(z1,... ,zn) | W™(e,21,... ,2,)}. n =1 lassen wir weg, d.h. W, :=

Wl (wr ist r.a. fiir

allee,n € IN, daW} = dom(pl).) A = W heifit e-te r.a. Menge; e heifit ein
Index von

A=Wnr.

Der letzte Teil der Definition wird durch Teil a) des folgenden Satzes gerechtfertigt:

Satz 5 :
a) (Universelle Relation:) Jede r.a. Menge A C IN" hat die Form W[ fiir ein
ec IN.

b) (s-m-n-Theorem:) W™ (21, ..., &p,Y1y- .o s Ym) < WD,

Sn (67:1!17--- 7:1!771)(:171’ U 7:6”).

¢) (Rekursionssatz:) Fiir jede rekursive Funktion h und jedes n € IN existiert
e € IN mit W} = Wﬁ(e).
d) (Rekursionssatz, effektive Version:) Fiir jedes n € IN gibt es eine rekursive

Funktion s mit
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Wi (@i, mn) «— @p(s(f)) | A Wg}(s(f))(xl,... VT

BEWEIS:

a) ist aus dem vorangehenden klar (siche Beweis von ¢) in Folgerung 4).

b) Benutze das s-m-n-Theorem, um folgendes zu zeigen: W (%, ) < IgT" ™ (e, &, 7, g)
hs Hgspg'i'm(f’ g) =~ (g)o = Elg(p?;n(e,g)(‘f) ~ (g)() A EIgT”(sﬁ(e, 27)7:?7 g) A

Wi e, (@)-

c¢) Benutze den Rekursionssatz; sonst #hnlich wie b).

d) Benutze die effektive Version des Rekursionssatzes; sonst dhnlich wie b). 0

Natiirlich ist noch zu kldaren: Gibt es iiberhaupt r.a., aber nicht rekursive Mengen?

Die Antwort ergibt sich leicht aus Satz 5:
Folgerung 6 : K :={z |z € W,} ist r.a., aber nicht rekursiv.

BEWEIS: Angenommen, K (z) wére rekursiv, dann auch =K (x). Also gibe es e € IN
mit =K (x) < W.(x) (Satz 5a)); insbesondere gilte nach Definition von K auch

-W.(e) — -K(e) — We(e).
Widerspruch! 0
Folgerung 7 : Die Operationen von Lemma 1 sind effektiv; z.B. gibt es eine

rekursive Funktion h mit

WeUWyr = Wye,p)-

Beweis: Ubung 1 (benutze Satz 5b)). 0

Aus dem Uniformisierungssatz (Satz 3) folgt das sogenannte “Reduktionsprinzip”

fiir r.a. Mengen:

Satz 8 (Reduktion fiir r.a. Mengen) :
Fiir alle r.a. Mengen A, B C IN™ gibt es ein reduzierendes Paar A*, B* von
r.a. Mengen, d.h. A* C A, B*C B, A*NB*=0, A*U B*=AUB.

BeEwEIs: Wir geben zwei Beweise:
1.Beweis: ¢ uniformisiere A x {0} U B x {1}. Setze

A" :={Z| p(¥) =20} und B* :={Z| p(Z¥) ~ 1}.
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2.Beweis: Es sel A(Z) < JyR(Z,y), B(Z) « 32S(Z, 2), R, S rekursiv. Setze
A*(Z) i y(R(Z,y)A\Vz < y=S(Z, z)) und B*(Z) : F2(S(F, 2)AVy < z-R(Z,y)).
In beiden Féllen sieht man leicht, dal A* und B* wie gewiinscht sind. 0

Im Hinblick auf spitere Verallgemeinerungen fithren wir nun folgende Bezeichnungsweise

ein:

Definition :
— A heiBit X{-Menge gdw. A r.a. ist.
— A heiBt TI9-Menge, gdw. IN" \ A r.a. ist.

Folgerung 9 (Separation von IT19-Mengen) :
Disjunkte T19-Mengen A und B lassen sich rekursiv trennen (“separieren”),
d.h. es gibt ein rekursives C mit A C C und C N B = .

BEWEIS: Das Paar A*, B* reduziere IN" \ A, IN" \ B (beide sind r.a.), d.h. es
gelte A* C IN" \ A, B* C IN" \ Bund A* U B* = (N" \ A)U(N" \ B) = N"™.
(A* U B* bezeichnet die disjunkte Vereinigung von A* und B*.) Setze

C:=B"=IN"\ A".

Man sieht sofort, da8 C' die Mengen A und B trennt; C ist rekursiv, da C = B*
r.a. und IN" \ C' = A* r.a. sind. O

Gilt das Separationsprinzip auch fiir %9-(also r.a.)Mengen? Der folgende Satz

gibt eine negative Antwort:

Satz 10 : Es gibt disjunkte r.a. Mengen A* und B*, die nicht rekursiv trennbar

sind.

BEWEIS: Es seien A := {z [z € Wi, } und B = {z | z € W, }. Wéhle A*, B*

als reduzierendes Paar rekursiv aufzdhlbarer Mengen zu A und B.

Zwischenbehauptung: Fiir alle e, f € IN gilt
(e, f)y e (A" NW)U(B*NWy)U(IN \ (W UWy)).

Beweis: Es sei (e, f) € W, UWy, also (e, f) € AUB = A*UB*. Zu zeigen ist: (e, f)
liegt dann in A* N W, oder in B* N W7.
1.Fall: (e, f) € A*, also (e, f) € A, daher (e, f) € W,; damit haben wir (e, f) €
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A*NWe.

2.Fall: (e, f) € B*, also (e, f) € B, daher (e, f) € Wy; damit haben wir (e, f) €
B* N Wyg.

Somit haben wir die Zwischenbehauptung bewiesen.

Wenn wir nun annehmen, dafi eine rekursive Menge C die Mengen A* und B*
trennt, kommt man so zu einem Widerspruch: Es gibt e, f € IN mit C = Wy =
IN \ W, da C und —C r.a. (sogar rekursiv) sind.

0.Fall: (e, f) ¢ Wy U W, = IN — Widerspruch!

1.Fall: (e, f) € A*NW,, also (e, f) € A* \ C, daher A* € C — Widerspruch!
2.Fall: (e, f) € B*NWy, also C' N B* # () — Widerspruch!

Mindestens einer der Fille mufl nach der Zwischenbehauptung eintreten, also sind

wir fertig. O

Folgerung 11 :  Es sei Graph(y) := A x {0} U B x {1}, wobei wir A, B als
disjunkte, r.a. und nicht rekursiv trennbare Mengen wéhlen (etwa A* und B*
von oben). ¢ ist dann eine partiell rekursive Funktion, die sich nicht zu einer

rekursiven fortsetzen 146t.

BEWEIS: Angenommen, es existiert eine rekursive Fortsetzung f von ¢, so trennt
die rekursive Menge C := {z | f(x) = 0} die Mengen A und B. Widerspruch! []

Folgerung 12 :  Es gibt eine rekursive Funktion h mit h(x) > x und Wi,y = W,
fiir alle x € IN.

BEwEIS: Es seien A und B wie oben. Nach dem s-m-n-Theorem gibt es eine

rekursive Funktion g mit

W,  fallsye A
%%

g(zy) =\ {y}, fallsy € B
0 , sonst;

denn es existiert f € IN mit (y € ANz e W,)V (y € BAz=1y) < Wi(z,2,y) <
Wez(f.e.y)(2). Setze g(z,y) := s2(f,x,y), dann ist g wie gewiinscht.

Zwischenbehauptung: Fiir alle z ist {g(x,y) | y € A} unendlich.

Beweis (indirekt): Es sei D := {g(x,y) | y € A} endlich. y — g(z,y) ist auf B
injektiv; denn, falls g(z,y) = g(z,y’), dann {y} = Wy, = Wyay) = {¥'}
also y = y'. Folglich ist auch F := {y € B | g(x,y) € D} endlich. Jetzt trennt
C:={y|y¢ EANg(x,y) € D} (rekursiv) aber A und B. Widerspruch zur Wahl
von A und B!

33
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Aus der Zwischenbehauptung folgt: Fiir festes x hat Wy, ) unendlich viele Indizes,
also hat W, unendlich viele Indizes, nédmlich die g(x,y) (y € A).

Nun nehmen wir fiir h eine Uniformisierende von R(z,y) 1< Jz(z € AN g(z,2) =
y > x). Warum ist h wie gewiinscht? Zunéchst ist h total, da, wie wir eben
festgestellt haben, fiir festes x g(x, -) Werte > x annimmt. Die Eigenschaft h(z) > x
ist klar nach der Definition von R. Weiter gilt auch Wj,(,) = W,; denn es sei
x € IN fest, dann gilt R(x, h(z)), da h Uniformisierende von R ist, also 3z, (zy, €
ANg(w,2,) = h(x) > x); aber z, € A impliziert Wy, .,y = W, nach den
Eigenschaften von g. Andererseits gilt Wy, ..y = W), da g9(x, z;) = h(z); also
Wy = Wiy fiir alle z € IN. 0
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In diesem Kapitel fithren wir eine Aquivalenzrelation zwischen r.a. Mengen ein,
die so beschaffen sein wird, daf alle wichtigen rekursionstheoretischen Eigenschaften

invariant unter ihr sind.

Definition: A und B C IN heifien rekursiv isomorph (Notation: A = B) gdw.
es eine rekursive Permutation m : IN — IN gibt mit A = 7=1[B] := {z € IN |
m(x) € B} (also x € A — 7(x) € B). Wir schreiben dann 7 : A = B.

Beachte: Man kann diese Definition auch auf den n-stelligen Fall erweitern. Dies
liefert jedoch nichts grundsétzlich Neues, da man den allgemeinen Fall durch Goédelisierung

auf den einstelligen Fall zuriickfiihren kann. Deshalb verzichten wir darauf.

Lemma 1: = ist eine Aquivalenzrelation.

BEWEIS: id/V = I ist rekursiv, also ist = reflexiv. Mit 7, o ist auch woo rekursiv;
daraus folgt die Transitivitit von =. Schliefllich ist mit 7 auch 7~ (z) ~ uy(r(y) =

x) rekursiv, womit = auch symmetrisch ist. 0

Lemma 2 : Gilt A = B und ist A rekursiv (bzw. r.a., 119), dann ist auch B

rekursiv (bzw. r.a., 119).
Bewels: klar (beachte: A= B = IN \ A= IN \ B vermoge desselben 7). 0
Im rekursiven Fall gibt es eine sehr einfache Charakterisierung der Relation = :

Lemma 3 : Es seien A und B rekursiv; dann gilt: A = B gdw. |A| = |B| und
IN\ Al = |IN \ B|.

BEWEIS: ”=": klar, da 7 Bijektion von A auf B und von IN \ A auf IN \ B ist.
7<": Es gelte |A| = |B|,]IN \ A| = |IN \ B|. Setze

n(z) = {“y(yeBAy¢{W(0),-~ m(x—1)}), fallsz € A
uy(ly ¢ BAy ¢ {n(0),... ,7(z —1)}), falls = ¢ A.

m ist mit Wertverlaufsrekursion und rekursiver Fallunterscheidung definiert, also
rekursiv, und erfiillt offensichtlich = : A = B. O
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Nun zu einer weiteren Relation zwischen r.a. Mengen:

Definition :  Wir sagen, A ist 1-reduzierbar auf B (Notation: A<,B) gdw. ein
f:IN — IN, rekursiv, injektiv existiert mit A = f~1[B] (also: x € A < f(x) €
B). Fiir ein f wie angegeben schreiben wir f : A<, B.

Die anschauliche Vorstellung, die man dabei hat, ist: A<; B heif}t, dal A mindestens
genauso leicht (im angegebenen Sinn) berechenbar ist wie B. Man sieht leicht, daf§

<, transitiv und reflexiv ist.
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Satz 4 (JM. Myhill) : A= B gdw. A<;B<,A.

BEwEIs:  “=": klar.
“<=”: Essei f: A<;B und g : B<;A. Wir konstruieren eine Funktion 7 : A = B
als Vereinigung

= U P

i€IN
einer aufsteigenden Folge py C p1 C p2 ... von endlichen Injektionen p; : IN — IN.
Dabei soll gelten

(x)  pi(a) b — es existiert n € IN mit f(gf)"(a) = b oder g(fg)"(b) = a.

Diese Eigenschaft vererbt sich dann offensichtlich auf .

Bemerkung: (*) impliziert:
() a€eA «—beB

(und damit x € A < w(z) € B).
Beweis: Es sei z.B. f(gf)"(a) = b, dann gilt

acd o f(0)€B < (gf)a) €A o ... o (gf)" € A o [(gf)" € B.

Fangen wir also an, die p; wie angegeben zu konstruieren. Wir tun dies rekursiv:

Wir beginnen mit pg := 0.

Es sei p,, definiert, so daf§ (%) gilt, dann unterscheiden wir zwei Fiille:

1. Fall: m gerade.
Es sei a := pz(z ¢ dom(p,,)) (existiert, da dom(p,,) endlich ist).
Zwischenbehauptung: Es gibt ein n € IN mit f(gf)"(a) ¢ mg(pm) = {y |
35 pm(z) ~ ).
Beweis (indirekt): Sonst wire B’ := {f(gf)"(a) | n € IN} C rng(pn), also
endlich, da p,, endlich ist. Ebenso wire A’ := {(gf)"(a) | n € IN} endlich, da
flA’] € B’ und f injektiv ist. Wir erhalten sogar |A’| = |B’|, da auch g[B’] C A’
und ¢ injektiv ist. Wir zeigen nun, dafi aus ¥’ € B’ die Aussage p,}(V/) =:
a’ € A’ folgt: Nach Induktionvoraussetzung existiert entweder ein n € IN mit
g(fg)" (V') = @’ — dann gilt aber a’ € A’ nach Definition von A’ und wir sind fertig
— oder es existiert ein n € IN mit f(gf)"(a’) = ¥'; dann existiert andererseits
aber auch ein k > n mit f(gf)*(a) = ¥ € B, woraus o’ = (gf)" "(a) folgt;
also gilt auch in diesem Fall o’ € A’ (nach Definition von A’). Hieraus folgt nun
aber |A’| > |A’ Ndom(p,,)| > |B’| = |A/], also |A'| = |A’ N dom(p,,)|. Wegen der
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Endlichkeit von A’ haben wir damit (a € )A’ C dom(py,), im Widerspruch zur
Wabhl von a ! Damit ist unsere Zwischenbehauptung bewiesen.
Wiihle nun n minimal mit b := f(gf)"(a) ¢ rng(p,) und setze pyi1 := pm U
{(a,0)}.

2. Fall: m ungerade
Setze analog b = pz(z ¢ rmg(pm)), n = uk(g(fg)"(b) ¢ dom(pm)), a :=
9(f9)" (b) und py1 = pm U{(a,0)}.

Die p; sind dann offenbar wie gewtiinscht.

Unsere Funktion m = J;c v pi ist nach Konstruktion auf ganz IN definiert und ist
injektiv, weil alle p; injektiv sind. Auerdem haben wir (xx), also A = 7~ 1[B]. Es
bleibt noch zu zeigen, dafl 7 rekursiv ist. Anschaulich ist aus unserer Konstruktion
klar, daf$ m berechenbar und damit (Churchs These) rekursiv ist. Um einen genauen
Beweis zu geben, miissen wir jedoch eine Darstellung von 7 angeben, die zeigt, dafl
7 rekursiv ist. Da dies technisch ist, aber von der Idee her nichts Neues bringt, sei
dies dem Leser als Ubung 1 iiberlassen. (Hinweis: Definiere rekursive Funktionen
o, Bund f: IV — IV mit f(i) = (a(i), B()), s0 daB pus1 = pa U {{a(n), B(n))},
und setze m(a) = (f(ni(a(i) = a)));.) 0

Im Zusammenhang mit der 1-Reduzierbarkeit nun ein weiterer Begriff:

Definition : A heifit vollstéindig gdw. A r.a. ist und alle r.a. B 1-reduzierbar
auf A sind, d.h. wenn B<, A fiir alle r.a. B gilt.

Bemerkung :
a) Wenn A r.a. ist und B<; A, so ist auch B r.a.
b) Wenn A vollstéindig ist, so ist A nicht rekursiv.

BEWEIS:

a) Wenn A r.a. und z € B < f(x) € A, dann ist B r.a. nach § 5, Lemma 1b).

b) Wihle ein r.a., aber nicht rekursives B. Falls A vollstindig ist, existiert ein
f : B<{A. Es gilt dann « € B « f(x) € A. Wire A rekursiv, dann auch B.
Widerspruch zur Wahl von B ! 0

BEIsPIEL: U = {z | (z), € W(y), } ist vollstéindig, denn falls B r.a. ist, existiert ein
e € IN mit B = W,; dann gilt B< U via 7: x — (x,€).

Folgerung 5 : Alle vollstdndigen Mengen sind rekursiv isomorph.

BEWEIS: Sind A und B vollstindig, dann gilt nach a) A<;B<; A, also (mit dem
Satz von Myhill) A = B. 0
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Die vollstéindigen Mengen liegen also alle in einer Aquivalenzklasse von =. Man
sieht auch leicht (mit Transitivitit von <;), daf iiberhaupt alle Mengen in dieser
Aquivalenzklasse, also alle zu einer vollstéindigen Menge rekursiv isomorphen Mengen,

vollsténdig sind.
Weitere neue Begriffe:

Definition :

a) Eine Menge A heifit kreativ gdw. A r.a. ist und es eine partiell rekursive
Funktion ¢ gibt

mit

ANWe=0 = ¢(e) | Nop(e) ¢ AUW,.

Ein solches ¢ heifit produktiv fiir A.
b) A heifit m-reduzierbar auf B, geschrieben A<,, B, wenn es ein rekursives
f:IN—IN

gibt mit A = f~'[B]. (f braucht also nicht injektiv zu sein.) Wir schreiben
dann auch

f:A<,,B.
¢) Eine Menge A heifit m-vollstindig gdw. A r.a. ist und alle r.a. B auf A
m-reduzierbar

sind.

Bemerkungen :

a) Ein kreatives A ist nicht rekursiv.

b) K := {x | x € W,} ist kreativ mit produktiver Funktion idpy.

c) Ay :={z | W, # 0} und Ay := {2 | 17 € W, } sind m-vollstéindig.

BEWEIS:

a) Sonst widre IN \ A r.a. (sogar rekursiv); offenbar ist fiir kein e € IN aber
IN v A=W, (d.h. kreativ = auf effektive Weise nicht rekursiv).

b) klar nach Definition.

¢) Wenn B r.a. ist, wihle h rekursiv mit Wy, (y) < = € B fiir alle y (mit s-m-
n-Theorem). Dann gilt h : B<,{z | W, # 0} und h : B, {z | 17 € W, } (z.B.:
£ €B o Wy =IN < h(z) € Ay & x € h[A]). 0

Satz 6 : Fiir A C IN sind dquivalent:
a) A ist kreativ.
b) A ist m-vollsténdig.
¢) A ist vollstéindig.
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BEWEIS:

¢) = b) ist klar.

b) = a): Es sei A m-vollsténdig und B kreativ (z.B. = K) mit produktiver Funktion
. Da B insbesondere r.a. ist, existiert ein f : B<,,A. Wahle mit dem s-m-n-
Theorem ein rekursives h mit Wy = f~1[W.]. Dann ist f o ¢ o h produktive
Funktion von A. Denn aus W, N A = 0 folgt f~'[W.]N B = W) N B =0, also
o(h(e)) | und @(h(e)) & Wiy U B, daher f(p(h(e))) & W, U A.

a) = b): Es sei ¢ produktive Funktion von A, und B sei r.a.

Zwischenbehauptung 1: Es gibt eine rekursive Funktion h mit

_ [ {e(h(x))} , falls 2 € B
Whia) = { 1] , falls « ¢ B,

wobei {p(a)} = 0, falls p(a) 1.

Beweis: Wihle e so, dal W2(y, z,z) < ¢(2) ~ y Az € B. Es gilt nach dem s-m-
n-Theorem: W32(y, z,x) < W2 (e.2.2)(y). Nochmals nach dem s-m-n-Theorem gibt
es ein rekursives g mit s2(e, 2, x) ~ gogll(z)(z). Nun sei s wie im Rekursionssatz fiir
r.a. Mengen, also Wy(s)(y) < <p}(s(f)) L AW, (s (y). Dann gilt W2y (y) <

W%(x)(s(g(x)))(y). Setze nun h(x) := s(g(x)), dann gilt insgesamt

Wiy () = Wy, o(h(@)), ) < @(h(z)) ~y Ao € B.

Damit ist die Zwischenbehauptung 1 bewiesen.

Jetzt gilt f: B<,,A via f:=poh.

Beweis: Wenn z ¢ B, dann ist W,y = 0, also ¢(h(x)) | und p(h(z)) ¢ A(UWh(s)),
da ¢ produktive Funktion von A ist. Wenn x € B, dann ist Wy, = {@(h(z))}.
Wire AN Wi,y = 0, so wire p(h(z)) | und ¢(h(x)) ¢ Wh(e)(UA). Widerspruch!
Also ist AN {p(h(z))} # 0, dh. p(h(z)) | und p(h(z)) € A. Damit gilt aber
Al = (po h)"'(A) = B. f ist natiirlich auch rekursiv, da ¢ und h es sind.

b) = c¢): Es sei A m-vollstandig. Wir setzen D, := {i | ¢, = 1} = {zo,... , 2},
wenn z =, v (€29, & € {0,1} (also zo < ... < z,,). (Vergleiche § 3, Ubung
1.)

Zwischenbehauptung 2: Es gibt eine rekursive Funktion g mit

D,NA#0 = g(x) e A\ D,
D,NA=0=g(z) ¢ AUD,

Beweis: Es sei f: K<,,A, und i — a; sei eine rekursive Aufzihlung von A, d.h.

A ={ag,ay,...} (beachte: A unendlich, da A kreativ, also nicht rekursiv; vgl. auch
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§ 5, Lemma 2). Es sei weiter h rekursiv mit

YD, , falls D,NA=10
Wha) = { IN | sonst,

also Wiy = {y | fy) € DV 3z € D, N A(x)} (mit s-m-n-Theorem wie oben).
Setze

9() = { f(hi@)) , wenn f(h(z)) ¢ D,
a;, (€ A), wobei ig = pi(a; ¢ D) , wenn f(h(x)) € D,.

Dann gilt auf jeden Fall g(x) ¢ D,. AuBerdem gilt: Wenn D,NA # (), dann W,y =
IN, also h(x) € K, daher f(h(z)) € A, folglich g(z) € A\ D,. Wenn D, N A = (),
dann Wy () = f~1(D,). Es gilt auBerdem: Aus h(x) € K folgt f(h(z)) € D, was
nicht sein kann; also h(z) ¢ K. Aus f(h(x)) ¢ D, und f(h(z)) ¢ A (da h(z) ¢ K)
folgt nun aber g(x) ¢ AU D,. Damit ist Zwischenbehauptung 2 bewiesen.

Wir definieren jetzt induktiv eine Funktion g(y, z) durch

g(y,z) = g(2¥ + Z 23(1:1)).
i<z

g ist rekursiv (Wertverlaufsrekursion), und es gilt (i): Fiir alle y ist die Abbildung
x +— g(y,x) injektiv; und (ii): y € A < g(y,z) € A fur allex € IN. Zu (i): Man kann
leicht durch Induktion iiber z zeigen, da8 g(y,z) ¢ {y,3(y,0),... ,g(y,xz — 1)}. Zu
(ii): Ebenso kann man leicht durch Induktion iiber y zeigen, dal y € A « g(y,x) €
A. Daraus folgt jeweils die Behauptung.

Wenn nun f : B<,, A, so gilt f': B<, A fiir

f'(@) = g(f (@), pzg(f(2),2) ¢ {f(0),... . f(z=1)})

(wieder Wertverlaufsrekursion). f/ ist injektiv nach Konstruktion. Und g “respektiert
A7, also

/' : B<{A. Damit ist der Satz bewiesen. O

Folgerung 7: Alle kreativen, alle m-vollstidndigen und alle vollstdndigen Mengen

sind rekursiv isomorph.
BEWEIS: klar mit Folgerung 5 und Satz 6. O

Folgerung 8 :  Wenn A kreativ ist, dann gibt es eine rekursive Funktion f mit

fle) € (ANW.) U (IN \ (AUW,)).
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BeEwEIs: K hat diese Eigenschaft (f = id). Wenn © : K = A und h rekursive
Funktion mit W) = n~'[W,], dann setze f(e) := m(h(e)). f ist wie gewiinscht,
denn es gilt:

m(h(e)) € A < h(e) € 7 HA] = K < h(e) € Wiy = n W] < 7(h(e)) €
w.. 0



§6 REKURSIV ISOMORPHE REKURSIV AUFZAEHLBARE MENGEN

Ubung 2: A heifit Zylinder, wenn es eine rekursive Funktion 9(y, ) gibt mit den
Eigenschaften: (i) z — g(y, z) ist injektiv fiir alle y und (ii): y € A < g(y,z) € A.
Zeige: a) A ist Zylinder gdw. VB(B<,,A — B<{A)

b) Zu jedem A gibt es einen Zylinder A’ mit A<, A'<,, A.

c) A’ ist bis auf = eindeutig bestimmt (:= die Zylindrifizierung von A).
(Hinweis: A" = {(z,y) | z € A}) (Vollstéindige Mengen sind Zylinder.)

Gibt es r.a. Mengen, die weder rekursiv noch kreativ (vollstdndig) sind? Zur

Beantwortung dieser Frage ist der folgende Begriff niitzlich:

Definition :  Eine Menge A heiflt simpel (englisch: simple) gdw. A r.a. und

IN \ A unendlich ist, aber keine unendliche r.a. Teilmenge enthélt.

Bemerkungen:
a) Simple Mengen sind nicht rekursiv.

b) Kreative (oder vollstéindige) Mengen A sind nicht simpel.

BEWwEIS:

a) klar, da sonst IN \ A r.a. wire.

b) Wenn A kreativ ist, dann ist A vollstéindig, also existiert insbesondere ein f :
<y A. f[IN] ist unendliche r.a. Teilmenge von IN \ A; also ist A nicht simpel.  []

Satz 9 : Es gibt simple Mengen.

BEWEIS: ¢ uniformisiere die r.a. Menge {(z,y) | ¥y € W, Ay > 2z}. Dann ist
mg(e) = {y | Jzp(z) ~ y} simpel. Denn es gilt [rmg(p) N {0,1,... 2z + 1} <
x4 1, also ist IN \ rng(p) unendlich. Aulerdem gilt: Falls W, unendlich ist, dann
gilt e € dom(p) (W, enthilt geniigend grofie y); also p(e) € W,; und damit kann
nicht W, C IN \ rng(p) gelten. IN \ rng(p) enthélt also keine unendliche r.a.
Teilmenge W.. Offensichtlich ist rng(¢) r.a., also insgesamt simpel. 0

Ubung 3: Wenn A<, B und B simpel ist, dann ist A rekursiv oder simpel.

Ubung 4: Es sei A simpel. Dann ist die Menge {2z | € A} r.a., nicht rekursiv,

nicht simpel und nicht vollstdndig.

Ubung 5: Es sei A r.a. und nicht rekursiv. Wihle f rekursiv und injektiv mit A =
fIN]. Dann ist D := {z | 3y > « [f(y) < f(z)]} simpel. (Hinweis: Hatte IN \ D

eine unendliche r.a. Teilmenge, dann wire IV \ A r.a.)
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Wir definieren als Verallgemeinerung unserer fritheren Definition von X¢ und I19
rekursiv fiir alle n € IN:
Definition (die arithmetische Hierarchie):
Die kleinste Klasse von Mengen, die die rekursiven Mengen umfafit und unter
Quantifizierung abgeschlossen ist, nennen wir die Klasse der arithmetischen

Mengen. AuBerdem definieren wir:

¥y :=1§:= Klasse der rekursiven Mengen

W ={SCIN™|S(@) < P (Zy), mtPell),me N}
M0, :={PCIN™| P(Z) < VyS(Z,y), mit S € X%, m e IN}
AY o =30NT110

A = Unew A

Es wird sich zeigen, daf3 die Klasse der arithmetischen Mengen gerade die Klasse
AY ist (mit Satz 1 und Lemma 2). Der Name “arithmetische Mengen” findet seine
Rechtfertigung am Ende des Kapitels.
Aus dem bisherigen ist klar:
Y = Klasse der r.a. Mengen
119 = Klasse der Mengen, deren Komplement r.a. ist
AY =39 =19 (da gilt: A rekursiv < A r.a. und IN \ A r.a.)
Auflerdem (mit Induktion) :
Eine 3?-Menge S hat die Form : S (Z) <> Jy1Vy2Jy3 ... , Qun R (Z,y1,- .. ,yn) , R rekursiv.
Eine I1°-Menge P hat die Form : P (%) < Yy13y2 Yys . .. Qun R (Z,y1, ... ,yn), R rekursiv

(wobei Q € {V ,3}).

Satz 1 (Abgeschlossenheitseigenschaften) :
a) Ae X (%) <= -A el (29)
b) A(Z,y) € X% (%), f rekursiv = A (&, f (¥)) € 9 (I12)
¢) A, B e (II%) = AV B, AAB e x9 (1)
d) A(,y) € 55 (1) = 3yA (Z,y) € 29 (VyA (F,y) € T1})  (n>0)
e) A(Z,y) € XY (%) = Vz < yA(&,2) € 29 (32 < yA(Z,2) € 119)
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BEWEIS (wie fiir r.a. Mengen) :
a) Es sei A € XY mit A(Z) < Jy1 ... QunR(Z,v1,--- ,yn) (1O-Fall analog ), dann
gilt

—A(T) «— Yy1...Qyn ~R(T, Y1, ,Yn)

rekursiv

mit

0 {V,fallsQ:EI
3, fallsQ =V.

b) Es sei A € X9 mit A(Z,y) < 1 ... QunR(T, Y, Y1, - ,yn) und f rekursiv, dann
gilt

rekursiv

¢) Induktion iiber n, simultan fiir £2 und II9 :

n = 0: bekannt.

n — n+1: Es seien A, B € £0_ | mit A(Z) < JyA'(Z,y) und B(Z) < JyB'(Z,y) ,
A’ B' € 1Y, dann gilt

ANB() < Fy(A'(Z, (y)o) A B'(Z, (y)1)) und  AVB(F) < Jy(A'(Z,y) v B'(Z,y)).

€ll? (Ind.-Ann. und b)) €l (Ind.-Ann.)

Der I1? | -Fall folgt daraus mit a).
d) Es sei A € X0 mit A(Z,y) < JzA(Z,y,2), A’ € T%_; (II2-Fall analog), dann
gilt
FyA(E,y) —— Fu(A(Z, (w)o, (u)1))-
€I (mit b))

n—1

e) BEs sei 4 € ¥9_, mit A(Z,y) < JwA' (Z,y,w) , A’ € 11V, (IIY, ,-Fall analog),
dann gilt

Vz < yA(T, 2) «— Vz < yFwA'(Z, z,w) «—— FuVz(z <y — A(Z, 2, (u).).

en’ (mit b), ¢) und d)
bzw. Fall n = 0) 0

Es liegt folgende Situation vor, wobei die Pfeile echte Inklusionen bedeuten:
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»0 50 =9

[ / N % \

A0 — A Al Al
| N / N\ /

19 19 119

Den Beweis hierfiir liefern Schritt fiir Schritt die folgenden Lemmata und Sétze
(bis Folgerung 5).
Lemma 2 : X! CA? 10 CAY

BewEIS (Einfiihrung blinder Variabler):
Essei A € X0 mit A(Z) < Jy1 ... QUn R(T, Y1, - - - ,Yn), R rekursiv (I12-Fall analog),
dann gilt

A(Z) = YyoIyr ... QunR(Z,y1, ... yn) und  A(Z) < Fy1 ... QunQun1R(Z, Y1, -, yn)

e’ eno

n+1 n+1
(Q wie oben), also A € AY . 0
Lemma 3 : Fiir allen > 0, m > 0 gibt es eine universelle ¥?-Relation U™

C N d.h U™ € X9 und fiir alle S C IN™ aus X0 gibt es ein e € IN mit
S(&) < U™ (e, T). e heiBt ein X2 -Index von S. Analog existiert eine universelle
[1Y-Relation V™ fiir allen > 0 und m > 0.

BEWEISs: Wir benutzen den entsprechenden Satz fiir r.a. Relationen aus § 5 (Satz

5), der uns fiir alle k € IN eine universelle r.a. Relation W* liefert, und setzen

U:Ln(e’ f) I 31/1 .. 'éynfl(")wm+n_1(e7fu Y1, 7yn71) (<_) 31/1 .. Qyn(ﬁ)Tm+n_1(e7fa Yiye - 7yn) )

(T' ist das in §3, Folgerung 10 eingefiihrte Kleene-Pridikat), wobei das Negationszeichen

gesetzt wird, falls n gerade ist, d.h. falls Q@ = 3, sonst nicht. U™ ist dann wie

gewiinscht. ad
Bemerkung : Fiir n = 0 ist dies falsch, d.h. es gibt keine universelle rekursive
Menge.

BEWEIS: Angenommen, U(x, z, %) wire universelle rekursive Relation, dann wére
auch —U(x, z,¥) rekursiv in x und ¥, also existierte ein e € IN mit —~U(z,x, ) <

U(e, z,¥). Widerspruch fiir z = e ! O
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Folgerung 4 (Hierarchiesatz) :
a) Fiir alle n > 0 gibt es eine X9 -Menge S, die keine 119 -Menge ist; d.h. es gilt
A% ¢ %0,
b) Fiir alle n > 0 gibt es eine I1)-Menge P, die keine ¥.0-Menge ist; d.h. es gilt
A ¢TIV,

BEWEIS:
a) Es sei U} € X9 wie in Lemma 3; wir betrachten S(x) :< Ul(z,z). S ist nach

Satz 1b) in X2; wire S auch in I1%, dann hiitten wir -5 € X2 und ein e € IN mit

=S(x) < U}(e,z), was aber einen Widerspruch fiir z = e ergibt!
b) Mit dem S aus a) erhalten wir dual dazu fiir P:= IN \ S: P € II? \ 9. 0

Ubung 1: Fiir jedes S € 9 \ 9 gilt: {2z |2 € St U {2z +1 |z ¢ S} € Al
(X5 UILD).

Folgerung 5: X0 UIIY & A% .

BEISPIELE :
1) Tot := {e | ¢} total} € II3, denn

ol total «— VaIy[pl(z) ~y].
————

2) {(e, ) | gt = ¢} € M3, denn
of =} — VaVy(pi(z) ~ y — o}(z) ~y)
— VaVyl(pe =y Aoy = y) V (S(pe(@) = y) A (pp(z) = y))] .

Dl 1y

3
3) {e | W} rekursiv} € £, denn

W} rekursiv «— EIf(W} =IN\W}) «— IfVa[(x e Wi Az ¢ W})\/(JS ¢Wlinee W})]

g g

=8
4) Fin := {e | W! endlich} € X9, denn

e

W7 endlich «— 3aVy >z -W}(y).
——

Iy

o5
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Die Frage liegt nahe, ob die Klassifizierung der Mengen in unseren Beispielen
optimal ist. Fiir ihre Beantwortung fithren wir eine Verallgemeinerung des Begriffs
der Vollsténdigkeit ein.

Definition : A C IN heiit X9 (I12)-vollstéindig, wenn A € X9 (11%) und B<, A
fiir alle B € ¥2(11°). (Wie friiher beschrénken wir uns auf den einstelligen Fall,
d.h. A,BCIN.)

Entsprechend: X9 (119 )-m-vollsténdig (ersetze <; durch <,,).

Bemerkung :

a) X{-vollstindig = vollstindig

b) A Y2 vollstindig <= —A I%-vollstindig

c) A X2 (IY)-vollstéindig und n > 0 = A ¢ I12(%0)

BEWEIS:

a) klar.

b) klar mit f: B<;A < f:-B<—A.

c) Es sei B € XY \ II? (aus dem Hierarchiesatz). Angenommen A € 112 | dann
hiitte man auch B € 119 | da B<; A. Widerspruch zur Wahl von B! O

Satz 6 :  Bis auf rekursive Isomorphie gibt es genau eine X0 -vollstindige Menge
A C N fiir jedes n > 1. (Dasselbe gilt fiir 119.)

BEweEIs:  Die Eindeutigkeit folgt wie frither aus dem Satz von Myhill. Zur Existenz:
U} sei ¥¥-universell, dann ist A(z)  UL((z),, (z);) X2-vollstindig. Denn falls

B € X% und B(z) < U}l(e, x) fiir ein e € IN, dann gilt B< A via 2 — (e,z). ]

BEISPIELE :

1) Tot ist TI9-vollstindig.

Beweis: Wir wissen schon: Tot € I13. Es sei nun B € II3 mit B(x) « VzS(z, 2), S €
Y. Wir definieren f durch f(x,2) ~ y <> y = 1 A S(z, 2), dann gilt f(x,z) ~
@l(z, 2) fiir ein e € IN. Nun wihlen wir mit dem s-m-n-Theorem ein rekursives,
injektives g mit ol(z,2) ~ @;(x) (z). Damit erhalten wir B(z) < VzS(x,z) <
goé(z) total < g(z) € Tot; also g : B<;Tot.

2) Fin ist ¥9-vollstindig.

Beweis: Wir wissen schon: Fin € 9. Es sei B € X9 mit B(z) < JyA(z,y).
Ahnlich wie oben wihlen wir nun ein rekursives, injektives g mit Wy(n) <
Vy < n=A(z,y) (also Wy, endlich < JyA(z,y)). Dann gilt B(x) < JyA(z,y)
—

o(z) endlich « g(z) € Fin; also g : B<;Fin.
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Bemerkung (ohne Beweis) : X3-vollstéindige Mengen sind: {e | W, rekursiv}, {e |
W, kofinit}, {e | W, kreativ}. Die Menge {e | W, simpel} ist I13-vollstéindig.

Nun wollen wir auch die Sétze iiber Uniformisierung, Reduktion und Separation

von den r.a. Mengen auf die ganze arithmetische Hierarchie iibertragen:

Definition: Eine partielle Funktion f : IN™ < IN heifit partielle ¥ (II? )-Funktion
(Notation: f € ¥2(I12)) gdw. der Graph von f, d.h. die durch f(Z) ~ y definierte

Relation, aus 2 ist.

Bemerkung :
a) f partiell rekursiv <= f € X9
b) f € XY und total = f € A?

BEWEIS:
a) klar.
b) Es sei f € X2 und total, dann gilt f(%¥) =y «— Vz{z=yV(f(Z)=2)}. O

T10

Satz 7 (Uniformisierungssatz fiir ©2-Relationen, n > 0) :

Jede X0 -Relation S 1Bt sich durch eine partielle X9 -Funktion uniformisieren.

Beweis: S C IN™'! sei ¥0-Relation mit S(7,y) « 32P(7,y,2), P € I%_,. Wir
definieren
(@) i (pwP(Z, (w),, (w),),, dann gilt

f(@) =y — 3w[P(Z, (w)y, (w),) A Vu < w[~P(T, (u)y, (u),)] A (w) = y].

0
En

f ist also wie gewiinscht. 0
Wie frither beweist man damit

Folgerung 8 :  Fiir alle n > 0 gilt:

a) X9 -Reduktion: ¥% -Mengen lassen sich durch disjunkte X2 -Mengen reduzieren.
b) 1% -Separation: Disjunkte 112 -Mengen lassen sich durch eine A%-Menge trennen.

c) Es gibt 112 -Mengen, die nicht 119 -reduzierbar sind.
d) Es gibt disjunkte ¥.0-Mengen, die nicht A% -trennbar sind.

Beweis:  Ubung 2. 0
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ANHANG: RECHTFERTIGUNG DES NAMENS “ARITHMETISCHE HIERARCHIE”

Wir betrachten die Sprache L = {0,+,-, S5, <} und dazu die Struktur N :=
(IN,0,+, -, .S, <), also das Standard-Modell der Arithmetik, und definieren rekursiv:
a) Jo := Vo := die kleinste Klasse von L-Formeln, die die atomaren Formeln enthilt
und unter

=,V und beschrinkter Quantifizierung abgeschlossen ist.
b) 3nt1 := {3z | ¢ € Vn},

Vn+1 = {Vap | ¢ € 3n}.
¢) R C IN™ heiit 3y (V) )-definierbar, wenn ein ¢ € 35 (V) existiert mit R(77) <
N (7).

Man erhélt dann folgendes Ergebnis:

Satz 9: Fiirn > 0 gilt
a) S ist 3,,-definierbar < S € %
b) P ist V,,-definierbar <= P € 112

(Ohne Beweis)

Daraus ist ersichtlich:

Die arithmetischen Mengen sind genau die L-definierbaren Teilmengen des Standardmodells
N der Arithmetik.
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Wir verallgemeinern nun den Begriff der Berechenbarkeit, indem wir zusétzliche

Grundfunktionen (bzw. Befehle), sogenannte “Orakel”, zulassen.

Definition :
a) Es sei h : IN — IN eine Funktion (bzw. A C IN eine Relation). Eine
partielle Funktion f : IN" — IN heifit RM-berechenbar in h, wenn es eine

Registermaschine mit zusétzlichen Befehlen

gibt, die f berechnet (iiber dem Alphabet {|}). |h(R,) | wird so ausgefiihrt:

Alle Register aufler R, bleiben unverindert; der Inhalt |* von R, é&ndert sich
in |h(m).

f heifit RM-berechenbar in A, wenn f RM-berechenbar in K 4 ist.

b) Eine Relation B heift RM-berechenbar in h (bzw. in A), wenn Kp RM-

berechenbar in h (bzw. in K 4) ist.

BEISPIEL : [ sei eine rekursive und injektive Funktion. Dann ist A := {f(z) | z €
IN} RM-berechenbar in B := {x | Jy > z[f(y) < f(z)]}; und B ist RM-berechenbar
in A.

Beweis: Zuerst zu “A RM-berechenbar in B”. Wie man sich leicht klarmacht, gilt

y¢ A — (@ g BAy ¢{f0),.... f(e)} Ny < f(x))

Daraus folgt die Behauptung, wie man ausfiihrlich so sieht: Es werde f von der
Maschine M mit R Registern berechnet. Dann wird K4 von der folgenden Maschine

berechnet:
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Dabei ist z.B. die “Maschine”:

nein,/  \Jja

!

0,R+3
Kyl

!

R,R+4
Kgis

!

0
nein<—| RR+4 ?

L

0
Rp+3? | —ja

Ll T

!

Zur zweiten Hilfte: “B RM-berechenbar in A”. Dies folgt analog aus
v g B {f(0),... . f(z)} =ANn{0,1,..., f(x)}.

Parallel zum bisherigen relativieren wir jetzt den Begriff der Rekursivitét:

Definition :
a) Es sei h : IN — IN eine Funktion (bzw. A C IN eine Relation).
Dann heiit f : IN" — IN (oder B C IN") partiell rekursiv in h (bzw. in
A), wenn sich f
(oder Kp) aus den Grundfunktionen

CO,IF N, h (bzw. Ka)

mit den Regeln R1, R2 und R3 (uneingeschréinkt) aufbauen I&aBt.

b) Analog definieren wir rekursiv in h und rekursiv in A (R3 eingeschrénkt).

BEISPIEL : n — h(n) := (h(0),... ,h(n — 1)) ist rekursiv in h.

(Wir bemerken: lg(h(n)) =n und (h(n)), = h(x).)

47
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Bemerkungen :

a) Wenn f (partiell) rekursiv in h ist und h rekursiv ist, dann folgt offenbar, da§ f
(partiell) rekursiv ist.

b) Es seien A, B derart, dafl A<;B. Dann gibt es ein rekursives f mit z € A <
f(z) € B, dh. Ks(x) = Kp(f(x)). Also ist dann A rekursiv in B.

¢) Analog: A<,,B = A rekursiv in B.

d) Es gilt <; & <,,, ; denn z.B. IN<,, {0}, aber INZ,{0}.
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Neben <; und <,,, wird oft noch eine weitere Reduzierbarkeitsrelation betrachtet:

Definition : A<, B gdw. es existiecren G : IN — P,(IN) und H : N —
Pu(Pu(IN)), G, H berechenbar [ d.h. G(x) = D), H(x) = {Dy | y € Dpz)}

und g, h sind berechenbar | mit
z €A« (Gx)NB) € H(x).

A heifit dann tt-reduzierbar (truth-table-reduzierbar) auf B. (G(x), H(x))
heifft Wahrheitstafel von x.

(Zur Codierung endlicher Teilmengen von IN verwenden wir dabei die Relation
D;

vgl. § 3, Ubung 1.)

Bemerkungen :

a) Man sieht sofort, dafi aus “A<;B” “A rekursiv in B” folgt. (Betrachte die
Gleichung in der Definition und beachte: G(x) und H(x) sind endlich.) Auflerdem
ist <;; transitiv (Beweis: Ubung 1).

b) A<y;—A; denn mit G(z) := {z} und H(z) := {0} gilt offenbar A(x) — ({z} N
—A) € {0} und G, H sind berechenbar.

c) Es gilt <, & <y denn “C”: Es sei f : A<, B, also ¢ € A « f(z) € B.
Setze G(x) := {f(z)} und H(z) := {{f(z)}}, dann gilt 2z € A « f(z) € B <
{f(z)} nB] € {{f(x)}}. “£”: Es sei A so, dafl —A r.a., aber nicht rekursiv ist.
Nach b) gilt A<;—A. Giilte auch A<,,—A, so wiire A r.a., was im Widerspruch zur
Wahl von A steht.

Wie frither beweist man nun

Satz 1 : f ist genau dann RM-berechenbar in h, wenn f partiell rekursiv in h
ist.
BewEis: Ubung 2. (Wir verwenden diesen Satz im folgenden nicht.) 0

Einige weitere Satze lassen sich auf relativ rekursive Funktionen iibertragen:

Satz 2 (Normalformsatz) :
Es sei h : IN — IN eine Funktion. Wir setzen

T"(e,8,&1,... ,Tn,g) i< T”+2(e, $,(9)g> T1s- -, T, (9)1)-

49
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Dann hat jedes in h partiell rekursive f die Form

F@r, .o xn) ~ (ugT" (e, h((9)y) 21, - - 1 Tn, 9))y-

Definition :  Wir setzen @ [h|(x1,... ,x,) := (ugT"(e,h((g),), T1, - ' Tny 9))g
und nennen ' [h]

e-te in h partiell rekursive Funktion.

BEWEIS :  Durch Induktion iiber den Aufbau von f (der nicht eindeutig zu sein
braucht) zeigen wir, daf} es eine r.a. Menge R gibt mit

flz1,...,2n) 2z < FkR(h(k),zq,...,z,) und
R(<y07 s 7y’r’71>u Zo, - .- ,il'n) - R(<y07 s ay571>7x07 s ,il'n) fiir s >
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Grundfunktionen:
f=qcg : R(s,x9) < 29=0
f=1 R(s,xq,... ,&pn) < xo =4
f=N : R(s,xp,x1) & xo =21+ 1
f=h : R(s, 0, 71) < lg(s) > x1 Awo = (8),,

R1 (Einsetzung):
Es gelte f(Z) ~ g(f1(Z),..., fr(Z@)), S gehore zu g, R; zu f; (1 <i <k).
Setze R(s, 20, %) <> Jy1 ... ye(S(s, 20, Y1, .- ,Yk) A Vi < E[R;(s, s, T)]).
R2 (Induktion):
Es gelte f(Z,0) ~ g(Z), f(&,y+1)~d(Z,y, f(Z,y)), S gehore zu g, D zu d.
Setze R(s, w0, 7, y) < 32(lg(2) > yAS(s, (2)g, T)AVI < yD(s, (2); 1, T, 1, (2),)A
(2), = o).
3 (u-Operator):
Es gelte f(Z) ~ pyg(Z,y) =0, S gehore zu g.
Setze R(s,xo, %) < S(s,0,%,20) AVi < 293z # 0S(s, 2, T, 1)
In jedem Fall ist R r.a. und wie gewiinscht.
Nun wihlen wir ein e € IN mit R(s,xg,...,z,) < 3gT"" %(e,s,20,... ,Tn,g).
Dann gilt
(@) ~ zg < kR(h(k),x0,T) < IkIGT™2(e, h(k),x0, T, g') fiir ein e € IN
= Fg[T" (e, hl((9)2), (9)0s . (9)1)M9)g = o] = (ngT™ (e, h((9)s), (9)gs T (9)1))g =
Ty
< (pgT™ (e, h((9)5), F,9)) = wo- 0

Satz 3 (Universelle Funktion und s-m-n-Theorem) :

a) ¢"[h)(z1,... ,xy,) ist — als Funktion von e, x1,... ,x, — partiell rekursiv in
h.

b) Es gibt rekursive Funktionen 57 mit @2 ™[h](x1,... ,TpyY1s-- - sYm) =
P (e 1. ’ym)[h](xl, cey Tg). (s ist unabhéngig von h.)

BEWEIS :
a) ist klar.
b) Man findet e € IV, W"+m+3 und sn+2 , so daf} folgendes gilt:
ot [h](, §) ~ @0
o (e, @)L 2, 5.9) A g)o = ToAVz < g(~T+ (e, K{(Z)), F, 5 2)]
< [T 2 (e, hl((9)1), (9o, T, 7, 9)N(9)g = @AYz < g=T™ ™2 (e, h((2),), (2)0, T, 7,
= IgW T3 (h(g), 0, , 7, €)

2)]
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A EIanwjfl (h(g),xo,f).

ST (f.70e)
Setze 51 (e, §) = sf_ﬁl (f,¥,e), dann ist 5" wie gewiinscht, wie man leicht sieht.

0

Folgerung 4 (Rekursionssatz) :
a) Es sei g eine rekursive Funktion. Dann gibt es ein e € IN mit pg[h] = ¢y [h].
b) (Effektive Version) Fiir jedes n € IN gibt es eine rekursive Funktion § mit
P5() A (Y1, s yn) = @Z;(g(m))[h](yla e Yn)-

BEWEIS : wie friiher. O
Auch der Begriff “rekursiv aufzihlbar” 148t sich relativieren:

Definition : A C IN" heifit r.a. in h, wenn es eine in h rekursive Relation
R e IN"™' gibt mit A(Z) < JyR(Z,y).

Die folgenden Sitze beweist man wieder genau wie die entsprechenden friiher:

Satz 5 (Uniformisierungssatz) :
Es sei A € IN" r.a. in h, dann ldft sich A durch eine in h partiell rekursive

Funktion uniformisieren.

Folgerung 6 :
a) A rekursivin h <= A,—Ar.a.inh
b) f partiell rekursiv in h <= Graph(f) r.a. in h
¢) Ara. in h <= A=dom(f), f partiell rekursiv in h

Definition: Wirsetzen W' [h] := dom(¢?[h]) = {(x1,... ,2,) | 3gT"(e,h((9),), T, 9)}
und nennen W' [h] e-te in h r.a. Menge. Analog W'[A] := W} [K 4].

Wie frither wird der Name durch folgenden Satz gerechtfertigt:

Satz 7 :
a) {(e;z1,...,zpn) | (x1,... ,2y) € WI[h]} ist r.a. in h.
b) Jede in h r.a. Menge hat die Form W}'[h] fiir ein e € IN.

Man kann auch andere Normalformen fiir in h r.a. Mengen betrachten:

Lemma 8 : Zu jeder in h r.a. Relation A gibt es eine rekursive Relation R mit

A(Z) < JyR(h(y), D).
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Zusatz: Definiert man (z, ... ,xm) |\ y := (zo,... ,2y_1) , dann kann man annehmen:
R(z|y,%) — R(z,T).

Beweis: Ubung 3.
Hinweis: Wihle ein e € IN mit A = W)'[h] und setze R(s,Z) <> Jg[lg(s) > g A
Tn(67sl\(g)1vf7g)]' D

Lemma 9 :  Zu jeder in B r.a. Relation A existiert eine r.a. Relation R mit

A(Z) «— JyF[R(Z,y,2) N\Dy C BAD. C IN \ B]

Beweis: Ubung 4.

Hinweis: Es sei A r.a. in K. Wihle ein e € IN mit A = W[Kg] und R wie in
Lemma 8. Setze nun R(Z,y,z) = 3sVi < lg(s)[(((s), =0 — i € Dy) A ((s);, =
1 —i€ D,)))AR(s )] i

Weitere Verallgemeinerungen:

Definition :  Wir definieren eine relative arithmetische Hierarchie:

Y[kl := IJ[h] := Klasse der in h rekursiven Mengen
20.[h] :={S CIN™ | 5(Z) < yP(Z,y), mit P € I2[h],m € IN}
I 4 [p] :={P C IN™| P(Z) < JyS(&,y), mit S € 2[h],m € IN}

Man erhélt fiir diese Hierarchie dasselbe Inklusions-Diagramm wie in § 7.

Definition :
a) A heifit vollstéindig in h gdw. A in h r.a. ist und fiir alle in h r.a. B gilt:

B<A.
b) Analog: m-vollstéindig in h (ersetze <; durch <,,).

Satz 10 :  Fiir alle h existiert bis auf rekursive Isomorphie genau ein in h

vollstdndiges A C IN.

BeEwels:  Eindeutigkeit: Satz von Myhill. Existenz: A := {z | (z), € T/V(lgc)1 [h]} ist

wie gewiinscht (Nachweis wie friiher). 0

Nun kommen wir zu einem neuen Begriff:
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Definition :  Fiir eine Relation A C IN sei A" := {z | (x), € W(lz)l[KA]} C IN.
A’ heift Jump von A. Rekursiv definieren wir weiter fiir allen € IN: A"+1) .=
(AC)

Wir haben gerade gezeigt: A’ ist (die) in A vollstdndige Menge. Es gilt weiterhin:

Satz 11 : X9[A] =32 ,[A] und IIO[A'] =110, [A] fiir allen > 0.

BEWEIS: Es geniigt zu zeigen: X9[A’] = X9[A] und I9[A’] = H9[A] (der allgemeine
Fall folgt daraus durch Induktion).
“C”: Bs sei B € ©9[A’]. Nach Lemma 9 existiert ein r.a. R mit

B(z) «— 3y3z[R(z,y,2) ADy CA'AD, CIN \ A']

—— JyFz[R(z,y,2) AVi < max{y,z}((i€e Dy i€ A)AN(ie D, —igA).
9[4] m9[A]

z3(A]
“D”: Es sei B aus ©9[A], dann gilt

B(z) «— Jy=(W2[A]((x,y))) (fiir ein e € IN)
— Jy—({{z,y),e) € A") (nach Definition von A").

glA]

9[A]
Der II9[A’]-Fall folgt durch Komplementbildung. 0
Folgerung 12 : %, = %9[}(™] = die in 0™ r.a. Mengen.

BEWEIS: klar mit Induktion und Satz 11.
(Beachte: A rekursiv in () & A rekursiv, also X0 [0)] = X0 fiir alle n > 0.) 0
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Bis jetzt haben wir die Reduzierbarkeitsrelationen <;, <,, und <;; kennengelernt
und gesehen, dafl <; & <,, & <y, erfiillt ist. Durch die Relation “A rekursivin B ”
aus §8 wird nun eine Reduzierbarkeitsrelation < definiert, die diese Inklusionskette
<y &<, &<y & <p fortsetzt (<4 & <r ohne Beweis):

Definition : Es seien A, B C IN.
A heifit turingreduzierbar auf B ( A <p B ) gdw. A rekursiv in B ist.

Bemerkung : Esseien A, B,R C IN.
a) <rp ist reflexiv und transitiv.
b) Fiir rekursives R rekursiv gelten:
i) R <7 Bfiralle BCIN und
il) B <pr R = B rekursiv
c) A <r B < fiir alle f gilt: f rekursivin A = f rekursiv in B

BEWEIS :
a) Wegen der entsprechenden Eigenschaften von “f rekursiv in h”.
b) Klar nach Definition von “f rekursiv in h”.
¢) “=7: Wegen der Transitivitit von “f rekursiv in h”.
“«<": Betrachte f = K4. 0

Beachte, dafl <7 keine Ordnung ist. <7 induziert aber eine Ordnung auf der

Menge der Aquiva-lenzklassen der “Symmetrisierung von <;”:

Definition : FEs seien A, B C IN.
A und B heiflen turingiquivalent (Notation: A = B) gdw. A <p B und
B <r A.

Aus der vorigen Bemerkung folgt fiir = sofort:

Bemerkung : Esseien A, B, R C IN.

a) =r ist eine Aquivalenzrelation

b) Fiir rekursives R gilt: R =p B <= B rekursiv

¢) A =r B < fiir alle f gilt: f rekursivin A < f rekursiv in B

Die Aquivalenzklassen bzgl. =p werden Turinggrade genannt:
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Definition : Essei A C IN.
deg A:={B C IN | A =r B } heifit Turinggrad von A und wird auch mit a
bezeichnet.
0:=deg®={BC IN| B rekursiv} (0 ist rekursiv!)
P(W)/ET bezeichnet die Menge der Turinggrade.
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<r induziert die folgende Ordnung auf der Menge der Turinggrade:

Definition: deg A < degB gdw. A <r B
(Verifiziere, dal < wohldefiniert ist!)

Bemerkung : < ist eine partielle Ordnung auf P(W)/ET.

BEwEIs : < ist reflexiv und transitiv, da < diese Eigenschaften hat. < ist
antisymmetrisch, denn fiir a = deg A und b = deg B mit a < bund b < a folgt A <
B und

B <t A, also A =r B und damit a = b. 0

In diesem Kapitel wollen wir die Menge der Turinggrade zusammen mit dieser

Ordnung néher studieren. Dazu ist der folgende Begriff niitzlich:

Definition :  FEin oberer Halbverband ( M,< ) ist eine Menge M mit einer
partiellen Ordnung < auf M, so daB gilt: fiir alle a,b € M existiert sup(a,b) € M
(d.h. fiir alle m € M gilt: m > a und m >b < m > sup(a,b)).

Satz1: (P(IV),=,,<) ist ein oberer Halbverband
a) mit Minimum 0,
b) ohne maximale Elemente,
c) der Machtigkeit 2%, und
d) jedes a € P(IN),—, hat héchstens o viele Vorgénger.

BEWEIS : < ist eine partielle Ordnung nach der letzten Bemerkung.

Zu a = deg A und b = deg B ist deg(2A U (2B + 1)) = sup(a, b),

denn x €A « 20 €24AU(2B+1) und € B < 2r+1€24U(2B+1),
also A <p24AU((2B+1) und B < 2AU (2B +1).

a) Wegen ) <p A fiir alle A C IN, da ) rekursiv ist.

b) Folgt direkt aus Lemma 2 unten.

d) und ¢) Es existieren abzihlbar unendlich viele in A rekursive Funktionen. Daher
hat jedes A - IN

abzihlbar unendlich viele <p-Vorgénger, d.h. jedes a € P(IV) J=r hat héchstens Ry
viele <-Vorgénger.

Wegen | P(IN) |= 2% folgt dann auch c). 0

Bevor wir das im vorstehenden Beweis benutzte Lemma 2 angeben, vereinbaren
wir noch eine abkiirzende Schreibweise fiir den Turinggrad des Jumps A’ einer

Teilmenge A von IN:
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Definition : Zu a=degA ist a’ :=deg A’
(a’ ist wohldefiniert, denn: B =r A = B’ € X{[A] und A’ € ¥{[B] = B’ <4
A’ und A’ <, B’, also auch B’ <p A’ und A’ <p B’, d.h. B'’=1A".)

Lemma 2 : Fiir allea € P(IN),__ gilt: a<ad

BEWEIS : Es sei a = degA. Es sei e € IN mit A = W.[A]. Wegen z € A <
(w,e) € A’ ist dann A <p A’ erfiillt, also a < a’. Es sei S € X{[A] \ I1{[A]. Dann
gelten: S <; A’ wegen S € X9[A] und S £ A wegen S ¢ IIY[A]. Daraus folgt A’
£ A (Transitivitét), also a’ £ a. 0
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Wir haben gesehen, dafl < eine partielle Ordnung auf der Menge der Turinggrade
ist. Aufgrund des folgenden Theorems von S.C. Kleene und E.L. Post wissen wir,

da < keine lineare Ordnung ist:

Theorem 3 (Kleene-Post) :
Es gibt a,b € ’P(]N)/ET mit a £bundb £ a.
Es wird sogar gezeigt: Es gibt A, B C IN mit A ¢ X{[B] und B ¢ X{[A].

Folgerung 4 : < ist keine lineare Ordnung auf P(IN) _ .

=7

Die Aussage des Theorems ist klar, falls 8; < 2%0 gilt, also CH (Kontinuumshypothese)
nicht erfiillt ist, denn: Es existiert keine lineare Ordnung (X,<) mit | X |> 8y, so
daf} jedes Element von X weniger als Ry viele Vorgéinger hat. (Das gilt iibrigens

auch fiir jede andere Kardinalzahl x anstelle von ®;.)

BEWEIS :  Wir verwenden die folgende Normalform (vgl. §8, Lemma 9):

Zu C C IN definieren wir: z € WC] = Fyz ( Wix,y,2) A D, C
C AND,C=C)

Ziel: Konstruiere A,B C IN mit A # W .[B)] und B # W [A] fiir alle e € IN.
Damit sind dann A ¢ Y9[B] und B ¢ Y9[A] gezeigt.

Definiere zur Vereinfachung der Schreibweise:
Fiir s,t,8',t' CIN: (s,t) < (¢',t') gdw. s C s’ und t C¢t'.
Alle Paare (s,t) sind im folgenden als disjunkt (s Nt = () vorausgesetzt.

Konstruiere nun zwei aufsteigende Ketten von Paaren endlicher Teilmengen von N
(Sg,tg) < (8?7#11) < (Sg,tg) <o und

(s5,t8) < (sb,t8) < (s5,15) <--- mit der Eigenschaft:

Fiir alle 0 < i < w, fiir alle C, D C IN gilt:

(%)

(s¢,t) < (C,-C)

1771

(s7,t7) < (D,=D)

177

C #W.[D], falls i = 2e +2
=

D #W,[C], fallsi=2e+1
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Setze dann A :=J,.,s¢ und B:={J, s’
Damit erfiillen A und B (s%,t%) < (A,—A) und (s?,t) < (B,~B) fiir alle i < w,
und wegen (%) folgt sofort A # W [B] und B # W _.[A] fiir alle e € IN.

Nun zur Konstruktion der beiden Ketten:

i=0: Setze (s¢,td):=(s5,t8):=(0,0).

Zu (%) : Fiir ¢ = 0 ist nichts zu zeigen.

i>0: Esseien fiir alle j <i (s%,t%) und (s%,t5) schon konstruiert.

1. Fall: i =2e+2

Essel x € IN \ (s¢_; Ut? ;) minimal (z existiert, da s¢ ; Ut ; endlich
ist.)

Fall 1.1: v ¢ W[E] firalle EC IN mit (s¢ ,t% )< (E,-E)

Setze dann  s¢ :=s¢ U{z}, t¢:=t¢,, st:=s', und t’:
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.

Zu (%) : Esseien C,D C IN wie in (x). Dann folgen:
xeC wegen (s7,t¢) < (C,=C) und z € s¢ und
2 @ W.ID] wegen (s_y,#2_,) < (D, D).

Damit ist C # W.[D] gezeigt.

Fall 1.2: Es gibt y,z € IN, und es gibt FE C IN, so dafs

W3(x,y, 2) und

Wihle yo, zo als diejenigen y, z mit dieser Eigenschaft, so dafl { yo, 2o )

minimal ist.

Dann: Fir alle £ C IN mit (D,,,D.,) < (E,-E) folgt z €
W.[E].

Setze dann  s¢

; = S
tt . uUD
i—1 z0*

e, tei=te  u{z}, sti=st UD,, und t:=
Zu (%) : Esseien C,D C IN wie in (x). Dann folgen:

x € C wegen (s7,t¢) < (C,—=C) und z € t¢ und

z € W.[D] wegen (Dy,,D,,) < (D,=D).
Damit ist C # W.[D] gezeigt.

2. Fall: i=2e+1

Analog mit a und b vertauscht.

Beachte: Nach Konstruktion gelten auch =4 = |J,_, t¢ und =B = {J,_,, t},
denn fiir alle z € IN gibt es i < w mit x € s¢ (Fall 1.1) oder z € t¢ (Fall 1.2) und
entsprechend fiir s? und ¢?.

Dies wird fiir Theorem 5 von Bedeutung sein. 0

Bemerkung : Weitere Eigenschaften von (P(IV),_,, <) sind (ohne Beweis):

a) Es existieren 2%-viele Turinggrade (a;);con, mit a; £ sup{a;,,...,a;, } fiir

i {iy, ... in}
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b) Fiir alle ap < a1 < ... <a; < ... (i <w) aus P(N)/=, existieren b,c €
P(IN) /=, mit

a; < bund a; < c fiir alle i < w und b und ¢ ohne Infimum.
¢) Es existieren minimale Turinggrade a, d.h. fiir alle z € P(IN),=,. gilt: = <
a < x=0.
d) Fiir alle a € P(IN) /=, gilt: 0" < a <= es existiert ein b € P(IN),=, mit i’ = a

Bei genauerer Betrachtung des Beweises zum Theorem von Kleene-Post stellen
wir fest, dafl wir die Mengen A und B “in gewisser Weise effektiv” konstruiert haben,
d.h. a und b lassen sich bzgl. der partiellen Ordnung < genauer “lokalisieren”. Wir

erhalten die folgende Verscharfung von Theorem 3:

Theorem 5 (Zusatz zu Theorem 3) :

In Theorem 3 lassen sich a,b < 0/ bzw. A,B rekursiv in (/. wihlen.

BEWEIS :  Zur Codierung endlicher Teilmengen von IN verwenden wir wieder die

Relation D, (z), die rekursiv in  und z ist (vgl. §3, Ubung 1).

Wir konstruieren A und B wie im Beweis zu Theorem 3. Damit haben wir die
folgende Situation: A = |J,__s¢, —-A = J,_,t%, B = U,_ s’ und -B =

i<w 1) <w "1 i<w 1
b
Ui<w tz

Ziel: Definiere Funktionen o (i), ar(i), Bs(i) und Bi(i) rekursiv in O, die die
Indizes z der endlichen Mengen D, berechnen, um die sich die Mengen s¢, s?, t¢
und t? in Schritt i geindert haben, d.h. s¢ \ s& , = Do, iy, 1§ Nty = Da, iy,

7
sf \ 5?_1 = Dﬂg(z) und tf \ tb_l = Dﬁ,(z)

3

Dann folgen

A(J]) — HZ'DQS(Z-)(Q?)
—A(x) < FiDg,iy(2)

und
B(ZL’) — HiDﬁS(i)(.’ﬂ)

—|B(x) ad E| 7 Dﬁt(i) (x)

, d.h.
A,~A € 290 und
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B,—B € X{[0'], also A und B rekursiv in (/. (Beachte: D, (x) ist rekursiv.)

Wir untersuchen nun die im Beweis zu Theorem 3 durchgefithrten Schritte auf
Rekursivitit in ()

Zur 1. Fallunterscheidung:

Die Relationen Je <i(i=2e+2) und Je <i(i=2e+1) sind rekursiv in i.

Zur Berechnung von z € IN \ (s{_; Ut? ;) minimal definieren wir die rekursive

Funktion
n(s,t):=px(x ¢ Ds N x & Dy)

(Hier, wie im folgenden, schreiben wir px R(Z,z) statt pzx (Kg(Z,z) = 0) fur

eine Relation R(Z,z) und ihre charakteristische Funktion Kr(Z,x).)

Zur 2. Fallunterscheidung;:

Beachte die Aquivalenz: 34 F C IN mit

<~ D;ND,=0und D;ND, =10

DsND, =0 und D, N D, =0 laBt sich rekursiv ausdriicken:

R<(s,t,y,z) e— VYu<z(u¢ D;Vu¢g D,) NVw<y(wé¢ D Vwé¢D,)

Mit Hilfe von R<(s,t,y,z) konnen wir “die Situation in Fall 1.2” r.a. beschreiben:

R(e,z,s,t) :¥—— Jy,z (Wf(x,y,z) A R<(s,t,y,z))

0 A9

Dl

SchlieBlich definieren wir zur Berechnung von yo und 2y in Fall 1.2 die Funktion

ole,x,s,t) := pw ((W‘;3 (:1:, (v)o, (v)l) A R< (s7t, (v)o, (v)l) A R(e, x, s,t) ) Vv (’UW:_Q/\ ﬁR(e,x, s,t) )>

A9
0 A9 20 1 o

D Iy
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oe,x, s,t) ist rekursiv in (', da die in der Definition auftretende Relation aus A9 =
AJ[D'] ist.

Hiermit steht alles zur Verfiigung, um durch Fallunterscheidung Funktionen 0%, o,

7¢ und 7° rekursiv in (' zu definieren, die dazu dienen werden, die Funktionen o,

ag, Bs und B (im wesentlichen durch Induktion (R2)) rekursiv in ()’ zu definieren.

b

Wir fithren dies nur fiir die Funktion ¢ aus; ¢, 7% und 7° lassen sich entsprechend
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definieren.
2%, Fall 1.1 ({x} = Da=)
Es soll gelten:  s{ \ s{ | = Dy (5), d.h. as(i) =9 vo, Fall 2.2
0, sonst (0 = Dy)
Deshalb definieren wir die Funktion:
on(s”:t%) Jde<i (i: 2e+2 A —R(e, n(s*,t*), s*, ") )
a(; .a ga b 4by .__ .
o?(i,s% 1%, 8% 1) = (Q(Zgl,sa,t“))o, Jde <1 (i:2e+1 A R(e,n(sb,tb),sa,ta)>

0, sonst

Da alle in der Fallunterscheidung auftretenden Funktionen und Relationen aus A =
AW] sind, ist o(i, 5%, 1%, s°, %) rekursiv in (. a,(3) 1aBt sich nun nicht direkt aus
o(i,s%,t%, 5% t*) durch Induktion (R2) definieren, da neben i und s® auch s°, t¢
und #* Argumente von o sind. Codiere daher diese vier letzten Variablen iiber ihre

Goédelnummer zu einer Variablen. Definiere dazu die in 0" rekursive Funktion

(i, 2) == (i, (2)0; (2)15 (2)2, (2)3) -

Entsprechend verfihrt man mit ¢, 7% und 7° und erhélt 3°(4, 2), 7%(4,2) und

7(i, 2) rekursiv in (V. Jetzt kann die “Goédelnummer-Funktion” von o (i), oy (i),

Bs(i) und B¢(:) durch Induktion (R2) rekursiv in (' definiert werden:
f(0):=(0,0,0,0)
f):=( o°(i, fi=1)) , o°(4, f=1)) , 7%(i, f(i=1)) , 7°(i, f(i=1)) )

Unsere gewiinschten Funktionen erhalten wir dann als Komponentenfunktionen von

(@) rekursiv in ('
as(i) = (f(D))o, au(i) == (f(D)), Bs(i):=(f(i))2 und B(i) := (f(i))s .
Da 0 der kleinste Turinggrad ist, haben wir:
Folgerung 6 : < ist keine lineare Ordnung auf {a € P(IN),_, |0 <a < 0'}.
Dies liefert die Existenz von Turinggraden zwischen 0 und 0':

Folgerung 7: Esgibt a € P(IN),_, mit 0<a<0"
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BEwEIs :  {0,0'} ist linear geordnet durch < . 0

Im folgenden wollen wir diesen Abschnitt zwischen 0 und 0’ genauer studieren.

Wir haben die folgende Situation vorliegen:

Lemma 8 : FEssei A C IN.
a) A rekursiv <= deg A =10
b) Ara. = deg A<0
¢) A vollstindig —> deg A =0/

BEWEIS :  Es sind nur noch b) und ¢) zu zeigen. Beachte im folgenden, daf} ('

vollstindig ist!

b) A r.a. impliziert A <; (/, also auch A <7 @ und damit deg A < 0'.

¢) A vollstindig impliziert A =; @, also auch A =7 §’ und damit deg A = 0'.
ad
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Bemerkung : Die Umkehrungen von b) und c) sind falsch.

BEWEIS :  (/ € X{ \ 1Y, da (" vollstiindig ist. Aber deg = (' = 0’ und — (' ¢ 39.
0

Die Turinggrade r.a. Teilmengen von IN liegen also alle zwischen 0 und 0'. E.L.
Post stellte die Frage, ob 0 und 0’ die einzigen Turinggrade rekursiv aufzéhlbarer
Teilmengen von IN seien (Posts Problem 1944). Zur Beantwortung dieser Frage
beschrianken wir uns im folgenden auf die Betrachtung der Turinggrade rekursiv

aufzidhlbarer Teilmengen von IV:

Definition :
a € ’P(]N)/ET heifit r.a.Turinggrad gdw. es ein A € a mit A r.a. gibt

P(IN) bezeichnet die Menge der r.a. Turinggrade.

ra./=r

Bemerkung : Fiir alle a € P(IV)

r.a.

mit a > 0 gibt es ein B € a mit B nicht

r.a./=r

BEWEIS :  Es seien a r.a. Turinggrad mit @ > 0 und A € a mit A r.a. Fiir B := -A
folgen dann B € a und B nicht r.a. (A ist nicht rekursiv wegen a > 0.) 0

Das Theorem von Kleene-Post zeigt, dal < eingeschréinkt auf die Turinggrade
zwischen 0 und 0" keine lineare Ordnung ist. Es liefert jedoch lediglich die Existenz
von a =deg A mit 0 < a < 0’ und A nicht r.a. (wegen A ¢ X9[B]), aber macht
keine Aussage dariiber, ob a r.a. ist oder nicht. R.M. Friedberg und A. Muénik
zeigten nun als Verschirfung des Theorems von Kleene-Post, dafl auch die r.a.

Turinggrade durch < nicht linear geordnet sind:

Theorem 9 (Friedberg-Muénik 1956) :
Es gibt a,b € P(IN) mit a £b und b £ a.

ra./=r

Folgerung 10 : < ist keine lineare Ordnung auf P(]N)T.a'/ET.
Damit muf} Posts Frage negativ beantwortet werden (Beweis analog zu Folgerung
7):

Folgerung 11 : Es gibt a € P(IN) mit 0<a<0.

ra./=r

BEWEIS (zu Theorem 9) :  Der Beweis wird mit der sogenannten Priorititsmethode

gefiihrt.

63
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Wir verwenden die gleiche Normalform wie im Beweis zum Theorem von Kleene-
Post:

Dort hatten wir fir C C IN definiert: z € W,[C] < Jy,z ( W2(x,y,2) A D, C
C AND, C-C)

Ziel: Konstruiere A,B C IN r.a. mit —A # W.[B] und —B # W_.[A] fir
alle e € IN.

Damit sind dann —A ¢ X9[B] und —B ¢ X9[A4] gezeigt.

ANMERKUNGEN : Das Theorem von Kleene-Post liefert A, B C IN mit ~A ¢ %{[B] und —B ¢
9[4] (=
-A ¢ 29[-B] und =B ¢ ¥9[-A4], denn %¢[-A] = X0[A] wegen —A =7 A), aber A und B
lediglich rekursiv in @’. Die Priorititsmethode ist nun eine Weiterentwicklung der Beweismethode
des Theorems von Kleene-Post. Um A und B r.a. zu ereichen, ersetzen wir die dort vorkommende
r.a. Relation W2(z,y, ) durch die rekursive Relation 3g < i T3 (x, v, 2, g). Beachte: W3(z,y, z) «
g T3(x,y,2,9) « Jidg <iT3(z,y,2,g9). Da in der Situation -3 g < i T3(x,v, 2,g) aber noch
nicht entschieden ist, ob W3(x,y,z) oder = W3(x,y,2) gilt (fir j > i ist g < j T3(x,v,2,9)
moglich), betrachten wir wihrend der Konstruktion von A und B fiir jedes e € IN die Relation
39 <iT3(x,y, 2, g) fiir unendlich viele i < w und damit fiir beliebig grofie i < w. Deshalb ersetzen
wir im 1. Fall 4 = 2e + 2 durch i = 2n + 2 und wilhlen als Index e := (n)p; im 2. Fall verfahren

wir entsprechend.
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Wir definieren zu C C IN:

fiir alle 1 < w x e W,[C] = 3y,z<i(3g<iTxyz2g9 A D,C
C AN D, C-0).

Dann haben wir fiir alle C C IN: x € W, [C] « x € HiWi [C], und W;[C](I) ist

eine in C rekursive Relation in e und =z.

Konstruiere nun zwei aufsteigende Ketten von endlichen Teilmengen von N
ap Ca;r Cax C---  und
bg C€b; Cby C--- mit den Eigenschaften:

Fiir alle e € IN existiert ein x € IV mit:

i) Es existiert ein s < w, so daf}:
(%) T € as und esgibt ein zo < smit Jy < s(Jg < sT3(x,y,20,9) A Dy C
bs) und

D,, C —b;, fir alle k > s

oder i)z ¢ ar und z ¢ W: [bx]  fiir unendlich viele k < w,
(xx)  der entsprechenden Eigenschaft mit a und b vertauscht und

(xx*) es existieren rekursive Funktionen a(i) und 3(i) mit a; \ a;—1 = Dq(;) und
b; \ b1 = Dg)

fiir alle ¢ < w.
Setze dann  A:=J,_.,a; und B:=J,_, b
Damit existiert fiir alle e € IV ein € IN mit:

r € A und z € W,.[B], falls i) in (x). Denn dann folgt D, , C
also D,, C —B.
Oder z ¢ A und x ¢ W.[B], falls ii) in (x). Denn die Annahme z € W|[B]

impliziert:

j<w _‘bj’

Es gibt ein i < w mit x € WE[B], also existieren y,z < ¢ mit dg <

i T3(z,y,2,9), D, - B und
D, C -B. Esseil < wmit Dy C b (D, ist endlich!). Setze m := max {i,1}.
Dann folgt wegen

D, C e, b fiivalle k >m z € W: [bx]. Das ist aber ein Widerspruch
zu ii) in (*).

In beiden Fillen erhalten wir —A # W .[B].

Mit der Eigenschaft (xx) folgt analog —B # W .[A].
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Aufgrund von Eigenschaft (x x x) folgen A(xz) < 3i Dyu)(z) und B(z) <
34 D) (z). Wegen a(i) und 3(i) rekursiv ist damit A und B r.a. gezeigt.

ANMERKUNGEN
Zur Idee der Konstruktion:

1. Fall: i=2n+2: Setzee:=(n)o
(“Schritt i hat Index €”.)
Esseiz € IN \ a;—1 minimal. (z existiert, da a;—; endlich ist.)

Fall 1.1: Esgibt 2 <imit 3y <i (39 <iT3(x,vy,2,9) A Dy Cbi—1 A Dy C —b;_1).
Wihle zg als das kleinste z mit dieser Eigenschaft.

Setze dann a; := a;—1 U {z} und b; :=b;_1.

Problem 1:  Konstruiere die by, fiir k > 4 so, dafl D, C —by, erfiillt ist.

Dann wire i) in (%) fiir s := ¢ erreicht.

Fall 1.2:  x ¢ W_[bi_1]:

Setze dann a; := a;—1 und b; := b; _1.

Problem 2: Konstruiere die ay, fiir k > i so, daB z ¢ ay, gilt.
Problem 8: Fall 1.2 muf} in unendlich vielen Schritten k > ¢ mit Index e eintreten.
Dann wiére ii) in (%) erreicht.

2. Fall: i=2n+1: setze f:= (n)o.

Analog mit a und b vertauscht und f statt e.

Zur Losung der Probleme:

Zu Problemen 1 und 3:  Tritt im 1. Fall (¢ = 2n 4+ 2 und e := (n)g) Fall 1.1 ein, so stelle fiir
das dort auftretende D, die Forderung auf, die by, fiir kK > 7 so zu konstruieren, dal D., C —by
erfiillt wird. Man nennt D, ein a-e requirement. Das Problem besteht nun darin, in jedem Schritt
j > 1 bj so zu konstruieren, daf fiir alle a-g requirements D, (g € IN) die Forderung D, C —b;
beriicksichtigt wird. D.h. & miifite im 2. Fall (sonst b; = b;_1) so gewahlt werden, daBl = ¢ D,
fiir alle a-g requirements D, erfiillt ist. Dies ist jedoch aus folgendem Grund problematisch: Die
Bildung eines neuen a-g requirements in einem Schritt j (Fall 1.1) kénnte bewirken, dafl im 2.
Fall in Schritt j + 1 ein anderes = betrachtet werden miifite als in Schritt 7 — 1. Um ii) in (%)
zu erreichen, ist aber = ¢ W: [bg] fiir unendlich viele k¥ < w und immer das gleiche x zu zeigen.
Dies wire dann unmoéglich, falls wihrend der Konstruktion das x beliebig oft “gewechselt” werden

miifite. Diese Situation kénnte aber auftreten.

In der unten durchgefiihrten Konstruktion wird nun durch den folgenden Trick ( Priorititsmethode)

verhindert, dal das z beliebig oft “gewechselt” werden muf.

Trick: In einem Schritt j werden i.a. nicht fiir alle b- f bzw. a-e requirements die Forderungen
beriicksichtigt, sondern im 1. Fall mit Index e nur fiir b-g requirements D, mit g < e (, d.h.
D, C —aj;), dagegen werden die Forderungen im 2. Fall mit Index f nur fiir a-g requirements D
mit g < f (, d.h. D, C =b;) beriicksichtigt. (Beachte den Unterschied: g < e im 1. Fall und g < f
im 2. Fall! Dies ist fiir die Behauptung unten wichtig.) Man sagt: b-g hat héhere Prioritit als a-e
bzw. a-g hat héhere Prioritdt als b-f.
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Es kann nun allerdings vorkommen, dafl in einem Schritt ¢ mit Index e die Forderung fiir ein
b-g requirement D, mit g > e verletzt wird (Fall 1.1). Man sagt: D, wird in Schritt © inaktiv.
Entsprechend kann in einem Schritt j mit Index f ein a-g requirement fiir g > f inaktiv werden
(Fall 2.1). Ist dies geschehen, so wird im “néchsten” Schritt & > j mit Index e, in dem Fall 1.1
eintritt, ein neues a-e requirement gebildet (wegen Problem 1). Es wird aber nur dann ein neues
a-e requirement gebildet, so dafl in jedem Schritt hdchstens ein aktives a-e requirement vorhanden
ist.

Konsequenzen :  Mit diesem Trick wird erreicht, dafl wihrend der gesamten Konstruktion fiir
jedes e und f € IN nur endlich viele a-e und b-f requirements gebildet werden (siehe Behauptung
unten).

Das hat zur Folge, da8 fiir alle e € IN eine Schranke s < w existiert, so daf} in keinem Schritt k >
s ein neues

a-e requirement gebildet wird. Entsprechendes gilt fiir b-f requirements.

Zu Problem 2: Wibhle eine disjunkte Zerlegung von IN in unendliche, rekursive Teilmengen
N fir e € IN, z.B. Ne := {2z € IN | (2)o = e}. Betrachte dann in einem Schritt ¢ mit Index e z.B.
im 1. Fall nur solche z mit x € N, statt allgemein z € IN. Dann folgt a; = a;—1 U (Ne Na;). Fiir

x € Ne ist ¢ € a;j \ aj—1 also nur in einem Schritt j mit Index e mdglich.

Bevor wir die Konstruktion durchfiihren, stellen wir die im folgenden bendétigten

Definitionen zusammen:

Schritt i hat Indez e gdw. i =2n+2 und (n)g = e oder i =2n+ 1 und (n)y =e.

a-e requirements sind endliche Teilmengen D, von IN, fiir die in einem Schritt 4
mit Index e die Forderung aufgestellt wird, die by fiir £ > ¢ so zu konstruieren, dafl
D, C —b,, erfiillt ist.

Ein a-e requirement D, heifit aktiv in Schritt i gdw. D, C —b;_1; sonst heifit es

inaktiv in Schritt i.

Ein a-e requirement heifit permanent gdw. es in keinem Schritt inaktiv wird.
Entsprechendes wird fiir @ und b vertauscht und f statt e definiert.

Fiir e € IN definieren wir: N, :={z € IN | (2)g = e}.
Damit ist |,y Ne eine disjunkte Zerlegung von IN.

Nun zur Konstruktion der beiden Ketten:

1=0: Setze ag:= by := 0.

67
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i>0: Esselen fir alle j <7 a; und b; schon konstruiert.

1. Fall: i=2n+2 Setze e := (n)o.

Es sei © € N, \ a;—; minimal mit: z ¢ D, fiir alle b-g requirements D,
mit g <e.

(z existiert, da N, unendlich, a;_; aber endlich ist und nur endlich viele

(hochstens 3)

b-f requirements existieren.)
Fall 1.1: Es gibt kein (in Schritt i) aktives a-e requirement, und

es gibt z < i mit 3y < i (Ig <iT(z,y,2,9) N D, C
bi—1 AN D, C—b;_q).

Wihle 2y als das kleinste z mit dieser Eigenschaft.

Setze dann a; := a;—1 U {z} und b; := b;—; und bilde das a-e

requirement D, .
Fall 1.2: Es gibt ein (in Schritt i) aktives a-e requirement oder
x ¢ W,lbii]
Setze dann a; :=a;_1 und b; :=b;_1.
2. Fall: i=2n4+1 Setze f:= (n)o.

Es sei x € Ny \ b;—; minimal mit: x ¢ D, fiir alle a-g requirements D,
mit g < f.

Weiter analog mit a und b vertauscht und f statt e.

Zum Nachweis von (x) und (xx) beweisen wir:

Behauptung :  Fir alle e, f € IN gilt:
Es werden nur endlich viele a-e und b-f requirements gebildet.

(<= Es werden nur endlich viele a-e und b-f requirements inaktiv.)
Beweis :  Durch Induktion iiber e, f € IN (in der Reihenfolge a-0, b-0, a-1, b-1,
usw.):

a-0 :  ein a-0 requirement kann nie inaktiv werden (0 < f im 2. Fall!), d.h. es
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kann hdchstens ein a-0 requirement gebildet werden.

b-f :  Es sei die Behauptung schon fiir a-0, b-0, a-1, ....., b-(f — 1), a-e gezeigt.
In einem Schritt ¢ kann ein b-f requirement nur dann inaktiv werden, wenn
a; # a;—1 gilt, also ein neues a-g requirement fiir ¢ < f gebildet wird (Fall
1.1 mit Index g¢). Da nach Induktionsvoraussetzung fiir alle ¢ < f aber nur
endlich viele a-¢g requirements gebildet werden, kénnen auch nur endlich viele
b- f requirements inaktiv werden. Daraus folgt die Behauptung fiir b-f, denn ein
b-f requirement kann nur in einem Schritt gebildet werden, in dem kein aktives
b-f requirement vorhanden ist.

a-(e+1): Analog mit a und b vertauscht, e + 1 statt f und < statt <.

Zu (x): Esseieec IN.

Fall a):  Es gibt ein permanentes a-e requirement D,. Es sei D, in Schritt s > 2
gebildet worden (Fall 1.2). Fiir das dort betrachtete x gelten dann = € ag, Jy <
s (T3(x,y,2,9) N Dy Cbs) und D, C =by, fiir alle k > s.

Damit ist i) in (x) gezeigt.

Fall b):  Es gibt kein permanentes a-e requirement. Sei s < w so groB, dafl beim
Schritt s kein aktives a-e requirement existiert und in keinem Schritt £ > s ein
neues a-e requirement oder b-g requirement (fiir g < e) gebildet wird. Fiir alle
k > s mit Index e tritt also im 1. Fall der Fall 1.2 ein (sonst wiirde ein neues
a-e requirement gebildet). Es ist also N, \ ap = N, \ a, fiir alle k& > s. Weil keine
neuen b-g requirements (g < f) mehr gebildet werden, wird fiir alle ¥ > s mit Index
e im 1. Fall das gleiche z = x(y betrachtet. Weil es kein aktives a-e requirement gibt
und Fall 1.2 eintritt, ist also fiir alle diese k (k > s mit Index e, 1. Fall; das sind

unendlich viele): zy ¢ Wf(bk) Damit ist ii) in (x) gezeigt.
Zu (%*) :  Analog mit a und b vertauscht und f statt e.

Zu (x#x) : Der Beweis wird #hnlich zu demjenigen von Theorem 5 gefiihrt (Ubung 1).

0

Fiir die r.a. Turinggrade haben wir das folgende Analogon zu Satz 1:

Satz 12: (P(IN)

a) mit Minimum 0,

Ry — <) ist ein oberer Halbverband

b) mit Maximum 0° und
¢) der Michtigkeit Rg.

69
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BEWEIs : Vergleiche mit dem Beweis zu Satz 1. Das dort angegebene sup(a, b)
ist fiir a und b r.a. ebenfalls r.a., denn sind A, B C IN r.a., so auch 24 und 2B + 1
und damit auch 2AU (2B + 1).

a) und b) sind schon gezeigt.

c) Es gibt nur Xy viele r.a. Teilmengen von IN. Dal P(IN), ,. /=, unendlich ist,
folgt aus Theorem 15 unten. 0

Zum Abschluf} dieses Kapitels geben wir noch einige Ergebnisse ohne Beweise an.

Mit einer Erweiterung der Prioritédtsmethode (auf englisch: infinite injury; Prioritéitsmethode

auf englisch: finite injury oder priority) kann das folgende Theorem bewiesen werden:

Theorem 13 (Splitting Theorem von Sacks) :  Es seien A,D C IN r.a., nicht
rekursiv.
Dann existieren B,C C IN r.a. mit A=B Y C, D <7 B und D £ C.

Folgerung 14 :  FEs seien a,d C P(IN),.q./=, mit a,d # 0.
Dann existieren b,c € P(IN),.4./=, mit a =bUc, d £ b und d £ c.

Bemerkung : Wihlt man in der Folgerung a = d, so erhélt man b und ¢ mit
a =bUcund b und ¢ unvergleichbar, d.h. b £ ¢ und ¢ £ b.

Theorem 15 (Density Theorem von Sacks) :  Die r.a. Turinggrade sind dicht
geordnet,
d.h. fiir alle a,b € P(IN).q./=, mit a < b existiert ein ¢ € P(IN),.q./=, mit
a<c<b.

Definition : Esseia € P(IN), 4. /=, . a heifit low gdw. o’ =/
und  a heift high gdw. o/ = 0".

Bemerkung :

a) 0" < d fiir alle a € P(IN) =,

b) o’ <0” fiir alle a € P(IN),.q. /=,
¢) 0 ist low, und 0’ ist high.

BeweEls :  Fiir alle a,b € P(IN) /=, mit a < b folgt ' <V, denn seien A, B C IN
mit a = deg A und b = deg B; dann folgt wegen A’ € X9[A] und A <r B
A" € 39[B], also A’ <7 B’ und damit o’ < b'. Daraus erhalten wir a) und b) wegen
0 < a fiir alle a € P(IN) /=, bzw. a <0’ fiir alle a € P(IN);.4./=,. c) ist klar. ]
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Satz 16 :
Es existiert a € P(IN).q./=, mit a # 0 und a low.
Es existiert a € P(IN),.q /=, mit a # 0’ und a high.

Die high Turinggrade sind genau diejenigen, die eine Menge mit den folgenden
Eigenschaften enthalten (siehe Satz 18):

Definition : A C IN r.a. heifit maximal gdw. IN \ A unendlich ist und fiir alle
r.a. B C IN gilt: AC B = B\ A ist endlich oder IN \
B ist endlich.

Bemerkung : A maximal = A simpel.

BEWEIS: Es sei A maximal. Nehmen wir an, A sei nicht simpel. Dann existiert
eine unendliche r.a. Menge C' mit C N A = (). Nach §5, Lemma 2 a) gibt es eine
injektive rekursive Funktion f mit C = f[IN]. Betrachte D := {f(2n) | n € IN}
und setze B := AU D. Dann ist B r.a. mit A C B, aber B\ A und IN \ B sind

unendlich. Das ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dafl A maximal ist.

a
Theorem 17 (Friedberg) :  Es gibt maximale Mengen.

Bemerkung : Fiir alle r.a. Turinggrade a gilt:
a #0 = es existiert eine simple Menge D mit D € a.

BEWEIS : Es seien a # 0 r.a. Turinggrad und A r.a. mit a = deg A. Dann
existiert eine injektive, rekursive Funktion f mit A = f[IN] (§5, Lemma 2 a)).
Nach §6, Ubung 5 ist D = {2 | Jy > = f(y) < f(x)} simpel. Aufgrund des Beispiels
aus §8 folgt A =7 D (§8, Satz 1). O

Satz 18 (Martin) :  Fiir alle r.a. Turinggrade a gilt:

a high <= es existiert eine maximale Menge M mit M € a.
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In § 8 hatten wir uns mit relativer Berechenbarkeit beschéftigt. Zu vorgegebenem
h : IN — IN haben wir den Begriff “rekursiv in h” definiert. In diesem Kapitel
wollen wir die Theorie in dem Sinne erweitern, dal wir h nicht fest vorgeben,
sondern als variabel ansehen.

Wir betrachten im folgenden partielle Abbildungen, deren Definitionsbereich
auch Funktionen
a: IN — IN enthilt:

Definition :  Es seien n,r < w. Wir setzen R := ININ
(Elemente von R werden im folgenden mit «, (3,7, ... bezeichnet.)
F:IN" x R" — IN heifit partielles Funktional.

Analog zum Begriff der partiell rekursiven Funktion definieren wir:

Definition : FEin partielles Funktional F' : IN" xR" — Nheifit partiell rekursiv
gdw. F sich aus den Grundfunktionen RO durch die Operationen R1, R2 und
R3 ergibt. Dabei sind RO, R1, R2 und R3 analog wie friiher definiert:

RO :
NYO(z):= z+1

I (z1,. .. y2Zn,00,. .. 0p) = 2; (i <n)

=0

Fins®!(z,a) := a(z)

R1 (Einsetzung) :
Wenn H (k,r-stellig) und Fy, ... , Fy (n,r-stellig) partiell rekursive Funktionale

sind, dann ist auch F - definiert durch
F(#,d) i~ H(F(Z,d),...,FLZ d),d)

- ein partiell rekursives Funktional.
R2 (Induktion) :
Wenn H (n+2,r-stellig) und G (n,r-stellig) partiell rekursive Funktionale
sind, dann ist auch F' - definiert durch
F(Z,0,ad) :~G(&ad)
F(Z,y+1,d) :~ H(Z,y, F(Z,y,d),qd)
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- ein partiell rekursives Funktional.
R3 (u-Operator) :

Wenn G (n+1,r-stellig) ein partiell rekursives Funktional ist, dann ist auch
F - definiert durch

- ein partiell rekursives Funktional.

Die folgenden Beispiele sind nach § 8 klar:

BEISPIELE :
1) F: IN" x R — IN ist partiell rekursives Funktional
<= es existiert ein e € IN mit F(%, a) =~ ¢l[a](F) fiir alle o € R.
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2) f: IN™ — IN ist partiell rekursivin o € R
<> es existiert ein partiell rekursives Funktional F' : IN" xR mit f(Z) ~ F(Z, ).

Analog zu frither definieren wir:

Definition :
1) Ein rekursives Funktional ist ein partiell rekursives Funktional, das total
ist.
2) A C IN" X R" heifit rekursiv gdw. das charakteristische Funktional K 4
von A rekursiv Ist.
3) A C IN"xR" heifit rekursiv aufzéhlbar (r.a.) gdw. eine rekursive Relation
R C N™ X N X R"

existiert mit A(Z,d) « Jy R(Z,y, d).

Da wir auch Funktionsvariablen zulassen, hat es Sinn, auch Abbildungen nach
R zu betrachten:

Definition :  Eine Abbildung F : IN® x R" — R heifit rekursiver Operator
gdw. Fr : N" x IN x R" — IN mit (Z,y,d&) — F(&,a&) (y) ein rekursives

Funktional ist.

Es lassen sich Resultate fiir r.a. Relationen im fritheren Sinne (vgl. §5) auf die

neue Situation erweitern. Dazu die folgende Definition:

Definition : FEs seien A C IN" x IN x R" und F : IN™ x R" ein partielles
Funktional.
a) dom(A) := {(#,a) € IN" x R" | Iy A(¥,y,d)} heiit Domain von A.
b) Graph(F) := {(Z,y,d) € IN" x IN x R" | F(Z,d) ~ y} heifit Graph von
F.
dom(F) := dom( Graph(F) ) heit Domain von F.
¢) F uniformisiert A gdw. Graph(F) C A und dom(F') = dom(A) erfiillt

sind.

Satz 1: Essei ACIN™ x R".
a) (Uniformisierungssatz) : Jedes r.a. B C IN™ x IN x R" ist durch ein partiell
rekursives Funktional
F:IN" x R" — IN uniformisierbar.
b) A ist rekursiv gdw. A und —A r.a. sind.
¢) F: IN" x R" — IN ist partiell rekursiv gdw. Graph(F) r.a. ist.
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d) A ist r.a. gdw. A = dom(F) fiir ein partiell rekursives Funktional F'.

e) Aist r.a. gdw. einr.a. R C IN™" existiert mit A(Z, oy, ... ,q,) «— Ik R(Z,a1(k), . ..

Dabei kann R so gewédhlt werden, daf$ fiir alle | < w und fiir alle (Z,7,7) €
Wn+l+r

R(fazla"' a<y07"' 7yl—1>7"' 727') —>R(f,217.-. 7<y0a"' 7yl—17yl>7"' az’r')
erfiillt ist.

BEWEIS :  Analog zu frither. Siehe § 5, Satz 3 und Folgerung 4 und §8, Lemma 8.
ad

Wegen e) haben wir die folgende Normalform:

Definition : Es seien n,r < w.
—n,r

W7 (e,Z,@) :e— LW (e, Z, a1 (k), ... , (k).
W." = {(#d) € N" x R | W (e,Z,d)} heiBt e-te (n,r-stellige) r.a.

Relation.
Satz 2 :
a) (Universelle Relation:) Jede r.a. Menge A C IN™ x R" hat die Form W, fiir
einec IN.
b) (3-m-n-Theorem:) Fiir alle n,m,r < w existiert eine rekursive Funktion 3},
mit
—n+m,r T e
W, (T1ye ey Ty YLy ey Yy Oy e e 5 Q) — WE;’Z;T(e,yhm ’ym)(xl, Y o DI

BEWEIS :  Mit Satz 1 e) und Satz 5 aus §5. O
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Die Abgeschlossenheitseigenschaften r.a. Relationen von frither (§5, Lemma 1)

gelten in der erweiterten Situation analog:

Lemma 3 :
a) Jede rekursive Relation ist r.a.
b) ACIN" x N x R" r.a. und F : IN" x R" — IN rekursives Funktional
— A(Z, F(%,d),d) r.a.
¢) A,Bra => AV B und AN B r.a.
d) A(Z,y,d) r.a. = Jy A(Z,y,d) r.a.
e) A(Z,y,d) r.a. = Vz < y A(Z, z,d) r.a.

BEWEIS :  Analog zu friiher. 0
Neu ist die Abgeschlossenheit unter Einsetzung rekursiver Operatoren:

Lemma 4: Esseien ACIN® x R" xR r.a. und F : IN® x R" — R rekursiver
Operator.

Dann ist A(Z,d, F(Z,d)) r.a.

- -

%, 3) «— Fk R(Z, a(k), B(k)).
(k),...,an(k),s) AVi<
a

BEWEIS: Essei Rr.a. wiein e) von Satz 1, also mit A(Z, &
Dann ist A(Z, &, F(Z,d)) «— Tk, s (lg(s) =k AN R(Z, a1
k F(Z,a)(i) = (s)i ).

r.a. nach 1lc), 2b)

Wir erweitern nun X9, und II?, auf die neue Situation:

Definition : FEsseim <w. ACIN™ xR" heifit
Y0 _Relation gdw. A(Z, &) «— 3y Vy2 Iy ... Qym R(Z, 1, ... ,Ym,a) fiir ein
rekursives R,
Y -Relation gdw. A(Z,&) +— Yy1 3y2 VY3 - .. QYm R(Z,y1, ... ,Ym,d) fiir ein
rekursives R.
Hierbei ist Q € {V,3}.
Y0 und 112, bezeichnen die Klassen aller ¥ - bzw. 119, -Relationen.
AY =30 NT1IY,

0 _ O . . . .
Unm<w 2o = Uy 1L, nennen wir die Klasse der arithmetischen Mengen.

Die Abgeschlossenheitseigenschaften von frither gelten in der erweiterten Situation

analog; dazu kommt noch die Abgeschlossenheit unter Einsetzung rekursiver Operatoren:
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Satz 5 (Abgeschlossenheitseigenschaften) :  Es sei m < w.

a) X9, UIL), CAY

b) Ae X0 (V) < -Ael (X9)

¢) Esseien AC IN" x IN x R" und F : IN™ x R" — IN rekursives Funktional.
A(Z,y, @) € 29 (I1%) = A(Z, F(Z,d),a) € X9, (1Y)

d) Es seien AC IN" x R" x R und F : IN™ x R" — R rekursiver Operator.
A(Z,a,8) e X0 (I1%) = A(Z,a, F(Z,a)) € 0 (11%)

e) A,BeXl (%)= AVB,AANBex? (II%)

f) A(Z,y,@) € 892, (T1%)) = 3y A(Z,y,d) € X2, (Vy A(Z,y,d) € 119))

g) ATy, @) e £ (IIY,)) = V2 < y A(Z,z,a) € £%, (32 < y A(Z,2z,a) € I19))

BEWEIS :  a) durch Einfithrung blinder Variablen analog zu § 7, Lemma 2. d) ist

klar wegen Lemma 4 und sonst analog zu §7, Satz 1. 0
Auch die Existenz einer universellen X9 -Relation (§ 7, Lemma 3) bleibt erhalten:

Lemma 6 : FEs seien n,r < w.
Fiir alle m > 0 existiert eine universelle X9 -Relation U™ C IN x IN™ x R".

. . . —n,T
BEWEIS :  Wir verwenden die oben definierte Normalform W_" .

Tntm—1r =
W: " T(xayh'" ayWL—laa)v Q:v
Setze Ut (e, Z,d) :e— Jy1 Vya . . . QYm—1

—n+m-—1,r,_,

_‘We (xay17"'7ym—la&)7 Q:El

Folgerung 7 : Fiir alle n,r < w, nicht beide = 0, und alle m > 0 ist X% ¢ 119 .

BEWEIS :  Die folgende Relation B ist X0 aber nicht 119, (Diagonalargument):
Ist n > 0, so setze B(&Z,d) :«— U™" (1, Z, Q).
Ist n = 0, so setze B(&) :«— U%"(a1(0), @). 0

Aus §8 ist klar:

Bemerkung : A € X0 [a] <= es existiert ein B € X9 mit A(Z) < B(Z, a).

m

Wir erweitern die Theorie jetzt, indem wir auch Quantifizierung iiber Funktionsvariablen

zulassen:

Definition : Esseim <w. A C IN™ x R" heifit
¥l -Relation gdw. A(Z,&) «— 341 VB2305...Q8m R(T, &, b1, .. ,0m)  fiir
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ein arithmetisches R,

1! -Relation gdw. A(Z,d) «— V01362083 ...QBm R(Z,a,31,...,0Bm) fiir
ein arithmetisches R.

Hierbei ist Q € {V,3}.

¥l und 11}, bezeichnen die Klasse aller ¥} - bzw. IIL -Relationen.

Al =5l ATIL

Usm<w S = Usnew b, nennen wir die Klasse der analytischen Mengen oder

auch der projektiven Mengen.

Neben den Abgeschlossenheitseigenschaften, analog zu denjenigen aus Satz 5,

haben wir die Abgeschlossenheit unter Vy und Jy:

Satz 8 (Abgeschlossenheitseigenschaften) :  Es sei m < w.

a) 3, UIL, C AL,

b)Acxl (1)« -Aclll (%)

¢) Es seien A C IN" x IN x R" und F : IN™ x R" — IN rekursives Funktional.
A(Z,y,@) e 8L, (L)) = A(Z, F(%,d),d) € L (11%)

d) Es seien A C IN" x R" x R und F : IN™ x R" — R rekursiver Operator.
A(Z,a,B) e Xt (I1L) = A(Z,a, F(Z,a)) € £L (I1})

e) A, BeX! (L) = AVB,AANBe X! (IIL)

f) A(Z,y,d) € 2}, (I},) = Y A(Z,y,d), Yy A(Z,y,d) € =}, (11},

g) Fiirm >0 : A% a&,6) € 3L, (IIL) = 38 A%, a,8) € XL (VBA(Z,a,3) €

11,

Im Beweis verwenden wir die folgenden beiden rekursiven Operatoren:

Lemma 9 :

a) F:IN xR — R mit F(i,a)(z) = (a(z)); ist ein rekursiver Operator.
Fiir F(i,«) schreiben wir auch («);.

b) F:IN xR — R mit F(z,a)(x) :

= a({(x, z) ) ist ein rekursiver Operator.
Fiir F(z, a) schreiben wir auch [a], .

BEWEIS :

a) Fr : N x N x R — R mit Fr(i,z,a) = (Einsb!(z,a)); ist ein rekursives
Funktional (R1).

b) Fr: IN x IN x R — R mit Fr(z,z,a) = Einsb!({x,z),a) ist ein rekursives
Funktional (R1). O

BEWEIS (von Satz 8) :

a) Durch Einfiihrung blinder Variabler: Es sei A € $1 mit A(Z,d) < 361 Y62...QBm R(Z, &, B1, ...

s Bm)
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fiir R rekursiv. Dann ist wegen

A(Z, &) < VB 3B1VPBs ... QBnR(T,d, b1, ..., Bp) und A(Z, &) < 36:YBs ... QBp QBm+1 R(T, &, B, ...

s Bm)

1 1
€, 1 €

(wobei @ =V, falls Q =3Fund Q = 3, falls Q = V) A e Al ., erfiillt.

Fiir A € TI}, geht man analog vor.

b) Klar (vgl. §7 Satz 1 a)).

¢) und d) Klar nach Satz 5 ¢) bzw. d).

e) Durch Induktion {iber n, simultan fiir X! und IT} :

m = 0 : Klar nach Satz 5 e)

m — m+1: Es seien A, B € X}, | mit A(Z,d) < IA(Z,a, ) und B(Z,a) <
368 B'(%,a,B) fiir A’, B’ € I1},. Dann gilt

AVB (Z,d) < 3p (A'(z,a,8) v B'(Z,a,8)) und AAB (Z,a) < 38 (A'(Z,a, (B)o) N B'(2,d&,(6)1) -

el (Ind.-Ann.) el (Ind.-Ann. und d))

Der II}, | ,-Fall folgt daraus mit b).

f) m = 0 : Klar nach Definition der arithmetischen Relationen.

m > 0:Essei A€ X}, mit A(Z,y,d) < IB(Z,y,a,p) fir B € II},. Dann
gelten:

1) Fy A(Z,y,a) < 38 B(Z,(6)1(0), d, (B)o) ,

€I, nach c) und d)

€ Em+1

)
y,a@) e I}, = Vy A(Z,y,a) € 1T}, ., folgt daraus mit b). (x)

also 3y A(Z,y,d
Der Fall  A(Z,

2) Vy A(Z,y,d) < 36 Yy B(7,y,4,[0],) ,

€Il nach (x) und d)

also Vy A(Z,y,d) € 31,4

Der Fall  A(Z,y,a) e II}, ., = Jy A(Z,y,d) € I}, ,, folgt daraus mit b).

g) Nach Voraussetzung ist m > 0. Es sei A € £} | mit A(Z, &, 8) < Iy B(Z,d, 3,7)
fir B € IT},. Dann ist

Elﬂ A(f7 077 6) A El’}/B('fv &a (’Y)Oa (7)1) )

€I, nach d)

also 33 A(Z,d, 8) € XL, 4. 0
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Aufgrund des folgenden Lemmas haben wir eine Normalform fiir analytische

Relationen:

Lemma 10: Esseienm >0 und A CIN" x R".

Ae Xl = esexistiert ein e < w mit

—Mn,r+m

We (f)7&7617-"aﬁm); Q:v

—n,r+m

"We (fa7&7517"'7ﬁm>a QZH

Entsprechendes gilt fiir A € T1},,.

BEWEIS :  Essei A € X! . Dann ist

0
A@,@) — 30VBs ... {Pm ) B(7.y,d.51,... ,fw) mit B € {1;53} fiir ein 1 < w.

(Dies gilt 0.B.d.A. wegen Satz 5 a).)
Wir betrachten zunéchst die Relation {;gm 35} B(Z,y,d, 01, ,Bm)-
Durch Induktion iiber k zeigen wir unten:

Fiir alle C € X9 (I19) existiert ein rekursives R mit
IYVzC(Z, z,d,v) «— 0 Vu R(Z,u, &, 0).

Dann folgt: Es existiert ein rekursives R mit

{iﬂﬁ:VEIyZJ} B(f7y70_27617"' aﬂm) — {25533_\} R(f’uagvﬂla"' 7ﬂm7176)'

Fiir e < w mit Ju-~R(Z, u,7) «— WZ’TH”(&', 7) erhalten wir dann

AF,@) — 331 VBy ... {170 YW E,, By, Bner,0)
also die Behauptung.

Der Induktionsbeweis wird simultan fiir 32 und I19 gefiihrt:

n =0 : Klar.

n—-n+1:

Es sei C € X0, mit C(Z, z,d,7) «— JD(&, z,v,d,) fir D € I19.

Dann ist

IyWVzC(&,2,d,v) «— F0Vz D(Z, 2, (6)o(2), &, (6)1) «— 36 Vu R(Z,u, &, d)

€119 nach Satz 5¢) und d)
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fiir ein rekursives R (nach Ind.-Ann.).
Es sei C € 119 | mit C(Z, z,d,7) «— Vv D(Z,z,v,d,7) fir D € 9.

Dann ist

IV C(Z, z,d,7v) «—— FyYu D(Z, (u)o, (u)1,d,7y) «— I Vu R(Z,u, &, d)

€%9 nach Satz 5c¢)

fiir ein rekursives R (nach Ind.-Ann.).

Die Aussage fiir A € II!, folgt mit Satz 8 b).
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Es folgt die Existenz universeller 3! -Relationen:

Satz 11: Esseien n,r < w.

Fiir alle m > 0 existiert eine universelle X! -Relation Ug’” CINxIN"xTR".

BEWEIS :

—n,r+m

We (570_27ﬂ17~-'aﬁm)7 Q:V

—n,r+m

Setze U, (e,&,d) :— 36102 ... QBm

W, (Z,d&,61,...,0m), Q=3.

Folgerung 12 : Fiir alle n,r < w, nicht beide = 0, und allem > 0 ist XL ¢ TIL .

BEWEIS :  Analog zu dem Beweis von Folgerung 7. O
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Wir wollen uns nun die IT13-Mengen genauer ansehen und werden dabei eine
weitere Charakterisierung dieser Mengen erhalten. Dazu definieren wir zunichst,
was wir unter einem “Baum” verstehen:

Definition :

a) T C U,ew ™IV heifit Baum gdw. fiir alle s € 7" und alle s’ : n — IN mit

s’ C s auch s’ € T gilt.

b) Ty :={t | st € T} heifit Teilbaum von T.

¢) Eine Funktion « : IN — IN heifit Baum gdw. ihre Nullstellenmenge T :=

{s | a((s)) - 0}

ein Baum ist.

Erlduterung :

Wir haben hier (wie in der Mengenlehre iiblich) n mit der Menge {0,...,n — 1}
identifiziert. s : n — IN ist also die Folge (s(0),...,s(n — 1)) und “C” bedeutet
“Anfangsstiick von”.

(s) ist die Godelnummer (s(0),...,s(n — 1)) von s. — Hiufig schreiben wir einfach
s fiir (s).

Der Ausdruck s™'t bezeichnet das Aneinanderhiingen von Folgen oder Gédelnummern
von Folgen: Fiir s = (s(0),5(1),...,s(n)) und ¢t = (¢(0),¢(1),...,t(m)) ist st =
(5(0),s(1),...,5(n),t(0),t(1),...,t(m)). (Entsprechend fiir Gédelnummern.) — Dieses
Aneinanderhéingen ist rekursiv, denn: (s"t) = pz(lg(z) = lg(s) + lg(t) A Vi <
lg(s) (8)i = ()i A Vi < 1g(t) (1); = (2)ig(s)+s)-

Bemerkungen :

a)Ts =0 firs¢T.

b) () ist Element eines jeden nichtleeren Baumes.

¢) Wir fassen Elemente von Béumen wahlweise als Folgen oder als Godelnummern
von Folgen auf;

wir schreiben daher auch mitunter 7" C IV.

Anschaulich sieht ein typischer Baum etwa so aus:
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NS T
DA
i !
i ;-

RGPS

RSV

Jeder Knotenpunkt ist dabei ein Element von T.

Eine Klasse von besonders “schénen” Baumen sind die fundierten Baume:

Definition :
a) Ein Baum T heifit fundiert gdw. es keine unendliche aufsteigende Folge der
Form
S0 £ 81 82 $83& ... ,s €T, gibt.
b) 7 := {a | T* fundierter Baum}
Beachte: T # (), da zum Beispiel a := Koy € 7. (Erinnerung: 0 = (()))

Lemma 1: 7 < II}

BEWEIS: a €7 < VaVn(a(z) =0— a(z|n)=0) (d.h.:Baum)

AVBAna(B(n)) #0 (d.h.: fundiert)
Die obere Eigenschaft ist 17, die untere ITi. 0

Zusatz : “«a ist nichtleerer fundierter Baum” ist ebenfalls I}, da die zusitzliche

Bedingung dquivalent ist zu a(0) = 0; diese Eigenschaft ist sogar II3.

Satz 2: A C IN" x R" ist II1 gdw. ein rekursiver Operator F : IN" x R" — R
existiert mit A = {(&,d) | F(Z,d) € T}.

(Vergleiche den Begriff der m-Vollstindigkeit (§6)! Analog zum dortigen Ergebnis
ist 7 die “komplizierteste” ITi-Menge.)
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BEWEIS:

“«" ist klar wegen Lemma 1 und der Abgeschlossenheit von II} unter rekursiver

Einsetzung.

“=7: Nach §10, Lemma 10 gilt A(Z, c_é) VBR(Z,a, ) fiir eine r.a. Relation R. Also
existiert eine r.a. Relation R’ mit R(Z, &, 3) < HkR’(i" (—k))7 B(k)). (Hier steht <Tk))
fiir das Tupel (a1 (k), aa(k),

,an (k)), wobei die a; (k) die Gédelisierungen (o;(0), i (1), . . ., ;(k)) sind.) Weiterhin
glbt es eine rekursive Relation R” mit R'(Z,§,t) « R (Z, §', ,1), also A(f Q)
VﬁElk,lR”(z,oz( ), B(k),1). Setze nun T'(Z, @) := {t | Vk,l < lg(t) -R" (T, a k), t) k,1}.

rekursiv in Z, &
— DaB T ein Baum ist, ist klar nach Definition; weiter gilt A(Z, &) < V3n 3(n) ¢
T(%,@&), d.h.: T ist fundiert. Mit F := Kp haben wir also wie gewiinscht A(Z, &) <
F(#,a)eT. 0

Folgerung : 7 ist nicht Al.

BEWEIS:
Sonst liefle sich jede Menge A € IIi, insbesondere also auch jede Menge A € II} \

%1, vermoge einer solchen Funktion schon A entscheiden. O

Wir wollen nun die IT}-Mengen einer Ordinalzahl- Analyse unterziehen und fiithren
dazu ein Ma$ fiir die “H6he” von Bidumen ein: Es sei T ein fundierter Baum. Dann
1a8t sich eine Rang-Funktion rg; definieren, die jedem s € T" eine Ordinalzahl wie
folgt zuordnet:

rgr(s) ist 0, wenn s ein “Blatt” des Baumes T ist, und sonst die kleinste
Ordinalzahl, die grofler ist als die Rénge aller Nachfolger von s.

Diese Definition ist nur fiir fundierte Bdume sinnvoll, da sonst ein unendlicher
Regref} eintritt. Der Rang eines Baumes ist dann gleich dem héchsten Rang eines

seiner Elemente, ndmlich rg,(0).

Formal:
Definition : a) Fiir fundierte Baume T ist der T-Rang eine Funktion

gy T — On
0 , wenn Vi s (i) ¢ T
min{y | Vi € INy > rgp(s"(i))} , sonst.

b) Fiir alle Baume T wird der Rang von 7' definiert als

rgr(0) , wenn T fundiert und nichtleer
|T| = —1 , wenn T leer
w1, wenn T nicht fundiert und nichtleer.
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c¢) Fiir Funktionen « definieren wir entsprechend |a := |T¢].
BEISPIELE:
a) {0} =0
b) T,, mit der Struktur .
/
[ ] ®
T /
[ ] [ ] [ ]
N/

hat den Rang w. ( T}, ist der “kleinste unendliche fundierte Baum”.)

¢) Der Baum T.
T

hat den Rang w + 1.

d) Der Baum T,
/
T, °
T /
T, e °
NS

hat den Rang 2w.

Bemerkungen :

a) Wegen der Regularitit von w; haben alle fundierten Béume einen Rang echt
kleiner als wi.

b) Fiir jede abzihlbare Ordinalzahl i gibt es einen fundierten Baum T mit n = |T7,
denn (Induktion iiber 7):

n=0:T={0}

sonst: Sei {§; | i € M}, M C IN, eine Aufzihlung der Ordinalzahlen unterhalb
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von 7; hierfiir existieren nach Induktionsannahme Biume 7°¢ mit |Ti| = &;; setze
T:={0}Uu{(i)'s|seTiec M} T ist wie gewiinscht. O

Ubung 1: Es sei T fundierter Baum. Dann ist fiir alle s € T rgp(s) =| Ty | .
Hinweis: Zeige durch transfinite Induktion {iber v < wy: Fiir alle s € T gilt :
rgr(s) < v <= |Ts |< 7. Beachte dazu, daf fiir alle s € T und fiir alle i € IN mit
(i) € Ty gilt: (Ts)qs) = Targi

Notation : Dies rechtfertigt es, im folgenden fiir Ordinalzahlen 1 mit 7" einen

Baum zu bezeichnen, fiir den |T7| = 7 gilt.

Wir definieren nun eine Ordnungsrelation auf wq + 1:

Definition : 7 <*¢ gdw. n<w;undn<¢ (firn, & <w;)

Lemma 3 :

a) |a| < |B] ist eine II}-Relation (in a, 3).

b) |a| <* |8] ist eine IT}-Relation (in «, 3).
BEWEIS:
a) (Skizze) Zu zeigen ist: || £dal (d.h |TP| < |T%) ist eine X}- Relagion. — Wir
betrachten nur den Fall, da} T B fundiert ist; wir definieren dann einefgfﬁabildung
[ iUnen "IN — Upen "IN mit den folgen-
den Eigenschaften:

f(s)e T« (s € TP)
f(s)= 0 (s ¢ Tﬁf)
f0)y= 10
lg(s)=1g(f(s))  (seT?)
f(s) S f(¥) (sCteT?
T8 T

Diese Konstruktion ist moglich, wenn || < |a| (induktiv iiber Ig(s)). (Ubung!)
Dann gilt:

TP <|T*|  «  3f(VsViTj(s" (i) € T° — f(s"(@) = f(s)"(j) € T*)AF(0) = 0)

Die Aussage auf der rechten Seite ist offensichtlich 3.
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b) [Te| <* |T9] & a €T AVi((i) € T — ’T{; < ’Tﬁ‘)
—— ———
mi rekursiv mi
! a
Definition : Ein Baum T heifit rekursiv gdw. seine charakteristische Funktion

K7 rekursiv ist.

n < wy heifit rekursiv gdw. ein rekursiver Baum 7" mit |T| = n existiert.

Bemerkungen :
a) Es existieren nur abzéhlbar viele rekursive Ordinalzahlen, da nur abz&hlbar viele
rekursive
Mengen existieren.
b) Mit 7 ist auch n + 1 rekursiv. (Klar!)
¢) Wenn 7 rekursiv ist und £ < 7, dann ist auch £ rekursiv.
Beweis: (Induktion iiber n)  Sei £ < n = |T|, T rekursiv. Nach Definition existiert
ein j mit |T;| > &, |T;| < n. Falls ¢ = |Tj|, dann sind wir fertig; falls aber £ < |T}],

dann benutze die Induktionsannahme.

Definition :  w§ := sup {n | n rekursiv}

(Das “¢” kommt von dem englischen Namen “constructive ordinal”.)

Es gilt:
—wf < wy (wegen Bemerkung a));

— n rekursiv gdw. 7 < w§  (wegen Bemerkungen b), c)).

Nun wollen wir Bdume vermittels ihres Ranges klassifizieren:

Lemma 4: Mit 7 := {a € R| |a| <&} gilt: € <wf gdw. T¢ € Al

BEWEIS:
“=7: Es sei § rekursiv, £ = |B| (0 existiert wegen £ < w$). Dann gilt:

a €T« |al <|B| (Diese Relation ist I} in a.)

=B <* |a] (Wegen || < w$ < wy; diese Relation ist ¥1 nach dem vorigen Lemma.)

“<": Bs sei & > w§. Withle A C IN aus I} \ 3. Nach §10, Satz 1d) existiert ein
rekursiver Operator F : IN — R mit A = {n | F(n) € T} = {n | F(n) € ¢},
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denn |F(n)| < w§ < &, da F(n) rekursiv ist. Wére nun Z¢ € ¥}, dann auch A € ©};
Widerspruch! 0

(Das war also wieder einmal unser Standard-Trick: Riickfiihrung auf die Aussage

des Hierarchie-Satzes.)
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Korollar 5 :
a) Wenn T fundiert ist, T € A}, dann gilt |T| < w§.
b) Wenn A C 7, A € ¥}, dann existiert ein £ < w§ mit 4 C Z¢.
( “Beschrinktheitseigenschaft”)

BEWEIS:
a) klar (betrachte 7|7/).
b) Es sei { < wy minimal mit A C 7¢. Danngilt 7e = {a | 3] f€ A Ala| < |5}

¥1 nach =1
Voraussetzung

o

— also ¢ < w§ nach Lemma 4 (siehe den zweiten Teil des Beweises). 0

Satz 6 : Je zwei disjunkte ¥1-Mengen A und B lassen sich durch eine Al-Menge

trennen.
Beachte: Frither IBtten wir einen solchggl_Satz fiir I19-Mengen gezeigt! (85 (Brety 9)

BEwEIS: C T
Gesucht ist C' € Al mit A C C C B¢, wobei B¢ € I1}.

Essel F: IN™ x 7124T — R ein rekursiver Operator mit B¢ = {(Z, &) | F(&, %)(E)T}
Die Idee ist nun, die Situation auf Mengen von Bédumen hiniiberzutransportieren:

Das Bild von A unter F ist beschrénkt; betrachte dann das Urbild einer beschréinkenden
Menge 7¢:

Genauer: F(A) ist X1, denn 8 € F(A) « Id € AF(F,d) = « Id € AVtF(T,d)(t) =
B(t).

Wegen A C B¢ ist also F(A) C 7¢ fiir ein £ < w{ (wegen Beschranktheit!); setze
nun C = {(Z,d) | F(Z,d) € T¢}. C ist wie gewiinscht. 0
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Wir kénnen nun die Entsprechung zu einem wichtigen fritheren Satz zeigen, den

wir dort fiir $3-Mengen gezeigt hatten (§5, Satz 3):
S

Satz 7 (II}-Uniformisierung) :  Jede IIi-Relation i}t sich II}-uniformisieren.

Zur Erlduterung: Wir haben die folgende Situation:

IN™ x
RT

Wir betrachten hier nur die Uniformisierung “in der Richtung von R”; der Satz gilt
aber auch “in der Richtung von IN”. Dies folgt aus dem von uns bewiesenen Fall,

148t sich aber noch einfacher direkt zeigen. (Ubung 2)

BEwEIs:  Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Fall n = 0, r = 1. Sei
also R C R x R eine II}-Relation und F : R x R — R wie {iblich ein rekursiver
Operator mit R = {(«, 3) | F(a, B) € T}; fiir alle a, € R x R sei TF (@A) .= {z |
F(a, B)(z) = 0} der zugehorige Baum. — Die Idee ist, vermittels dieses Operators
und seines Nullstellenbaumes eine Ordnung zu definieren, iiber die dann eindeutig
ein uniformisierendes Paar zu (a, §) gewihlt wird.

Sei Q := {¢ | £ < wy}; wir betrachten INQ x INVIV in der lexikographischen Ordnung
vermoge der Ordnungen auf 2 und IV, in der Reihenfolge 2 x IN x Q@ X IN X - - -;
also gilt (2;)ienv < (Wi)iew « (Vi < sx; <y;) Axs < Ys.

Allgemein kann man in einer solchen Situation den folgenden Hilfssatz zeigen:

a) Jede Teilmenge A C INQ x ININ, A # (0, hat ein Infimum (Z;);e .

b) Es existiert eine abzihlbare Folge (y")nem, y" € A, mit Vilim, oy = Z;

(komponentenweise Konver-
genz in der diskreten Topologie).

Beweis: Ubung 3! (Tip: Setze o := min{yo | (¥s)ienw € A}; Tni1 = min{y, 41 |
(Yi)iew €ANYo=ToAyr =T1 A~ AYp = Tn}.)

Definiere zuniichst eine Abbildung G : R x R —NQ x INIV

(a.9) H(()Tﬂa’ﬁ)

)oen?)

Setze dann S(a, ) :— R(«o, B) A [H(Us)seﬂv ((ns)semv, B) = nf{G(a,7) | v € R}]

Daf} dieses S wie gewiinscht ist, zeigen wir in fiinf Schritten:
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(i) S € R: klar wegen des ersten Teils der Definition.
(ii) Wenn S(a, 81) und S(a, B2), dann 31 = fs: klar, da das Infimum eindeutig ist.

(iii) Fir a € dom R gilt ((1s)sen, 8) = G(a, B):

D.h.: Fiir (ns)semwv,B) = inf{G(a,v) | v € R} gilt: 0y = Tsf(a’ﬁ)‘ fiir alle s € IN.
(Hier wird noch nicht behauptet, daf («, 3) € R; dazu siehe (iv) !)

Beweis: Nach Definition ist klar, dal n, < ‘Tsf(a’ﬁ)’; zu zeigen bleibt “>". Wir

zeigen das durch Induktion iiber |77 ’

Induktionsanfang: Wenn ‘Tsf(a’ﬁ)‘ =—1,d.h. Ts}-(a’ﬁ) = (), dann ist alles klar.

Induktionsschritt: Ts}- (@) sei ein nichtleerer Baum, x :=

Tsf(a’ﬁ)‘ > ¢. Die Behauptung
sei bewiesen fiir alle ¢ mit ‘Tt}-(a’ﬂ)’ < X; zu zeigen ist dann, dafl auch ns > &.

Es existiert ein (i) € T “? mit ‘T}-(a’ﬂ)’ > &,

s (4)

T::(g)’ﬁ)‘ < ‘Tsf(a’ﬁ)’ (nach
TF@B)]|

s0(i)
Wihle nun eine Folge (8" )new, 8" € ININ, mit ((1s)senw, ) = lim, ... G(a, 37).

(Eine solche Folge existiert nach dem oben erwihnten Hilfssatz.)

Definition des Rangs). Wegen der Induktionsvoraussetzung ist dann 7y ;) >

778"

N sei so grof, daf fiir alle n > N gilt: (i) € Tf(a’ﬂn) Asngy = | Toagy Ans =

‘Tsf (™) ’ (Ein solches N existiert wegen der punktweisen diskreten Konvergenz;

G™ konvergiert gegen [ und

Tz_—(a’ﬁn)‘ konvergiert gegen Tf(a’ﬁ)‘.) Also n, =

‘Tsf(aﬁ“’) ’ >

T£(<(;>’ﬁn)’ = ngn(s)y = & Das wollten wir gerade zeigen.
(iv) dom R = dom S: “D” ist klar wegen (i); wenn nun o € dom R, dann existiert

ein v mit R(«,7). Also ist F(a,v) € 7, mithin ‘TOF(OW)’ < w;. Fiir das Element

((ns))semv, 8) aus Schritt (iii) gilt: 7y < ‘To}-(a’w

das heifit aber F(a, 3) € T oder, mit anderen Worten, R(«, ).
(v) Seli:

< wi; also ‘TO}-(Q”B)‘ < 1ny < wr;

R(a, $)AG(a, ) = inf{G(a,7) | 7 € R} < R(a, ) AV # f3s (w <s [ 770 < [T A

——
e Diese Quantoren 1}, da linke Seite < w1y
dndern nichts

AB() < v(i)] A Urﬂa’ﬁ)\ < [rFeo| v (|7 < [17e)| A p(s) < 7(8))])

I I I
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ist II7. 0

Korollar 8 :  Jede X}-Relation 148t sich Yi-uniformisieren.

BEWEIS:

Es sei zum Beispiel R C R x R eine Y}-Relation, also R(a, 3) < IYR(a,B,7), R e
IT!. Definiere R(av, 8) := R(a, ()0, (8)1), R € I}, S(av, §) uniformisiere R; definiere
dann S(a,B) > 35[S(a,8) A B = (8)o]. Diese Relation uniformisiert R und ist
offenbar 1. 0



§ 12 Induktive Mengen

Ziel dieses Kapitels ist eine andere Charakterisierung der IT}-Mengen. Zu diesem

Zweck fithren wir den Begriff der induktiven Definition ein.

Definition : Es sei X eine Menge
Eine Abbildung T' : P(X) — P(X) heifit induktive Definition auf X
gdw. I isoton ist, d.h. A C B impliziert T'(A) C T'(B)

Definition : Es sei I' eine induktive Definition auf X
A C X heifit Fixpunkt von I' gdw. I'(A) = A

Von besonderer Bedeutung ist der kleinste Fixpunkt, der sich sowohl von oben

als auch von unten konstruieren 1af3t:

Lemma 1 (Konstruktion von oben) :  Es sei I eine induktive Definition auf X
I' :=N{B C X |[(B) C B} ist der kleinste Fixpunkt von T

BEWEIS :
Aufgrund der Definition von IT geniigt es, zu zeigen, daB I' ein Fixpunkt von I'
ist, also D'(IV) = IT.

“C”: Essei BC X mit I'(B) € B. Dann haben wir I'' C B, und wegen der
Isotonie von T folgt T'(I') C T'(B) C B. Da B beliebig gewiihlt war, erhalten wir
rit)cirr.

“D7 . T(IV) C IV liefert wiederum wegen der Isotonie von I' T'(T'(I')) C T'\(IV).
Damit ist T'(I') € {B C X | ['(B) C B}, also I" C T'(IV).

Bemerkung (Konstruktion von unten) :  Es sei I' eine induktive Definition auf
X.

Definiere fiir « € On I® rekursiv durch:

19 .=,

It :=T(*) und

I* :=J,, I™ fiir Limeszahlen \.

Dann gelten:

nIcrrcrrc...crec... (a € On).

2) Es gibt eine Ordinalzahl § <| X |T mit I° = I” fiir alle 3 > 4. Das kleinste solche
) heift
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die Abschluflordinalzahl von I' und wird mit xr bezeichnet.

3) It = UaEOn 1.
Insgesamt folgt also IV = I*r.

Beweis : Ubung 1

Hinweis: Zu 1): Durch transfinite Induktion iiber o € On.

Zu 3): Zeige Uycon [ ist ein Fixpunkt von I' und eine Teilmenge von 1" (zeige
dazu fiir alle B C X mit I'(B) C B : fiir alle « € On ist I* C B).

Induktive Definitionen treten in der Mathematik haufig auf. Wir wollen an dieser
Stelle nur ein Beispiel geben. In §13 werden wir eine weitere Anwendung einer

induktiven Definition kennenlernen (§ 13, Lemma 1).

BEISPIEL :  Es seien (G, o) eine Halbgruppe und B C G.

Betrachte die induktive Definition I'(Y) := YeY U B mit YeY := {yez |
y,z €Y}

Dann ist I* = N {H C G | (H,e) ist Halbgruppe mit B C H }, also die von B
erzeugte Halbgruppe (bzgl. ) und lift sich von unten konstruieren durch H =
B U BeB U BeBeB U... Die Abschluflordinalzahl ist in diesem Fall xr < w.

Wir wollen nun den Zusammenhang zu IT}-Mengen herstellen. Dazu betrachten

wir Operatoren von R" in die Menge der induktiven Definitionen auf IN™:

Definition : Es seien n,r < w.

Ein Operator T' : R" — {T': P(IN") — P(IN") | T induktive Definition auf IN"}

heifit arithmetisch (T1{ bzw. T1}) gdw. § € [(au,... ,a,)(T(,,) arithmetisch
(119 bzw. i) in

Y, a1,. .., und B ist.

Dabei ist fiir 8 € R T(;) :={x | B(z) = 0} (= T7)) und T[} :={(z1,... ,xn) €
IN™ | B({z1,... ,2,)) =0} fiirn> 1.

R C IN™ x R" heit Fixpunkt gdw. (§,d) € R « ¢ € I'@ fiir einen
arithmetischen Operator I.

R C IN" x R" heifit induktiv gdw. R(Y,d&) < S(m,y,d) fiir einen Fixpunkt
S CIN xIN™xR" und ein m € IN.

Als Beispiel einer induktiven Menge betrachten wir die II3-Menge 7 der fundierten

Baume aus §11:
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BEISPIEL : 7 (={a € R |T* fundierter Baum }) ist induktiv.

BEWEIS: Essei I': R — {T': P(IN) — P(IN) | T induktive Definition auf IV}
mit T(a)(X) == {z € IN| “T®Baum” A (z = 0AT* =0] V [z € T* A
Vi(27(i) e T* — 2"(i) € X )])}. (Verifiziere, daf I'(c) isoton ist.)

“T* Baum” ist 1Y in « (vgl.§ 11 Beweis von Lemma 1), 7% = () (& «(0) # 0) ist
rekursiv in o, und 2" (i) € T (< a(z"(i)) = 0) ist rekursiv in z,i und a, da " (7)
rekursiv in  und 4 ist (vgl. §11).

Daher ist y € T'(a)(T?) T in y, a und 3, also I ein I19-Operator.

Fiir einen nicht-leeren, fundierten Baum T ist I'(a)(0) anschaulich die Menge der “Baumspitzen”

von T und weiter fiir alle 8 < w1 I die Menge aller s € T® mit rgga(s) < 8.

Zeige nun a € T < 0 € 0@,

Dann ist fiir den Fixpunkt S C IN X R mit (y,a) € S < y € '@ 4 eT o
S(0, ) erfiillt, also 7 induktiv.

“=” :EsseiaeT.

Ist T = 0), so folgt 0 € ['()(#) C 1@ nach Definition von I'(a)(X).

Ist T # (), so zeigen wir durch Induktion iiber rg o (z): T C 17 Dann folgt
0 I,

Zum Induktionsbeweis:

Es sei # € T mit rgpa(z) = 7, und fiir alle y € T mit rgpa(y) < v gelte
y € I"@_ Fiir alle i € IN mit 27(i) € T folgt dann rgp.(z7(i)) < 7, also
nach Induktionsvoraussetzung z"'(i) € I [(e) Nach Definition von D(a)(X) folgt
z € P'(a)(IT(@) = [T(@),

“«<" : durch Kontraposition: Es sei o ¢ 7.

1. Fall: T* ist kein Baum. Dann ist ['()(0) = 0, also I°(®) = () und damit 0 ¢ 17(),

2. Fall: T ist ein Baum, der nicht fundiert ist. Dann existiert ein unendlicher Pfad

B € R durch T%, d.h. fiir alle n € IN ist §(n) € T*. Betrachte Y := IN \ {§(n) |
n € IN}. Fir y € T(a)(Y) folgt Vi(y"(i) € {B(n) | n € N} — y (i) ¢ T°)
(Kontraposition), also y ¢ {3(n) | n € IN}. Wir erhalten D'(a)(Y) C Y und 0 ¢ Y
(wegen $(0) = 0). Damit ist 0 ¢ ) (nach Konstruktion von oben). 0

Wir haben gesehen, daf die IT{-Menge 7 induktiv ist. Durch eine Verallgemeinerung

des vorigen Beweises zeigen wir nun, daf jede II}-Menge induktiv ist. Dariiberhinaus

erhalten wir die folgende Charakterisierung der II}-Mengen:

Satz 1: Firallen,r <wund A C IN" x R" gilt:
A € I} <= A ist induktiv.
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ZUSATZ (ohne Beweis) :
a) A € Il = A ist induktiv mit TI9-Operator T'.
b) A ist induktiv mit IT}-Operator I = A € II}.

BEWEIS: Essei ACIN" xR".
“=” : Es sei A € II]. Dann existiert nach § 10, Lemma 10 und Satz 1 e) eine r.a.

Relation R C IN"*7+1 mit

1) “R(Z,z1,... ,2r41) = " R(Z,z1'm, ... ,zp41['m) fiir alle m <w  und

2) A(fa&) — VﬂakR(faal(k)v ’ar(k)aﬂ(k))

— VB3 R(Z, a1 (lg(B(K))), - ., ar(lg(B(K))), B(K)) -

Betrachte nun die H?—Relation T CINxIN™"xR", definiert
durch

T(s,&,d) :«— —R(Z, a1(lg(s)),... ,ar(lg(s)),s) .
Dann ist fiir alle (7, @) € IN" x R" die Relation T(z &) C IV, definiert durch
Tiz,a)(s) = T(s,Z,d),

ein Baum, da wegen 1) gilt: T'(s, Z,@) — T'(s|' m, Z, @) fiir alle m < w.
Mit 2) folgt A(Z,d) «— VBIk-T(za(B(k)), also haben wir fiir alle (7,d) €
IN™ x R":

(Z,d) € A <= Tz ) ist ein fundierter Baum.
In Verallgemeinerung zum vorigen Beweis betrachten wir den Operator
[:R"— {T: P(N"*!) - P(IN"') | T induktive Definition auf IN"*1}  mit

D(@)(X) :={(s,@) e N""! | [s = ONT(z.a) =0]V([s € T(za) AVi (s"(i) € Tiz.a) — (s"(i), ) € X)]}.
I ist damit arithmetisch (, sogar 119). Nach dem gleichen Prinzip wie im vorigen

Beweis L6t sich nun zeigen:  (Z,d) € A <= (0,#) € '@ (Ubung).

Damit ist A induktiv.

“<" : Es sei A induktiv. Nach Definition existiert dann ein arithmetischer Operator
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I und ein m € IV , so da8 fiir alle (Z,d@) € IN" x R" gilt:
(Z,d) € A — (m,&) e '@
— (m,@) € ({B < N"*1 | F(@)(B) C B}
— (m@) € ({11 | 6 € R wit D(@)(T}1) € T4}

— 8 (V7 ((m.5) € N@)(TL) — () €TLy) — (m,7) TL, )

arithmetisch rekursiv rekursiv

arithmetisch

arithmetisch
Damit ist A € [T} gezeigt. 0
Aufgrund dieses Satzes ist klar:

Bemerkung: Dieinduktiven Mengen haben genau die gleichen Abgeschlossenheitseigenschaften

wie die IT{-Mengen.



§ 13 Hyperarithmetische Mengen

Im letzten Kapitel haben wir die IT}-Mengen auf eine zweite Art charakterisiert.
Hier wollen wir nun dasselbe fiir die Al-Mengen durchfiihren. Ein wichtiges Beispiel

einer Al-Menge ist:

BEeispieL:  Es gibt eine A%-Relation U C IN x IN mit:

Jede arithmetische Menge A C IN hat die Form A(z) < U(e, z) fiir ein geeignetes
e€ IN.

Beachte, dafl U nicht arithmetisch ist (mit Diagonalargument).

U heifit universelle arithmetische Relation.

BEWEIS: Idee:  U(({e,n), z) «— Ul(e,x) mit UL der universellen X0 -Menge
(vgl. §7 Lemma 3), also

Un(e,z) «— Jy1 Vs . .. {vyﬂ*l P W@y, Y1),

FYyn—1—

Dieser Ansatz fiihrt zu Schwierigkeiten, denn fiir jedes n < w wird eine andere r.a.
Relation W™ (e, 2,41, ..., Yn—1) benstigt. Ein weiteres Problem ist die Abhéngigkeit

der Lange des Prifixes von n.

Ubung 1:  Zeige fiir alle n < w:

1) Es existiert eine rekursive Funktion A™ : IN — IN mit
Wg(%yl; DR 7yn71) A W}%‘ﬂ(e) (<$7y1, .. 7yn71>) .

2) Fiir alle A C IN™ gilt

Yoi Jug Vs ... \;IZ:: } A(z,v1,. . 0p1) ——

E|Oln72 V’l}n,1 Un—1
JagJag ... {572 Vo Yoy {000} A(J:,m, a2 ((v1)) ,vs, as((v1,v3)) .. {%_1(<U1 . ....vn_2>)}> .
g, ay, g, . .. werden Skolemfunktionen genannt.

Zuriick zum Beweis:
Wir definieren U so, daf fiir alle n <w U((h"(e),n), z) «— Ul(e,z) erfiillt ist,
durch:
VY —
U(z,x) e— Jy1 Yy Jys ... Yn—1 } W(lz)o ((:z:,yl, ... ,y(z)1_1>).

FYyn—1—
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Mit dem rekursiven Operator F(i, ) = («); aus § 10, Lemma 9 a) haben wir dann

wegen 2)

U(z,x) «— Jy; I8Vu {ﬁ} W(lz)O(G((z)l,x,yl,u,ﬁ)) mit

Gl 8) (1. (s (D)) (e G0z W) s (e o D)
:,uw(lg(w)zn A Vi<n<(i=0 Awo=x)V (i=1AW)1=y1)V

Elj<i(j7é0/\( (25 =i A (w)i=(u)i) V (2j+1=iA

S (lg(s) = 191 <5 (0 = (Warsa) A () = Felion ) )) )

wobei Fr(i,y,5) = (8)i(y) ist (vgl. §10, Lemma 9 a)) (G ist damit rekursives
Funktional),
also U € ¥1 nach §10, Satz 8 ¢) und f), und
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—U(z,2) «— 3BVu {7} W(lz)o (H((2)1,2,u,B)) mit

Hn,z,u,8) == (., B2((@)) (W B)a((@h @) ..., { P (@ e)y
)

also =U € ¥ nach §10, Satz 8 c).

Damit ist U € Al gezeigt. 0

Zur Charakterisierung der Aj-Mengen benétigen wir den Begriff der hyperarithmetischen

Menge. Dazu definieren wir erst einmal hyperarithmetische Indizes:

Definition:  Wir bezeichnen mit H die kleinste Menge M C IN, die
(0,e) € M fiir allee € IN,
ee M —(l,e) e M und
W2CM— (2,e) e M erfiillt.
H heifit Menge der hyperarithmetischen Indizes.

Diese Definition ist ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung einer induktiven
Definition. H ist der kleinste Fixpunkt von I mit I aus dem Beweis des folgenden

Lemmas. Aufgrund des letzten Kapitels erhalten wir:
Lemma 1: H ist eine I1}-Menge.

BEWEIS: Betrachte die induktive Definition I" : P(IV) — P(IV) auf IV, definiert durch
NX)={zeN|lglx)=2 A ([(2)o=0] V [(2)o=1A(z)1 €X] V [(x)=

2N T/V(lgc)0 CX)}

o € T(T7) ist I in z und B, da W,
Ir ist

H induktiv und damit nach § 12, Satz 1 auch II}. 0

C TP Yinz und Bist. Wegen z € H < x €

In der folgenden Definition verwenden wir die in § 10 definierte Normalform W:’T

fiir r.a. Relationen.

Definition: Esseienn,r < w. H»" C IN" xR" ist induktiv iiber e € H definiert
durch:
Higey =W
H(f,e) =-H» und

n,r

Hp'oy =Ugpews Hy”
H™" heifit e-te (n,r-stellige) hyperarithmetische Menge.
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Folgerung 2: Es seien n,r < w.

e€ H A HP"(Z,d) ist 11} in e, und &.

Bewris:  Ubung 2.

(Hinweis: Definiere {(e,i,z) | e € H N Kynr(Z,d) = i} als 1Y@ fiir einen
geeigneten arithmetischen Operator I'. Dabei bezeichnet K g die charakteristische
Funktion von H".) 0

Folgerung 3: Fiir allen,r <w und R C IN" x R" gilt:

R ist hyperarithmetisch = R ist Af.
BEWEIS: Essei R= H}"" fiir ein e € H. Dann ist -R = HZLl”;). Mit Folgerung 3
erhalten wir R und —R als II} und damit R als Aj. 0

Die Menge der hyperarithmetischen Relationen hat die gleichen Abgeschlossenheitseigenschaften

wie die Menge der arithmetischen Relationen:

Lemma 4: Die Menge der hyperarithmetischen Relationen ist effektiv abgeschlossen
unter =, U, N, Einsetzung von rekursiven Funktionalen und Operatoren und

unter dz und V.

(Unter “effektiv” verstehen wir dabei z.B. fiir den Fall U: Fiir alle n,r < w
existiert eine rekursive Funktion J : IN> — IN , so daB fiir alle e, f € H
J(e, f) € H und H}" UHP" = HZ’(Te,f) erfiillt sind. Fiir die anderen Fille
siehe Beweis.)

BEwEIs: Es seien n,r < w.
—:  Wiébhle die rekursive Funktion J : IN — IN mit J(z) = (1, z). Damit gelten
fir alleee H

J(e) € Hund ~H" = H7(, .

U : Nach dem s-m-n-Theorem existiert eine rekursive Funktion G : IN?> — IN, so
daB Wé(yvz) = {y, 2} fiir alle y,z € IN. Definiere J : IN> — IN durch J(z,y) :=
(2,G(x,y)). J ist somit rekursiv, und es folgen

J(e,f) € Hund HI'" UH}" = H7 (-

fir alle e, f € H nach Definition der hyperarithmetischen Indizes bzw. Mengen.

N : Folgt wegen AN B = - (- AU - B) fiir beliebige Relationen A und B.
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FEinsetzung eines rekursiven Funktionals: Es sei F : IN"*1 x R™ — IN ein
rekursives Funktional. Dann ist zu zeigen, daf} eine rekursive Funktion J : IN — IV

existiert mit

J(e) € H und (&, F(%,y,d),d) € HI'*' — (Z,y,d) € H )"
fiir alle e € IN und (%,y,&) € IN"*! x R". Dies kann analog zum nichsten Fall

durchgefiihrt werden (Ubung).

Binsetzung eines rekursiven Operators: Essei F : IN" x R™1 — R ein rekursiver

Operator. Dann ist eine rekursive Funktion J : IN — IN gesucht mit

J(e) € H und (7,4, F(%,d,8)) € HI"+ s (£,d,8) € Hy

fiir alle e € IV und (%, &, 8) € IN™ x R"H1.

Tl —n+1,r+1

Wegen (Z,d, F(Z,d,08)) € W, — (7,e,d,08) € Wy , fiir ein geeignetes
f € IN (§10, Satz 2 a)), existiert nach dem 3-m-n-Theorem (§10, Satz 2 b)) eine
rekursive Funktion G : N — N

mit (7,4, F(#,a,0)) € Wo' ' —— (#,d,8) € We (G(z) = 55,.(f,2)

).

Es geniigt nun, eine rekursive Funktion 7 zu finden, die die folgenden drei Eigenschaften

hat:

1) J((0,e)) = (0,G(e)) fiir alle e € IN,

2) J((1,e)) =(1,T(e)) firallee€ H und

3) J((2,e)) = (2,e7(e)) fiir alle e € IN mit W} C H. Es ist e7(e) € IN mit
W2 o ={T) [ feW}

Denn betrachte zu einer solchen Funktion J die Menge H' aller hyperarithmetischen
Indizes, fiir die J die angestrebte Eigenschaft hat, also

H' :={e€ H|J(e) € Hund (#a,F(%ap)) € H'"" — (#,d,8) € Hy/I'}.

Es gelten dann:
a) (0,e) € H' fiir alle e € IN, denn (0,G(e)) € H fiir alle e € IN, und wegen

o o o —n,r+1 o - ——n,r+1 nor
(@,d, F(7,d,8) e W, e (£,d,8) e Wer, = Hidh,

folgt nach 1) (&, F(&d,0)) € Hy' !t —— (F,d,8) € Hy L)
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b) e € H — (1l,e) € H', denn fiir e € H' ist J(e) € H, also (1,J(e)) € H,
und es gilt

nicht { (& &, F(#d.0)) € Hyr ! } —— nicht { (#,a,0) € Y }

T(e)
und daher (&,@, F(&a,0)) € ~HI"™ — (7,d,8) e =Hy (' = HY'J L
also nach 2) (Z,a, F(%,d,8)) € Hﬁjl — (¥,d,0) € HZ(T(?@)

c) W} C H' — (2,e) € H', denn fiir W! C H' ist J(f) € H fiir alle f € W},

also W ) € H und damit (2,e7(e)) € H, und es gilt
@ a,F@a0)e |J Hp T — @ a0 e |J By
fewl fewd
und daher (#,d, F(7,d,B)) € Hgg‘l — (Z,d,p) € (né?;l(e» ’
also nach 3) (Z,a, F(&,a,0)) € HZLQTJI «— (#,d,P) € HZZ(;E)) :

H ist nach Definition die kleinste Menge mit den Eigenschaften
a), b) und c). Wegen H' C H erhalten wir also H' = H. Damit ist gezeigt, dafi es
geniigt, eine rekursive Funktion J mit den Eigenschaften 1),2) und 3) zu finden. Um
die Existenz einer solchen rekursiven Funktion J zu zeigen, gehen wir genauso vor
wie beim Nachweis, daf§ die Ackermann-Funktion rekursiv ist (vgl. die Anwendung,
die unmittelbar auf §4, Satz 5 folgt):

Betrachte ¢! (z) fiir variables z € IN. Definiere mit partiell rekursiver Fallunterscheidung

0, lg(x) #2 V () ¢ {0,1,2}
Fio,) = 0,G(y), 2=(0y)
(Lex(y), z=(Ly
(2,H(y,2)), ==(2y)

mit H : IN?> — IN rekursiv, so daf} W}{(y’Z) ={ol@) |z e W)} ={ue N |
Jz(x € Wy Au~ @l(z))} (s-m-n-Theorem). F ist also eine partiell rekursive
Funktion und damit ist F' = <p£27 fiir ein geeignetes g € IN. Nach dem s-m-n-Theorem
existiert eine rekursive Funktion h : IN — IN mit F(z,z) ~ @}L(z)(x) (h(z) =

s3(g, 2)). Der Rekursionssatz liefert dann ein f € IV mit @}L(f) = <p}; wir erhalten
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0, wemnlg(z)#2 V (2)o ¢ {0,1,2}
) (0,G(y)) , wenn z = (0, y)
OEY e wema= (L)
(2,H(y, [)) , wenn z = (2, y).

Durch Induktion iiber z folgt ¢} (z) | fiir alle z € IN (beachte: x = (1,y) impliziert
y < ). go}- ist also total und daher rekursiv. J = (p} ist somit eine Funktion mit

den gewiinschten Eigenschaften.

dx ;. Esist zu zeigen, dafl eine rekursive Funktion J : IN — IN existiert, so dafl

HIH;%FLT (Qj, g& 62) — H}k’r‘e) (ga 62)
fiir alle e € H und (Z, &) € IN" xR" erfiillt ist. Wir gehen nach dem gleichen Prinzip
wie im vorigen Fall vor, um die Existenz einer rekursiven Funktion J:IN? - IN
mit

Y (0,,6) — HY L (5.4)

fiir alle e € IN und (%, &) € IN™ x R" zu zeigen.

Dann erhalten wir JzH!™" (2,7, d@) «— V,cn H%’(Te,z)(g’ @). Nach dem s-m-n-

Theorem gibt es nun eine rekursive Funktion F': IN — IN mit W}(e) ={J(e,z) |
r€IN} ={z€ IN |3z J(e,x) = z}. Wir erhalten also

FeH! T (2,4,8) «— \[  HP (&) «— H oo (#,6) -

feW}(e)

Die rekursive Funktion J : IN — IN mit J(z) := (2, F(z)) erfiillt dann die

gewiinschte Aquivalenz.

Die Existenz von J kann mit der Methode aus dem vorigen Fall nachgewiesen
werden (Ubung). Dabei ist zu beachten, dafi neben e auch x Argument ist, J also die
folgenden Eigenschaften haben muf:
1) 7((0,€),x) = (0,G(e,x)) fiirein G : IN?> — IN rekursiv mit W7 (x, 7, @) «—
Wal @),

2) J({1,e),z) = (1,T(e,x)) und

3) T((2,€),2) = (2ez(e,w))  mit W ) ={T(f.2)|feW!}

Vr : Folgt wegen VxA = —dz — A fiir eine beliebige Relation A. 0
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Folgerung 5:  Alle arithmetischen Relationen sind hyperarithmetisch.

BEWEIS:  Die Menge der arithmetischen Relationen ist die kleinste Menge, die
alle ¥9- und alle II9-Relationen enthélt und abgeschlossen ist unter 3z und Vz.
Die Menge der hyperarithmetischen Relationen enthélt aber nach Definition alle
9~ und M9-Relationen und ist nach dem letzten Lemma auch unter 3z und Vz

abgeschlossen. 0
Wichtig fiir den Ubergang zu anderen Stelligkeiten ist:

Lemma 6: FEs seien n,r < w.
a) Es existiert eine rekursive Funktion J : IN — IN mit
J(e) € H und H{}" = IN x H}" fiir alle e € H.
b) Es existiert eine rekursive Funktion J : IN — IN mit
J(e) € H und HZ’(:;I =H!" xR fiir allee € H.
BEwEISs:  Nach dem gleichen Prinzip wie der Beweis von Lemma 4 (Einsetzung

eines rekursiven Operators) (Ubung). 0

Beispiele hyperarithmetischer Relationen miissen wegen Folgerung 3 aus Al sein.
Am Anfang dieses Kapitels haben wir eine Al-Relation kennengelernt. Fiir sie kann

gezeigt werden:

Ubung 3:  Die universelle arithmetische Relation U ist hyperarithmetisch.

In §11, Lemma 4 haben wir gesehen, da 7¢ fiir alle £ < w§ aus A} ist. Diese
T¢’s sind weitere Beispiele hyperarithmetischer Mengen. Das folgende Lemma zeigt
dies nur fiir Nachfolgerordinalzahlen. Es ist auch wesentlicher Beweisschritt fiir die
Charakterisierung der Al-Mengen unten (Folgerung 9).

Lemma 7: Fiir alle { < w{ ist T¢y1 hyperarithmetisch.
(Nach Folgerung 9 unten ist auch 7¢ hyperarithmetisch.)

BEWEIS:  Es sei £ < wf.

Fall £ = —1: Dann ist 7¢;1 = 7y arithmetisch wegen a € 7y «— Vza(z) # 0, also
hyperarithmetisch nach Folgerung 5.

Fall £ > 0: Dann existiert ein rekursiver, fundierter Baum 7' mit | T' |= £ (vgl. §11),
also 0 € T

Wir betrachten die in §11 definierte Abbildung rgy : 7' — On. Wegen 0 € T' und
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nach §11, Ubung 1 haben wir rg(0) =| Ty |=| T |= ¢
Wir zeigen, daf} eine rekursive Funktion J : IN — IN existiert, so daf fiir alle s € T
J(s) € H und H ’ (s) = Trgr(s)+1 erfiillt sind.

Dann folgt T¢y1 = Tig, (0)41 = Hg’(lo), also 7¢11 hyperarithmetisch.

Zum Nachweis der Existenz von J betrachten wir die folgenden Aquivalenzen fiir
seT (x):

ael; 11— “T* Baum” A | T | < rgp(s)

gr(s)
s “T* Baum” A Vi((i) € T* —| Tf | < rgr(s))

—— ‘T Baum” A Vi((i) € T — 35 (s"(j) € TA | TG | < rgr(s7(7))))
—— “T* Baum” A Vi({i) e T — 3](80<]> eT A KT(Qi) € TFgT(Sm<j>)+1 ))

Es geniigt nun, eine rekursive Funktion 7 : IN — IN zu finden, so daf} gilt (*):

J(s)e H und o€ H%!

Flo —— “T* Baum” AVi((i) € T* —3j(s"(j) € TAKrs € HY,

Fenin))
fir alle s e T

Denn fiir eine solche Funktion J folgt durch Induktion iiber rg,(s):

Hi (o =
Dazu sei s € T mit rg,(s) = 0. Dann folgt nach Definition von rg, s (i) ¢ T fiir

allei € IN. In der Aquivalenz aus (%) ist somit 35 (s7(j) € T A Krea € HJ(é ) )

nie erfiillt, also gilt (i) ¢ T fir alle i € V. D.h. HY! {a ER| T e

J(s) —
{003} } =

Es sei nun s € T% mit rgp(s) = v, und fir alle t € T* mit rgp(t) < v gelte

0,1
Hj(t) = TrgT(t)+1~

Aus (*%) erhalten wir dann nach Induktionsvoraussetzung

o€ Hj(s) —— “T* Baum” AVi((i) € T — Fj (s"(j) € TNEKrpg € Trg, (sn GN+1) )5

und mit (%) folgt a € Hg( y e o€ Tigp(s)+1

,TrgT(S)+1 fiir alle s € T.

Es bleibt noch zu zeigen, daf§ eine rekursive Funktion 7 : IN — IN mit (xx) existiert.
Wir nutzen dazu den Rekursionssatz aus und betrachten ¢! (z) fiir variables z €
IN. Beachte, dal F(i,a) = Krg  ein rekursiver Operator ist, denn F(i,a)(t) =
pu((u=0 A Einsb1({(i)"t,a) = 0] V u = 1) ist rekursiv in ,¢ und «, da (i)t
rekursiv in ¢ und ¢ ist (vgl. §11).
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Nach Lemmata 6 und 4 existieren rekursive Funktionen [J; bzw. [Jo, die fiir alle
ecH
Ji(e), J2(e) € H und die folgenden Aquivalenzen erfiillen:

Fli,a) € H' «— (i, F(i,a)) € N x H*!

— (i, F(i,a)) € H;ll(e)

) 1,1
— (Z, a) S HJQ(Jl(e))

Fiir die rekursive Funktion J(f) := Jo( J1(f)) sind somit J(e) € H und Krg €

HY' —— (i,0) € Hy fir alle e € H erfillt.

Weiter existiert nach dem s-m-n-Theorem eine rekursive Funktion J’ : IN — IN
mit

Whie = {7(@LEGN) |5 € N mit s7G) € T} = fu e IV | 3j(sG) e
T Aux=T(el(s"())}-

Es seien f,g € H mit H?’l ={a € R|T* Baum } (“T® Baum” ist IT{ (vgl. Beweis
von §11, Lemma 1)) und Hy' = {(i,) € IN x R | a((i)) # 0}.

Wir erhalten dann, ausgehend von (xx) mit J ersetzt durch ¢!, die folgenden

Aquivalenzen:

“T* Baum” A Vi((i) € T* — 3 (s"(j) € T A Kra, € Hot( i)

ei(s”

0,1 . . A . 1,1
——aeHy AVi(a((i) #0V Jj(s'()eT A (z,a)GHj(%(Sﬁ(jn)))

——aeHp AVi((i,a) e H' v (i,a)e ) HLY)

1
uEWJ,(s:z)

——a€HP AVi((i,a) e Hy'U Hjéfj,(s’z» )

Mit Lemma 4 sieht man, daB eine rekursive Funktion G : IN? — IN existiert, so
dafl

G(s,z) € H und a € H?’l AVi((i,0) € Hp'! UH(B}J’(s,z)) ) — ac€ Hg’(l&z)

fiir alle (s,2) € IN? mit (2, 7'(s,2)) € H erfiillt sind (Ubung).

Nach dem s-m-n-Theorem existiert eine rekursive Funktion r : IN — IN mit
¢r(-)(8) = G(s,2), und der Rekursionssatz liefert ein k € IV mit ¢ = ¢,
also ¢ (s) = G(s, k).

Damit ist ¢}, total, und fiir alle s € IN mit (2, 7'(s,k)) € H haben wir:

¢i(s) € Hund “T Baum” AVi((i) € T* — 3j(s"(j) € TAKrp € Hgf(sm) ))
K k

— ae HY

HON



92

REKURSIONSTHEORIE

Durch Induktion iiber rg(s) zeigen wir noch: (2, 7'(s, k)) € H fiir alle s € T
Esseis € T mit rgp(s) = 0. Dann ist fiiv alle i € IV s7(i) ¢ T und damit W7, ;) =
) C H. Es folgt (2, J'(s, k)) € H nach Definition der hyperarithmetischen Indizes.
Esseis € T mit rgp(s) = v, und fiir alle t € T mit rg,(t) < 7 gelte (2, (¢, k)) € H.
Dann folgt fiir alle j € IN mit s"(j) € T nach Induktionsvoraussetzung und
Eigenschaft von ¢} ¢i(s"(j)) € H, also auch J(¢}(s"(j))) € H und somit
(2,7"(s,k)) € H.

Damit ist J := ¢}, eine rekursive Funktion mit (). 0

Mit Hilfe von Lemma 7 L}t sich der folgende Trennungssatz fiir ¥1-Relationen
beweisen. Als Folgerung daraus erhalten wir dann die Charakterisierung der Al-

Mengen.

Satz 8: Disjunkte Y1-Relationen lassen sich hyperarithmetisch trennen.

BEWEIS:  Es seien A, B € ¥1. Im Beweis von Satz 6 in §11 hatten wir gesehen,
daf} es einen rekursiven Operator F und ein n < w{ gibt, so da C := {(Z, Q) |
F(Z, &) € 7,} die Mengen A und B trennt. Dabei kann n als Nachfolgerordinalzahl,
also n = £+ 1 mit £ < w§, gewithlt werden (sieche Beweis von §11, Satz 6). Dann
ist C' nach Lemma 7 hyperarithmetisch. 0

Folgerung 9: Fiir allen,r <w und A C IN" x R" gilt:
A ist hyperarithmetisch <= A € A}l

BEwEISs:  Wegen Folgerung 3 ist nur noch eine Richtung zu zeigen.

Es sei A eine Aj-Relation. Dann sind A und — A disjunkte %}-Relationen. Nach
Satz 7 existiert also eine hyperarithmetische Relation H mit A C Hund -~ A C - H,
also AC HC A. O



§ 13 HYPERARITHMETISCHE MENGEN
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Errata in der 1. Auflage

Niemand ist ohne Fehler — nicht einmal das Rekursionstheorie-Skript.

Die zweite Auflage (1987) ist durchgesehen und verbessert sowie um ein Schlagwortregister
und einen Index der verwendeten Notationen erweitert worden.

Dies ist eine Liste der sachlichen Verbesserungen, die gegeniiber der ersten Auflage

notig waren.

Seite 1 bis 89 (31. Mirz 1987)

Ubungen umnumeriert.

Seite 6, Zeile 6 (31. Mérz 1987)
Im Fall (I > 0) muf es statt “W,,” heiflen “Wa, fiir ein W”.

Seite 9, Zeile 3 (31. Méirz 1987)
Statt “(Wo,... ,Wg,... ,Wgr_1)” muB es heilen “(Wy,... ,W,,... , Wgr_1)”.

Seite 10, Zeile 7 (31. Miirz 1987)
Statt “B;” mufl es “B*” heifen.

Seite 10, die letzten 5 Zeilen (31. Miirz 1987)

Statt “0” muB es jeweils “0” heiflen.

Seite 13, Zeile 7 (1. April 1987)

Statt “durch Einsetzen von CJ in I}” muf} es heifien “durch Einsetzen von I} in
05
Cy”.

Seite 14, Zeile 18 (1. April 1987)
Statt “Kp-...- Kg” muB es heiflen “Kp - Kg”.

Seite 14, Zeilen 4 und 2 von unten (1. April 1987)
Statt “=Py(Z),...,Pp(Z)” mufl es heien “—Pi(Z),... , P, (Z)”.

Seite 15, Zeilen 4 f. (1. April 1987)

Statt “=Py(Z)” muf es jeweils heilen “~Py(Z)”.

Seite 15, Zeile 10 (1. April 1987)
Statt “K_o(Kg(Z,2) A Kp(Z,z))” muf} es heiflen “K_o(Kg(Z,2) + Kp(Z,2))”.
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Seite 17, Zeile 4 (1. April 1987)

Statt “g(Z,0,0)” muB es heilen “g((Z),0,0)”.

Seite 18, Zeile 2 (1. April 1987)

Statt “ ‘W,, € A7’ ” muB es heiflen “ ‘W,, € A*’, wobei A = {a1,... ,ar}”.

Seite 14 f. (1. April 1987)

Die in Lemma 9 erwahnte Funktion mufl statt “N” “Na” heiflen.

Seite 18, Zeilen 13 f. (1. April 1987)

Zum Beweis werden drei Hilfsfunktionen benotigt: Ers(s,,y) bleibt unveréindert;
neu definiert wird

D(s,i) := (xgy... ,Tp—1,1), wenn s = (Tg,... ,Tp_1).

Dadurch vereinfacht sich die Definition von F(s, i) entsprechend.

Seite 19, Zeile 2 (1. April 1987)
Statt “(r,e1,...,cp)” muB es heiflen “(r,cg,...,¢)”.
Seite 19, Zeile 10 von unten (1. April 1987)

Statt “Gp(t + 1,7) = F(g(t, 7),0)” muB es heien “Gy(t + 1,7) = D(g(t, 7),0)".

Seite 22, Zeile 3 (1. April 1987)

Statt “py(g(z1,...,2n) =07 muB es heiBen “uy(g(z1,...,zn,y) =07,

Seite 22, Zeile 10 von unten (1. April 1987)
Statt “@em(e,ys,... ym) (T15 -+, Ty)” muB es heiflen “@ZT(C,%“ ,ym)(xl,... X))
Seite 22, Zeile 3 von unten (1. April 1987)

Statt “©f. . 7 (Z)” muB es heiflen “Om (e,) (2)”.

Seite 23, Zeile 1 (1. April 1987)

Statt “(bg, ... ,b,)” muB es heifien “("by ..., b, ).

Seite 23, Zeile 2 (1. April 1987)

Die linke Gleichung “M’ = ((n+1,1),...,(n+1,1),bg,... ,by)” wird ergéinzt zu

“M'=((n+1,1),...,(n+1,1),bg, ... ,by)".

y-viele
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Seite 23, Zeile 2 (1. April 1987)

Statt “(n+1,1),...,{n+1,1),bg,... ,b,)” muB die rechte Gleichung heifien:
“m+1,1),...,{n+1,1),bg,... ,by)" heiBlen.

Seite 23, Zeile 4 (1. April 1987)
Statt “(r,1)” muf} es jeweils heiflen “(r,1)”.

Seite 23, Zeile 6 (1. April 1987)

Statt “b; = (r,co,...,cn) = b = (r,co+y,...,cn +y)” muB es heiflen “b; =
(ryeoy...,cp) = b= (r,co+y,...,cL +y).

Seite 23, Zeile 9 (1. April 1987)
Statt “pébH)Q” muf es heiflen “pl()b+y)2”.
Seite 23, Zeile 12 (1. April 1987)

2 2
Statt ccpé(f;‘y)+<m+171>) ? muB es heifien aap((if;y)+<n+17l>) ”

Seite 25, Zeile 19 (1. April 1987)

Statt “@p(.)(n,z,y)” mub es heilen “c,oi(z)(n,x,y)”.

Seite 26, Zeile 11 (1. April 1987)

Statt “p2 (z,z)” muB es heifen “p2 (x,z)”.

Seite 29, Zeilen 17 f. (1. April 1987)
Statt “x” muf} es jeweils “Z” heiflen.
Seite 29, Zeile 10 (13. Februar 1987)

“K 4 = p partiell rekursiv’ wird ergédnzt zu “K 4 = ¢ partiell rekursiv und total”.

Seite 30, Zeile 12 von unten (13. Februar 1987)
Statt “A, B € IN™ mufl es “A, B C IN™” heiflen.

Seite 30, Zeile 11 von unten (13. Februar 1987)

“A* C A, B*C B, A*J B* = AU B” wird ergénzt zu “A* C A, B* C B, A*nN
B* =, A*J B* = AU B”, auch wenn das redundant ist.

Seite 31, Zeile 5 (2. April 1987)

Zur Erlduterung wird eingefiigt “(A* U B* bezeichnet die disjunkte Vereinigung
von A* und B*.)”.
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Seite 34, Zeile 19

—
[\

. April 1987)

Statt “f((gf)"(a)” muB es heilen “f(gf)"(a)”.

Seite 35, Zeile 12 (2. April 1987)

Ergédnze “Lemma 1b” zu “§ 5, Lemma 1b”.

Seite 35, Zeile 8 von unten (2. April 1987)
Statt “A = f~1(B)” muf es heifilen “A = f~1[B]".

Seite 36, Zeile 7 (2. April 1987)
Statt “h=1(A;)” muB es heifien “h~1[A;]”.

Seite 36, Zeilen 17, 16 und 12 von unten (2. April 1987)

Statt “W2(y,z,z)” bzw. “W2(y, p(h(x)),x)” muB es jeweils heilen
Wy, 2z, 2)" baw. “Wi(y, o(h(x)), )"

Seite 36, Zeile 15 von unten (2. April 1987)
Statt “p¢(s(f))” muB es heiflen “go}cs(f)”.
Seite 36, Zeile 4 von unten (2. April 1987)

Ergiinze “(Vergleiche § 3, Ubung 1.)”. (Das ist Ubung 5 in der alten Numerierung. )

Seite 37, Zeile 4 (2. April 1987)

Statt “f~1(D,)” muB es heiflen “f~1[D]".

Seite 38, Zeilen 19 bis 23 (11. Februar 1987)

Statt “rg” muf es jeweils “rng” heiflen.

Seite 43, Zeilen 13, 19 und 24 (2. April 1987)

Statt “f(x)” muB es jeweils “f(Z)” heiflen.

Seite 47, Zeile 7 von unten (2. April 1987)

Statt “h((g)1)” mul es “h((g)2)” heilen.

Seite 48, Zeilen 18 f. (2. April 1987)

Statt

“o [T (e, h((9)1): (9)0: 75 (9)2)A(9)g = ol > (ngT™ 2 (e, h((9)1), (9)0> Z, (9)2))g =

Lo

= (ugT™(e,h((9)), %, 9))y = 20"
muf es heiflen
“e 3g[T™ (e, h((9),
xo

- (Mng(evh((g)2>7f g))o ~zo”.
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Seite 48, Zeile 22 (2. April 1987)
Statt “@ T [h](x1, ... Ty Y1,-- - ,Yn)” muB es heiBen “@2T™[A)(z1, ... s Tn, Y1, - -
Seite 49, Zeile 9 (2. April 1987)

Ergéinze “Analog W2 [A] := W2 K 4].”.

Seite 52, Zeile 3 von unten (3. April 1987)

Statt “A = W [A]” muBl es “A = W,[A]” heifien.

Seite 58, Zeile 3 (17. Februar 1987)

Statt “W.[C](z) ist eine in C ...” muB es heiflen “WZ [C](x) ist eine in C'...”.

Seite 58, Zeile 2 von unten (17. Februar 1987)

Statt “x ¢ Wi [b;]” muB es heifilen “x ¢ WZ [bi—1]7.

Seite 60, Zeile 16 (17. Februar 1987)

Statt “x ¢ W; [b;]” muB es heiflen “x ¢ W; [bi—1]7.

Seite 63, Zeile 22 (17. Februar 1987)

Statt “H(Fy(Z, &), ..., Fx(Z,d))” mufl es heien “H(F|(Z, &), ..., Fx(Z,d),d)”".

Seite 64, Zeile 2 von unten (3. April 1987)
Statt “W%;(ylw ) (@1 Ty, )" muB der Ausdruck auf der rechten
Seite heiflen: “ngr(wh___ Y € P Y S PN A i

Seite 67, Zeilen 19, 17 und 2 von unten (3. April 1987)

Statt “I1%,” muf es jeweils “II},” heiflen.

Seite 67, Zeile 10 von unten (3. April 1987)

Am Ende der Zeile fehlt ein “(x)”.

Seite 67, Zeilen 10 und 6 von unten (3. April 1987)

Statt “IT%,” muB es jeweils “II;, . ,” heiBen.

Seite 68, Zeile 6 von unten (3. April 1987)
Statt “II2” muf es “II%  ;” heifien.
Seite 71, Zeile 10 (11. Februar 1987)

Statt “Die obere Eigenschaft ist II}” muf} es heiflen: “Die obere Eigenschaft ist
.
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Seite 71 f. (6. April 1987)

Die Definition des Rangs und die Anmerkung zur Erlaubtheit werden gestrichen
und durch das folgende ersetzt:
“Es sei T' ein fundierter Baum. Dann 148t sich eine Rang-Funktion rg, definieren,
die jedem s € T eine Ordinalzahl wie folgt zuordnet:

rgp(s) ist 0, wenn s ein “Blatt” des Baumes T ist, und sonst die kleinste
Ordinalzahl, die grofler ist als die Rénge aller Nachfolger von s.

Diese Definition ist nur fiir fundierte Bdume sinnvoll, da sonst ein unendlicher
Regre in der Definition eintritt. Der Rang eines Baumes ist dann gleich dem
hochsten Rang eines seiner Elemente, ndmlich rg,(0).

Formal:
Definition : a) Fiir fundierte Baume T ist der T-Rang eine Funktion
gy T — On
0 , wenn Vis"' (i) ¢ T
min{y | Vi € INy > rgp(s"(i))} , sonst.
b) Fiir alle Biume T wird der Rang von T definiert als

S

rgr(0) , wenn T fundiert und nichtleer

|T| := —1 , wenn T leer
w1, wenn T nicht fundiert und nichtleer.
c¢) Fiir Funktionen « definieren wir entsprechend |a := |T%|.”
Seite 72, Zeile 5 von unten (6. April 1987)

Ubung 26 (in der alten Numerierung) von §12 (Seite 79) wird hinter die Bemerkungen
eingefiigt.

Seite 71, Zeile 15 von unten (11. Februar 1987)
Statt “R(&, §3,t) « R (Z,s,t,1)” muB es heifen: “R/(Z, §,t) — R"(Z, §,t,1)".
Seite 77, Zeilen 8, 10 und 12 (17. Februar 1987)
In Korollar 8 muf es statt “X?” jeweils heiflen “X1”.

Seite 77, Zeile 11 (17. Februar 1987)
Statt “S(a,d)” muB es heifen “S(a, 3)”.

Seite 79, Zeile 12 (6. April 1987)
Statt “Tg) := TP heift es besser “T(ﬁl) ={z | B(z) =0} (= TA)".

Seite 79, Zeilen 19 bis 24 (6. April 1987)

Die Definition des Rangs und die Ubung werden hier gestrichen. (Vgl. §11)

Seite 83, Zeile 6 von unten (6. Mérz 1987)

Statt “{(e,i) | e € H A Kgnr(Z,d) =i} als JPE®D» U es heifen
“{(677;"1:) | ecHA KH;L,'P(J_?’, O_Z) = Z} als IF((SZ)w.



