QUANTORENELIMINATION VON C UND R NACH
KREISEL-KRIVINE

MARTIN ZIEGLER

Ich gebe eine verbesserte Version des Verfahrens in [1].

1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Aquivalenz von Formeln bedeutet Aquivalenz in C.

Lemma 1.1. Jede quantorenfreie Formel ¢(T) ist dquivalent zu einer Disjunktion
von Formeln der Form

p1(T) =0NA - App(Z) =0A—q(z) = 0.
Dabei sind die p; und g Polynome aus Z[Z]. O

Wir fixieren eine Variable z und verstehen unter dem Grad deg(p) von p den
Grad von p in z. Wenn p = > 2's;(y), sei p = 0 die Formel A, s; = 0.

Lemma 1.2. Jede Konjunktion p1(z,y) =0A -+ App(x,y) = 0 ist dquivalent zu
ewner Disjunktion von Formeln der Form

6(y) Ap(x,y) =0.
Dabei ist § quantorenfrei und der Grad von p beschrinkt durch den grifsten Grad
der p;.

Beweis. Wir nehmen an, daf die p; alle ungleich Null sind, und beweisen den Satz
durch Induktion tiber die Summe der Grade der p;. Sei k der Grad von p;, der
kleinste vorkommende Grad. Wir schreiben p; (x,7) = x¥s(y) +t(z,9) fiir ein ¢ mit
kleinerem Grad als k. Fiir geniigend grofes N konnen wir alle sVp; durch p; mit
Rest dividieren:

sNp; = fip1 + bi,
wobei deg(p;) < k. Dann ist A~ p; = 0 dquivalent zur Disjunktion von

s=0A(t=0A /\pi=0)

i=2
und
s =0A (pr =0A A\ pi =0)
i=2
Auf beide Klammerausdriicke konnen wir Induktion anwenden. O

Folgerung 1.3. Jede quantorenfreie Formel x(x,q) ist dquivalent zu einer Dis-
junktion von Formeln der Form

5(@) /\p(x,g) =0A _‘Q(CC’Z” =0.
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Lemma 1.4. Fir alle Polynome p(x,y) und q(x,y) gibt es eine quantorenfreie
Formel div(p, q)(g), die auf ¢ € C genau dann zutrifft, wenn p(x,¢) in Clz] ein
Teiler von q(x,¢) ist.

Beweis. Wenn p das Nullpolynom ist, nimmt man ¢ = 0 fiir div(p, q). Sonst schrei-
ben wir p = 2¥s +t und sVq = gp + g wie oben. Dann ist p(z,¢) | ¢(x, ) dquivalent
zur Disjunktion von

s(c) =0At(x,¢)|q(z, )
und
—s(c) =0ANG(z,¢) =0
und die Behauptung folgt durch Induktion iiber den Grad von p. O

Satz 1.5. C hat Quantorenelimination.

Beweis. Wir miissen zeigen, daf 3z (p = 0 A -¢ = 0) quantorenfrei ist. Das ist
aber in algebraisch abgeschlossenen Korpern, fiir geniigend grofses NV, dquivalent zu
~div(p, ¢"). O

2. DIE REELLEN ZAHLEN

Aquivalenz von Formeln bedeutet Aquivalenz in R. Man beachte, daf Lemma
1.2 fiir beliebige Korper, also auch fiir R, gilt.

Lemma 2.1. Jede quantorenfreie Formel ¢(Z) ist dquivalent zu einer Disjunktion
von Formeln der Form

P1(Z) =0A - Appu(Z) =0Aq(T) > 0A - Aga(T) > 0.

Dabei sind die p; und q; Polynome aus Z[T). O

Wir fixieren eine Variable x und verstehen unter dem Grad deg(p) von p den
Grad von p in z. Der Grad einer Disjunktion der oben beschriebenen Form ist das
Maximum aller deg(p;) und deg(g;) + 1.

Folgerung 2.2. Jede quantorenfreie Formel ist dquivalent zu einer Disjunktion
von Formeln der Form

SPYAp=0Aq >0A---Ag, >0,
die héchstens denselben Grad hat.

Beweis. Lemma 1.2. O

Lemma 2.3. Sei p(x,y) vom Grad k > 0 und x(x,y) quantorenfrei. Dann ist
—p=0Ap=0Ax dquivalent zu einer quantorenfreien Formel von hdchstens dem

Grad k.

Beweis. Durch Induktion tiber k. Fir k = 0 ist, ist die Formel -p=0Ap=0Ax
immer falsch. Also ist alles klar.

Wenn k > 0, schreiben wir p(x, ) = 2*s(g) +t(z,9) fiir ein ¢ mit kleinerem Grad
als k. Nach Folgerung 2.2 kénnen wir annehmen, daf x die Form r = 0AA!_,¢; > 0
hat.
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Fiir geniigend grofies geradzahliges N dividieren wir s’V und alle s%¢; durch p:

sNr=fp+7

sVgi = gip + @,
wobei deg(7) < k und deg(q;) < k. -p = 0 A p = 0 A x ist dann Aquivalent zur
Disjunktion von

(1) S=0A(t=0At=0AYX)

und

(2) s =0A(p=0AT=0A g >0)
=1

Das Disjunktionsglied (2) hat schon die gewiinschte Form. Wenn in (1) ¢ Null ist, ist
(1) immer falsch und wir sind fertig. Sonst kénnen wir Induktion auf die Klammer
in (1) anwenden (¢ in der Rolle von p.). O

Lemma 2.4. Fir jedes Polynom p(x,§) gibt es eine quantorenfreie Formel Qf (u,7),
die auf a und ¢ € R genau dann zutrifft, wenn p(x,c) in einer Umgebung von a
rechts von a nur positive Werte annimmdt.

Beweis. Sei k der Grad von p. Setze

k
Q+uy:\/ ) (u, ) >O/\/\p(3uy)—0)

=0 j<t

Man definiert entsprechend @, , TQp und ~Q,.

Lemma 2.5. Fir jede quantorenfreie Formel ¢(x,y) ist Iz € (a,b) ¢ dquivalent
zu einer quantorenfreien Formel x(a,b,q).

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion {iber den Grad k von ¢.
Nach Folgerung 2.2 kénnen wir annehmen, daf fiir n > 0 und nicht-verschwindendes
p einer der drei folgenden Félle vorliegt

dp=q>0AN---Ng, >0
¢p=p=0
dp=p=0Aq >0AN---Ng, >0

Wir verwenden die Notation Q(u) fiir A", Qq, (v, )"

Sei Pos(a,b) = Pos(a,b,y) die Formel, die ausdriickt, daf alle ¢; in (a,b) nur
positive Werte annehmen. Pos(a,b) ist dquivalent zu

n

Q(a) A\ =3z € (a,b) gi(x) = 0.

i=1
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt also, daft Pos(a, b) dquivalent zu einer quan-
torenfreien Formel ist.

Fall 1
Jz € (a,b) A, ¢ > 0 ist dquivalent zu

Qa) v \/ (Bu € (a,b) gi(u) = 0 A Q(u))
i=1
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Weil Q(u) impliziert, dal —¢g; = 0, konnen wir ¢;(u) = 0 A Q(u) durch —gq; =
0Ag(u) =0A Q(u) ersetzen. Diese Formel hat aber nach Folgerung 2.3 (0.E.)
kleineren Grad als k. Die Behauptung folgt jetzt aus der Induktionsvoraussetzung.

%IEQ(CL, b) p = 0 ist dquivalent zur Disjunktion der Formeln
p=0
Qp (a) A~ Qy(b)
Q, (a) AT Qp(b)
Q, (a) ATQp(b) A3z € (a,b) (' () = 0 A p(z) < 0)
Q, (a) A~ Qp(b) Az € (a,) (p'(z) =0 Ap(z) = 0)
Die Formeln sind alle zu quantorenfreien dquivalent. Die letzte Formel zum Beispiel
impliziert, daf p nicht konstant ist, wir kénnen also p’(z) = 0 A p(z) > 0 durch

-p' = 0AD () = 0Ap(xz) > 0 ersetzen. Das erlaubt die Anwendung von Folgerung
2.3 und der Induktion.

Wir schreiben PN (a,b,y) fir die quantorenfreie Formel, die ausdriickt, daf
Pos(a,b) und 3z € (a,b) p = 0. Beachte, dal diese Formel —¢g; = 0 impliziert.

Fall 3
3z € (a,b) (p =0AAL ¢ > 0) ist dquivalent zur Disjunktion der Formeln

PN(a,b)

\/ 3u € (a,b) (gi(w) =0 A PN (u,b))
=0

\/ v € (a,b) (¢;(v) =0A PN(a,v))
j=0
\/ Fu € (a,b) (g:(u) =0A3v € (u,b) (g;(v) = 0A PN(u,v)))
i,j=0
Diese Formeln sind alle zu quantorenfreien Formeln dquivalent. Zum Beispiel die
letzte Formel: Weil PN (u,v) impliziert, daf —¢; = 0, ist ¢;(v) = 0 A PN(u,v) zu
einer quantorenfreien Formel x1(u,v) von kleinerem Grad als k dquivalent (Folge-
rung 2.3). Nach Induktion ist Jv € (u,b) x1(u,v) zu einer quantorenfreien Formel
X2(u, b) dquivalent. Weil x2(u, b) impliziert, daf —g; = 0, ist ¢;(u) = 0 A x2(u, b) zu
einer quantorenfreien Formel x3(u, b) vom Grad kleiner als k dquivalent. Induktion
liefert, dafs Ju € (a, b)xs(u,b) quantorenfrei ist. O

Satz 2.6. R hat Quantorenelimination.

Beweis. Jx¢(x) ist dquivalent zur Disjunktion der Formeln
Jz € (—1,1)¢(x)
P(=1)Vo(l)
Jz e (-1, 1)(—z =0Ad(z™"))
U

Das hier angegebene Quantoreneliminationverfahren ist sehr ineffektiv. In [2] fin-
det man ein Verfahren, das Formeln der Liinge n in 22" Schritten in eine dquivalente
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quantorenfreie umwandelt. Man weifs, daf es kein Verfahren gibt, das weniger als
2™ Schritte braucht.
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