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Aufgabe 1 (6 Punkte). Sei p eine Primzahl.
(a) Zeige, dass Z dicht in Z,, ist. SchlieBe daraus, dass jede abgeschlossene Untergruppe von (Qp, +)

unter Multiplikation von Elementen aus Z, abgeschlossen ist.
HINWEIS: Wenn X abgeschlossen ist, so ist die Menge

{reQ,|2-Y CX}
auch abgeschlossen fiir Y eine beliebige Teilmenge von Q.
(b) Beschreibe alle abgeschlossenen Untergruppe von (Z,, +).

(c) Sei nun eine abgeschlossene Untergruppe H von (Qp,+) derart, dass die Menge {vp(h)}nen
kein Minimum besitzt. Was ist der Index von H in (Qp,+)?

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Betrachte zwei angeordneten abelschen Gruppen I'y und I'y mit I'y < I'g, sowie eine konvexe
Untergruppe H von I';.

(a) Beschreibe die dividierbare Hiille Divy, (H). SchlieBe daraus, dass Divr,(H) NIy = H.

(b) Wir nehmen nun an, dass die Quotientengruppe I'y/T'; nur aus Torsionselementen besteht.
Zeige, dass Divr,(H) eine konvexe Untergruppe von I'y ist.

Gilt dies auch, wenn die Gruppe I'y /Ty nicht rein Torsion ist?

Insbesondere ist die Abbildung {Konvexe Untergruppen von I's} — {Konvexe Untergruppen von I'; }

A — ANIy
surjektiv, wenn I'9/T'; eine Torsionsgruppe ist.

Aufgabe 3 (10 Punkte).
Sei K ein algebraischer Abschluss des Korpers K positiver Charakteristik p > 0. Beachte, dass
der Frobeniushomomorphismus Fr: K — K ein Ringisomorphismus ist.

r +— P

(a) Zeige, dass jedes irreduzible Polynom f(T) mit Koeffizienten aus K sich als g(TP") fiir ein n
aus N schreiben lésst, wobei g(T') ein separables Polynom mit Koeffizienten aus K ist.

HINWEIS: Ein irreduzibles Polynom ist genau dann separabel, wenn die formale Ableitung
nicht-trivial ist.
Bitte wenden!!
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Eine algebraische Korpererweiterung K C L ist rein inseparabel, falls fiir jedes x aus L es ein n
aus N derart gibt, dass 2P" = Fro --- o Fr(z) in L liegt. Setze nun
—_—

n
K™ ={a e K | o €K fiir ein n aus N}.

(b) Zeige, dass a v aus K genau dann in K liegt, wenn sein Minimalpolynom iiber K eine einzige
Nullstelle in K besitzt. Schliee daraus, dass ein Element aus K genau dann in K liegt, wenn
es von jedem Element o aus Gal(K /K) fixiert wird.

(c) Zeige, dass die Kérpererweiterung K C K separabel ist. Zeige iiberdies, dass K* C K rein
inseparabel ist, wobei K*¢? der separable Abschluss von K in K ist.
HINWEIS: Teilaufgabe (a) sowie die Tatsache, dass K algebraisch abgeschlossen ist.

(d) Beschreibe den Durchschnitt K N K. Zeige, dass der von K% U K" erzeugte Korper
K*P K" gleich K ist.

HINWEIS: Bestimme den Grad einer endlichen algebraischen Koérpererweiterung, welche so-
wohl separabel als auch rein inseperabel ist.

BONUS Zeige, dass K*? und K™ linear disjunkt iiber K sind.

HINWEIS: Der Satz des primitiven Elementen, sowie Vandermondematrizen.



