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Dies ist das Skript zur 4-stiindigen Vorlesung “Einflihrung in die Variationsrechnung”, welche
vom Autor im Wintersemester 2015/16 am Mathematischen Institut der Universitit Freiburg gele-
sen wurden. Kapitel 1-4 sowie die Einleitung orientieren sich mit Abweichungen an einem Vor-
lesungsskript “Variationsrechnung” von Ernst Kuwert. Kapitel 5 orientiert sich am Buch “Elliptic
regularity theory” von Lisa Beck, Kapitel “the scalar case”.

1. Vorlesung.

Einleitung

In der Variationsrechnung studieren wir Funktionale der Form
F:C—>R, Fu= | flz,u(x), Du(x))dx
Q

wobei 2 C R™, C eine geeignete Klasse von Funktionen oder Abbildungen w : 0 — R™ ist, so dass

dut dut
Ozt t ozx™
Du — . .
ou™ ou™
Ozt t ozx™

existiert, und f: Q x R™ x R™*™ mit (z, z,p) — f(z,2z,p).

Beispiel 0.0.1 (Bogenlédnge). Betrachte
¢ = {ue C'([a,0],R™), u(a) = p,u(b) = q}

wobei p,g € R™. n=1. f:(a,b) x R™ x R™ — R ist gegeben durch f(z,u,p) = |p|.

out ou™ )
Du = (833”5)55) =u

und

b
F(u):/ |4(z)|dx.

Problem: Was ist die kiirzeste Verbindung zwischen p und ¢? Fiir welche u is F minimal?

Variante 0.0.2. Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und p,q € M.
¢'=cn{ueC'(la,b],R™) : c((a,b)) C M}.

— Holonome Nebenbedingung.

Problem: Kiirzeste Verbindungen zwischen p und ¢ in M? Geodatische?

Minimierer sind im Allgemeinen nicht eindeutig.
Variante 0.0.3. Fiir u € C?([a, b], R?) einfach geschlossen sei A(u) der eingeschlossene Flicheninhalt.

C" = {u € C*([a,b],R?), u einfach geschl. Kurve mit A(u) = A} .

— Isoperimetrisches Problem. Losung: Kreis mit Radius \/g .



Beispiel 0.0.4 (Flicheninhalt). Sei u € Q — R™, Q C R mit n < m, u € C?(Q,R™), Q kompakt.
Induzierte Riemannsche Metric auf Q: g, g = (Oau, 0gu) = u* (eq, €5), (€a)a=1,...n ONB in R™.

Riemannsches Volumen von w:

A(u) :/ det(ga,8)a,pde.
Q
Frage: Existieren Minimierer?
Beispiel 0.0.5 (Dirichlet Energie).
C= {U, S Cl(ﬁ,R),u‘ag = 0}

) C R"” offen und beschrankt.

E(u) = %/Q‘DUF

Dirichlet Prinzip: Konstruktion harmonischer Funktionen als Minimierer von F.

Ziel der Vorlesung: Entwicklung einer allgemeinen Theorie zur Behandlung socher Variation-
sprobleme.

Fragen 0.0.6. Es ergeben sich u.a. folgende Fragen

(1) Existenz von Minimierern.
Seien C und F gegeben. Variationsproblem: inf,cc F(u) =: A.
Dirichlet Methode der Variationsrechung;:

- Wéhle Minimalfolge uy, € C mit F(ux) — A.

- Finde Teilfolge uy,, die gegen ein u € C l'&onvergiert
Problem: Wahl von C und einer geeigneten Topologie. (Norm oder Metrik).

- Dann zeige

F(u) < liminf F(uk,) = A.
1—> 00

Unterhalbstetigkeit von F.

(2) Regularitdt von Minimierern.

n=1 Bogenlinge: Hilbert 1899, Tonelli ~ 1930
Dirichlet Energie:

n=2, m=1 Morrey (Annahme quadratic volume growth)
n>2 m=1 De Giorgi 1956, Nash 1958.

n>2, m>2 Im allgemeinen keine Regularitiat, Minimierer mit Singularitdten, De Giorgi 1969.
(3) Eindeutigkeit, Zahl der Minimierer.

(4) Kritische Punkte? (Min-Max Principle, Mountain pass).



0.1 Euler-Lagrange Gleichung

Definition 0.1.1. Sei {2 C R” eine offene Menge.

(i) C(Q,R™) ist die Menge aller stetigen Abbildungen f: Q — R™. C°(Q,R) = C°(Q).

(i) CY(©2,R™) ist die Menge der Abbildungen in C°(Q, R™), die stetig auf Q erweitert werden
koénnen.

(ili) C%(Q,R™) ist die Menge der Abbildungen in C%(Q, R™), so dass sptf = {x € Q: f(z) # 0}
kompakt ist.

(iv) C*(©2,R™) ist die Menge aller Abbildungen f : Q@ — R™ so dass alle partiellen Abbildungen
Ops [ 1ir alle Multi-Indizes 8 = (51, ...,0,) € N§ mit || < k existieren und stetig sind in Q.
Hier ist |ﬁ| = Zﬁzn und 895[; = 8:1‘,51“.1,;;” =081 - amﬂn . Ck(Q,R) = Ck(Q)

(v) C*(Q,R™) ist die Menge der Abbildungen in C*(Q,R™), deren partielle Ableitungen bis zur
Ordnung k stetig auf 2 erweitert werden koénnen.

(vi) CR(Q,R™) := C*(Q,R™) N Co(Q,R™).

Lemma 0.1.2 (Erste Variation). Sei Q@ C R" offen und beschrinkt. Betrachte das Funktional
F: CHQ,R™) — R mit

f(u)z/gf(z,u(:z:),Du(:v))da:

fir f € CHQxR™ x R™"), f = f(z,2,p) wobei & = (*)az1,...n, 2 = (2")i=1,...,ms P = (P4)
Dann gilt fiir ¢ € C*(,R™)

d
%}"(u—kt@)‘

t=0

= /Q [azif‘(Lu)Du)QOi + Opi fl(e,u, Du) O <pi] dz =: §F (u)p =: 6 F (u, p).

Das lineare Funktional §F (u) : C1(Q,R™) — R heifit Erste Variation.
Beachte Summenkonvention: viw; = Y 0w, viw;, v0we = Y on_, v Wq.

Beweis. Differenziere unter dem Integral:

d . .
%/ f(w,U(w)thw(w),Duu+tD<p|a:)de . =/ [0 f (2, u, Du)g" + 8y f (2, u, Du)Oye '] da.
Q = Q

O

Wiederholung: Satz von Gauss

Sei Q beschrinktes C1-Gebiet, das heifit 9 ist eine C’l—UEtermgft. von R™. 08 sei orientiert
durch eine duferes Normalenfeld v : 9Q — R™. Sei X € CY(Q,R™). Dann

/aanadIZ/ viXtdvolyg .
Q o0

wobei Ope X =: div X.



Lemma 0.1.3. Sei Q beschrinktes C'-Gebiet, und f,Dypf € CH( x R™ x R™*") und F wie
zuvor. Dann gilt fiir u € C?(Q, R™) die Formel

5F(up) = [ [0uf

(@, Du) — Ove (O fliou,pu))] @ + /aQ Vi fl(zu,pu) 0" dvolag
V¢ € CLQ,R™).
Beweis. Wir wenden den Integralsatz von Gaufl auf X = (8pgu)a:17wn an:

| 0w Fnodind' = [ 0un @y lanons) = [ 2un @y Slamrn) ¢
—iv (0, (7)1, (1))

= \/89 Va@réf“z,u,Du)QDidVOlaQ *\/3@1 (8p§¥f|(¢,u,Du)) SD’L

O

Bemerkung 0.1.4. Ist ¢ € C}(Q,R™), so reicht u € C?(2,R™). Die Behauptung folgt dann, weil
wir ' C Q betrachten kénnen mit ¢ € C° ().

Satz 0.1.5 (Fundamentallemma der VR). Sei Q C R™ und f € L}, .(2) mit

/ f(@)p(x)dr >0 Yo e C(Q) mit ¢ > 0.
Q

Dann f > 0 L™-fast uberall.
Bemerkung 0.1.6. Falls

[ raeta)dn = 0 vp e c2(@),
Q
so folgt f =0, denn
[ @)pla)de =0 ¥ € C() mit ¢ > 0
Q

Es folgt mit dem Fundamentallemma, dass —f > 0= f<0= f=0



2. Vorlesung.

Satz 0.1.5 (Fundamentallemma der VR). Sei Q C R™ und f € L, .(Q) mit

loc
/ f@)p(z)de >0 Vo € CLQ) mit ¢ > 0.
Q
Dann f > 0 L™-fast tiberall.

Bemerkung: C2°(Q,R™) := (2, C*(Q).

Definition 0.1.7. Sei Q C R™ offen. Wir bezeichnen mit LP(Q, R™) fiir p € [1,00) den Raum der
messbaren Abbildungen f auf Q nach R™, so dass

1l oy = ( / f<x>|5dx)” < co.

Hier ist |(2!,...,2")], = ((zY)P +--- + (z")p)% Wir bezeichnen mit Li (Q,R™) die Menge der

Abbildungen, so dass f|y € LP(U,R™) fiir jede offen Menge U. Falls f € L'(Q, R™), schreiben wir
/ f= / fl@)dx = (/ fl(:b)dx,...,/ fm(gc)dx> .
Q Q Q Q
Glattungsoperator:

Wiéhle n € C°(R™) mit n > 0, n(z) = n(—z) und
sptn C B1(0) & /n(x)daz =1.

Zum Beispiel

(@) = 4 exp(qz—y)  falls [z] <
0 falls |x| >

[ NI

wobei ¢, gewéhlt ist, so dass f n = 1. Wir nennen 7 einen Glattungskern.

Fiir § > 0 sei ns(z) = 6~ "n(%). Man sieht leicht, dass ns(—2z) = ns(z) und

sptns C Bs(0) & /ng(x)dx =1.
Fir f € LP(Q), z € R™ und Vo > 0 definieren wir
($55)@) = [ (=) Fwdy = (s ().

wobei

RO

Ss heifit Glattungsoperator. Man kann leicht zeigen, dass Ssf € C°(R").

Lemma 0.1.8. Sei S5 definiert wie eben.



(i) Fir alle p € [1,00) ist S5 ein beschrankter, linearer operator auf LP(R™), so dass ||Ssfl» <
| fll» fiir alle f € LP(Q).

(ii) Falls f € C2(R™), dann Ssf — f gleichmdfig fiir § — 0.
(iii) Falls f € LP(R"), dann ||f — Ssfl|;» — 0 fiir § — 0.

Beweis. (i) Per Definition is Ss linear. Auflerdem folgt

|(Ssu)(z I”—‘/nax— dy

N p

‘/7)5 r—y) f(w = y)uly)dy

< ([ mte- y>) ([ mte - wltwPar) = ur ).

Integration beziiglich x ergibt

1Ssullze < ISelul”ll

= [t ([ st~ wite ) an= [ futray

und folglich [|Ssull;, < |lull;,-

(i)
)= (= N = |160) [t =)ty = [ noa =) )
=| [ = 5@ - st
</ =@~ @ldr < s 1@~ )

yEBs(x)

Da f insbesondere gleichmaissig stetig, konvergiert die rechte Seit unabhéngig von z und gle-
ichmaéssig gegen 0.

(iii) Wir wissen, dass CO(R") eine dichte Teilmenge von LP(R™) ist. Sei nun € > 0, und wihle
u € COR™), so dass ||u — f|;, < €/4. Es gilt
1 = Ssfllw < UF = ull s + lu = Seullyp + 1S5 =w)ll o < 20f = ull o + o= Seull

Sei K eine kompakte Menge, so dass supp u, supp Ssu C K. Dann folgt mit (ii)
1

o= Setll = u = Set ey < (£°(K)) sup [u(x) ~ Syu(@)] < ¢/2

falls 0 < d¢ fiir ein §p > 0. Zusammen ergibt sich
If = Ssfllp <€ fallsd < .

Beweis Fundamentallemma der VR. Der Beweis erfolgt in 2 Schritten.

Schritt 1: Sei f € C°(2). Angenommen die Behauptung is nicht richtig. Dann existiert A C
mit vol(A) > 0 und f|a < 0. Weil f stetig ist, existiert dann auch zo € Q mit f(zo) < 0, und



€6 > 0, so dass f[p,) < —e. Wir wihlen ¢ € C2°(2) mit ¢ > 0 und suppy C Bs(z). Nach

Voraussetzung folgt dann
0§/fs@=/ f@é—e/ p<0
Bjs(x0) Bs(zo)
Ein Widerspruch.

Schritt 2: Sei f € L} (), und wihle U C €, so dass f = f|y € LY(U).

loc

Dann gilt fiir 6 > 0, so dass Us C 2, und x € U, dass y — n(z — y) € C(2) und

Ssf(x) = / ns(x — 9)f(y)dy = (ns * ) () > 0.

Ssf — f in LP(R™) impliziert, dass Ssf — f fast iiberall. Insbesondere gilt dann fiir fast alle
x € U, dass f(z) > 0. Da wir mit solchen U die Menge € ausschopfen konnen, folgt die Behaup-
tung. O

Satz 0.1.9. Sei Q C R" offen und beschrinkt, und f,D,f € CHQ x R™ x R™*"). Sei u €
CHOQ,R™) N C?(Q,R™) mit F(u) < F(u+ p) Vo € CLHQ,R™).

Dann ist u Lésung der Fuler-Lagrange Gleichung

Lf (u) = _aa (apafkm,u,Du)) + 6zlf

(eu,pu) =0 i=1,...,m.
Das ist
8930‘,1)2 f(x,u,Du) + azi,p};f|(z,u7Du)ax"ui|x + 8p2’pgf|(I7u,Du)8z",wﬁui‘ac + 8z'if|(w,u7Du) = 0.

Bemerkung: Wir sagen L¢(u) = 0 ist eine quasi-lineare Gleichung, weil linear beziiglich zweiter
Ableitung von u, aber nicht linear beziiglich erster und nullter Ableitungen.

Ly heifit Euler-Lagrange-Operator und kann als Abbildung C*(Q,R™) — C*2(Q,R™) inter-
pretiert werden.

Beweis. Folgt aus Satz 0.1.5 und Lemma 0.1.3. Sei z €  beliebig und B.(z) C Q. B(z)
ist eine offene Umgebung von z mit C'-Rand. Wir wihlen ein beliebiges ¢ € Cl(B.(x)). Die
Voraussetzungen von Lemma 0.1.3 sind erfillt, wobei wir Q durch B.(x) ersetzen. Es folgt also

0=0Fa(u,p) = 0Fp, () (u, )

NG
- /Bsoc) 0:+1

Aus dem Fundamentallemma folgt, dass 0.: f|(z,u, Du) — Oz (3,.3]”\(@’“,1)“)) = 0 L"-fast {iberall auf
Be(z). Aufgrund der Annahmen ist die linke Seite der letzten Gleichung aber bereits stetig und
damit ist Ly(u) = 0 auf B.(z). Da = € 2 beliegib war folgt L;(u) =0 in €.

Beispiel 0.1.10. C = CY(Q,R) = C*(Q), F(u) = 1 [,|Dul®* + [, Vu, f(z,z,p) = 3[p|*> + V=.
Berechne partielle Ableitungen:

apaf(m7z7p) = Do, Ouf = (aagO)Z, 0.f = <p(:v)

(z,u,Du) — Oz (8r&f|(x,u,Du))j| ﬁﬂldx + /33 ( )Vaarfxf|(m,u,Du)@idVOlé’Be(z)

(z,u,Du) — a:ro‘ (arg.ﬂ(m,u,Du))] Lp’da:




Falls u € C?(Q), folgt
Li(u) = =04 (Oqu) + Vu=—-Au+Vu.

Oa (Oqu) =: Au heiit Laplace Operator auf R™.

Euler-Lagrange Gleichung: —Awu + Vu = 0 (Potentialgleichung). Falls V' = 0, dann heiflen
Losungen der Euler-Lagrange-Gleichung harmonische Funktionen auf (2.

Beispiel 0.1.11. Sei Q C R™. C = C((t1,t2) x Q), u = u(t,x), Du = (0;, Vu) und

1"
Fu) = 5/ /Q (|0wul* = [Vul?) dzdt
ty

((po)® = (1) + -+ + (pn)?))

N

f(z,2,p) =

Partielle Ableitungen

falls a =0
Oy f = Do alls a
—po fallsa=1,...,n.

EL Gleichung:
L(u) = —0; (Opu) — 0o (—0au) = —0}u+ Au =0

— Wellengleichung.

Beispiel 0.1.12. C = C*(Q), F(u) = [, /14 |Dul]?, f(z,z,p) = /1+ p|.

Partielle Ableitung:

Pa Oof = 0.f =0.

9 ==
o fl(@.2.0) 11 pP

Euler-Lagrange Gleichung:

Li(u) = -9 Oat di Vu 0

U)=—04 | ———= | = —div—/——mm =

! 1+ |Dul? VI+ | Vul?
—_———

H:= %div Tu ist die mittle Kriitmmung des Graphen von u.
— nichtparametrische Minimalflichengleichung. Vu = (9,1u, ..., Opnu).

Sei H € R eine Konstante. Die Euler-Lagrange Gleichung des Funktionals

Flu) = / [VI+TDuP + Hul dr
Q
ist
divTu = nH.

Losungen beschreiben eine Flache mit vorgeschriebener konstanter mittler Kriimmung.

Wir untersuchen den Fall n = 1 genauer. Dann ist

F(u) z/ab{\/m+Hu}dx



Fir H = 0 is F die Linge der nicht-parametrisierten Kurve (x,u(z)), a < x < b. Die Euler-

Lagrange Gleichung ist
, /
v ) _-m
1+ (u)?

Man zeigt leicht, dass fiir H = 0 die Losungen Geraden sind, fiir H > 0 sind Losungen Kreisbogen
mit Radius %

Wir haben bisher keine Randbedingung festgelegt. Betrachten wir eine Variation bezgl. ¢C!(€2),
so andern sich die Randwerte nicht. Die Randwerte sind also vorgegeben.

Dirichlet Randbedingungen:
Sei f gegegen. Betrachte g : 9Q — R™ (z.B. in C°(99).)

Lf(u)zo in ©
u=g auf 0.

Als Beispiel betrachte nichtparametrishe Minimalflichen Gleichung. {(z,g(z)),z € Q} sei eine
einfach geschlossene Kurve. — Plateau-Problem.

Frei (natiirliche) Randbedingungen

Satz 0.1.13. Seien f, D,f Ct auf Q x R™ x R™*" und Q sei C?-Gebiet. Fiir u € C?(Q,R™) gelte:

Flu) < Flu+ @) Yo e C*Q,R™). (1)

Dann erfillt u die natirlichen Randbedingung
V90 f(z,u,Du) =0 auf 09, (i=1,...,m).

Beispiel 0.1.14. Betrachte F(u) = § [, |[Dul* + [ u. = 0, f

(z,u,Du) = Ogou.

Das heif3t, die natiirlichen Randbedingungen sind v*0zou = d,u = 0.
(Neumann Randbedingungen)



3. Vorlesung.
Wiederholung. Eine Losung u € CH(2,R™) N C?(Q,R™) der Euler-Lagrange Gleichung

L(u) = =0z (0p: fl(zu,Du)) + Oz fl(z.u,pu) = 0.

von F(u) = [q, f(x,u, Du)dz heift F-Extremum, oder einfach Extremum.
Satz 0.1.13. Seien f,Dpf C auf Q x R™ x R™*" und Q sei C?-Gebiet. Firu € C?(Q,R™) gelte:
Fu) < Flu+¢) Yo € C*(Q,R™). (2)

Dann erfillt w die natirlichen Randbedingung

V90 f(z,u,Du) =0 auf 0Q, (i=1,...,m).

Beweis. Da (1) gilt Vo € C2(Q2, R™) folgt bereits L(u) = 0 wegen Satz 0.1.9. Durch Lemma 0.1.3
folgt dann

/ v¥Opi f(5u, Du) p'dvolgg =0 Ve € C?(Q,R™).
AN e
=\

Da Q ein C?-Gebiet, folgt Vo € 9 existiert U > x offen, V C R™ und ® € C?(U, V) Diffeomor-
phismus, so dass ®(9NQNU) = (R"~! x {0}) N V.

Dannn fiir n € CX(V,R™) is ¢ := no ® ein zulissige Testfunktion. (Bild!!) Mit dem Trans-
formationsatz ergibt sich

0= / Ai(n o ®)'dvolgg = / A o @1yt /det gda™ !
o0 (Rr=1x{0})NV

wobei g = ((9ye® 1, 0,69 1))a,p=1,...n—1.

Man beachte, dass jedes n € C°((R"~ x {0})NV,R™) zu einer Funktion in C°(V,R™) fortgesetzt
werden kann. Aus dem Fundamentallemma folg, dass \; o ®~1y/det g = 0, als \,. O

Beispiel 0.1.15. Wir betrachten wieder das Funktional

]::/ V14 |Dul?dz.
Q

Die natiirlichen Randbedingungen sind gegeben durch (n,Tu) = 0 auf 9Q wobei Tu die mittlere
Kriimmung der Fliche ist, die durch u € C?(Q) gegeben ist. Dies kénnen wir wie folgt geometrisch
interpretieren. Das Normalenvektorfeld von u ist gegeben durch

N = ;(Du,—l)
/14 |Dul?

und V' = (v,0) sei das Normalenvektorfeld am Zylinder 92 x R wobei v die Normale an 92. Dann
(V,N) = (v,Tu) =0.

Das heifit, u schneidet den Zylinder 92 x R senkrecht.

10



Satz 0.1.16 (Integral-Nebenbedingungen). Betrachte auf C*(Q,R™) die Funktionale
f(v):/f(x,uDv) und g(v):/g(mm,Dv)
Q Q

mit f € CH(Q,R™ R™ ™), und g € C1(Q x R™ x R™*" RF).
Betrache u € C*(,R™) mit folgenden Eigenschaften

1. Ist o € C(,R™) mit G(u+ ¢) = G(u), so folgt
Flu) < Flu+ o).

(Wir sagen, u minimiert F unter der Nebenbedingung G.)

2. 6G(u) : C=(Q,R™) — R* hat Rang k. (Submersion 77).
(Nichtdegeneriertheit der Nebenbedingungen)

Dann existiert ein A € RF mit §(F — \;G;)n =0 ¥n € C(Q,R™).
Beweis. Nach (2) existiert fur alle i = 1,...,k ein ¢; € C2°(,R™) mit 6G(u)p; = e;.
Dann betrachte fiir n € C2°(Q2,R™) die Funktion

G:RxRF¥ R G(s,ty,....tx) =G

k

i=1
Es gilt G € CH(R x R¥,R¥) (weil g € C1), und G(0,0) = G(u), und

oG
8ti t=0

=0G(u)p;=¢; firi=1,... k.
Dann folgt aus dem Satz zu impliziten Funktionen, dass ein lokal um 0 eine C!'-Funktion 7; :
(—€,€) — 0 existiert mit

g(u) = G(S,tl, ey biy e ,tk) = t;, = Ti(S).

Dann folgt aus (1)

0= %]—'(u + s+ 71(8)p1 + -+ 7 (8)n) [s=0 = OF (w)n + 7/ (0)0F (u) ;. (3)

Andererseits

d

0=
dsls=0

G(5,71(8), .., k(5)) = 8G(w)n + 7/ (0)6G (u)p; = 6G(u)n + 7/ (0)e;.

Aus der letzten Gleichung folg 6G;(u)n = —7/(0). Durch Einsetzen in (3) erhalten wir
0=0F(u)n—0G;(u)nA; mit \; = 0F (u)p;.

fiir alle n € CZ°(Q, R™). 0

Bemerkung 0.1.17. Sind zusitzlich D, f, D,g; € C1(Q x R™ x R™*™) und ist u € C?(Q,R™), so
folgt aus Satz 0.1.13

Ly(u) ~ NiLg, (u) = 0.

11



Beispiel 0.1.18. u: Q2 — R (m =1).

1

F(u) = 7/ (|Dul? + Vu) dx

2 Jo

wobei V : § = R und
Gu) = / u? =1 (u normiert).

Q

Es folgt
G (u)p = 2/ ou.
Q

Da u # 0, existiert ¢ € C2°(Q2) mit 6G(u)p # 0 nach dem Fundamentallemma der VR. Das heifit
0G(u) hat vollen Rang.

Li(u) =—-Au+Vu
Ly(u) = 2u.

Ist u € C1(Q) N C*(Q) minimierer, so gibt es ein A € R mit
—Au+Vu = du

(Eigenwert Problem fiir den Operator —A + V).
Beispiel 0.1.19 (“Isoperimetrisches Problem”). Betrachte

Flu) = / V' 1+|Dul?dz,
Q
G(u) = / udz = Volumen von {(z,z) € A xR:0< 2z <u(z)}.
Q
“Volumen der Flache unter dem Graph von u.”

G (u)p = /Qgp #0 fiir p € C°(Q2) geeignet = Voller Rang.

Du
V14 [Du?’
Ist u € C1(Q) N C?(Q) Minimierer, so gibt es ein A € R mit

D
—div =\

V1+|Duz

Geometrisch bedeudet das: Der Graph von u hat konstante mittlere Kriimmung.

Ly(u) = —div Ly(u)=1

Beispiel 0.1.20 (Kettenlinien). Frage: Wie héngt ein nicht-dehnbares, sehr diinnes Seil mit gle-
ichméssiger Massenverteilung?

Wir betrachten C = {u € C*([a,b],R) : u(a) = zo,u(b) = 21 }. Die Bedingung nicht-dehnbar be-
deutet

b
L(u) = / V14 (v)2dx = ¢ = const.
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Notwendig fiir einen stabilen Gleichgewichtszustand unter Einfluss der Schwerkraft ist, dass der
Massenschwerpunkt so tief wie moglich hédngt. Das heisst, wir minimieren die y-Koordinate des
Massenschwerpunkt, das heifit wir minimieren

b
/ uy/1+ (u)23dz/L(u)

bzw.

[ /i

unter der Integral-Nebenbedingung £(u) = ¢ und der Randbedingung u(a) = 2z und u(b) = z.
Satz 0.1.16 liefert, dass ein C? Minimum die Euler-Lagrange Gleichung zum Variationsintegral

b
F(u) :/ (u+ AN)/1+ (v)3de

168t fiir ein geeignetetes A € R. Wenn wir v := u + A betrachten, 168t v also die EL. Gleichung von

fab uy/1+ (uw')2dz.

13



4. Vorlesung.

Beispiel 0.1.21 (Minimale Rotationsflichen). Wir betrachten u € C?([a,b]) und u > 0. Dann
erzeugt u eine Rotationsfliche durch {(z,u(z)) : = € [a, b]} deren Fliche gegeben ist durch

b
Flu) = / omur/1+ (u')2dx mit f(z,z,p) = 2w2+/1 + p?

Die Euler-Lagrange Gleichung ist

1+ (u)? - <1+(U’)2> =0.

Lemma 0.1.22. Falls f von der Form f(u,p) ist und u eine Losung der Euler-Lagrange Gleichung,
dann v’ - Op f(u,w') — f(u,u') = const = h fiir eine Konstante h.

Im Fall einer Rotationsfliache ergibt dass

2
(W) u —u 1—|—(u’)2:£:>u: h

e NN
1+ (u)? 21 2m + (W)

Es folgt, dass h < 0, falls u > 0 auf [a,b]. Und h = 0, falls u(z) = 0 fiir ein « € [a,b]. Daraus

folgt, dass entweder u = 0, oder u # 0 fiir alle « € [a,b]. Insbesondere haben Extrema # 0 keine
h

Singularitdten und es gilt 0 < —h < 27 ming¢[qp) u(x). Sei ¢ = —5=. Dann

=2+ (cu/)z.

r—Io

Die Lésungen sind u(x) = ccosh =

Holonome Nebenbedingungen:

Wir diskutieren nun Nebenbedingungen der Form
Gz, u(@) =0 ()

fiir eine Skalar- oder Vektorwertige C2-Funktion G(z,z). Bedingungen der Form (x) heiflen
holonom, im Gegensatz zu Bedingungen der Form

G(z,u(z), Du(z)) = 0,
die nicht-holonom (nonholonomic) genannt werden.

Zur Einfachheit betrachten wir nur folgende Situation. Sei u € C*(Q,R") und G = (G*,...,G")
fir 1 <r <n-—1aus C>(R™,R"). Das heit G(x,z) = G(z).

Q) C R™ sei ein beschrianktes Gebiet, und
C={ueC'(Q):Gu(z)) =0VzeQ}.

Wir nehmen an, dass die Matrix (9,:G’);=1,. m j=1,.. hat vollen Rang in allen Punkten der
Menge

M:={zeR™:G(z) =0}.
Nach dem Satz tiber implizite Funktionen ist die Menge M eine (m—r)-dimensionale Untermgft. in

R™, mit Normalen VG!,... , VG der Klasse C'. II, : R™ — T, M sei die orthogonale projektion
von R™ auf den Tangentialraum 7, M von M bei z.

14



Definition 0.1.23. Sei u : Q — R™ mit u(x) € M. Eine Abbildung V € C* (2, R™) heifit Tangen-
tialvektorfeld entlang von u falls V(z) € T, (,)M fiir alle z € Q.

Lemma 0.1.24. Sei ¢ € C°(Q,R™), so dass
[ @) vinds =0

fiir alle Tangentialvektorfelder V € C}(Q,R™) along u. Dann gilt My (x) = 0 fir alle z € Q.

Beweis. Sei xg € Q und zp = u(zp). Auf einer hinreichend kleinen Umgebung U C R™ von zg
sei T1,..., Tm—r,V1,...,V, eine Familie von punktweise orthonormalen C'-Vektorfeldern, so dass
(7i)i=1,...,m—r tangential zu M ist. Sei Bgr(zo) ein kleiner Ball, so dass {u(z) : © € Br(zo)} C U.
Wihle Funktione ¢* € C}(B) fiir i = 1,...,m — r, und definiere

m—r

Vi)=Y ¢ (@)mi(u(z)).

i=1

V ist tangential entlang u. Auf Br(xo) lasst sich ¢ schreiben also

P(x) = i: a'()7i(u(x)) + ZW%)W(U(JC))

fiir a® und ¥ in C°(Bg(z0)). Die Annahme ergibt

0= ; /Q a'(xz)p' (x)dx

Da die ¢" beliebig waren, folgt aus dem FL, dass a’ = 0. Deshalb IL, ¢ (z) = 0 V& € Bg(xo).
Weil zy € Q) beliebig war, folgt die Behauptung. O

u € C heiflt schwaches relatives Minimum, falls
F(u) < F(v)

fiir alle v € C so dass v = wauf 9Q und [|v — ull o1 (@) = [[v — u||CO(§)+ZZ=1 [0z (v — )| oy < 0
for some 6 > 0.

Satz 0.1.25. Falls u € C*(Q,R™) ein schwaches relatives Ezxtremum von F ist unter der Nebenbe-
dingung G(u(z)) = 0, so ewistieren Funktion A\1,...,\. € CO(Q,R™), so dass u ein Extremum
beziiglich F*(u) = [ f*(x,u(x), Du(z))dx ist, wobei f*(x,z,p) == f(x,2,p) + 27, Aj(2)G7(2).

Beweis. Zu zeigen ist, dass u die EL Gleichung bzgl. F* auf Q 16st. Dazu sei zog € Q und
20 = u(xg) € M. Es sei Br(xzg) C Q, so dass u(Br(zo)) C U wobei U ein lokale Koordinaten
Umgebung von zg € M ist. V € C}(2,R™) sei ein beliebiges Tangentialvektorfeld entlang u mit
supp V C Br(xp). Es existiert ein v : Q x [~tg,to] — R™ mit ¢y > 0 von der Klasse C*, so dass

(i) Y(z,t) =u(x) +tV(x) +o(t) ast — 0,
(ii) ¥(x,t) = u(z) fir (z,t) € 90 x [—to, tol,

(iii) 9 (-,t) € C fiir jedes t € [—to, to]-

15



Konstruktion von :
Da U eine Koordinaten Umgebung ist, existiert ein C!-Diffeomorphismus ® : U — V C R™™".
Wir definieren ¢ auf Br(xg) X [—to, to] durch

O H(®(u(x)) + tDOV (u(x))) = ¥ (x,t).

wobei wir R > 0 und ¢ > 0 hinreichend klein wéhlen, so dass ®(u(z)) +tD®V (u(z)) € V fur alle
(z,t) € Br(xg) X [—to, to]. Dann gilt

(i) O (z,-)li=o = D™DV (u(w)) =V (u(x)),
(i) ¥(z,t) = Y P(u(z))) = u(z) falls z € 99,
(iii) 9(x,t) € M fir alle x € Q und t € [—to, to].
Geméf der Annahme gilt ®(0) < ®(¢) fur ®(¢) := F(¢(-,t)) falls ¢ > 0 hinreichend klein. Also
folgt ®'(0) = 0 und damit 6.F(u, V) = 0.
Da u € C?(2,R™), folgt mit Satz 0.1.9

0= 6F(u, V) = /Q<Lf(u),V>dx

fiir alle V € C1(Q,R™) tangential entlang u mit supp V C Bgr(xo). Aus Lemma 0.1.24 folgt
Hu(x)Lf (u) =0

Der Vektor Ly(u)(x) steht also senkrecht auf T, fiir alle 2 € Q. Also ist Ly(u)(x) eine linear
Kombination der Normalenvektoren 0,G! (z, u(x)), ..., d,G" (x,u(z)). Deshalb existieren Funktion
ALy A € CY(0), so dass

Ly (u) = Ly(u) + > X;0.G7 (-, 2) = 0.
j=1

Beispiel 0.1.26 (Harmonische Abbildungen nach Hyperflichen in R™*1). Sei
1 . )
F(u) = 5/ |Dul?dz  wobei |Dul® = spur {Du - Du"} = dyou'Opar’.
Q

die Dirichlet Energie von u € C*(Q, R™). Die Euler-Gleichung ist Au = 0. Betrachte die Nebenbe-
dingung |u| = 1. Das heisst, u: Q@ — $™ C R™*!. Hier ist G(z,u(z)) = |u|? = 1. Daraus ergibt
sich die Gleichung
Au=—p(z)u
fiir eine Funktion p(z). Wir bestimmen p. Zunéchst folgt aus |u| = 1, dass p = —u - Au.
Andererseit kénnen wir |u|? = 1 zweimal differenzieren und erhalten
u-Au+|Dul? = 0.

Es ergibt sich p = |Dul?.
Beispiel 0.1.27 (Geodétische in auf Hyperflache im R™). Sei

M={zeR":G(z) =c}
eine regulire Hyperfliche, das heift VG|, # 0 fiir alle M € S. Geodétische sind Extrema von

Flu) = %f; |u'|?dx mit u € C%([a,b], M). Aus dem Satz folgt, dass fiir eine Geoditische ein

A € C%Ja,b], M) existiert mit
u”(z) = Mz)VG(u(z)).

Im Fall M = S77" = {z: 2| = R?} folgert man leicht, dass u”(z) = —+u. Das heiBt, eine

Geoditische in S™~1 ist Teil eines GroBkreises der Antipodenpunkte schneidet.
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5. Vorlesung

Teilweise frei/Transversale Randbedingungen Sie Q) C R” ein C'-Gebiet und G € C*(R™,R"),
so dass DG maximalen Rang hat auf der Menge

{zeR™":G(2) =0} =M

Dann ist M eine m — r-dimensionale Untermgft.

Wir sagen V € C*(€, R™) ist ein Tangentialvektorfeld entlang ulaq falls V(z) € Ty, M fiir alle
x € 0R2. Wir haben folgendes Lemma.

Lemma 0.1.28. Sei ¢ € C°(0Q,R™), so dass
[ ). Vi) dvolon(z) =0
a0

fiir alle TangentialVF 'V € C*(Q,R™) entlang ulaq. Dann folgt I, )¢(x) = 0 fir alle x € 9.

Beweis. Seixg € 0Q und zg = u(xp). Wie im Beweis von Lemma 0.1.24 wahlen wir 71, ..., Typ—p, V1, . .
auf einer Umgebung U von zy. Wir wahlen lokale Karte ¢ : V. C @ — W um 2y € V, und
Br(p(xg)) € W, so dass u o ¢(Bgr(xzg)) C U. Der Rest des Beweise verlduft wie in Lemma
0.1.24. O

Wir betrachten folgendes Variationsproblem. Sei F(u) = [, f(x,u, Du)dz fiir
ueC={veC (QR™):Gv(z)) =0Vx e},

Wir sagen u ist ein schwaches relatives Minimum von F auf C falls F(u) < F(v) fiir alle v € C mit
lu = vllor @) < 0.

Wir sagen u ist stationir, falls 6. (u, V) = 0 fiir alle TangentialVFer V € C1(Q,R™) entlang u|sq,
Dann ist u stationér, falls u ein schwaches relatives Minimum.

Satz 0.1.29. Falls u € CY(Q,R™)NC?(Q,R™) ein stationdrer Punkt von F auf C ist, dann erfiillt
u die EL Gleichung L¢(u) =0 auf Q und die nicht-lineare Randbedingung

(Vaap}y.ﬂ(m,u(x),Du(z)a ) Vaapglf|(z,u(x),Du(m)) 4L Tu(z)M (4)

=:Z

Wir sagen u ist am Rand OS) transversal zu M. Das heif$t der Vektor Z(x) = (Z1, ..., Zy)(x) steht
senkrecht auf (ist transveral zu) M fir alle x € 0S).

Beweis. Da alle V € C}(Q,R™) tangential entlang u|sq sind, folgt aus der Eigenschaft stationér,
dass 6F(u,V) = 0 fiir alle V € C}(£2,R™) und damit auch Ls(u) = 0 auf Q. Es folgt mit Lemma
0.1.3, dass

/an Va(2)0pi f(zu(z),Du(z) V' (@)d volgg = 0
fiir alle TangentialVfer V € C(Q,R™) entlang u|gqn. Hence, the previous Lemma yields
oy (2) (Ve ()01 fl(z,u(z), Dula))s - - - s Va () Opm fl (@ u(z), Dulz))) = 0-
Man sieht leicht die folgende Umkehrung.
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Satz 0.1.30. Ein Estremum u € C?(Q,R™) von F ist stationdr in der Klasse C falls u transversal
zu M ist.

Beispiel 0.1.31. Betrachte das Dirichlet Integral

1
F(u) = A | Du|?d.

Dabei ist f(z,p) = 1|p|*> = 1(p},)* und dyi f(z,p) = pl,. Die Transversalitéits Bedingung ergibt
hier

Vo (2)Ogatt’ | = O] L Ty@zyM.

Variation der unabhangigen Variablen Wir hatten bisher notwendige Bedingungen fiir Min-
imierer von F hergeleitet von der Form

0F (u, ) =0 Ve C(Q,R™) oder Ly(u)=0.

Jetzt betrachten wir eine 1-Parameterfamilie von Diffeomorhismen ¢; : @ — Q, t € (—¢, €) so dass
o = idg und ¢ € CH(Q x (—¢,¢€),Q). ¢, induziert ein zeitabhingiges Vektorfeld

f(x) = Sol@)

& =: € heiflt initiales Geschwindigkeitsvektorfeld.

Andererseits: Falls ein Vektorfeld ¢ € CL(Q,R™) gegeben ist. Dann existiert ein ¢, : Q — Q
t € (—¢,€) - der Fluss von ¢ - eine 1-Parameter Familie von C!-Diffeomorphismen mit %cpt(x) =
&(pi(x)). Dann gilt auerdem 15 = @1 0 @s.

Definition 0.1.32. Seien ¢ und ¢, gegeben wie eben, und sei u € C*(€2,R™). Dann heiit

0F (€)= G| _, [ f@uter(a)). Dlwo i) @) 6

innere Variation von F bzgl. £.

Lemma 0.1.33. Sei u € CY(Q,R™) und £ € C(Q,R™). Dann ist die innere Variation gegeben
durch

OF (u)€ = /Q [8%]”(. )0 w Dy — f(.. . )0paf® — Do f(...)E] da.
Beweis. Zunéachst
| rauten@). Do eo@)e = [ fau(e(@). Dugr(a) - Doi(a))ds = 2(0)
Wegen dem Transformationssatz fiir Gebietsintegrale folgt
B(t) = | £ ou(o), i @), Dulou(o) - Dinlr ()

- / F(@r (), u(y), Du(y) - Deoy(7 () det Doy (y)dy

18



Wir leiten ab nach ¢ bei t =0

vor- [ 4],

e ), uly), Duly) - Dei(e;  (y)) det Dy ()] dy

= [ [ 10wt Dut) | o 1)
405, £ uly), Duly) 5| [Duty) - Dol )]
+ 1 u(y), Duw) | det Doy )]y ()
Es gilt
2| o) =€)
S| et Dgr () = —divey) = -0,
4| Deuer ) = Dew) + | Dol ) = Del) + o _ By = DE().

Eingesetzt in (6) ergibt das

W(0) = [ [ =00 )6 0)+ s F 0w 0)0rn () = F(...) div o)y

Das ist die Behauptung. O
Bemerkung 0.1.34. Wir schreiben auch

Of (W)E(y) == =0 (. )EX(Y) + Oy F (- )Dpst’ (y) - 0peP(y) — f(...) divE(y)
und damit

OF (w)§ = ; Of (u)é(x)dx

Definition 0.1.35 (Hamiltontensor). Der Hamiltontensor (oder Energie-Impuls-Tensor) ist definiert
durch

8p flz,u p) 5ﬁf(x u,p) = Tf(z,u,p)

Dann schreibt sich die innere Variation wie folgt
u)é = / (2, u, Du)0pa€” — Dy f(...)EY] dy

Wir sagen eine Abbildung u € C*(Q,R™) ist ein inneres Extremum von F falls

OF (u)¢ =0 VE € C2(Q,R™).
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6. Vorlesung

Wiederholung: Sei & € CL(€2,R™) ein Vektorfeld, und sei ¢; : Q — Q eine 1-Parameter Fam-
ilie von C'-Diffeomorphismen, so dass ¢g(z) = = und %|i—opr = & Sei u € C1(Q,R™) und
]:(u) = fg f(~7u,Du).

Die innere Variation von F bei u bzgl. £ is
d
OF (u,€) = im0 F(uo @) = / (72 (@, u, Dw)0ye&” — O f (2, u, Du)§?] .

wobei T (x,u, Du)al = Opi fl(zu,pu)0psulall — f(x,u, Du)ag.

Satz 0.1.36. Sei f € C%(...) und u € C?(2,R™) sei ein inneres Extremum von F. Dann erfillt u
die Noether Gleichungen

Opa TP (2, u, Du) — Ogo f(x,u, Du) =0 <= div Ty (x,u, Du) = Ope f(2,u, Du).
Andererseits, ist jede C%-Lisung u der Noether-Gleichung ein inneres Extremum von F.

Beweis. Jedes innere Extremum « von F erfiillt
/Q [T (2,4, Du)0pe€” — Opa (... )€ dy =0 V€ € O (Q,R™).
Falls u € C?(2,R™), erhalten wir durch partielle Integration
—/Q [0paT2(...) = Dpa f(...)] Pdy = 0.

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung liefert das Resultat. Die andere Richtung folgt
analog.

Bemerkung. Die Noether-Gleichungen sind der Gegenpart zur Euler-Lagrange-Gleichung.
Lemma 0.1.37. Fall f € C? and u € C*(Q,R™), dann

OF (u)€ = /Q (Ly(u) - Du) - €d = — /Q (awﬁapg f— 0. f) Dpori€odr  VE € OX(Q,R™).

Beweis. Mit partieller Integration folgt

—OF(u,€) = /

o _amaf‘(ac,u,Du)ga(x) + f(:L', U, Du)azaga - ap}sf|(x,u,Du)aaz"<Ui|xagc55a|:c:| dx

= /Q _8x0‘f‘(ac,u,Du) - 8930‘ (f(mv u, DU)) + GM (8pgf|(x7u,Du)8zaui\z)] fadfb

= /Q 8x°‘f‘(:t,u,Du) - axo‘f‘(r,u,Du) - azlf

(z,u,Du)azaui‘z
- 8pgf|(x,u,Du)axD‘xﬁui|m + a:cﬂ (apfaf|(x,u,Du))az“ui|z + 8p%f‘(m,u,Du)axﬁ:c‘lui|I):| gadx

= / _8xﬁ8p%f — 0y 6maui§adl‘ = 7/ (Lf(u) - Du) - &dx.
Q- Q

Das Fundamentallemma liefert folgendes
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Folgerung 0.1.38. u € C1(Q,R™) N C2%(Q,R™) ist ein inneres Extremum von F genau dann wenn
es in Q die Gleichungen

L¢(u)-Du=0

erfillt.

Bemerkung 0.1.39. Es folgt also, dass die Noether-Gleichungen dquivalent durch
L¢(u)-Du=0

geschrieben werden konnen. Das heifit L;(u) steht senkrecht auf den Vektoren Oyou fiir o =
1,...,n.

Falls 1 < n < m, dann ist u(xz) = z eine parametrisierte n-dimensionale Untermgft M in R™.
Nun, falls v ein Extremum der Klasse C? von F ist, besagen die Noether-Gleichungen, dass L #(u)
senkrecht auf M steht, d.h. Ly(u) L T,,M.

Folgerung 0.1.40. Jedes Extremum der Klasse C? ist auch ein inneres Extremum.

Allgemeine Variationsformel

Lemma 0.1.41. Sei Q C R™ und ¢ € C?*(Q x (—6,0),R"), ¢ = ¢(t,x) mit folgenden Figenschaften:

1. Sei @y : Q — Q ein C?-Diffeomorphismus.
2. Yo = idQ .

Sei U C Q. Dann gilt fiir g € C1(Q x (=6,6)) und & = %—f . € CHQ,R")
t=

: /
— g(y,t)dy
dt Jo, )

_ /U [Oelimog (@, 1) + div(g(z, 0)€ ()] da.

t=0

Beweis. Es gilt

0
|, D) = Dels

det Doy (x) = divE(x).

t=0

ot

Mit dem Transformationssatz folgt

d d
— g(t,y)dyli—o = — [ g(t,pe(x)) det Doy (x)de|—o
dt Jo, ) dt Juy
- / [0:]og(,0) + (Dg, €)(x,0) + g(x,0) div € ] da.
U
=div(g§)
C? ist notwendig damit %895 = 8:,3%. O

Beispiel 0.1.42 (Kontinuitatsgleichung). Betrachte Stromung ¢ : (=4, ) xQ — Q mit Geschwindigkeits-
feld € = %|0<pt. wie im vorigen Lemma. Sei p = p(t,y) die zeitabhiingige Dichte in C'. Dann ist

m(t,V) = /V p(t,y)dy
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die zeitabhangig Gesamtmasse im Gebiet V' C (2.

Wie wird die Masse durch die Stromung transportiert?

0= Gmita@lico = [ @ +div(ot))
Massenerhaltung fiir all U C 2 is dquivalent zur Kontinuitatsgleichung
Op + div(p€) = 0.
Dies folgt mit Hilfe des Lebesgue’schen Dichte Satzes (Lebesgue density theorem).

Satz 0.1.43 (Allgemeine Variationsformel). Sei U C Q C R™ und ¢ € C?(Q x (=6,5),R") mit

1. Sei @y : Q — Q ein C?-Diffeomorphismus.
2. »o = idQ .

Sei weiter u € C%(Q x (=§,9),R™). Setze

dp

0
f—a —o und 1= 8tu|t 0-

Insbesondere ist u(t, ) = ug + to fir ¢ € CX(Q) zuldssig.
Dann gilt fir F(u,U) = [;; f(-,u, Du) die Formel

d
gﬁﬂfwow%%w»=AwAWn—&w®+A&WNWK+Dﬁ«JW
Dabei ist Dy f(...)n = 8y f(-,u, Du)n’

@’
ot =0
d

f(z, v, Dvy)dx
dtt 0/(U) ( ¢ t)

:/Uaf(l',l/t,DVt)h:O—i_/UdiV(f(

= /U [ 2t (w,u,Du)Xi + 8pgf|(w,u,Du)6ocXi + awa (f(ﬂ?,u, Du)fa(aj))} dx

Wir rechnen weiter mit Anwendung der Produktregel auf 0, f |(2,u,Du) O x*(man beachte, bei par-
tieller Integrations wiirden Randterme auftreten)

:/U(_aa [0z fl(..)]

AuBlerdem gilt

Beweis. Setze vy = uy o gpt_l und x = Wir berechnen dann mit Lemma 0.1.41

& F U)o =

x+/a )E 40, F( ) = ()

9 9 .
= — = — = —D .
X= 0t im0 ~ B2t 0% ’t:O K u-g
denn
dy _,, . d d| _, . d . d
§@) + =| 07 @) = 2| p@) + 2| eM@) = 2| erovii@) = 2| a=0
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Einsetzen in (x) ergibt
= [ {200 101 )] 08} - o = (D)
=Ly (u)

+/ 6a(f(...)§a—6péf(...)[Du-§]i+8péf(...)77i).
U

T3 (u)g?

Bemerkung. Insbesondere folgt fiir U = Q und ¢ € CL(Q,R")

d

Gl o et = [(Erwo+ [ avDofm = =) + [ dv(Dyr. )
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7. Vorlesung

Beispiel 0.1.44. Falls f = f(z,p) nicht von x abhéngt, werden die Noehter Gleichungen fiir ein
inneres Extremum zu

div T (u, Du) = Oy [Opi fl(u,pu)Ous v’ e — f(u, Du)| = 0.

Falls n = 1, ergibt das i f|(yu (u') — f(u,u’) = const.
Insbesondere, falls f(z,p) = 3|p|* — V(z), dann ist das

; ; 1
(), (u')) = fu,u’) = 5‘“/‘2 +V(u) = E(u)
die Gesamtenergie eines Teilchens, dass sich in einem konservativen Kraftfeld VV befindet.

Nun betrachten wir eine 1-Parameterfamilie von C2-Diffeomorphismen
(Fy, Gy) : QX R™ - Qx R™, (z,2) — (Fy(z,2), Gz, 2)),

so dass Fy(z,z) = x und Gi(z, z) = z. Wir definiere die zugehorigen initialen Vektorfelder

G 0,z,2).

Pi0.22), 2.2 = %

X(x,z)zaa—t(

Hierdurch wird fiir jedes u € C?(, R™) eine Schar von transformierten Abbildungen erzeugt. Wir
transformieren die unabhéngige Variablen x € {2 durch

0
pua) = Fule,ul@), €= 5| ola) = X, u(z).
und die abhangige Variable z € R™ durch
0
ut(x) :Gt(xau(m))7n: s ’U,t(I) :Z(x,u(m))
Definition 0.1.45. Das Variationsintegral F(u fQ ,u, Du) heifit infinitesimal invariant bzgl.

der Transformation (F%, Gy), falls

d _
it t:Of(Ut O @y 17<Pt(U)) =0

fiir alle v € C%(Q,R™), und U C Q mit U kompakt.
Bemerkunyg.

Satz 0.1.46 (Emmy Noether, 1918). Das Variationsintegral F(u fQ ,u, Du) sei infinitesimal
invariant bzgl. (Fy, Gy).

Dann gilt fiir jede Losung u € C%(Q, R™) von L¢(u) =0 der Erhaltungsatz

le(T(u)f + Dpf|( )77) = ama [apgf|(x,u,Du)amgui|:c€a(x) + apgfl(x,u,Du)ni(x)] =0.

Dabei ist T der Hamiltontensor und & und n sind definiert wie zuvor.

Beweis. Sei U C Q, so dass U C Q und kompakt. Ein Problem ist, dass ¢; :  — Q eventuell
kein Diffeomorphismus ist. Aber beachte, dass im Beweis der allgemeinen Variationsformel, es
ausreicht, wenn ;| : U — ¢;(U) ein C?-Diffeomorphismus ist.

Wir betrachten den Fluss ¢ (z) = = + t£(x) des Vektorfeldes £. Dann ist ¢ : U — ¢(U) ein

24



Diffeomorphismus. Aufgrund der Annahme, dass (Fy,G;) € C2, gilt auch, dass ¢p:(z) = = +
t&(x) + o(t), bzw. ¢; *(z) = x — t€ + o(t). Zusitzlich kénnen wir u(z) in z Taylor-entwickeln:

ug(x + h) = ug(x) + Dug(x) - h + o(h).

In der selben Weise konnen wir f : Q x R™ x R™*" — R Taylor-entwickeln. Zusammen ergibt das,
dass im Fall U C © kompakt, ¢ durch ¢ wie folgt ersetzt werden kann:

J%utowt%wxvnuo=h/(U)f@autowthzxuowtw>
Pt

=/ fla ug oy, D(uowpy ) +ot) = Flug oy, (U)) + o(t)
¥ (U)

mit einem Fehler o(t). Beachte, dass ¢:(U) C Beo)(¥:(U)), und L™(Beow (¥e(U))\¢e(U)) <
C- o(t) fur Konstanten C und C > 0. Dann folgt mit der Voraussetzung an F und der allgemeinen
Variationsformel

0= d]:(ut o, @i (U))|i=o = i]:(ut o, (U))|i=o

dt dt
— [y Du-&)+ [ div(Hy( )+ Dof )
U S~~~ U
=0
Es folgt die Behauptung, da die Gleichung gilt fiir alle U C 2 offen. O
Beispiel 0.1.47. Sei n =1 und m = 4,
_ 1 2
1<J
und u ein Extremum fiir F(u) = [ f(u,u). Sei ¢i(z) = (z +¢) und u; = u. Dann ist (z) =1

und 1 = 0, und die Erhaltungsglelchung w1rd zu
div T (u,u’) = 0.

Oder sei () = o und vy = (u! + t,u?,u® + t,u*). Dann gilt £ = 0, n = (1,0,1,0) und
F(u) = F(u,). Es folgt

Ot fleuury + Op2 fl(uuwy = const <= m(u') + M (u®) = const.

Und ensprechend m(u?)’ + M (u*)" = const falls u; = (u',u? +t,u®,u* +t). (Impulserhaltung).
Beispiel 0.1.48 (Pohozaev-Identitat). Betrachte auf R™ x R™ die Streckungen

Ft(x) = etxa @t(x) = etxa g(fﬂ) =7
Gi(2) = Mz, u(t,z) = eMu(x), n(z) = Iu(z).

Wir interessieren uns fiir die Invarianz unter dieser Transformation des Variationsintegrals
1 2
Fu)= [ (GIDul” = [u’) (n=3)
v 2
Berechne

(ue o p; ) (y) = eMue'y)
D(ug o ;' (y)) = M " Du(e™"y).
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Es folgt

Fluro g o) = [
v, (U)
1 1
_ / 22221 Dy ()2 — Ly ()P ) d.
U \2 p

<;62(,\1)t|Du2(e"y — ;ep)‘t|u(ety)|p> dy

Man sieht, das Funktional ist invariant falls

n+2X2—2=0 und n+pA=0

-2 2n

{:))\:_n und p = .
n—2

Seien A und p so gewéhlt.
1 s 1
756 = (31Duf’ — _ul?)€ ~ (Du,€) Du

D,f(...)n=—...

2n

Dann lautet der Erhaltungssatz mit p = =25

Angenommen u ist Losung zu Randwerten u|sq = 0, dann folgt mit dem Satz von Gaufl

B 1 0u,
0= /m§|5 (& v).

Falls (&,v) > 0 auf 99, dann ist Q sternférming und es folgt Du = 0 auf 9.

Pohozaev folgerte damit, dass Du = 0 auf €0, und zeigte also, dass es auf sternférmignen Gebieten
keine Losungen ungleich 0 geben kann.
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8. Vorlesung

0.2 Funktionalanalysis

Warum Funktionalanalysis?

Unser Ziel ist Funktionale der Form F(u) = [ f(z,u, Du) in einer geeigneten Klasse C zu min-
imieren. Zum Beispiel, sei C = CY(Q,R™) N {u: u|pg = 0}. Angenommen inf,cc F(u) > oo.
Betrachte zum Beispiel f = |Du|?, oder f = f(z,u, Du) > A|Du|? fiir ein A > 0 und p € (1, c0).
Dann wéhle eine Minimalfolge u; € C, d.h.

F(ug) — irelg F(u).

Frage: Existiert eine “konvergente” Teilfolge?

Es existiert ein C' > 0, so dass F(uy) < C, und folglich

C
/|DU/€‘p S X

Also ist Duy, beschréinkt in LP(dx). Diese Information reicht aber nicht aus, um Konvergenz gegen
ein u € C1(Q) zu etablieren.

In LP?(dx) konvergieren beschriankte Folgen im Allgemeinen nicht. Losung: Topologie der schwachen
Konvergenz. Dualraume.

Definition 0.2.1. Seien X,Y Banachrdume. L(X,Y’) sei die Menge aller beschrénkten linearen
Abbildungen zwischen X und Y, d.h. falls A € L(X,Y) dann sup,<; [|Av[| = [|A]] < co.

X' = L(X,R) heiit der Dualraum von X.
Bemerkung. Fir A: X — Y linear sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) 4] < o
(if) A ist stetig.
(iii) A ist stetigin 0 € X.
Zuerst wollen wir Dualrdume der LP-Réume LP () fiir p € [1, 00) charakterisieren.
Definition 0.2.2. Sei (M, A, 1) ein Massraum. Dann
() ueL?(u) > [luPdu=Jull, < o
(i) we L®(pu) <= inf{d>0:pu({xreM:u(x) >0} =0}=|ul ~ < oo.
Bemerkung. Ist u(M) < oo und w € LP () fiir ein p, dann ||ul|;, = ||u|l ;-
Lemma 0.2.3. Sei u ein Mafauf M. Dann gilt

(i) Fir1 < p < oo und 1% —|—% = 1 ist die Abbildung J : L9(u) — LP(n)" gegeben durch
(Jv)(u) = [vudp eine isometrische Einbettung.

(ii) Ist p o-endlich, soist J : L () — L' (n)" durch (Jv)(u) = [ vudp ebenfalls eine isometrische
Einbettung.
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Beweis. Holder Ungleichung fiir p € [1, o0]:
[J)()] < [ollga lull e = [0l < vl La -
Sei p € (1,00) und v € L%(u)\ {0}

D(v) = ”UH%;(I 0|72y falls v # 0
B 0 sonst.

Berechne

2— - ’ q
1D = ol ([ bl 7d) " = olyy aa = L1

Auerdem J(v)(Dv) = ||vH2Lq Also folgt || J(v)|| > ||v]| ... Falls p = oo analog.
(ii): Sei p = 1. o-endlich heifit, es gibt eine Ausschopfung M; C My C ... von M (UM = M)
mit pu(My) < oo. Fiir § > 0 und v € L () definieren wir
E(k,6) = {z € My : Jo(z)] > [[v]| .~ — 6}
Da v € L*™(u) gilt u({x € M : |v(x)| > ||v]|  — d}) > 0 fiir alle § > 0, und somit p(E(k,d)) > 0

flir ein k hinreichend grof3.

w— ]‘E(k75)|%\ falls v 7£ O,
0 sonst.

Dann gilt ||v]|;, = fE(k,S) 1dp = u(E(k,d)) und

J(v)(u) = / loldp = (Jvll o — 0)u(E (K, 9)).

3

Es folgt [|Jv|| > ||v]| ;. —¢. Da § > 0 beliebig, folgt die Behauptung.

Satz 0.2.4. Fir p € (1,00) und % + % =1 ist die Abbildung J : LY (u) — LP(p)" aus Lemma 0.2.3
eine surjektive Isometrie.

Ist u auflerdem o-endlich, so gilt das auch fir p=1.

Bemerkung. J : L'(u) — L°(p)’ ist im allgemeinen nicht surjektiv. (Raum beschrinkter, un-
endlicher Folgen.)

Beweis.

Lemma 0.2.5. Fir alle p € (1,00) is K = {u € LP(p) : ||ul|,, <1} ist gleichmdssig konvex. Das
heifst: Ye > 0 30 > 0, so dass

lull o = llollp, =1 & [[3v+u)], >1-0) = [lu—v]y, <e

Sei ¢ € LP(u) gegeben.
Schritt 1: Dann existiert ug € LP (1), so dass ¢(ug) = ||¢||. Ohne Einschrankung sei ||¢| = 1.
Wiéhle Maximalfolge wy mit |ux||;, = 1. Falls § > 0, folgt fiir &, hinreichend gro8

1-6< M = o (3(ux +w)) < ||5(ur +w)]-

Weil LP(u) gleichmaéssig konvex, folgt ||up — w|] < € = Cauchyfolge. Es existiert ein Grenzwert
ug. Mit Stetigkeit von ¢ folgt die Aussage.
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Schritt 2: Es gilt ¢ = JD(ug), wobei D(ug) definiert ist wie im Beweis von Lemma 0.2.3.
Wir berechnen die Ableitung

Onluuo -+ tul? {p|u0 +tulP~2(up + tu)u  fallsug +tu # 0
acs =

sonst.

Fiir |t| < 1 haben wir eine Majorante |0;|ug + tul? < p(|ug| + |u|)? € L' (). Mit dem Satz von der
dominierten Konvergenz folgt

d _
pri iR lup + tul|,, = / luo|P~2ugudp = JD(ug)(u)  (Beachte |jug|| = 1).
Also auch

ug + tu

d
S _MT™ . —JD .
dt’oHuo—i—tuHm " to(u)uo

Zusammen mit Schritt 1 folgt dann

— d uo+tu .
0= "] o (atte) = o) — ID(uo)(w).

Schritt 3. Der Fall p =1 (y is o-endlich).
Sei E C X messbar mit u(E) < co und fiir p > 1 definieren wir

p LP(u) = R, wp(u) = p(lgu).

Bs gilt [0, ()] < [l p(E) 7 Jull - Also ist ¢, € LP(1)'.

Nach Schritt 1 und 2 gibt es ein v, € L(p) mit Jv,(u) = ¢p(u) = @(1gu) fir alle u € LP(u).
Es folgt J(1apn pvp)u = Jup(1anpu) = ¢(0) = 0. Da J eine Isometrie, ist v, = 0 fast iiberall auf
Sei weiter p’ > p. Da v, = 0 auf M\E und p(E) < oo, folgt fir ¢ > ¢, dass v, € L. Dann
erhalten wir fiir v € L ()

Jup (u) = p(lgu) = p(le(lgu)) = /(1Eu)vpd,u = /uvpdu = Ju,(u).
J: L9 () — LP ()’ ist eine Tsometrie, also folgt LY (1) > v, = vy =: v p-fast iiberall. AuBerdem

10l o = [l || < llell w(B)T — el mitg — oo.

Also ist v € L*(u), ||v]| o < [lo]| und

/uvd,u = @(lgu) fir v € LP(u), und fiir ein p > 1.

Durch Approximation mit Elementarfunktionen und dem Satz iiber dominierte Konvergenz folgt,
dass die Formel auch fiir u € L' (1) gilt. Nun sei (Eg)ren ein Ausschépfung von M mit p(Ey) < oc.
Seien vy, € L% (p) mit |lvg] < ||| wie oben konstruiert. Da Ej, C Ej fur alle k < k’ folgert man
leicht, dass J(1g,ve)(u) = Jug(u) fiiv alle uw € L*(u). Da J Isometrie, folgt 1g, vgr = vg. Das
heifit wir erhalten v € L>(u) mit ||[v]| - < |||, so dass Jv = ¢.
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9. Vorlesung Dualraum von C.(X).
Definition 0.2.6. Sei X eine Menge.
(i) Eine Funktion y : 2% — [0, oc] mit u(0) = 0 heiBt duBeres MaB, falls:

Ec | B = n(E) < ul(Er).
keN k=1

(ii) Eine Menge E C X heifit y-messbar, falls ©(S) = u(S N E) + p(S\E) fir alle S C X.
Das System p-messbarer Mengen ist eine o-Algebra A, und p|4 ist ein Maf.

Erinnerung. A C X heifit Borelmenge, falls es in der von den offenen Mengen erzeugten o-Algebra
liegt.

Definition 0.2.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein dufleres Ma X heifit Borel-regular, falls gilt:
(i) Jede Borelmenge ist y-messbar.
(ii) Zu jedem S C X gibt es B C S Borel mit u(B) = u(95).

1 heiffit Radonmaf, falls zuséatzlich

(iii) p(K) < oo fiir alle K C X kompakt.

Satz 0.2.8 (Messbarkeitskriterium von Caratheodory). Sei p ein aufieres Mafauf einem metrischen
Raum (X, d) mit folgenden Eigenschaften:

A BC X,d(A,B)>0 = u(AUB)=pu(A)+ u(B),

dann sind alle Borelmengen p-messbar.

Sei nun (X, d) ein metrischer Raum, so dass abgeschlossene Kugeln Bjs(x) kompakt sind. (z.B. ein
abgeschlossene Teilmenge in R™)

w sei ein RadonmaBauf (X,d), und  : X — S*~! sei y-messbar. Wir betrachten das lineare
Funktional

A:CYUX.RY 5 R, A(f) = / ). ()
X
Es gilt
M) < CU) oy falls sptf © K mit u(K) < oo, (®)

wobei C'(K) = u(K). Das heifit, A ist stetig auf dem Raum der Funktionen f € C.(X) mit Trager
in K, also f € C.(K)'.

Definition 0.2.9. Eine Linearform A auf C.(X), so dass (8) gilt fiir alle K C X kompakt und
Konstanten C(K) < oo, nennen wir lineares Funktional.

Definition 0.2.10 (VariationsmaB). Sei A : C.(X,R*) — R ein lineares Funktional, so dass (7).
Das zugehérige Variationsmafiwird in zwei Schritten erklart

(i) Fir U C X offen, setzen wir

[A[(U) = sup {A(f) : |f| < 1,sptf C U}
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(ii) Fir E C X beliebig setze

IA[(E) = inf {|A|(U) : E C U, Uoffen}.

Die Definition ist konsistent, denn in (i) gilt U C V = [A|(U) < |A|(V).
Satz 0.2.11. Die Abbildung |A| : 2% — [0, 00] ist ein Radonmap.

Bemerkung. Teilung der Eins. Sei K C X kompakt, und K C (Jyc Ux mit Uy offen. Ein
untergeornete Teilung der eins, ist eine Familie von Funktionen x; € C.(X),j = 1,..., N mit

sptx; C U, fiir ein A und Z;V:1 Xilx = 1.
Konstruktion. Zu jedem = € K wahle r(z) > 0 und A(z) € A, so dass

B2T(:r) (37) C U)\(a:)

K kompakt, d.h. 3 endlich viele z; j = 1,..., N, so dass K C |, By(s,)(x;). Wihle X; € Cc(X)
mit

- 1 auf B, (x)
X730 auf X\By,, ().

Setze x = Zj\]:l X;- Dann gilt x > 1 auf K, also x > % auf einer offenen Umgebung U von K.
SchlieBlich wahlen wir n € C.(X) mit sptn C U und 7| = 1, und wir setzen

N
Xj = UT € Ce(X), sptx;j C Bopa;)(zj) C Uxy) und Z =1 auf K.
j=1

Beweis. Schritt 1: |A] ist ein dufleres Mafi.

Es gilt |A[(0) =0, da eine f = 0 = const zuldssige Funktion in der Definition ist.

Seien U; j € N offene Mengen in X und f € C.(X,R™) mit [f| < 1 und sptf C U;’il U; =U.
Da sptf C K mit K kompakt, existiert ein N € N, so dass sptf C Ujvzl U;. Wir wahlen nun eine
untergeordnete Teilung der Eins x; € C.(X, R¥) j=1,..., N mit sptyx; C U; und Zjvzl x; = 1 auf

sptf. Dann setzen wir f; = x;f € Co(X,RF), also sptf; C U;. Es gilt [f;| <1und f = Zf;l fi
Daraus folgt

N N oo
A =3 A <3 INT) < 3 AN

Bilden wir das Supremum iiber alle f, folgt [A[(U) < 327, [A|(U;). Falls E,E; j € N beliebige

Teilmengen in X mit £ C |J32

i—1, wahlen wir zu € > 0 offen Mengen U; D E; mit

[AI(U;) < [Al(E;) + 277

Dann folgt

IAI(E <IAIU SZ\AI(UJ)SZIAE

Da € > 0 beliebig war, folgt o-subadditivitét.

Schritt 2: Borelmengen sind |A|-messbar.
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Wir zeigen das Caratheodory Kriterium. Seien A, B C X mit d(A, B) > 0. Zu zeigen ist |A|(W) >
|A|(A) + |A|(B)] falls AU B C W offen. Fur § > 0 hinreichend klein, sind U = Bs(A) N W und
V = Bs(B) N W disjunkt. Fiir f € C.(U,R¥) und g € C.(V,RF) definiere h € C.(W,R¥) durch

f(x) falls x € U

h:W —RF, h(z)=
g(z) falls x € V.

Dann ist A(f) + A(g) = A(h) < |A|(W). Bilden wir das Supremum iiber alle f,g, folgt die
Behauptung.

Schritt 3: |A| ist ein Radonma$.
Sei E C X mit |A|(E) < oo und wéhle U; D E offen, so dass |[A|(U;) < |A|(E) + % und o.E. U; D
Uz D .... Dann ist ((U; D E eine Borelmenge mit |A|(E) = |A|(B) < lim;_ |A|(U;) = |A|(E).

Also ist |[A| Borel-regulér. Schlielich gilt fiir K C X kompakt, es existiert U D K offen mit U
kompakt, und dann |A[(K) < |A|(U) < C(U) nach Voraussetzung.

Satz 0.2.12 (Darstellungssatz von Riesz). Sei (X, d) ein metrischer Raum mit kompakten Abstand-
skugeln, und sei A ein lineares Funktional auf C.(X,R¥). Dann gibt es ein Radonmafu auf X und
eine p-messbare Funktion n: X — S*=1 so dass

AU = [ (Lo i alte £ € C.(X )
X
Das Paar (n, u) ist eindeutig bestimmt und es gilt = |AJ.

Schwache Konvergenz.

Motivation. Sei (x)ken eine Folge in [P mit

o0 ;
ekl = (Z Iwk|p> < C < oo

i=1
Im Allgemeinen existiert dann keine Teilfolge, die bzgl. |||, konvergiert, z.B. z = e =

k
0,...,0,1,0,...).
Aber z} ist eine beschriinkte Folge in R, da |z}| < ||z||;, < C Vi, k. Durch ein Diagonalfolgenar-

gument finden wir eine Teilfolge (21, );en, so dass x}w — 2? falls j — oo. Die Teilfolge konvergiert
koordinatenweise. Auflerdem folgt

YN R
(Z '”“'p) = i (Z lw) < timsup o, |, < C.

Mit N — oo folgt ||z||;, < C, und insbesondere x € IP.

Die schwache Konvergenz verallgemeinert die koordinatenweise Konvergenz.
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10. Vorlesung
Definition 0.2.13. Sei X ein Banachraum.
(i) o € X — o € X schwach in X, falls p(x) — ¢(z) fir alle ¢ € X’.
(ii) ¢ € X' — ¢ € X' schwach-(x) in X', falls pr(z) — ¢(z) fur alle z € X.
Notation: zj, — z und @) — .

Beispiel 0.2.14. Seip € [1,00) und % + % = 1. Dann f; — f in LP(u), genau dann wenn

/ Fegdp — / fodp g € L(p).

Im Fall p =1 muss p als o-endlich vorausgesetzt werden.

Beispiel 0.2.15. Sei p € (1, 00] und ]% + % =1. fr = fin LP(u) = L9(p)’, genau dann wenn

/ Jegdp — / fodu Vg € L9(u).

Im fall p = co muss p als o-endlich vorausgesetzt werden. Fiir p € (1,00) stimmen schwache und
schwach-(x) Konvergenz iiberein.

Beispiel 0.2.16. Sei X ein metrischer Raum mit kompakten abgeschlossenen Abstandskugeln. Fir
lineare Funktionale auf C.(X) ist die schwach-(x) Konvergenz definiert durch:

A 2 Ain Cu (X)) <= Ap(f) = A(f) fiir alle f € C.(X).

Sind jux, 4 RadonmaBe auf X, dann py, — p falls

/fduk—>/fdu fir alle f € C.(X).

Definition 0.2.17. Ein metrischer Raum X heifit separabel, falls ein abzéahlbare Teilmenge M C X
existiert mit M = X.

Satz 0.2.18 (Schwach-(*) Folgenkompaktheit). Sei X ein separabler Banachraum.
Dann besitzt jede beschrinkte Folge (pr)ren in X' eine Teilfolge, die schwach-(x) gegen ein ¢ € X’

konvergiert.

Beweis. Sei supyey |l¢x]| =: C < oo und {x, : n € N} C X sei eine dichte Teilmenge. Dann gilt
vr(xy) < C x| fur alle k € N, n € N. Durch ein Diagonalfolgenargument folgt, es existiert eine
Teilfolge (ohne Einschriankung die Folge selber), so dass

lim ¢k(2,) =yn Yn €N
k—o00

Betrachte nun span{z, : n € N} =: X, d.h. jedes z € X ist eine endliche linear Kombination
von Elementen aus {z, : n € N}. Auf Xy konnen wir ¢ : Xy — R definieren durch o(z,) = yp.
¢ ist linear und |p(x,)| = limgoo |ok(zn)] < Cllz| Va € Xo. Also ist ¢ gleichméssig stetig
auf dem dichten Unterraum Xy und damit fortsetzbar zu einem Funktional ¢ € X' mit || < C.
AuBlerdem folgt fiir z € X und zg € X

lo(w) — pr(w)] < [p(z) — w(@0)| + |P(T0) — i (T0)| + [r(T0) — i ()]

Daraus ergibt sich lim sup;,_, . |¢(z) —¢x(x)| < 2C || — xo|| . Da Xq dicht in X, folgt vx(x) = p(z)
fir alle z € X, und somit ¢y — ¢ schwach-(*) in X’. O
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Folgerung 0.2.19 (Kompaktheitssatz fiir Radonmafe). Sei (X,d) ein metrischer Raum mit kompak-
tem Abstandskugeln, und px, k € N, sei ein Folge von Radonmafen auf X mit supycy pr(K) < 0o
fiir alle K C X kompakt.

Dann gibt es ein Radonmafu auf X, so dass nach Wahl einer Teilfolge ju, = i, d.h.

/fkduﬁ/fdu Vf e Cu(X).

Beweis. Beachte zuerst, dass C'(X) separabel, falls (X, d) kompakt.

Deshalb sei zunéchste X kompakt. Betrachte Ay € C(X)’ durch Ay (f) = [y fdur. Nach Voraus-
setzung gilt

Akl = sup | [ fdpr| = pe(X) < C < oo.
If1<1 Jx

Da C(X) separabel, gibt es also eine Teilfolge (0.E. Ay) und A € C(X)/, so dass Ay — A und
|Al| < C < co. Nach dem Darstellungssatz von Riesz gibt es ein RadonmaBy und ein y-messbares
v:X — {£1} mit

A(f) = / fudp Vf € Cu(X).

Da zusétzlich A(f) > 0 fir alle f > 0 folgt auflerdem v = 1.
Ist X nicht kompakt, betrachte R > 0 und

AR € C°(Bar(z0))', gegeben durch AZ(f) = / Orfu
Bar (o)
wobei ¢ : X — [0,1] in C.(X) mit

)1 € Br(wo)
Sp(x) N {0 x ¢ BQR((E()).

Wir kénnen den Kompaktheitssatz auf AF anwenden und erhalten zusammen mit dem Satz von
Riesz, dass ein Radonmaf p® existiert, so dass

lim Fdpy, = / fduR f € Co(Bon(ao)).
Bar(zo) Bar(zo)

k—o0

Nun wihle R; =i € N. Da pg, f € C.(Bzg,(79)) folgt fiir j > i folgt, dass

k— o0

/ Faut = lim AR (f) = lim A(pr, /) = lim Ax(or,¢n.f)
B2R,i(10) k—oco k—oo

. R] —
Jm A7 (or, f) = /

pifdu'™ = / Foidp™.
Bzr, (@0)

Bar, (z0)

Nach der Eindeutigkeitsaussage im Darstellungssatz von Riesz folgt, dass @;du® = dupf' und
insbesondere gilt fiir f € C.(X) mit sptf C Bpg,(zo): [ fdufi = [ fdu®fi. Also kénnen wir wie
folgt ein lineares Funktional auf C,(X) definieren. Sei f € C.(X) beliebig, dann existiert ein i € N,
so dass sptf C Bpg,(x¢) und wir definierene A durch

A(f) = /fdMRf’ = /ftpid,uRj fiir alle j > 4.
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Wiederum nach dem Satz von Riesz existiert dann ein Radonmafl p auf X, so dass

[ tdn= [ aut = tim a7 () =t [ a1 € C(B ).

Da i beliebig, folgt die Behauptung. O

Satz 0.2.20 (Hahn-Banach). Sei X ein R-Vektorraum und p : X — R sublinear, d.h.
(i) p(Ax) = Ap(x) Vo e X und VA >0,
(i) p(x+y) < p(x) +ply) Vo,yeX.

Sei V' ein Untervektorraum, ¢ : V. — R linear und ¢(v) < p(v) Yo € V.
Dann gibt es ein ¢ : X — R linear mit ¢|y = ¢ und ¢(x) < p(x) fir alle z € X.

Folgerung 0.2.21. Sei X ein Banachraum, und V- C X ein Unterraum. Dann gibt es zu ¢ € V'
ein ¢ € X' mit o = ¢ly und [[¢] = [[¢]|.

Beweis. Wende Hahn-Banach an auf p : X — R, p(z) = [|¢ll,, ||z]|x - Es folgt, es gibt ein ¢ < p
auf V, so dass ¢(z) < ||¢lly. ||x] x. Daraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 0.2.22. Sei V' ein Unterraum von (X, |||]) und o € X mit inf,ey |0 —v]| = d > 0.
Dann existiert ein ¢ € X' mit ||| . =1, so dass ¢|y =0 und p(zo) = d.

Beweis. Definiere ¢ auf V & Rz durch (v + azo) = ainf,cy ||[v — zo||. Es folgt leicht

(v + amo)| < |af inf [lv —zof < [azo + .
veV

Also gilt ¢ € (V 4+ Rxg)’ mit [|¢| < 1. Andererseits existiert v. € V mit ||lxg — vl < (1 +
€)inf,cv ||v — x| . Falls € — 0 folgt daraus ||| > 1. Durch Hahn-Banach setzen wir ¢ nun fort
zu ¢. O

Folgerung 0.2.23. (i) Zu jedem x € X ezistiert ein ¢ € X' mit ||¢]| = 1 und ¢(z) = ||z||.
(ii) Ist ¢(x) =0 fir alle p € X', so folgt x = 0.
Beispiel 0.2.24. Sei f € L'(p) und p o-endlich. Falls [ fgdp = 0 fiir alle g € L>(p), dann f = 0.

Lemma 0.2.25. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Dann ist I : X — X" gegeben durch I(z)(p) =
p(x) ein isometrische Einbettung.

Beweis. Sei ||¢]| < 1. Dann gilt |I(z)(p)] = |e(z)| < ||z|| fir alle ¢ € X’ mit ||¢]| < 1. Daraus
folgt |[I(x)]| < ||=||. Nach dem Satz von Hahn-Bachach gibt es zu z € X\ {0} ein ¢ € X’ mit
lell = 1 und @(x) = [|z[|. Es folgt [I(x)(p)| = [lz] = ()] = [|l=[-

Satz 0.2.26. Grundtatsachen zur schwachen/schwach-(x) Konvergenz.
(i) Schwache bzw. schwach-(x) Grenzwerte sind eindeutig bestimmt.
(i) Schwache bzw. schwach-(x) konvergente Folgen sind beschrankt.

(#i3) Unterhalbstetigkeit der Normen:

2 = = ||z|| < liminf ||zx]| & ¢k N ¢ = |lo|| < liminf ||kl .
k—o0 k—o0
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Beweis. (i): Fiir schwach-(x) Konvergenz ist die Aussage klar, geméss der Definition. Nun, sei
2, — z und z; — y in X. Dann folgt fiir alle p € X'

plz—y) = p(x) —ply) = im o) — im o) =0

Nach Folgerung 0.2.23 folgt z = y.

(ii): Sei pr — ¢ in X', also sup,ey |#x(2)| < oo fiir jedes z € X. Nach Banach-Steinhaus folgt
also bereits supcy || @k || < oo.

Andererseits, aus z — = in X, folgt Tz, - Iz in X”. Dann folgt mit Lemma 0.2.25 sup ||z =
sup || Tz < oo.

(ii): Sei pp — ¢ in X, und ||z|| < 1. Dann folgt
|og(z)| = lim |pg(2)] < liminf ||¢]| .
k—o00 k— o0

Bilden des Supremum bzgl. x liefert die Behauptung. Fiur schwache Konvergenz verwenden wir
die Einbettung I : X — X", O
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11. Vorlesung

Definition 0.2.27. Ein Banachraum heifit reflexiv, falls die isometrische Einbettung I : X — X"
surjektiv is.

Beispiel. LP(u) fiir ein Maf p ist reflexiv fiir alle p € (1,00). L>(u) und L' () sind hingegen nicht
reflexiv.

Lemma 0.2.28. Ist X ein reflexiver Banachraum, so ist jeder abgeschlossene Unteraum V reflexiv.
Lemma 0.2.29. Sei X ein Banachraum. Dann gilt: X' separabel = X separabel.

Beweis. Sei ¢, k € N dicht in X’. Wihle z; € X mit ||zx] = 1 und |¢x(xy)]
Y = span {xy : k € N}. Wir zeigen: Falls ¢ € X' mit ¢|y = 0, dann folgt bereits ¢
Folgerung 0.2.22, ist dann Y = X, also ist X dann separabel.

ol < l1oell + |6 — &Il < 2w (zi)| + [[¢x — Ol < 2|dn(wr) — d(@r)| + [[¢x — Ol < 3|6 — ¢ull-
Da ¢y, k € N dicht in X', folgt ¢ = 0. O

okl Sei
0. Nach der

>

Satz 0.2.30 (Schwache Folgenkompaktheit). Sei X ein refleziver Banachraum. Dann hat jede
beschrankte Teilfolge in X ein schwach konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (xy) eine beschrinkte Folge. Y = span{zy : k € N}. Y is abgeschlossen, und somit
reflexiv und separabel. Dann ist Iy : Y — Y eine Isometrie. Insbesondere ist Y separabel und
damit auch Y’. Dann kénnen wir schwach-(x) Folgenkompaktheit anwenden auf Iy (zx) € Y”. Da

Iy surjektive, gibt es ein # € Y, so dass Iyzy — Iyx. Nach Wahl einer Teilfolge also ¢(x1) — ¢(z)
fiir alle ¢ € Y’. Sei nun ¢ € X’. Dann

plax) = (ply (xr) = (ply) (@) = @(2).

Also gilt z — z. O

Zusammengfassung. Existenz schwach konvergenter Teilfolgen.

(i) Falls || fullpp(,) < € < oo mit p € (1,00):
1 1 . .
/fkgdu — /fgd,u Vg € L(u), » + p = 1 schwach in LP, da LP reflexiv.

(ii) Falls px Radonmafle auf (X,d) (mit kpten Kugeln) mit ug(K) < C(K) fiir alle K kompakt:

/gduk — /gdﬂ Vg € C%(X) (schwach konvergente Radonmafe).
(iii) Falls || fellf(,) < € < 0o mit p o-endliches Radonmaf} auf (X, d) separabel:
/fkgdu — /fgd,u Vg € L'(n) schwach-(x) in L>(u), da L' (u) separabel.
(iv) Falls || fll 11,y < C < oo und p RadonmaB auf (X, d) mit kpten Kugeln:

/fkgd,u — /gdl/ Vg € CY(X) wobei v ein signiertes Radonmas.
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0.3 Sobolevraume

Definition 0.3.1 (Schwache Ableitung). Sei Q@ C R" offen und u € L}, (). Eine Funktion g heifit
schwache Ableitung von u nach z¢ fiir « = N”

/u&cwp:(—l)'“‘/gw Vi € O ()
Q Q

wobel |a] = ag + -+ + .

Lemma 0.3.2. Die schwache Ableitung ist also Element von L}, () eindeutig bestimmt. Fiir u €

Ck(Q), k = |al, ist die klassische Ableitung Oyau € C°() auch die schwache Ableitung.
Beweis. Seien g1, g2 € L1 () schwache Ableitungen von u € L}, (). Dann folgt

loc loc

/9(91—92)¢>=/le¢—/992¢=0 Yo € C(9).

Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt die erste Behauptung. Die zweit folgt
sofort mit Hilfe partieller Integration (oder der Produktregel). O

Beispiel 0.3.3. Betrachte v : R™ — R mit u(z) = |z|? und (¢ € R).
Hat u eine schwache Ableitung Du € L}, (R",R™)?

Zunéchst muss u selbst integrierbar sein. Also u € L}, .(R™). Dazu betrachte

o] o0
/ |x|9dx :/ d¢/ riy™ ldr = Vol(S"_l)/ ratn =Ly,
B..(0) gn—1 0 0

Das letzt Integral is < co gdw. ¢ +n > 0. Also ist |z|? € L}, (R™ falls ¢ > —n.

loc
Auf R™\ {0} existiert eine klassische Ableitung Du|, = q|z|9~22 mit 2 € R™\ {0}. Du ist inte-
grierbar gdw. ¢ > n — 1, denn

J

Wir behaupten nun, dass g|z|9~ 22 auf R™ die schwache Ableitung von |z|? ist, falls ¢ > n — 1.
Dazu wihlen wir eine Abschneidefunktion

() = {o fiir|z| < p/2

n
qla|?? Z |z |de < / qlz|9 dr < 00 = ¢—1>n.
(0) i=1 B, (0)

r

1 firjz| > p.

und |Dn,(x)| < C/p. Fir ¢ € CZ(R™) gilt nun

[ w@asi, = [ woutno) - [ wvun)o=- [ dwmo- [ w@wm. )

n
n—1

loc

Wir wollen p | 0 gehen lassen. Da ¢ > n — 1 ist sogar v € L~' (R™). Wir kénnen dann wie folgt

abschétzen

P < ¢ Holder 0 falls p— 0
‘/U( anp)¢| — p/;p(o) |U| — ||u‘ L”El(Bp(O)) — alls p—> N
Das heifit das letzte Integral in (9) verschwindet falls p — 0. Dann folgt mit dem Satz iiber
majorisiete Konvergenz, dass ud,¢ und d,u¢ integrierbar sind auf R™\ {0} bzw auf R" und es
folgt
/ w(ad) = — O ud.
n Rn

Also ist Dul, = q|z|9722 die schwache Ableitung auf R”.
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Definition 0.3.4. Sei @ C R™ offen und 1 < p < oo. Dann definieren wir den Sobolevraum
WhP(Q) = {u € LP(Q) : 3 schwache Ableitung Du € LP(Q,R™)}. Auf W1P(Q) definieren wir die
Norm ||“le,p(§z) = ||u||LP(Q) + ||Du||Lp(Q)~

Satz 0.3.5. (WHP(Q), [llyy1.2(c2)) 25t ein Banachraum.

Beweis. Ubungsaufgabe.
Sei S5 : LY (2) — C°(R™) der Glattungsoperator aus Kapitel 1, gegeben durch

loc
Ssf(x) = /na(z —y)f(y)dy =nx f(z)

mit einem symmetrischen Glattungskern 7; fiir 6 > 0.

Wiederholung Lemma 0.1.8. Sei S5 definiert wie eben, und p € [1,00).

(i) Fiir alle p € [1,00) ist Ss ein beschrénkter, linearer operator auf L?(R"™), so dass ||Ssf]|;, <
Il fll» fiir alle f e LP(Q).

(ii) Falls f € C2(R"), dann S5f — f gleichméBig fiir 6 — 0.

(iii) Falls f € LP(R™), dann || f — Ssf| ., — 0 fiir 6 — 0.

Bemerkung 0.3.6. (i) Die Aussage in Lemma 0.1.8 (i) gilt auch fiir p = oo, denn
ISsul i~ < sup [ 0o = )lutu)dy < ful~
(ii) Falls u € L*°(R"), dann folgt Ssu — u schwach-(*) in L>(R™), denn fiir v € L!(R") gilt

[ stz = [ [nste = put@iyds = [ Sty - [ oty
mit dem Satz iiber dominierte Konvergenz und weil Ssv — v in L'(R™).

(i) AuBlerdem gilt, dass S,u — u fast iiberall nach Wahl einer Teilfolge.
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12. Vorlesung

Lemma 0.3.7. Seiu € Wllocp(Q), p € [1,00]. Dann gilt

(i) 0aSsu = Ss0,u fira=1,...,n.

(ii) Ist aufferdem p < oo, folgt Ssu — u in WP(QV) fiir alle Q' C Q mit Q' kompakt.

Beweis. (i) folgt aus ns € C(R™), differenzieren unter dem Integral und der Definition der
schwachen Ableitung.

(ii): Dau € W,oP(Q) folgt, dass u € W1HP(Q'). Falls § > 0 nun hinreichend klein gewshlt ist, folgt,

loc

dass sptns(- — y) fiir alle y € Bs(y). Dann betrachte Q" = Bs(£2') C Q und definiere

o Ju(x) fir z € Bs(QY")
iz) = {0 sonst.

Dann folgt, dass u € LP(R™) und Ssu — w in LP(R"™), geméafl Lemma 0.1.8. Auflerdem gilt nach
Konstruktion Ssu|o, = Ssii|q:. Deshalb gilt Ssulor — ulg in L1(€'). Zusammen mit (i) folgt die
Behauptung.

Satz 0.3.8 (Produktregel fiir Sobolevfunktionen). Seien u,v € (WP N L>)(Q), p € [1,00]. Dann
ist uv € (WP N L) (Q) und es gilt 0o (uv) = (Dou)v + u(dav).

Beweis. Sei ¢ € C2°(€). Dann gilt u - 0,0, 0qu - ¢,u - ¢ € L* (), und da Ssv X w, folgt

/uv8a¢: ll)i_%/u(aa@Spv = Fl)i_r% [/ u0a (4S,v) — /u@a(S’pv)qﬁ]

=—lim [ [(Oau)S,v+ uS,(0av)] ¢ = — / [(Oau)v + udav] ¢

p—0

Das vorletzte Gleichheitszeichen folgt aufgrund der Definition der schwachen Ableitung fiir v und
wegen dem vorhergehenden Lemma. Das letzt Gleichheitszeichen folgt wiederum, weil Ssv = v
und Ssdpv = v in L (Q).

Satz 0.3.9 (Meyers-Serrin). Sei p € [1,00). Dann gilt
(i) C°(R™) ist dicht in WHP(R™).

(is) (WP N C>®)(Q) ist dicht in WP(Q).
Beweis. (i): Wahle Abschneidefunktion ¢ € C°(2) mit

¢(z)_{1 fiir |2 < 1

0 fir |z > 2.

Setze up(x) = ¢(z/R)u(z). Mit der Produktregel folgt

Outun() = 6/ R)0uu(z) + 0a0(x/ R)u(z).
Es folgt die Abschatzung

C
100t = Ouatinl o < 100t o ny gy + 75 Nl oy = O falls R = 0.
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Das heifit, wir konnen jedes u € W1P(R") durch Sobolev-funktionen ur mit kompaktem Triiger
approximieren. Dann folgt die Behauptung weil S,ur € C(R™) und S,u — u in WHP(R), falls
p < 0o noch dem Lemma oben.

(ii): Setze Up = B1(Q)NBk(0), k € N, sowie Up = (), und betrachte Vj, = Up11\Ug—_1. Wir withlen
dann eine untergeordnete Zerlegung der Eins ¢, € C2°(Vi), ¢ > 0 und > p-, ¢ = 1 auf Q. Sei
k€ N. Zu ¢ > 0 gibt es py > 0, so dass fiir up, = 5, $ru gilt:

|ug — ¢ku||W1,p(Q) <27ks,  sptu C Vi.

Dann folgt fiir v =377 ur € C®(Q): [[v = ull ) < 2per lur — Grullyrog) < 0-
Bemerkung 0.3.10. (i) Ein anderer Zugang zu Sobolevraumen ist die Vervollstdndigung von

C>(Q) bzgl. der WP(Q)-Norm. Nach Meyers-Serrin fiihren beide Ansiitze zur selben
Funktionenklasse.

(i) Im allgemeinen ist C1(2) nicht dicht in W1P(Q). Dies trifft aber zu, falls Q ein C'-Gebiet
ist.

(iii) Fiir Q C R™ beschriinkt ist C}(£) nicht dicht in W1?(2). Die Vervollstindigung bzgl. C1(Q)
ergibt W, *(Q) (Sobolevfunktionen mit Nullrandwerten).

Satz 0.3.11 (Kettenregel fiir Sobolevfunktionen). Seiu € Wllocl(Q) und f € CY(R) mit f’ beschrinkt.
Dann gilt 0o(f ou) = (f' ou)dou € Li (2, R™).

loc

Beweis. Betrachte S,u € C*°(R"™). Fiir ¢ € C°(2) und p > 0 hinreichend klein, gilt
/f 0 Spudad = — / fro SpudaS,ud

Es gilt S,u — u lokal in L' bzw. nach Wahl einer Teilfolge punktweise fast iiberall in Q' C Q
kompakt. Mit sup |f'| = L folgt

u||L1(spt¢) — 0.

< L1|0uéll e /

sp

‘/(fOSpu—fou)aaqﬁ

ISpu =l < MISju -
Und

[ sp0@nso - [ ow@ue| < [17 0 8yul10n,n - dualle
+ 15 o su= 1 o uloullo

Das erste Integral konnen wir wie oben abschétzen und verwenden, dass 9,S,u — dqu in L}, ().

Fiir das zweite integral verwenden wir, dass S,u — u fast iiberall. Nach dem Satz iiber dominierte
Konvergenz geht es dann gegen 0. O

Satz 0.3.12 (Transformationsregel). Sei u € W,2!(U) und ¢ € C*(V,U) ein Diffeomorphismus.
Dann folgt, dass uo ¢ € Wlicl (V) mit

D(uo¢) = Duly- D¢ bzw. 9u(uo @) = dsu|s0ad”.
Falls w € WHY(U), gibt es insbesondere Konstanten ¢, C' mit

c|[D(uo @)y < |1Dull 1y < CIID(wo @)y -
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Beweis. Zunéchst gilt mit der Transformationformel, dass u o ¢ und Du|sdn¢ in L}, (V).

Wir approximieren u wieder duch S,u € C*°(B,(U)). Es gilt (S,u) o ¢ € C*(V).
Beachte, dass fiir n € C2°(V) folgt ¢(sptn) C U kompakt. Aus partieller Integration folgt

/ [(S14) 0 6] By = — / ID(Sy)l - O] 1. (10)
1% 1%

Nun berechnen wir fiir ¢ = ¢!

/ (Spuodp —uo @)dan = / (Spu —u) (0q 0 )| det Dyp| — 0 falls p | 0.
$(U) U —_—

<C<oo

und auf gleich Weise

/ (DS,uly — Dulg)0a¢n — 0 falls p | 0.
\%

Zusammen mit (10) folgt, dass [}, (w0 $)dan = — [, (Duly0¢0)n fiir alle n € C°(V), was zu zeigen
war. (Man beachte noch, dass ein Diffeomorphismus Nullmengen stets auf Nullmengen abbildet
nach dem Lemma von Sard.)

Einbettungssitze von Sobolev und Rellich
Satz 0.3.13. Seip € [1,n) und ¢ = £ (& =7 =1—2). Dann gilt
-1
fulle < O Du i atte w e Whe@ER)
Bemerkung 0.3.14. Sei Q C R™ beschriinkt mit C?-Rand, und u(z) = (1 — 1 d(z, Q))+ Dann gilt

|Du(z)| = %l{y:d(y,g)e(07€)}. Dann implziziert der Satz

c@= < ([ u@™) T < 1Dl = Sy a9 < 0.0))

Die linke Seit konvergiert gegen H"~1(9) falls € — 0. Wir erhalten eine Version der isoperimetrischen
Ungleichung.

42



13. Vorlesung

Satz 0.3.13. Seip € [1,n) und ¢ = & (& =2 =1—2). Dann gilt

-1
fullys < = Duj,, i atie w e Whe(E?),
Bemerkung 0.3.15. Eine Abschitzung
Jull o < C |1 Dull, ¥u € WHP(R™) mit C = C(n,p). (1)

ist nicht fur alle p,q moglich. Betrachte dazu eine Skalierung bzgl. A > 0: wuy(z) = u(\z),
Duy(xz) = ADu()). Dann folgt mit der Tranformationsformel

_n 1—n
[uxllpa = A7 flullpa & [|Dusllp = A% [Dul| g, -

Somit kann (11) nur richtig sein, falls —% =1- %, und insbesondere p € [1,n).

Beispiel 0.3.16. Fir p =n und ¢ = oo ist (11) falsch.

u(x) = log(log i) fir |z| < 1
e

|z
Man kann zeigen, dass u € W1P(B1(0)), aber u ¢ L (B1(0)).
Beweis (Gagliardo-Nirenberg). Ohne Einschrankung sei u € C2°(R"™).
Schritt 1. Es reicht den Fall p =1 und ¢ = -2 zu betrachten. Denn

n—1

o1 =
</|u‘1) R (/ <|u|"n1q)n1> =
Fallp=1 §/’D <|u|nT_1q)’

-1 1
z q/|ul“‘r%>‘Z|Du|

1-1_1 1
_1 " »
Holder mit 2 und 1 — 1 — 1 n q |u|? | Dul|P
P noq
n

Nach Kiirzen auf beiden Seiten folgt die Behauptung.
Schritt 2. Fiir n =1 und p =1 (in diesem Fall ist ¢ = -2~ = o00) gilt

n—1

IN

IA

ju(a)] = ] [ v < [~ e

Daraus folgt ||ul|; e < [Ju/]|;1-
Schritt 3. Sei nun n > 2. Wir schreiben R” = R"~! x R mit 2 = (£, 2). Definiere

oo

e - | Cue s & 9@ = [ Dute )=

—0o0 —0o0
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Wir nehmen zunéchst an f € WHH(R?1). Aus dem Satz von Fubini und Schritt 2 folgt

S [ [ueal| [ e

n—1

dzdg

1
n—1

> Ou
S/R,L 1/‘“<572>le (/_maZ@,s)lds) 3
é (€)g(€) 7T de
Rn—1
Holder < fJR" fE)m 2d€> (f]Rn 1 9(8 )d§>ﬁ falls n >3
11l Jo 9(8) falls n = 2
Schritt 2 < ( |Df |d§) (/Rnlg(ﬁ)df> n—1
IDf|< 77 Defy =27
([ st@ae)” S ([ 1putaas)

Dies zeigt den Induktionsschluf. Schlielich bleibt zu zeigen, dass f € WHH(R"™1) und |Df| < g:

/ JOan = / o; / JulE,2)l0an(€)ded:

,/jo /Rn,lSgn(U(g’Z))aau(g’z)n(g)dgdz

[ (] stute noate 1z ) nierae

sgnu(€, z)Du(€, z)dz, und insbesondere |Du| < g.

Es folgt Df(§) = O

fOO
— 00
Als niichstes fragen wir uns, ob wir aus einer W!P-beschriinkten Folge eine L
folgt auswahlen konnen. Dazu zunéchst zwei Beispiele

1 ~-konvergente Teil-

Satz 0.3.17 (Einbettungssatz von Rellich). Seien uj, € WHP(R™), p € [1,n) und |kl yya.m
oo fiir alle k. Dann gibt es ein u € LP" (R"™) mit p* = "2
ur, — w in L] (R™) fir q € [1,p*).

<M<

so dass nach Wahl einer Teilfolge gilt

n—p’
Beispiel 0.3.18. Sei u € C}(R), u # 0, und uy, : R = R, uy(2) = u(z — k). Dann gilt [lug|yy., =

|lwllyy1., < 00, und up — 0 punktweise auf R. Es gilt aber nicht u;, — 0 in L4(R). Das heifit, wir
konnen hochstens lokale Konvergenz erwarten.

Beispiel 0.3.19. Sei u € C}(R™), u # 0, und A > 0. Sei

uy :R" 5 R, uy(z) =Ar tu(lz) (p € [1,n)).
Es folgt
1Dullpe = 1Dull e & Nuallpe = A7 7% |ful 5, -
Da sptuy = %sptu gilt uy — 0 punktweise fast iiberall, falls A — co. Aber uy — 0 in LZ(R™) nur
fﬁr%—l—%>07d.h. q<n”—f;).

Bemerkung 0.3.20. Fiir p € (1,n) gilt w € WHP(R™) und ||Du|;, < liminfy_, ||[Dugl/;,. Denn
nach Wahl einer weiteren Teilfolge gilt O,ur — g schwach in LP(R™), und man sieht, dass g, =
Oau.
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Satz 0.3.21 (Arzela-Ascoli). Seien X,Z metrische Raume, und X sei kompakt. Betrachte eine
Folge (fr)ren in C°(X,Y) mit

(i) (fx)ken ist gleichgradig stetig, d.h.

KeN \d(e.y)<s

sup< sup d(fm),fk(y») 0 mit 510,

(i) Fir alle x € X ist {fi(x) : k € N} prdkompakt in Z.
Dann existiert eine Teilfolge fy,, die gleichmdssig gegen ein f € C°(X,Y) konvergiert.
Lemma 0.3.22. Sei S, fiir p > 0 der Gldttungsoperatore wie in Lemma 0.1.8. Dann gilt fiir
u € WhHP(R™)
lu = Spull, < CmpllDullL, -

Beweis. Da C2°(R™) dicht in WP(R"™) ist, konnen wir annehmen, dass u € C°(R"™). Fiir h € R®
berechnen wir

p

1 1
/ |f(x+h)—f(x)|pda::/ /%u(x+sh)ds dxg/ / Du(z + sh)P|hPdsdz < B | Dul®,
n 0 n 0

n

Daraus folgt

P

=Syl = | | [ote =) wte) — u)iy| da

p

_ / '/n(z)(u(x) —w(e — p2))dz| de

< COnp) / / fu(z) - u(z — p2)Pdzdz < C(n,p)? | Dull, . O
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14. + 15. Vorlesung

Satz 0.3.17 (Satz von Rellich). Seien u, € WHP(R™), p € [1,n) und ||ug| ., <M < oo fir alle
k. Dann gibt es ein u € LP (R™) mit p* = 2 so dass nach Wahl einer Teilfolge gilt up — u in

n—p’
Li.(R™) fiir q € [1,p%).

Beweis (Satz von Rellich). Wir zeigen die Aussage fiir p = ¢. Es gilt

Spun(e) = mprun(e) = [ (m - y) u(y)dy.

Dann folgt

-n Hélder 1) B
|Spur ()] < p~" |Inll co ||uk||L1(B,,($)) < p"C(n) ||Uk||LP(Rn) C(n)p ) < C(n,p,mp » M
Analog fiir die Ableitung D(S’puk) = S,Duy;:
D(ny  ui)(@)] < Clpom,m)p~ "% M.

Fiir festes p erfiillen die S,u; auf kompakten Teilmengen die Voraussetzungen des Satzes von
Arzela-Ascoli. (Gleichgradige Stetigkeit folgt, weil die Folgenglieder Lipschitzstetig sind mit einer
uniformen Lipschitz-Konstante.) Also gibt es zu festem p > 0 eine Teilfolge k;, so dass S,uz, lokal
gleichméssig konvergiert. Wihle nun p; | 0 und dazu sukessive Teilfolgen

(kjl‘>jeN D) (kj2‘>jeN D...,
so dass gilt

S’piukj — u,, lokal gleichmassig in R™ fiir j — oo.

Bilde die Diagonalfolge und numeriere neu: k; = j fir j € N. Es folgt fiir alle p € {p1,p2,... } = A,
dass S,u; — u, lokal gl.m. in R". Fiir o, p € A mit o0 < p schatzen wir wie folgt ab:
— < liminf P — ;
Hup ua”Lp > 1Jn_1>£ HSpu] SéuJ”Lp
< lim inf (1Spus = wjll 1o + lluj = Spusll o)
< liminf 2p || Du;||,;, <2pM — 0 mit p | 0.
]A)OO
Weil LP(R™) vollstéandige ist (Satz von Fischer-Riesz), folgt es gibt ein v € LP(R™) mit u, — u in
LP. Wenn wir schlielich o gegen 0 schicken in der letzten Kette von Ungleichungen, dann folgt
lup = ull, < 2pM
Fir K kompakt folgt nun, p € A,
Ju— “j”Lp(K) < lu —upll + [lup, — SpujHLp(K) + |Spu; — “j”Lp(K) < 2pM + [lu, — SpujHLp(K) + pM.

Da u, — S,u; lokal gleichméssig gegen 0 konvergiert, folgt dass |ju, — S’puj||Lp(K) — 0 fur j — oo.
Es folgt:

limsup [lu — w;l| ;) < 3pM — 0 falls p | 0.

j—o0

Damit gilt fiir die gewéhlte Teilfolge also, dass u; — w in Li (R™) mit u € LP(R™). Ferner gilt
nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz |lu;||;,~ < C|/Dujl/;, < CA. Aus dem Lemma von
Fatou folgt dann ||ul|;,«~ < C'A. Die Konvergenz in L] fiir ¢ € [1,p) ist klar. Die Konvergenze in

loc
L} . fir g € (p,p*) folgt aus dem néchsten Lemma.
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Lemma 0.3.23. Sei p ein Mafauf X, und r € (p,q) C [1,00]. Dann gilt fir f € LP N L) (u):

Sl
3=

1l < WIS NG fira= € (0,1).

=
Q=

Beweis. Es gilt

T T
l—a)-+a-=
(I—a)s +ay

D=3 =
Q=R =
3

Dann folgt aus Holder

(1—a)r

Jisr= [ < (fie) 7 (fiom) T =usigr i o

Beweis (Fortsetzung Rellic). In der Situation des Satzes von Rellich haben wir p < ¢ < p* = &
Definiere a wie zuvor. Aus dem vorigen Lemma folgt

e’ «@
= 051 ey < e = sl G 3 Ml = 5 ey = O
—0 <C
Damit ist der Satz von Rellich vollsténdig bewiesen. O

Oft brauch man die Sétze von Sobolev und Rellich auf einer beschrénkten offenen Menge. Das
Resultat dazu ist:

Satz 0.3.24. Sei QQ C R™ ein beschrinktes und offenes Gebiet mit C'-Rand.
(i) Firp € [1,n) gibt es eine stetige Einbettung

np

WhP(Q) C LP'(Q)  mit p* = .
(@) L7 () mat p* =

(it) Ist |lukllyroq) < M < oo fir alle k € N, und p € [1,n), so gibt es u € LY(Q) und eine
Teilfolge, so dass ur, — u € L1(Q) fir all g € [1,p*).

Um den Satz zu beweisen, setzen wir u € WP(Q) zu u € WHP(R™) fort und wenden dann Satz
0.3.13 bzw. Satz 0.3.17 an.

Satz 0.3.25 (I/Vj*p—Fortsetzung). Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand, und U C R"
offen, so dass Q2 C U. Dann gibt es einen stetigen linearen Operator

E WY (Q) - WyP(U) pell, o]
mit Bulg = u fir alle w € WHP(Q).
Beweis. Wir vereinbaren folgende Notation
Q={zeR":|z| <1} & Q ={r€Q:2,<0} &I={r €@ 2, =0}

wobei x = (2/,1,) € R""! xR = R". Der Kern des Beweises ist das folgende Spiegelungsverfahren:

Schritt 1: Fiir w € CY(Q~ U I) mit sptu C Q definiere

", u(a’, xy) fir z, <0
u(a’,zn) = y
w(z', —zy,) fir x, > 0.

Dann ist u € W1?(Q) und es gilt

||ﬂ\|w1,p(Q) =2 ||U||W1,p(Q7) .
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Beweis (Schritt 1). Sei ¢ € C°(Q). Wir berechnen mit der Produktregel

/Qﬂ(&fb) = o 0; (ug) —/Q(&ﬂ)q’ﬂr/Q+ i () —/Q+ (9,3 .

Mit Fubini’s Satz kénnen die Intrale iiber Q—, QT als Mehrfachintegrale geschrieben werden. Aus
¢ € C(Q) folgt, dass fiir i € {1,n — 1} die Integrale bzgl 9;(u¢) verschwinden. Fiir ¢ = n erhalten
wir
0,(6) = [ ula'. 000t 0)ds' =~ [ 0, (q0).
Q- I Q*

Also gilt [ud;¢p = — [(8;0)¢, wobei §;u = d;u auf @~ und entsprechend d;u = —d;u(x’, —x,) auf
Qr.

Schritt 2: Die Aussage von Schritt 1 gilt auch fiir u € WP(Q~) mit sptu C Q.

Beweis (Schritt 2). Nach Meyer-Serrin kénnen wir v € C°°(Q~) annehmen. Allerdings brauchen
wir es in C*°(Q~ U I). Deshalb brauchen wir die stérkere Version des Satzes von Meyer-Serrin,

die besagt, dass wir v € W1P(Q) sogar durch u € C°°(Q~) approximieren kénnen bzgl. der
W1P-Norm. Dies gilt, da der Rand dQ~ hinreichend regulér ist (Lipschitz-Rand).

Schritt 3: Konstruktion einer globalen Fortsetzung.

Beweis (Schritt 3 und Ende des Beweises). Wir tiberdecken 92 durch offene Mengen Uy, ..., Un, so
dass C'*-Diffeomorphismen ¢; : U; — Q existieren mit ¢;(U; Q) = Q~. Zusammen mit Uy =  ist
die Familie (U;);=o,... n eine offene Uberdeckung von €, und es gibt eine untergeordnete Zerlegung
der Eins n; € C°(U;) mit Y n; = 1 auf Q. AuBerdem gilt ohne Einschrinkung, dass n; € C°(U).
Andernfalls multipliziere noch mit einer geeigneten Abschneidefunktion.

Fiir u € W1P(Q) kénnen wir nun wie folgt definieren:

N
Bu:=nou+ Y io¢; mitv; = (nu)og¢;’

=1

o
Dabei sei v; o ¢; durch Null auf R™ fortgesetzt. Es gilt

~ n;u auf QN U;,
vio dila = {O sonst

Also folgt Eulg = nou + Zfil niw = u. AuBerdem is Eu € W1P(R"™) mit sptEu C U. Die
Abschétzung fiir die Stetigkeit folgt schlielich aus Schritt 1 und 2, und der Soblev Transformation-
formel. O

Satz 0.3.26 (Poincare Ungleichung I). Sei Q = R"~! x (0,d).
Dann, gilt fiir u e Wy (Q) = CgO(Q)H'HWLP(m :
[ell oy < dlIDull Lo -

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass u € C°(Q). Fiir (2/,z,) € 2 folgt aus der Holder Ungle-
ichung

1
p

Ty . d
(!, )| = | / Opula’, s)ds| < d°F ( / |8nu(x',s)|pds>
0 0

Daraus folgt durch Integration iiber €2

d pd
/ [ulP < dp_l/ / / [Opu(z’, s)|Pdsdr,dx’ < dP | |DuP. O
Q rn-1Jo Jo Q
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Satz 0.3.27 (Poincare Ungleichung II). Sei Q C R™ ein beschrinktes C'-Gebiet. Dann existiert
eine Konstante C(n) > 0, so dass

a0y < C) 1Dl i alle we W) mit [ w=o,

Lemma 0.3.28. Sei Q C R™ ein Gebiet und u € W)P(Q). Es gilt

loc
/uaggnqb:O fiir ¢ € CH(Q) und alle o =1,. .., n.
Q

Dann ist u konstant fast iberall.

Beweis (Satz). Durch Widerspruch. Sonst gibt es eine Folge uy € WHP(Q) mit [, ux = 0, so dass
lurll Loy > F 1Dull o g -

Indem wir uy durch HukHZi(Q) uy, ersetzen, kénnen wir annehmen, dass [lugl|;,q) = 1. Nach
Rellich gibt es dann eine Teilfolge ur, — u in LP(2) mit

Ju=0g =1 (12)

Die Ungleichung ergibt auBerdem, dass [[Duk| ;s beschrénkt ist. Das heifit nach Wahl einer
weiteren Teilfolge konvergiert Duy schwach-(x) in LP(Q) gegen g = 0. Nun, iiberpriift man leich,
dass g = 0 die schwache Ableitung von u sein muss. Aber da 2 ein Gebiet ist ergibt sich, dass
u = const fast iiberall. Ein Widerspruch zu (12). O

0.4 Unterhalbstetigkeit

Wir betrachten wieder Funktionale der Form

= / f(z,u(x), Du(z))de wobei Q@ CR™ und w:Q — R™
Q

Definition 0.4.1. f:Q x R™ x R™*™ — R heifit Caratheodory Funktion, falls
- f(-,2z,p) ist messbar fiir alle (z,p) € R™ x R™*™,
- f(z,-,-) ist stetig fiir fast alle x € Q.

Satz 0.4.2 (Konvexitdt = Unterhalbstetigkeit). Sei f: Q x R™ x R™*"™ — R Caratheodory Funk-
tion. Es gelte:

(1) Es gibt eine Funktion ¢ € LY(Q) mit f(z,-,-) > ¢(x) fiir fast alle x € Q.
(2) f(x,z,-) ist konver als Funktion von p € R™*"™ fir alle (z,z) € & x R™.

Seien dann ug,u € W51 (Q) mit u, — u lokal in L'() (das heifit beziglich Il 1 () und Duy —

Du schwach lokal in L*(2). Dann folgt

/f u, Du) <hm1nf f( ug, Dug).
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Beweis (Satz). Sei ohne Einschrinkung ¢ = 0. Sonste betrachte f(z,z,p) = f(z,z,p) — ¢(z).

Auflerdem sei ohne Einschrénkung Q beschrinkt und uy — u in L'(€2) bzw. Duy, — Du schwach
in L*(Q). Sonst wihlen wir eine Ausschépfung o, ©; = Q (mit Q; C Q41 und Q; kompakt fiir
all i € N .) Dann gilt fur jedes i € N

f(,u, Du) < hmlnf/ f( ug, Dug) <liminf [ f(-, ug, Duyg).
P k—o0 Q
>0 f u.

Und mit i — oo folgt
/ f(',’LL,DU) < lim inf f('vukauk)
Q k—o0 Q

wobei die linke Seit konvergiert wegen dem Satz iiber montone Konvergenz.

Ohne Einschrankung nehmen wir auch an, dass u; — w fast iberall und F(ux) — ¢ < oo mit
k — oo.

Lemma 0.4.3. Betrachte fiir x € Q und ¢ > 0. Sei

Ag(z) = |f(z,u(z), Dup(x)) — f(z, uk(z), Dup(z))]
Ek,e = {{,E c0: Ak(l') > 6}

Dann gilt nach Wahl einer Teilfolge L™(Ey.¢) — 0 fir k — oo und alle € > 0.

Beweis. Angenommen die Aussage stimmt nicht. Dann gibt es also ein § > 0, so dass L"(E, ) >

0 > 0 fur alle j € N. Schwach konvergente Folgen sind beschrankt. Also existiert ein C' > 0 SO
dass

||Duj\|L1(Q) <C firallieN.
Auflerdem fiir alle A > 0 die Markov Ungleichung
£z €@ Dul(0) 2 A < 1 [ 1wl
Das heif}t, es gilt
fur A > E und fiir alle j € N.

5
und es gilt £"(E; \ {|Du;| > A}) > L"(E; ) — 0/2. Betrachte nun die Mengen

L*{|Duj| > A}) < — <

I>\Q

0
2

Die = Bje 0 {|Du;| < A} = | B\ {|Duy| > A}

Jj=k Jj=k

Die Dy, . ist absteigend in k, und £™(Dy ) > §/2 fiir alle k € N. Deshalb folgt aus o-Additivitéit

ﬂDkEA = lim £"(Dea) >
k=1

1\3\0'1

Daraus folgt, dass fiir alle z € ﬂzozl Dye,n gilt, dass ¢ € Ej. o fiir unendlich viele j. Fiir alle
x € (| Dg,e,a gibt es also eine Teilfolge u; mit j — oo, so dass

{Duj<x>| <A
|f (2, u(x), Duj(x)) — f(x,u;(x), Duy(x))| > .
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Nach Wahl einer weiteren Teilfolge, gilt
Duj(z) — p e R™" & wuj(z) = u(z).
Da f(z,-,-) stetig ist fiir fast alle z € Q folgt fiir fast alle € (y—; Di,e,n
|f(z,u;(z), Duj(z)) — f(z,u(z), Du;(x))| — 0 falls j — oo.

Da ist ein Widerspruch zu |f(z,u;(x), Duj(x)) — f(z,u(x), Du;(x))| > e.
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16. Vorlesung

Satz 0.4.2 (Konvexitat = Unterhalbstetigkeit). Sei f: Q x R™ x R™*"™ — R Caratheodory Funk-
tion. Es gelte:

(1) Es gibt eine Funktion ¢ € L*(Q) mit f(z,-,-) > ¢(x) fir fast alle z € Q.
(2) f(x,z,-) ist konvex als Funktion von p € R™*™ fir alle (x,z) € Q x R™.

Seien dann ug,u € V[/I{JCI(Q) mit up — u lokal in L*(Q) (das heifst beziiglich Il 1)) und Dur —
Du schwach lokal in L*(2). Dann folgt

f(yu, Du) <liminf [ f(-,ug, Dug).
Q Q

k—o0

Lemma 0.4.4. Betrachte fiir x € Q und ¢ > 0. Sei

Ag(x) = [[f (2, u(x), Dug(x)) = f (2, ur (@), Dug(z))|
Ep.={zcQ:Ay(x)>¢€}

Dann gilt nach Wahl einer Teilfolge L™(Ey,¢) — 0 fir k — oo und alle € > 0.

Exkurs: Satz von Hahn-Banach fiir konvexe Mengen.
Im folgenden sei X ein Banachraum.

Definition 0.4.5. Zwei Mengen A, B C X werden durch das Funktional ¢ € X', ¢’ # 0 getrennt,
falls ¢(z) < ¢(y) fur alle x € A und y € B.

Satz 0.4.6 (Hahn-Banach fiir konvexe Mengen). Seien A, B C X konvex, A offen und AN B = {.
Dann kénnen A, B durch ein ¢ € X' getrennt werden.

Folgerung 0.4.7. Sei K C X konvex, und 0 ¢ K. Dann gibt es ein ¢ € X' mit ||¢|| = 1 und
¢(z) < —d(0, K) fir alle x € K.

Beweis. Da 0 ¢ K, folgt d(0, K) > 0. Wihle als ¢ € X’ mit ||¢|| = 1, so dass K und Bg(0)
getrennt werden. Es folgt

d(x) < P(z) Ve e K & Vz € Br(0) = ¢(z) < —-R|¢||=—-R Ve e K. O

Beweis (Satz 0.4.2, Fortsetzung). Wir beweisen den Satz in 2 Schritten.
Schritt 1: Fir G C Q messbar gilt [, f(z,u, Du) <liminfy_, [, f(z,u, Duy).
Erinnerung: (L'(G)) = L>=(G).

Beweis (Schritt 1). Nach Voraussetzung gilt Duy, — Du schwach in L'(G).
Eine Testfunktion ¢ € L>°(G) setzen wir durch 0 auf ganz ) fort.

Sei K die Menge aller endlichen Konvexkombinationen der Duy. Dann ist K konvex, und Du liegt
im Ll—Abschlus~s von K. Sonst gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach fiir konvexe Mengen ein
d > 0 und ein ¢ € L®°(G) mit ¢(Duy — Du) < =4 fiir alle ¥ € N im Widerspruch zur schwachen
Konvergenz. Es gibt also o > 0 mit i,k € N, so dass fiir festes i € N af, # 0 nur fiir endlich viele
k, > ai=1und

Pt = Za};Duk — Du in LY(G) falls i — oo.
i=k
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Wir kénnen annehmen, dass p* — Du punktweise fast iiberall. Es folgt

f(z,u(z), Du(z)) = lim f(z,u(z),p"(x)) (fiir fast alle 2 € Q)
71— 00
< lim infz ol f(x,u(x), Dug(z)) (Konvexitit in p.)
i—00 —
Durch Integration folgt mit dem Lemma von Fatou
/ f(z,u, Du) < limianai/ f(x,u, Duy) < sup/ f(x,u, Duy,).
G e e} keNJa

Wir wahlen nun e > 0 beliebig. Dazu sei nun uy, als Teilfolge von uy so gewéhlt, dass

Sup/ f(z,u, Dug,) <liminf [ f(z,u, Dug) + €
ieN JG 1—> 00 el

(und wenn alles vorige an auf ug,). Da € > 0 beliebig ist, ist damit Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2: Beweis des Satzes. Wende das Lemma an mit € = ( 3 Dann folgt nach Ubergang zu

einer Teilfolge, dass
> LMEj) < 0.
j=1

Setze Dy e = Ujoik E; .. Dann folgt

Schritt 1
/ f(z,u,Du) < lim inf/ f(z,u, Du,)
Q\Dk,e J—00 Q\Dk,s

< lim inf/ f(z,uj, Duj) + eL™(Q)
O\ Dy e ~——

j—oo
:5
it [ o) 5
Q

j—o0
Es gilt £7(Dy..) "=5°
Konvergenz, dass

0, und Q\Dy . ist aufsteigend. Es folgt mit dem Satz iiber monotone

Qf(:c,u,Du <hm1nf/ f(x,uj, Duj) +6

Jj—o0
und somit folgt fiir § — 0 die Behauptung. O

Satz 0.4.8 (Existenz von Minimierern). Sei Q@ C R™ beschrdnkt und f : @ x R™ x R"*™ — R eine
Caratheodory funktion mit folgenden Figenschaften:

(i) Konvexitit: f(x,z,&) konvex in & fir alle (z,z) € Q x R™.
(ii) Koerzivitit: es gibt p € (1,00), A > 0 und ¢ € L*(Q), so dass fir fast alle x € Q gilt:
f(xazvf) > )“ﬂp - d)(x) fur alle ng'
Fiir ug € WHP(Q,R™) betrachte die Klasse
C= {u e WHP(Q,R™) :u — ug € WyP(Q,R™), F(u) < oo}.

Ist C # 0, so gibt es ein u € C mit F(u) = inf,ec F(v).
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Beweis. Wahle u; € C mit F(u;) — p := infe F < oo. Aus Koerzivitét folgt

/Q\Duj|p < % (/Qf(~,uj,Duj)+/Q¢> <C.

Aus der Poincaré-Ungleichung, Satz 4.5, folgt

/ lu;|P < C’(diamﬂ)/ |Duj|P < C.
Q Q

Nach dem Satz von Rellich, Satz 0.3.17, gibt es ein u € WHP(Q,R™), so dass nach Ubergang zu
einer Teilfolge u; — w in L?(Q2) und Du; — Du schwach in L?(Q2). Hier brauchen wir p > 1. Es
folgt insbesondere u; — w in L'(2), Du; — Du schwach in L*(£2). Also gilt nach dem vorigen
Satz, dass

F(u) < liminf F(u;) = iIéf]:.

j—o0

Nun ist W37 () ein abgeschlossener Unterraum von W12 (€), also ist Wy 7 () auch abgeschlossen
beziiglich schwacher Konvergenz (Hahn-Banach, Folgerung). Somit gilt u—ug € W1P(Q,R™) bzw.
u € C, und u ist der gesuchte Minimierer. O

Wir wollen nun untersuchen, ob Konvexitit des Integranden bzgl. ¢ notwendig fiir die Unter-
halbstetigkeit ist, bzw. ob schwéchere Bedingungen ausreichen. Im folgenden betrachten wir zur
Einfachheit nur Integranden der Form f = f(¢).

Definition 0.4.9. Sei Q = [0,1]" C R™. f:R™*™ — R heifit quasikonvex, falls
= D d
19 = [ 10 < [ 56+ Do

fiir alle £ € R™*™ und ¢ € C°(Q,R™).

Bemerkung 0.4.10. Ist f € CY(R™*") konvex, so folgt aus der Ungleichung von Jensen

/Qf<f>:f</gg>:f</Q<5+D¢>></Qf<g+D¢>>.

das heifit: konvex = quasi-konvex.
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17. Vorlesung
Definition 0.4.9. Sei @ =[0,1]™ C R™. f:R™*™ — R heifit quasikonvex, falls

£(6) = /Q 1) < /Q F(€ + Do) de

fiir alle £ € R™*™ und ¢ € C(Q,R™).

Satz 0.4.11. Sei f € C?*(R™*™) quasi-konvez.
Dann gilt fir alle £ € R™*™ und alle A € R™ ™ vom Rang Eins D?f|¢(A, A) > 0.

Bemerkung 0.4.12. Eine Funktion f : R™*"™ — R heifit Rang Eins konvex, falls fiir alle £ € R™*"
und alle A € R™*™ mit rang rg(A) = 1 gilt:

t— f(E+tA) ist konvex.
Fiir f € C? gilt

d2

ﬁf(f +tA) = D*f(£ +tA)(A, A).

Das heifit also: f € C?(R™*") is Rang-Eins konvex <= D?f(£)(A, A) > 0 fiir alle £, A € R™*",
rg(A) = 1.
Ist rg(A) = 1, dann gibt es ein n € R™, || = 1, mit Im(A) = R - 5. Mit A = ATy € R” folgt
Az = (Az,n)n = (&, Ny = A, = Aar'.
Sei A ® n die Matrix (Aon%)a.:-
Dann kénnen wir die Rang Eins Bedingung D?f(£)(A, A) > 0 wie folgt schreiben:

% f .
- AaAgn'n? >0 fiir alle A € R®,n € R™.
oci 836 ¢ BN 1N n
Die Legendre-Hadamard Bedingung.

Beweis (Satz). Sei ¢ € C*(Q,R™) und & € R™. Nach Voraussetzung hat die Funktion ¢
fQ f(&E+tD¢) bei t =0 ein Minimum, also folgt

d2
0< dtz\t_o/Qf(&tDaﬁ)=/QD2f<§)(D¢vD¢>-

Seien A € R™ und n € R™ gegeben, und J € C(Q)?

Wiihle ¢(x) = 7J(z)p(k(X, z))n. Dabeisei p: R — R, p = p(s), die Ségefunktion, und k € N. Wir

berechnen die Ableitung von ¢

Do) = J(a) g (kA 2)) A& + 2 p(k(A, ) DI (@) @ 1.
———
=+/-1 —0
— 0< lm [ D2/(&)(Do, Do)
k—oo Q
2/J(w)QDQf(f)(MM,A@n)=D2f(£)(>\®77,A®n)/J(x)2d$~ O
Q Q

>0
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Satz 0.4.13. [Morrey] Sei f € C2(R™*™), f = f(&) mit
0< f(&) <C(EP+1)  fir einp € (1,00). (13)
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) F(u) = [, f(Du) ist unterhalbstetig beziglich schwacher Konvergenz in W(Q) fir jedes
offene Gebiet ).

(2) f ist quasi-konver.
Bemerkung 0.4.14. Sei m =1 oder n = 1. Dann gilt:
f konvex = f quasi-konvex = f Rang Eins konvex = f konvex.

Letzter Schritt folgt, da fiir min(n, m) = 1 alle m x n-Matrizen héchstens Rang Eins haben.
Beweis. (1) = (2): Wahle @ = Q = (0,1)” und ¢ € C*(Q,R™).

Wir setzen ¢ Z"-periodisch fort auf R™ und betrachte uy(z) = & -z + +¢(kx) fiir k € Z. Es folgt
mit u(z) = {z, dass up — u gleichméssig auf @ und [[Dug|| o (o) < C < 0.

Aus diesen Eigenschaften folgt, dass [luk/ly1.0(g) < C < co. Da WHe(Q) ¢ WhP(Q) mit
vllyy1e < N|0llyyra.00 5 fOlgt wy is beschrankt in WP(Q) fiir jedes p € (1, 00).

WLP(Q) ist reflexiv mit Dualraum Wh4(Q) (% + % = 1) und es gilt u; — u schwach in W1P(Q)
fiir eine Teilfolge.

Bemerkung: Zu zeigen: WP(Q) fiir p € (1,00) ist reflexiv. (Ubung)

Dann

/Q F(€)de = /Q f(Du) < liminf /Q F(Duy)
= hkrggf/Q f(&+ Do(kz))dx
= lim inf f(E+ Do(y)k~"dy = /Qf(§ + Do(z))dz.

Also ist f quasi-konvex.

(2) = (1): Ist f quasi-konvex, dann gilt auch
£ < [ fle+ Dota))de fir alle o € WHP(QR™)
Q
Dazu sei € > 0 beliebig und ¢ € C°(Q,R™) mit | D(¢ — )|}, o) < € Dann folgt
1) < [ e+ Dola))da
Q
< [ #(e+ Do) + [ 156+ Do) - 6+ DU@)I < [ F€+ Do) + Ce.
Q Q Q

In der letzten Ungleichung benutzen wir f € C2.

Da schwach konvergente Folgen beschrankt sind, gilt

lurll o + [[Duslpp < C. (14)
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Wegen Bedingung (13) folgt, dass F(u) < C < oo. Also existiert p := liminfy_,oc F(uz). Nach
Ubergang zu einer Teilfolge gilt

]:(uk) — W,
Duy, — Du schwach in LP()) wegen (14), (15)

p
loc

ur — u € LY () wegen (14) & Konvergenzsatz von Lebesgue.

Weiter behaupten wir
IDf(E] < CA+[¢PY)  fiir alle £ € R™*™, (16)
Betrachte dazu die konkave Funktion
gt) = F(€+tA) mit rg(4) = 1,]4] = 1.

Es gilt

IN

g(t) firt >0, da g(t) konvex.

C
< =
- t

+| Q

(I€+ AP +1) < — (g + 17 + 1).

Wihle ¢t = |¢| + 1 und erhalte Df(§)A = C(|¢[P~! + 1). Da wir A als Matrix wihlen konnen, die
iiberall 0 bis auf einen Eintrag, folgt

a

oo ©)] < Cler 4 ). (17)

Der Kompaktheitssatz fiir Radonmafe liefert nach Ubergang zu einer Teilfolge
(14 |Dul? + |Dug|P)dL™ — p Radonmas. (18)

Da p ein Radonma$, ist die Menge aller s € R mit u({z € Q:z, = s}) > 0 abzihlbar, wobei
1<a<n.

Seien D die dyadischen Zahlen, also
D={seR:2s€Z" firein j € No}.

Betrachte die Aquivalenzrelation §1~ Sy < S —S9 € D.

Die Aquivalenzklassen sind von der Form s+Q mit s € [0, 1], wobei je zwei verschiedene irrationale
Zahlen in [0, 1]™ verschiedene Aquivalenzklassen erzeugen. Inbesondere ist eine Aquivalenzklasse
abzahlbar, und es gibt iiberabzahlbarviele Aquivalenzklassen.

Also gibt es ein § € [0,1)" mit u({z € Q:xq =8, fira=1,...,n}) =0 fir alle s € §+ D.
Sonst gilt u({z € Q: x4 =54 fiir o =1,...,n}) >0 fiir alle s € t + D und fiir alle ¢ € [0,1]. Also
hétten alle Punkte in R™ positives py-Maf}, was der Eigenschaft widerspricht ein Radonmaflzu sein.
Nach Verschieben des Koordinatensystems gilt

p{r ez, =s}) =0fir 1 <o <nund fir alle s € D. (19)
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18. Vorlesung

Beweis (Fortsetzung). Zuvor haben wir eine Familie von Wiirfeln W mit Ecken in s+ D (s € [0, 1])
konstruiert, so dass (0Q) = 0 fiir alle Q € W. Ohne Einschrankung sei s = 0. Sei W; die Menge
von Wiirfeln @ mit Kantenlinge 277 und j € Ny. Dann gilt auch

p(0Q) =0 fiir alle Q € W;, und alle j € Ny. (20)

Setze Du(x) := 0 fiir alle z ¢ Q und p; = Du falls x € Q mit @ € Wj.

1
vol(Q) fQ
Behauptung: p; — Du in LP(L).

Wir zeigen: f € LP(R"™) und f; = f falls x € Q mit @ € W;, dann f; — f in LP.

1
vol(Q) fQ
Schritt 1: Die Behauptung stimmt fiir f € CO(R™).
Sei z € R” und @ € W; mit z € Q. Dann

|f(z) — fi(z)| = ‘/ dy‘ < sup |f(x) — f(y)] = 0 gleichmaissig bzgl. z
z,YeEQ

falls j — oo, da f gleichmassig stetig. Insbesondere folgt also, dass f; — f in L™°.
Schritt 2: Es gilt ||fjHLp(Rn) SNl po meny-

> [ = -

QeW;

T L= Y jal- ] 7P| <
JNL ]R) Z / J o, |Q|

QEW;

Schritt 3: Beweis f € LP(R™) durch Approximation. Sei f € CO(R™).

_f <|lf_ f_ f. _F.
1 = fill oo oy < Hf ﬂ Lp(R) + Hf fj’ L?(R™) + Hfj fJ‘ Lp(R™)
Schritt 2 -~ -
< 2fr-g, |-
Lr Lr
Mit 7 — oo folgt aus Schritt 1
lim su — fillr» nng —N‘ .

jHOOPHf fille (R™) f=r Le(Rn)
Da C%(R") dicht liegt in LP(R"), folg die Behauptung. O
Behauptung: Nach Wahl einer Teilfolge gilt auch

fopj— foDuin L), (21)

Denn fop; — fo Du punktweise f.ii., und mit (13) folgt die Aussage, da p; — Du in LP und mit
dem Konvergenzsatz von Vitali (oder auch Lebesgue).

Sei € > 0 gegeben, und mit j hinreichend gro8, gilt dann
19 = Dl oy + 1 3) = F(D) 1 ) < (22)

Weiter withle U C Q, so dass U kompakt und U C €2 mit

f(Du) <€ (23)

Q\U
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Da U kompakt, wird U von endlich vielen Q; € W;mit I =1,...,m iiberdeckt. Sei 0 < x <1 eine

Abschneidefunktion mit Trager in der Vereinigung der @;, wobei spty C Uﬁl él. 6) bezeichnet
das Innere von Q.

Setze vy = x - (ux, — u) sowie (Du); = ﬁ Jo, Du. Es folgt
20 &

]—'(uk)zz fDuk Z fDu+ka)+Ek

wobei B =330 [, (f(Duk) — f(Du+ Dug)).
Setze weiter

Z fDquka Z fDulJrka)JrEk,

wobei B} = 37" [0, [f(Du+ Duy) — f((Du)i + Duy)] . Jetzt verwenden wir die Quasi-konvexitit:

Z S Dulka)zli/@l (@) > [ o)) = Flu)+ B,

wobei

Insgesamt ergibt sich die Ungleichung
F(ug) > F(u) + E, + Ef + E}.

Wir zeigen nun, dass die Fehlerterme gegen 0 konvergieren (falls uy — u schwach).

Zuerst folgt fur vy = x(up — u):
Du+ Dvy, = Duy, auf {z: x(x) =1} und Duvy = Dx(ur — u) + x(Duy — Du).

Es folgt mit (13):

m

B =3 / (D) — f(Du+ Du)l| <3 / 1+ | Dunl” + | Duf? + | Dxl? s, — 7).
1= i QiN{x<1}

Fiir k& — oo folgt aus der Definition p, mit (15) und dem Portmonteau Lemma:

m

lim inf CZ/ 1+ \Duk|p—|—|Du|p]+/ |Dx|Pluk — ul?| > CZM(QIQ{X< 1}).
Qun{x<1} Qin{x<1}

k—o0
=1

hlgnsup |EL| < CZN Qi N{x <1}). (24)

Als néchstes betrachten wir E,%:

\Ek|<z |fDu+ka) F((Du); + Duy)|
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o |f(Du + Duvg) — f((Du); + Duy)|

“ho
“fo

(3)
<C [1+ [Du[P~" + |Dug [P~ + [Dx [P~y — u|P~!] [Du — (Du)y|dz.
Qi

1
/0 %‘t:of(tDu + (1 = t)(Du); + Dvy,)

/0 Df(tDu+ (1 —t)(Du); + ka)dt‘ |Du — (Du);| dx

Beachte dazu, dass [, [(Duhi[P~™" = [, ||711| Jo, |DulP=t = [, [DuP~".
Durch Summation tiber @Q; folgt

|E2| < C/ [1 + [ Du|P~ + |Dug|P~ + | Dx|P Hup — u|p_1} |Du — pjldx
Q

p—1 1
<C [/ (1+ |Duf? + |Dug|? + |Dx|?|ur — u|p] (/ |Du —pj|p> .
Q Q

Mit (15), (18) und (22) folgt

limsup |EZ| < Cep(Q) 5.

k— oo
Schliefllich
E} = /U fy) - /Q sow == [ s+ /U (F(py) — F(Du)).

Die Wahl von U und j ergibt

|E}| <

+ /Q 1 (py) — F(Du)] < 2e.

/Q I

Zusammen ergibt sich nun

Flu) < liminf Flup) + O Y- p(Qin{E < 1) + Cep(Q)"7 + 2.
=1

Beachte, dass x beliebig war. Deshalb wéhle y T 2;11 lQo . Es folgt
L

w(@Qi N {xr < 1}) = u(0Q;) =0

nach Wahl des Gitters. Nun folgt mit ¢ — 0 die Behauptung.

60



19. Vorlesung

Wiederholung. Wir haben gezeigt: f : R™*"™ — R ist quasikonvex <— F = fQ f(Du) ist unter-
halbstetig bzgl. schwacher Konvergenz in WP ().

Folgerung 0.4.15. Sei Q C R offen, f : R™*™ — R quasikonvex, f > 0 und [ erfille die Wachs-
tumsbedingung (13). Auflerdem sei f koerziv. Das heifit, es gilt

f(p) = Mpl?  fiir ein g € (1, 00).
Fiir ug € WH9(Q,R™) betrachte die Klasse
C= {u € WIP(QR™) : u—up € WP (Q,R™), Flu) < oo} .
Ist C # 0, so gibt es ein u € C mit F(u) = inf,ec F(v).

Problem: Quasi-konvexitit ist schwierig zu iiberpriifen.

Deshalb fithren wir im Folgenden das Konzept der Polykonvexitét ein.

Definition 0.4.16. Eine Funktion f : R™*"™ — R heifit polykonvex, falls eine Funktions g :
R7(mm) 5 R existiert, so dass

f(p)=9(T(p)

wobei T : R™*™ — RT(m™) 50 dass T(p) = (p, adjy(p), - . ., adj,, A (p)). Hier ist mAn = min(m, n).
adj steht fiir die Matrix aller s x s Unterdeterminanten der Matrix p € R™*"™, und

=3 (1))

s=1
Bemerkung 0.4.17. (i) g ist nicht eindeutig bestimmt.
(ii) Fiir n=m =21ist 7(2,2) =5, da (}) =2 und (3) = 1, und T(p) = (p, det p).

Satz 0.4.18. Sei f : R™*™ — R nach unten beschrinkt. Dann gilt: falls f polyconvez, so ist f
quastkonvexz.

Beweis. Zunéachst betrachten wir den Fall m = n = 2. Es gibt ein konvexes ¢, so dass f = goT.

Lemma 0.4.19. Sei Q = [0,1]> C R?, und ¢ € C°(Q,R?). Dann gilt
T(p) = / T(A+ Do(x))dz.
Q

Beweis (Lemma).

det Dp = 011022 — 02010192 = 01(p10202) — D2(Pp10102).

Mit partieller Integration erhalten wird
/ det(p + D(x))dx = / [detp + p]029” + p3010" — psO1§* — piOa¢’ + det Do
Q Q

- / [detp + pload® + 1ot — plord? — p20ad! + Oy (910an) — Ba(10,6)]
Q
= det p.

Mit fol 0;¢(zt, 2?)dx* = 0 folgt daraus bereits die Behauptung. O
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Dann folgt mit der Jensen Ungleichung und dem Lemma
/ f(p+ Do(x))dx = / 9(T(p+ Dé(x)))dx = g(/ T(A+ Do(x))dz = g(T(p)) = f(p)-
Q Q Q

Also ist f quasi-konvex.

Um das allgemeine Resultat zu beweisen, bendtigen wir einige Aussagen iiber Differentialfor-
men.

Alternierende Formen A™R" bezeichnet den Vektorraum aller alternierenden m-linearen Ab-
bildungen « : R" x ...R" — R. Das heifit a(...,v,...,w,...) = —a(...,w,...,0,...).
—_———

m-mal
Im allgemeinen gilt fiir o € S, dass sgn(o)a(vi, ..., vm) = A(Va(1), -+ s Vo(m))-
Fiir Linearformen «; : R® - R i =1,...,m definiert man = a; A--- A a,, durch

.....

Aus den Eigenschaften der Determinante folgt, dass g € A™R™.,

Satz. Seiey,..., e, die Standardbasis in R™, und e', ... e" die dazu duale Basis von A'R™ = (R™)’,
also €'(e;) = d5. Dann ist {er Av- A€t iy < <l ) oist eine Basis von A™R™.

Satz. FEs gibt genau eine bilineare Abbildung
AFR™ x AIR™ — APFR™ (a,8) = a A f
mit der Eigenschaft
(a1 A Nag) AN(BLA--AB)=a1 A~ ANag ABL A+ A By
Beweis. Seien o € A*R™, B € A'R™ mit entsprechenden Basisdarstellungen.
o= Zalel und B = ZBJe‘].
I J
Es muss dann gelten
Oz/\BZZalﬁJeil Ao Aem A A Al
1,J

Nun definieren wir die Abbildung durch diese Formel. Es bleibt zu zeigen, dass die geforderten
FEigenschaften gelten. O

Differentialformen Sei Q offen. Eine Abbildung o : Q — AFR™ heifit k-Form. Fiiri=1,...,n
setzen wir dz’ = e'. Es gilt dann, dass jede Differentialform o dargestellt werden kann durch

Die aj, ..., : 8 = R heiBlen Koeffizientenfunktionen. Wir sprechen von einer C*-form, LP-Form,
usw., falls die Koeffizienten in C*, LP usw. liegen.

Die #ulere Ableitung da einer k-Form o € (2, AFR") ist definiert durch

n

da = ZZ@M Adzt A daz!

i=1 I

wobei daz! = dx™ A -+ Ada™ mit T =iy < ...ip.
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Satz. Es gilt
(i) ddo = 0 fiir alle C%-k-Formen c.
(ii) d(a A B) = da A B+ (—1)%eq A dB.

Beweis. (i) folgt direkt aus der Definition alternierenden Formen, von d und wegen 0;0; = 0;0;.
(ii) folgt aus

dlanB) = 0i(arBy)da’ Ada’ A da’.

i=1

Sei 2 C R™. Eine n-Form lasst sich schreiben als o = al,m,ndml A -+ ANdx™. Dann setzen wir

/Qa:/QaLm,n(x)da:.

Satz. Sei Q2 CR™ offen und o € C§(Q, A"~*R™). Dann gilt [, da = 0.

Beweis. Satz von Stokes.
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20. Vorlesung

Satz 0.4.20. Seil € {1,...,m}. Seil < p < oo und up — u schwach in WHP(Q,R™). Dann gilt
fiir g = 2 € (1,00) und jeden Multi-Index I =iy < --- <ij:

ag = dufl A Aduf — du™ Ao Adu' =:a schwach in LY(Q, A™R")
nach Wahl einer Teilfolge.

Beweis. Sei ohne Einschrinkunk | = m und I = (1,...,m). Falls m =1 > n gibt es nichts
zu zeigen, weil die Dachprodukte alle verschwinden. Schritt 1: Fiir u € WHP(Q,R™) und 1 €

O (Q, A"~"R™) gilt

/T]Adul/\---/\dum = (—1)”*"1“'/ widn Adut Ao Adut A A du™
Q Q
Beweis. Sei zunichst u € C°°(Q,R™). Dann folgt aus der Produktregel fiir d und dd = 0
dun Adu' A Adui A Adu™) = d(uin) Adut Ao Adui A A du™
= (=) Iy Adut A A dut A A du™
+uldnp Adut A Adui A A du™.

Integrations ergibt mit [doa = 0 die Behauptung. Fiir allgemeines u € W?(Q,R"™) folgt die
Aussage durch Approximation.

Schritt 2: Beweis der schwachen Konvergenz fiir n € C°(§2, A"~™R"™)

Beweis.
m

/nAdui/\---/\du?—/nAdul/\---Adum:Z/T)Adul/\---/\d(uf;—ui)/\-~-/\dum
Q Q —Jo

m
= z:(—l)"_m'H / (ul, —uYdn Adu* A~ AduTE A AT A A du™,

4 Q

7

Dann konnen wir wie folgt abschétzen

/nAdu,lc/\--J\duZ“—/77/\du1/\-~-/\dum
Q Q

m

Z(—l)"‘m+i / (ul, —udn Adut A AduTEA AUl A A du™
Q

< [ Ju = uldn|([Dun" " + (D)
Q

< Clldnllpoe lur = ull, 2 (1Durll o + [ Duflp) =0

L= (sptp)

Da uy — w in L? () nach Rellich, und da p —m + 1 > 1. In der ersten Abschitzung haben wir

loc
m—1

“—, dann ist

die Young’sche Ungleichung ab < %a” + I%bpl fiir a,b > 0. Denn setzen wir p =

, m—1/m-1 om—1
p == - —1 = -
t—1 \(i—1

und es folgt 4 '
al—lbm—z S C(p) (am—l + bm—l) .
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Schritt 3: Verallgemeinerung fiir € L9 (Q, A"~™R").
Sei zunéchst 7 € C°(Q, A"~™R™). Dann gilt

/ndu,lc/\---/\duzl—/ndul/\---/\dum‘
Q Q

< /ﬁdu}g/\n#\du?—/ﬁdul/\--#\dum‘
Q Q
+'/(n—mdu}c/\-~-/\du}€"—/(n—ﬁ)dul/\~-~/\dum‘
Q Q
< / ndug, A - A dullt — / ndut A - A dum‘ + C/ |n — 7)(|Dug|™ + | Du|™)
Q Q Q
< /Qﬁdu}c A Nduy! — /Qﬁdul ARERRA dum‘ +Clln —iill o (IDukl, + [ Dullzy)
In der letzten Ungleichung wenden wir Hélder Ungleichunge an fiir p/m = ¢ und ¢’ = (7 —
H=hH = promre M 17(pi1) 77+ Nach Wahl einer Teilfolge (siehe Schritt 2) verschwindet der erste

Term fiir £k — oco. Dann folgt die Behauptung, da C°(Q, A»~™R") dicht in Lq/(Q7 AP™R™). O

Wir brauchen noch den Pullback einer alternierenden Multilinearform: Sei & € R™*™ = L(R™,R™).
Wir definieren AF¢ : AFR™ — AFR™ durch A*¢(y)(vq,...,v,) = v(&vy, ..., Evg). Die Abbildung
€ — A¥¢ ist linear. Fiir Multi-Indizes [ =iy < --- < iy und J = j; < ...Jj gilt:

ARE(E™ Ao Ne)(ejyy e yej) = (€ A Ae™) (Eeyys ..., Eej, ) = det ({ei‘*(fejﬁ)}) = det (5;;) .

Das heifit: Hat & die Matrixdarstellung (f;-)izl ,,,,, mj=1
und (e;)j=1,....» in R”, so ist die Matrixdarstellung von Akf gegeben durch die k x k& Subdetermi-
nanten der Matrix &, das heifit durch eine (Z) X (7:) Matrix.

Wir schreiben A*¢ = (A€, ..., A™ "¢) mit der Matrixdarstellung (£, adjy(€), .. ., adj,,an (£))-

Bemerkung 0.4.21. f:R™ "™ — R polykonvex genau dann wenn eine konvexe Funktion

,,,,, n beziiglich der Basis (e;)i=1,...,

g : L(A'R™, A'R™) x --- x L(A™""R™, A™""R") — R

existiert, so dass f(£) = g(A*¢) fir alle £ € R™*™,

Beweis (Fortsetzung, Satz 0.4.18). Sei ¢ € C°(Q,R™). Wir setzen ¢ Z"-periodisch fort und
betrachten wieder

ug(z) = €x + %qﬁ(kz) mit k€N und £ € R™*™.

Es gilt up — u schwach in W1P(Q, R™) mit u(x) = &x fiir alle p € [1,00). Nach vorherigen Satz
gilt , , . ‘ | .
A'Dug (e A Ae') = dufd Ao Aduf — A'Du(e™ A--- A e't)

schwach in L9(Q, A'R™) mit ¢ = % und p € (I,00) fiir jeden Multi-Index i; < --- < 4; und jedes
le{l,...,m}. Da wir p stets grofier [ wihlen konnen, ist die Konvergenz fiir alle [ mindestens in
L'. Das heifit A*(Duy) — A*(Du) schwach in L'(Q, A*R™). Nun wenden wir Schritt 1 im Beweis
von Satz 0.4.2 an. Dort hatten wir fir ein f = f(§) konvex in £, dass schwache Konvergenz von
Duy, — Du in L', Unterhalbstetikeit impliziert. Fiir den Beweis war allerdings nur von Bedeutung,
dass &, = Duy, — & = Du schwach in L', nicht aber die konkrete Gestalt von &, als Differential.

65



Nun wenden wir die gleiche Idee an fiir g konvex und A*(Duy) — A*(Du) schwach in L (Q, A*R™):

Satz 0.4.2
= A (Du iminf A*Du
/Qf(é) /Qg< (Du)) < /Qg< Duy)

k—o0
~ lim inf /Q F(Duy)
=liminf [ f(§+ Do(kx))dx
k—oo Q

vzhe liminf [ f(§+ Do(y)k"dy = / f(E+ Do(y))dy. O

Beispiel 0.4.22 (Flachenfunktional). Sei m =3, n =2 und
C={u:u—ugeWr(QR u € W-(Q,R?)}. Dann ist

adjy(Du) = (a,b,c) = (31U282U3 — Dyupdyug; Dyuzdau’ — Dyuy Dyus; Oyur Dyuy — 82u181u2) .

Die Oberflache ist gegeben durch

Au) = / \/det(Oqu, Ogu) = / |O1u X Dqu| = / a? + b2 + 2.
Q Q Q

Es folgt Du +— +/det(0yu, dgu) ist poly-konvex mit g(adj, Du) = |(a,b,c)| (allerdings nicht kon-

vex).

66



21. Vorlesung

0.5 Regularitats Theorie fiir skalare Variationsprobleme

e Bisher: Existenz eines Minimierer in einer geeigneten Familie von Abbildungen

e Jetzt: Problem der Regularitdt. Die Existenz ergibt, dass Minimierer nur Sobolevfunktionen
sind. Die Frage ist also, sind Minimierer hinreichend glatt und damit klassische Losung der
zugehorigen Euler-Lagrang Gleichung (Hilberts 19. Problem)?

e Vorarbeiten wurden geleistet von: Hilbert (allgemein Losung fiir den Fall n = 1), Morrey
(1940, Losung fiir den Fall n = 2, m = 1,2, 3).

e Die allgemeine Losung fiir m = 1 und n wurde von De Giorgi (1956) und - unabhéngig - von
Nash (1958) gegeben. Wenig spéter legte Moser auflerdem einen alternativen Beweis vor.

e Fir n > 3 und m > 2 kénnen Variationsproblem singuldre Minimierer haben.

In diesem Abschnitt wollen dieses Regularitits Resultat von De Giorgi/Nash/Moser diskutieren.

Wir betrachten folgende Situation. Gegeben sei ein Variationsfunktional der Gestalt
Flu) = F(u,Q) = / f(z,u, Du)dx
Q

wobei f :  x R x R® — R eine Caratheodory Funktion ist. €2 ist ein beschranktes Gebiet
und v schwach differenzierbar. Damit f(z,wu, Du) integrierbar ist und damit F(u) < oo fiir alle
u € WHP(Q) und ein geeignetes p € (1,00) nehmen wir an, dass

|f(z,z,0)] < C(Jv]P +1) fir alle (z, z,v) € @ x R x R™.

fiir eine Konstante C' > 0 und ein p € (1,00). u € WP(Q) ist ein Minimierer von F, falls
F(u) < Flu+ ¢) fiir alle ¢ € WP (Q).

Definition 0.5.1. Wir sagen eine Funktion v € WP ist ein @Q-Minimierer fiir ein Q > 1, falls fiir
alle offenen Teilmengen ' C  und jedes ¢ € VVO1 P(Q) gilt, dass

Fu, Q) < QF (u+ ¢, ).

Falls die letzte Ungleichung nur gilt fir zuléssig ¢ > 0 (¢ < 0) sagen wir v ist ein Q-Sub-(bzw.
Super-)Minimierer.

Beispiel 0.5.2. Falls wir annehmen, dass |¢|? < f(z, z,q) < C|q|P fir alle (z, z,¢q). Dann ist jeder
Minimierer von v € W1?(2) von F ein Q-Minimierer der p-Energie

Ep(u, Q) ::/ |Dw|Pdz  fir Q@ =C.
Q
Beweis. Sei ¢ € Wy (V) mit Q' € Q offen. Es gilt F(u + ¢; Q\Q') = F(u; Q\&). Dann folgt

|DulPdz < F(u; ) < Flu+ ¢; Q) < C/ |Du + Dg|Pdx.
o oY
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Definition 0.5.3. Fiir ein a € (0,1], ein S C R™ und u : S — R™ definieren wir die a-Holder
Halbnorm von w in S durch

ZGETO

[u]co.a(grmy) = Sup {
L) |z =yl

T#YES

Sei 2 C R™ offen, k € N und « € (0,1].
(i) C%*(Q,R™) ist die Menge aller u € C(Q,R™) mit [u]co.a(qrm) < 0.

(i) C*(Q,R™) ist die Menger aller u € C*(,R™), so dass [Jpu]co.a(xprm) < oo fiir alle
kompakten Teilmengen K C Q und alle § € N{ mit Lange || = k.

(iii) Analog definieren wir C%(Q, R™) und C**(Q,R™).
Bemerkung 0.5.4. Mit der Norm

”uHCkvﬂ(Q,RM) = Z sup |9 f ()] + Z [0 flor.a (@ rm)

<1<k €2 |Bl=k

sind C*(Q,R™) (bzw. C*<(Q,R™)) Banachriume.

Bezeichnung. Sei S C R", |S| = £"(S) ihr n-dimensionale Lebesgue-Mafl und u € L*(S,R™).
Falls |S| € (0,00), schreiben wir im Folgenden

1
(u)g = |S|/Su(:c)dx

Das Lebesgue Differenzierungstheorem besagt nun, dass fiir f € L'(Q,R™)

hﬁ)l(u)gr(xo) =u(zg) fir L"-fast jeden Punkt z¢ € Q.

Definition 0.5.5 (Morrey and Campanato Rédume). Seip € [1,00) und A > 0. Wir setzen B,.(zg) N
O = Qzo, 7).

(i) Morrey-Raum: LP* (2, R™) bezeichnet die Menge aller u € LP(Q, R™), so dass

“u||ip,A(Q,RnL) = sup p_’\/ [ulPdz < .
20 €0,0<p<diam Q Qz0,p)

(ii) Campanato-Raum: £P*(Q, R™) bezeichnet die Menge aller u € LP(2,R™), so dass

[u}ip,A(QJRm) = B sup p_/\/ |U — (U)Q(mo’p)lpdl‘ < 0.
20€Q,0< p<diam Q Q(zo,r)

Bemerkung 0.5.6. Mit den Normen
H’U’HLPJ(Q,RW) bzw. HUHLP,A(Q,Rm) = HUHLP(Q,Rm) + [u] o x (@ rm)

sind LP*(Q,R™) bzw. £PA(Q,R™) Banachriume fiir p € [1,00).

Bemerkung 0.5.7. (i) Die Definition hangt in beiden Féllen nur vom Verhalten von w fiir kleine
Radien p ab.
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(ii) Es gelten die Inklusionen
LEH(Q,R™) € LPAMQ,R™) und  L7H(Q,R™) € L2A(Q,R™).

fiir ¢ > pund (n — A\)/p > (n — u)/q. Denn durch Anwendung der Jensen-Ungleichung gilt

% ]. p/q % (1 1) %
wp|” < 1B ( |u|q) =D ([ )
/BT(wo) 1B (20)| J B, a0 B, (20)

Daraus folgern wir
1
p

H/ [ulP| < e(n) |r (O E] / | < e(n) 7 / Juf?
By (z0) By.(x0) By-(z0)

fiir alle alle r € (0,1) und p wie oben. Daraus folgt die Behauptung fiir Morrey-Réume.
Analog zeigt man die Aussage fiir Campanato-Raume.

Bemerkung 0.5.8. Q heifit Alfohrs-regulir, falls |Q(zo,p)| > Ap" fiir alle 2o € Q und jedes
p < diam. Das heiBt in der Definition von LP* und £P* kénnten wir p~* ersetzen durch
|Q(z0, p)| ™. Zum Beispiel ist jedes Lipschitz-Gebiet Ahlfors regulir. Wir geben im Folgenden
under der Annahme §2 ist Ahlfors-regular weitere Identifizierungen fiir Morrey- und Campanato-
R&aume an ohne Beweis.

Q=

(i) Es gilt LP? = LP und LP" = L. Auferdem ist LP* ~ {0} falls A > n.

(i) Es gilt LP* = £PA falls X € [0,n).
Satz 0.5.9. Sei Q C R™ offen, beschrdnkt und Ahlfor-reguldr fiir eine Konstante A.
Dann gilt LPP2(Q,R™) ~ C%*(Q,R™) fiir alle a € (0, 1].

Beweis. Schritt 1. Zu zeigen ist C%*(Q) C LP"HP2(Q) stetig. Sei u € C%*(Q), z9p € Q und
p € (0,diam ). Dann folgt

/ (@) — (W)r(eg pyPde
Q(fl’oyﬂ)

1
= | —— u(z) — u(y)]dy|Pdx
/Q(mo,p) ‘Q(anp” Q(rg,p)[ ( ] |

<oy [ g
() Q(z0,p) ‘Q(anp” Q(z0,p)

S C(p7 n) [u]go‘q (ﬁ)pn‘f‘PQ

o=yl dy P < [l o 120, ) (20)

Es ergibt sich also [u]zrn+ra(q) < c(p,n)[t]co.a ). Und da [lullp,q) < |Q|% [ull co.a @y, folgt die
Behauptung.
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22. Vorlesung

Wiederholung: Morrey- und Campanato-Raume.
Sei p € [1,00) und A > 0. Wir setzen B, (z9) NQ = Q(xq,7).

(i) Morrey-Raum: LP*(Q, R™) bezeichnet die Menge aller u € LP(€2,R™), so dass

lallyn oy = sup p,A/ ulPdz < co.
z0€Q,0<p<diam 2 Q(z0,p)

(ii) Campanato-Raum: £P*(Q, R™) bezeichnet die Menge aller u € LP(Q, R™), so dass

Woroam = 0 o [ e (g P < oo
20€Q,0< p<diam Q Q(zo,7)

Q heifit Alfohrs-regulir, falls |Q(zg, p)| > Ap™ fiir alle 7o € Q und jedes p < diam €.

Bemerkung 0.5.10. Falls uw € LP(2,R™) mit p € [1, 00), dann gilt fiir die Super-Niveaumengen von
|u| zu @ > 0 der Markov-Ungleichung:

o € Q: fu@)] > a}] < a [lulfqzm (25)

Diese Eigenschaft benutzen wir um die schwachen Lebesgue-Réume zu definieren L2 (Q,R™) - die
Menge aller mefibaren Abildungen f : 2 — R™ mit

[l 05m) = $p” [ € 22 u(@)] > a}] < .

Satz 0.5.9. Sei Q C R"™ offen, beschrdnkt und Ahlfor-requldr fir eine Konstante A.

Dann gilt LP 7P (Q,R™) ~ C%(Q,R™) fiir alle o € (0, 1].

Beweis. Ohne Einschrankung sei m = 1.

Schritt 1. C%¥(Q2) C LP"TPY(Q) stetig.

Wir haben bereits gesehen, dass |[ullzp.aqrm) < ¢(n,p)[ulcoe(@rm). Auflerdem gilt wegen der

Hélder-Ungleichung ||uHLP(Q) < |Q|% ||u||co,a(ﬂ). Also

||U||Lp,n+ap(g) < ¢(n,p,Q) HU‘HCO»O‘(Q) )

d.h. die Inklusion ist stetig.

Schritt 2. Wahl eines guten Representanten in L£P"FP*(Q). Sei u € LP"TP¥(Q), 29 € Q and
0 <r< R<diam§). Wir berechnen

1
P

Jensen 1 »
[(W)a(zor) = (Wa.ry)| < 1200 Jowon [u(z) = (W), ) [Pdx

=

< |Q(ao,m)["FRFTC (R””“/ ju(z) — (u)mxo,R)pdﬂﬁ)
Q

S C(TL, A)T_% R%+a [U][)p,n+pa (Q) .

(‘T07R)
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Jetzt betrachten wir die Folge ((u)q(zg,r))ken mit 7, = 27%R und R € (0,diam 2). Augrund der
vorigen Ungleichung haben wir fir 0 < k < h:

h—1
|(U)Q(OL‘077'}L) - (U)Q(l‘oﬂ'k)‘ < Z |(U)Q(l’0,7'j+1) - (U)Q(-'L'O,Tj)| (26)
=k
h—1 . ’ )
< c(n, A)[u}ﬁp,nera(Q)Ra Z 2(J+1)%2*J(%+a) (27)
=k
S C(n, A) [u}cp.n+pa(Q)Ra27ka = C(n7 A) [U][:PJH'PQ (Q)T]?: (28)

unabhiingig von der Wahl von zo € Q. Also ist (1) (w,re) nicht nur eine Cauchyfolge mit Limes
u*(zo) (Nach Lebesgue’s Differetations Theorem ist das auch ein Representant fiir u) sondern auch
eine gleichméfig konvergente Folge von stetigen Funktionen g : 2o = (4)q(zg,r,)- (Nach dem Satz
iiber dominierte Konvergenz ist gy stetig) Also ist der Limes stetig.

Schritt 3. Holder-Stetigkeit des Representanten u*. Betrachte z,y € Q und r = |z — y|. Dann
lux (2) —ux(y)] <lux (@) = (Waeen | +(Wa@.2r — (Wag.en| + [(Wag.2r) — F(Y)]-
Nehmen wir den Limes h — oo in (26), kénnen wir die letzte Ungleichung abschétzen durch
lu* (z) —ux*(y)| < |(U)Q(av,2r) - (U')Q(y,Qr)| +2¢(n, A) [U]cp=n+w(fz)|33 -yl

Dann miissen wir noch |(v)q(z,2r) — (4)q(y,2r)| abschétzen. Beachte dass Q(x,2r) N Q(y,2r) D
Q(z,7) U Q(y, r). Dann erhalten wir

|(U)Q(m,2r) - (U)Q(y,Zr)| = |(U)Q(m,2r) - (U)Q(m,Qr)ﬁQ(y,Zr) + (U)Q(I,QT)QQ(y,Qr) - (U)Q(y,Qr)|
1

N |Q($7 27") n Q(ya 2’/")| Q(z,2r)NQ(y,2r)

[(w)a(e2r — u(2)| + |u(z) — (w)a(y,2r|dz

p

< [, )70, 20)| 7 (/Q( - [(Fe.2r — f(Z)Ipdz>

+ 190y, )0y, 2r) |7 (/Q( - [(Hew.2n —f(Z)Ide>

—_ p—1l nipo
< e(n, A) ] goorper "TT TITT = (0, A) ] pooniee |1 — Y|

Da wir z,y € Q beliebig gewahlt hatten folgt damit

[u*] 0. @) < c(n, A)lu]gonira.

Schliellich miissen wir nur noch das Supremum von u* beschrianken. Die Markov-Ungleichung
1 1
(25) fir w und a = Hu”m(g) 27|Q|”» angewendet auf u ergibt, es gibt ein y € Q, so dass u*(y)

beschrinkt ist durch dieses a. Daraus folgern wir mit der vorigen Abschitzung fiir alle z € Q
[u”(@)] < u*(z) —u* ()| + [u* ()| < c(n, D] gonraro) + c((2) [ull Lo q) -

Also erhalten wir [[u*||co.a ) < e(n, A, Q) [ull go.ntra -
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23. Vorlesung

Folgerung 0.5.11. Sei Q@ C R™ beschrdankt mit Lipschitz-Rand und p € [1,n). Dann gilt: u €
WLP(Q,R™) mit Du € L~ PA=a)(Q R™*™) impliziert u € C%*(Q,R™) fiir alle o € (0,1].

Beweis. Betrachte die Poincaré-Ungleichung fiir v(z) = u(zg + rz) auf Q(zg, 1):
lv - (U)Q(:voﬁl)HLP(sz(zO,l)) < c(n, ) [ D]l Lo (1)) -
Mit der Transformationsformel folgt

r
=Tpr

H“ = (Wa(ae.n HLP(Q(mg,r)) v = (V)Q(z0,1) HLP(Q(zO,l))

< e(n, p)r? |DV]| 1o a1y = 27 DU Lo (rag o -

Dann folgt
1 1
P p
[U] o nton(Qrm = p”+“p/ [u — (U)Q(wg,p|Pdr | < p”+°‘p+p/ | Du|Pdx
Q(zo0,p) Q(z0,0)
Damit konnen wir [[ufl gpnsarrm = Ul goqrm + [Ulgpntar@rm durch [Dullppn-pa-a)qrn

und |[Jul] Lo(o,rm Deschrinken. Zusammen mit dem vorigen Satz folgt daraus die Behauptung. O

Bemerkung 0.5.12. Fiir u wie in der vorigen Folgerung und p = 2 schreibt man auch

{u}a,ﬂ = [DU]L27"+2(0—1)(Q(Q;O,Rm)).
Die Kombination der vorigen Folgerung mit der Campanato charakterisieren von a-Holder Funk-
tionen ergibt:

Sei 2 ein Lipschitzgebiet und {u},, ¢, < co. Dann hat u einen Holder-stetigen Representanten und
es gilt die Abschétzung

[u]CO,Q(QR,,L) <C(n,a,Q) {u}aQ .
(Morrey’s Dirichlet growth Lemma)
Satz 0.5.13 (Morrey’s Ungleichung, Sobolev Einbettung 2. Teil). Sei Q@ C R™ beschrankt und
offen. p € (n,00). Dann:
(i) Die Einbettung WP (0, R™) — C%1=% (Q,R™) ist stetig mit

HUHCUJ*%(E)RM) < 6(77,7 N, p, Q) HDUHLP(QVR'NLXn) .

(ii) Falls Q einen Lipschitz-Rand hat, dann ist die Einbettung WhP(Q,R™) — C%17% (Q,R™)
stetig und es gilt

”uHCOJ*%(ﬁ’Rm) <c(n,N,p,Q) ||UHWLP(Q,Rm><n) :

Beweis. Wir beginnen mit (ii). Aus u € WhP(Q,R™) folgt Du € LP(Q,R™*") = [P0(Q,R™*").
Also folgt aus 2 =n—n(1— %) zusammen mit Bemerkung (0.5.7), dass Du € Ll’"(l_%)(ﬂ, R™*™),
Dann ergibt n(1 — %) =n—1(1—(1-7)) und Folgerung 0.5.11 (mit p=1und a =1-2 € (0,1)),
dass u € CY%*(Q,R™). AuBerdem gilt die geforderte Abschitzung, und damit ist die Einbettung
CY*(Q,R™) Cc WhP(Q,R™) stetig.

(i) gilt, das wir jedes u € W, *(Q,R™) durch 0 auf ein regulires Gebiet ' fortsetzen konnen.
Diese Fortsetzung erhilt die WP-Norm und wir kénnen (ii) anwenden um eine stetig Einbettung
zu erhalten. Schliefflich folgt mit Theorem 0.3.26 (die erste Poincaré Ungleichung):

Ty

> (ﬁ,Rm) S C(’I’L7 vau Q) HUHWLP(QJR"LX") S C(TL, N7pa Q) ”DU‘”LP(QJR"LX") .
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Wir kommen zuriick zur Regularititstheorie: Sei wieder m = 1. Wir definieren fiir u € W1P(Q),
B, (zg) C Q mit B,(zp) C Qund k € R

A(k,zo,7) :={z € By(xo) : u(x) > k} & B(k,x0,7):={zx € By(x0) : u(x) < k}.

Es gilt |A(k, o, )|+ |B(k, zo,7)| = |Br(x0)| fir fast alle k € R, und die k-super-Niveaumenge von
u ist genau die k-sub-Niveaumenge von —u.

Lemma 0.5.14. Seiu € WHP(Q,R™) ein Q-sub-Minimierer von F(-;Q) und es gelt
2P < f(x,u,2) < L(|z] + 1)".

Dann gibt es eine konstante ¢ = ¢(p, L,Q), so dass fir alle k > 0 und jedes Paar von Billen
B, (xz9) C Br(zg) C Q mit Br(xg) C Q, so dass

/ \DulPdz < c(R — r)*p/ (u— k)Pda + c| Ak, zo, R)|.
A(k,xo,r) A(k,zo,R)

Zum Beweis benotigen wir ein technisches Lemma.

Lemma 0.5.15. Es sei ¢(p) eine nicht-negative, reel-wertige, beschrinkte Funktion auf [r, R]. Wir
nehmen an, dass fir alle p,o mitr < p <o < R gilt

¢(p) < [A1(0 — p)~* + Ax(o — p) =% + As] + 9o(p)

fiir Konstanten Ay, Aa, Az > 0 und Ezponenten a; > as > 0 und einen Parameter 9 € [0,1).
Dann gilt

o(r) < clar,9) [A1(R—r)"™ + Ay(R— 1)~ + A3] .
Beweis. Definiere (p;);ny durch p; = r + (1 — X\*)(R — r) fiir ein A € (0,1). Dann ist pg = r, p; ist
wachsend und p; — R fiir i« — co. Auflerdem gilt
pi=picr=(R=r)1 =X =14+X"") = (R-r)X'(1-\).
Nun wenden wir die Annahme iterative an auf p = p; und o = p;_1:

() <A (1 —=A)"(R—7r)" 4+ A1 =) " 2(R—r)" 2+ A+ 9p(p1)
k—1
< Z [,ﬁi(l _ )\)—al )\—(i—l)Oqu (R _ T)—(n + 192'(1 _ )\)—az)\—(i—l)azA2(R _ ,r)—()t2 4 19%43} + 19k¢(ﬂk)
=0

—

=(1=N)"" > [A—“—”alAl(R )T (L= AT TN gy (R— )72 4 (1 - A)(“Ag} +9%¢(px)

e

<L =A)7Y ONTN A (R — 7)™ + Ag(R — )72 + Az] + 9% ¢(p)

EIES
_= O

s
I

Jetzt wéhlen wir XA € (0,1) so dass A™**9 < 1. Dann konvergiert die Reihe auf der rechten Seite

und fir k — oo folgt die Behauptung mit c¢(aq,d) = %

Beweis. Sei 0.E. g = 0. Wahle 6 < ¢ mit §,0 € [r, R]. Wir wihlen eine Abschneidefunktion
n € C§°(B,(0),[0,1]) mit n = 1 auf B,(0) und |Dn| < 2(c — p)~!. Betrachte die Testfunktion
¢ =-nu—k)y € WH(Q). ¢ =0 auf A(k,0,0)¢. Da u ein Q-sub-Minimierer ist folgt

/ |Du\p§/ f(x,u,Du)SQ/ f(z,u+ ¢, Du+ Do) < LQ (1+|D(u+ ¢)|P).
A(k,0,0) A(k,0,0) A(k,0,0)

A(k,0,0)
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Auf A(k,0,0) gilt
D(u+ ¢) = Du—nD(u— k)4 — (Dn)(u — k)4 = Du—nDu — (Dn)(u — k).
Daraus folgt mit |[Dn| < 2(c — p)~* auf A(k,0,0)
[D(u+¢)|P < c(p) [(1 = n)"|Dul’ + (0 = p) P (u— k)]

Da n =1 auf A(k,0, p) ergibt das

/ Dul? < ¢(p. L. Q)
A(k,0,p)

/ (14 (0 — p) P(u—E)) + / |Du|p].
A(k,0,0) A(k,0,0)\A(k,0,p)

Wir addieren auf beiden Seiten das Integral von c¢(p, L, Q)|DulP iber A(k,0,p) und dividieren
durch 1+ ¢(p, L, Q):

c(p, L, Q) - c(p, L, Q)
Dup < 2 L0) L+ (0 - p) P (u— ] + 22 Dul?
/A(k,o,p) L+c(p, L, Q) Jawko,0) [ ) L+ c(p, L, Q) Ja(k0,0)
—_———
e(p,L,Q)
Nun wenden wir das vorige Iterationslemma an auf ¢(p) = fA(k,O,p) |Dul?, wobei ¢ = %,

A =¢p, L, Q) fA(k 0,0) (u—k)P), Ao =0, A3 =¢(p, L, Q)|A(k,0,0)| und a3 = p. Es folgt dann

/ Dul? < &(p, L,Q)(R — )" / (u— k)P + 2(p, L, Q) A(k, 0, B)|.
A(k,O,T‘) A(k7070)

Das war zu zeigen. O
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24. Vorlesung
Folgerung 0.5.16. Sei u € WHP(Q,R™) ein Q-super-Minimierer von F(-;2) und es gelt
(2P < f(z,u,2) < L(2| + 1.

Dann gibt es eine konstante ¢ = ¢(p,L,Q), so dass fir alle k < 0 und jedes Paar von Billen
B,«(LL'()) C BR(.%'()) C Q mit BR(LC()) cQ gilt

/ |Du|Pdx < C(R—r)*p/ (w— k)Pdx + ¢|B(k, xo, R)|.
B(k,zo,r) B(k,z0,R)

Beweis. Is u ein @-super-Minimierer, dann ist —u ein @-sub-Minimierer, fiir das Funktional
F(w, Q) = fQ f(z,—w,—Dw)dz. Mit der Substitution folgt die Behauptung aus dem Lemma
0.5.14.

Definition 0.5.17. Sei  C R™ beschrinkt und v € WP(2). Wir sagen u gehdrt zur De Giorgi
Klasse DG} () falls eine Konstante Cy > 0, ko € R und Ry > 0 gibt, so dass fiir jedes paar von

Ballen B, (z¢) C Bgr(zo) C Q mit By(z¢) C Q und R < Ry, und jedes k > ko gilt
/ | Dul? < CO(R—T)*p/ (u— k)Pdx + Co|A(k, zg, R)|.
A(k,zo,r) A(k,zo,R)

Wir sagen u € DG, () falls —u € DG} (Q), und DG, (Q) = DG () N DG, (2). Ungleichungen
von diesem Typ nennt man auch Cacciopoli-Typ Ungleichungen.

Satz 0.5.18. Seiu € DG (). Dann ist uy € LS. (Q) und fir jeden Ball Br(zo) C Q mit R < Ry
gilt

1

sup U(IC) < kO +Cl(n7pa CO)R+Cl(napa CO) an/ |u7 k0|p Rin|A(k0ax07R)|'
Br2(zo0) A(k,xo,R)

Fiir den Beweis benotigen wir das folgende technische Lemma.

Lemma 0.5.19. Sei ¢(h, p) ein nicht-negative, reel-wertige Funktion fir h > ko und p € [r, R]. Wir
nehmen an ¢ ist monoton fallend in h, monotone wachsend in p, und fir alle k > h > ko und fir
alle p < o mit p,o € [r, R] gilt

Sk, p) < [A1(k — 1) (0 — )2 + Aa(k — h) = 72| ¢(h, )"

mit Konstanten A1 > 0, Ay > 0, positiven Exponenten aq, s und einem Parameter 8 > 1. Dann
gilt

¢(ko +d,r) =0

B(ag+ag) 1

wobei d gegegen ist durch d** = Aj(R —r)~®22 #-1 d(ko, R)P~1 + (AflAg)% (R—r).
Beweis. Wir definieren Folgen (k;);en, und (p;)ien, durch
ki=ko+d1—-2"% & pi:=r+2"(R—7).

Insbesondere py = R. Die Folge k; ist wachsend mit Grenzwert kg + d und die Folge p; is fallend
mit Grenzwert r. Auflerdem gilt

ki—ki1=d1—-2""—1+2"")=d27" & pi1—pi=(R—r)27"
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Anwendung der Voraussetzung des Lemmas auf ¥ = k;, h = k;_1 und p = p;, 0 = p;—q flr
beliebiges i € N ergibt

G(ki, pi) < [Ar(ki — kim1) ™ (pim1 — pi) 2 + Ao(ki — kiz1) ™" ] d(ki—1, pi—1)”

= [A1(d27) 7 (R —7r)27") 7 + Ap(d27") = 2] $(ki—1, pi—1)”
= [A1d= 1 (R — )72 4 Apd— 1~ e2] 2ileatea) gk, 1, 1)P
Ay 1 .
< (14 52 (R )™ Ad ™ (R = r) 2 k1)
1

w"“

(R—r)~1, folgt

Da d™!' < (’2—;) °
d(ki, pi) < Ayd=@1 (R — )2l (eatan)igg, | )8

Nun zeigen wir per Induktion, dass

d(ki, pi) < 27 F (Ko, po).-

Fiir ¢ = 0 ist die Ungleichung erfiillt. Fiir den Induktionschritt i — 1 — ¢ wenden wir die Definition
von d an. Laut Definition von d gilt

1 Blaytag)
d™ < _(R—r)*2 A1t
Al(rb(kOa ) ( )

Dann konnen wir wie folgt abschétzen:

d(ko +d,r) < ¢k, pi) < Ard™ " (R — )~ 22t (erted)igp, | p. )P

< Alcf061 (R — r)~oegl+(eatan)ig=G=DBSE2 g 50)8=16 ko pg)
< 2" = ¢(k07 )
Jetzt folgt die Behauptung, wenn i — oo. O

Beweis (von Satz 39). Ohne Einschrénkung sei g = 0. Sei R < Ry, so dass Br(0) C Q, und
k > ko. Dann sei p < o € [R/2,R] und eine Abschneidefunktion n € C§°(B(,40)/2,[0,1]) mit
n =1 auf B, und Dn < 4(c — p)~'. Durch Anwendung der Holder Ungleichung, der Sobolev
Ungleichung, und der Cacciopoli Ungleichung kénnen wir folgt abschétzen.

Def n
/ (u—k)Pde < / nP(u — k)Pdx
A(k,0,p) A(k,0,(p+0)/2)

) Hé%der

D

2
|A(k,0,0)[' "7 ( / [n(u — k)" dx>
A(k,0,(p+0)/2)

— _np
(=%

Sobolev - ®
< a0, # | [ DuPds (o =p)" [ (- kprds
(k,0,(p+0)/2) A(k,0,0)
< ¢(n,p, Co)|A(k,0,0)| " [(0’ - p)_p/ (u— k)Pdx + |A(k,0,0)|] . (29)
A(k,0,0)

Wegen der Markov Ungleichung gilt iir kK > h > kg

|A(k,0,0)] < (kh)p/A(kO )(ufh)p < (kfh)*p/A (u— h)P.

(h,0,0)
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AuBerdem gilt

/ (u—k)Pg/ (u—h)pg/ (u— h)P.
A(k,0,0) A(k,0,0) A(h,0,0)

Diese beiden Ungleichungen kénnen wir nun mit der Abschétzung (29) kombinieren:

/ (u — k)Pdz<c(n, p, Co)|A(k,0,0)| (0 —p) "+ (k—h)""] / (u — h)Pdz
A(k,0,p) A(h,0,0)

< e(n,p, Co) [(U —p) 7P (k — h)T w4 (k — h)pnd’w]

el
X |A(k, 0,0)| 5w / (u— h)P .
A(h,0,0)

Jetzt multiplizieren wir mit |A(k,0, p)|? und setzen ¢(k, p) = |A(k,0, p)|” fA(k 0.0 (@ — k)P Dann
ergibt die letzte Abschétzung:

ok, p) < e(n,p, Co) | (o = p) P (k = ) 77T + (k - h><} o(h, o) 70D

fir alle p < 0 € [R/2,R] und k > h > k. Nun wenden wir das technische Lemma an, wobei
2

o) = ﬁ7 s =p,und B =1+ ﬁ. Wir erhalten, dass ¢(k, R/2) = 0 fiir k > ko +d. Das ist
sup u < kO + C(n7pa CO)R_ n(lerW) |A(k03 0» R)|% (/ (’LL - kO)pdm> + C(n7p7 CO)R
Br/2 A(ko,0,R)

Fiir v = p folgt die Behauptung. O
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25. Vorlesung Unser néchstes Ziel ist Holder-stetigkeit zu zeigen fiir eine geeinete Klasse von De
Giorgi Funktionen. Fiir eine lokal beschrénkte Funktion u € LS () und Br(z¢) € 2 definieren
wir

M(zo,R) = sup wu
Br(zo)

m(zo, R) = B;r(lio)u

osc(zg, R) = M(zo, R) — m(zo, R).
Lemma 0.5.20. Sei u € DG} (Q) N LS. (Q) und Byr(zo) € Q mit 2R < Ry und 2R < 1. Wir

loc
nehmen an, dass |A(k, o, R)| < v|Br(z0)| fiir einy € (0,1) und k = (M (z9,2R) + m(z¢,2R)) /2 >
ko. Falls firl e N
osc(xo, 2R) > 2R,

dann gilt

n(p—1)
|A(k, zo, R)| < ca(n,p, Co,'y)l_@*l)lp R™  fir alle k > M(x0,2R) — 27" Yosc(zo, 2R).

Bemerkung 0.5.21. Eine Kombination von Sobolev (Theorem 0.3.13) und Poincaré (Theorem
0.3.27) Ungleichung liefert das Folgende. Sei u € W1P(Q,R™) und Q| = |{z € Q: u(x) =0} | =
~|€ fiir ein € (0, 1]. Dann gilt

Hu”LP*(Q,R’") <¢(n,m,p,Q,7) ”DUHLP(Q,R’"X") :
wobei p* = n"—_’;). Ubungen.
Beweis. O.E. sei xg = 0. Fiir k > h > k definieren wir
k—h fallsu >k,

vi=<u—h fallsh<u<k,
0 falls u < h.

Da v = 0 in Br\A(h,0,R) D Br\A(k,0,R), verschwindet v auf ein Menge von Maf grofer

als (1 — \)|Bg|. Also kénnen wir die Sobolev-Poincaré Ungleichung und die Holder Ungleichung
anwenden. Es folgt:

1—1

n

(k — h)|A(k,0, R)|'~# < (/BR un”ldx)

<t [ D

Br

= ¢(n,p, 7)/ | Du|dx
A(h,0,R)\A(k,0,R)

< c(n,p,7)|A(h,0, R)\A(k,0, R)|*~ [/A

1
| Du|Pdx
(h,0,R)

Da u € DG} (Q) und h > ko, konnen wir das Integral auf der rechten Seite wie folgt abschétzen:

[/ |Du|pdx] <
A(k,0,R)
[e(n,Co,v) [R"P|M(0,2R) — h|" + R"]]

< c(n, Co,7) [R*7" |M(0,2R) — h| + R |

SIS
1

COR*P/ |u— h|pdx+CO|A(h,0,2R)|
A(h,0,2R)

S =

IA
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Damit folgt
(k — )77 [A(k, 0, R) 5575 < c(n,p, 7, Co) (|A(h,0, R)| — |A(k, 0, R)) RE=F [(M(0,2R) — )77 + R
Fiir eine Konstante ¢ := ¢(n, p, vy, Cy) abhéngig von n,p, Cy und 4. Nun definieren wir

ki = M(0,2R) — 27" "osc(0, 2R).

Insbesondere folgt M (0,2R) — k;_1 = 2 %0sc(0,2R) = 2(k; — k;_1). Wir wenden die vorige Ungle-
ichung an fir £k = k; und h = k;_; und erhalten

Ak, 0, R) 78 < Ak, 0, R)[F78 < e ([, 0, R)| — |A(K,0, R)|) R5=F [1+ (2" 0sc(0, 2R) ' R) 7]

fiir alle ¢ € {1,...,1}. Summation von 1 nach [ und Anwendung der Annahme ergibt:

(n—1)p

(n—1)p n—p
A(ki,0, R)| 778 < c|A(ko, 0, R)|R¥= < ¢(n,p, Co,7)R 71
und schlieBlich folgt die Behauptung von der Monotonie der Niveaumengen. O

Satz 0.5.22 (De Giorgi). Sei u € DG,(Q), so dass die Cacciopoli-Typ Ungleichung erfillt ist fir
alle k € R. Dann existiert ein o = a(p,n,Cy), so dass u € CL*(€).

loc

Lemma 0.5.23. Sei ¢(p) nicht-negativ, reel-wertig, montone wachsend auf [0, Ro]. Wir nehmen an,
es gibt 7 € (0,1), so dass fiir alle R < Ry gilt

d(TR) < (7%* + €)o(R) + AR

fiir eine Konstante A > 0, und aq > as > 0, und € € [0, €] fir ein e > 0. Falls eo(T, a1, 2)
hinreichend klein, dann gilt fir alle r < R < Ry

7\ 2
o(r) < e(r, a1, az) KE) o(R) + ATCQ} )
Beweis (von Satz 0.5.22). Wir wissen bereits, dass u beschrinkt ist auf Q' € Q. Das heifit, wir
miissen nur noch eine geeignete Holder Semi-Norm [u]co.« (o) beschridnken. Sei wieder zo = 0 €
und wir betrachten einen Ball Bop €@ 2 fir R < 2R und 2R < 1.

Wir betrachten wieder k; = M(0,2R) — 27" losc(0,2R) wie oben mit i € Ny. Die quantitative
L°°-Abschétzung liefert uns:

’ |A<ki,o,R>|>

p < K+ st CoR+ ealmpn o) (R [ = kipas (
Bry2 A(k;,0,R) R"

< k1 + (n7pa CO)R + CNl(”,p, OO) Sup(u - kl)
Br

A(k:,0, R\ 7
R ’

Sei I € N, so dass

<1

_ _n(p—1) 1+%
261 |:CQl ("_1)p:|

wobei cy die Konstante aus Lemma 0.5.20 ist mit v = % [ hdngt nur von n,p und Cy ab, und ist
insbesondere unabhéangig von Br. Wir unterscheiden 2 Falle:
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1. 0sc(0,2R) < 2'R: In diesem Fall kénnen wir folgern, dass

osc(0, R/2) < osc(0,2R) < 2'R.

2. 0sc(0,2R) > 2'R: In diesem Fall betrachte k = (M (x¢,2R) + m(xo,2R)) /2 und wir nehmen
an, dass

— 1

sonst betrachte —u statt u.

Die Wahl von [, die quantitative L*°-Abschétzung, und Lemma 0.5.20 ergibt dann

1
sup u = M(0, R/2) < k; + c1(n, p, Co) R + §(M(0,R) — k).
Bry2

Nach Abziehen von m(0, R/2) > m(0,2R) auf beiden Seiten folgt mit der Definition von k;
0sc(0, R/2) < ¢1(n, p,Co)R + (1 — 277%)0sc(0, 2R).
Also haben wir in beiden Fiéllen die Abschétzung
o0sc(0, R/2) < (1 —27"2)osc(0,2R) + ¢(n,p, Co)R = 4~ *0sc(0, 2R) + ¢(n, p, Co)R

wobei ag = —log,(1 —2772) = a(n,p,Cy) > 0. Also kénnen wir das technische Lemma 0.5.23
anwenden und erhalten

o0sc(0, p) < c(ap, @) [(%)a o0sc(0,2R) + ¢(n, p, Co, Q)pa}

fiir jedes « € (0, ag). Also gilt fiir alle y € Bag(x) € 2, dass

M < c(ag, @) [;OSC(O, 2R) + ¢(n, p, Co, Q)} :

|z, |

Das heif3t wir kénnen die a-Holder-Norm beschrianken durch eine Konstante, die nur von n, p, Cy, §2
und 2 abhéngt (aber divergieren kann falls dist(’,Q2) — 0).
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26. Vorlesung

Wiederholung. - Minimierer eines Variations-Funktional Q-Minimierer sind.
- @-Minimierer erfllen eine Cacciopoli-Ungleichung, und sind in der De Georgi Klasse DG(2).
- Falls u € DG(Q), dann ist u lokal beschrankt und wir konnen die Schranke angeben.

Satz 0.5.22 (De Giorgi). Sei uw € DG,(Q), so dass die Cacciopoli-Typ Ungleichung erfillt ist fir
alle k € R. Dann existiert ein o = a(p,n,Cy), so dass u € CL*(€).

loc

Fiir u € L. (Q) und Bgr(zo) C Q mit Br(xo) definieren wir

loc

M(z9,R) = sup wu
Br(zo)

m(xg, R) = inf wu
(@0, ) Br(zo)
osc(xg, R) = M (x9, R) — m(xo, R).
Wir hatten gezeigt, dass
o0sc(0, R/2) < (1 —27"2)osc(0,2R) + c(n,p, Co)R = 4~ *0sc(0, 2R) + ¢(n, p, Co) R

wobei ag = —log, (1 —2772) = a(n, p, Cy) > 0, wobei [ € N, so dass

<1

[ _ne-nilts
2c1 [Cgl (”*Up]

und ¢, ist die Konstante aus Lemma 0.5.20 mit v = 3.Nun kénnen wir fiir osc(r) = ¢(r) das
folgende Lemma verwenden.

Lemma 0.5.25. Sei ¢(p) nicht-negativ, reel-wertig, montone wachsend auf [0, Ro]. Wir nehmen an,
es gibt T € (0,1), so dass fir alle R < Ry gilt

P(TR) < (7% + €)¢(R) + AR

fiir eine Konstante A > 0, und oy > ag > 0, und € € [0, €] fir ein e > 0. Falls eo(T, a1, az)
hinreichend klein, dann gilt fir alle r < R < Ry

P(r) < e, a1, 2) K%)M o(R) + Ar’”} )

Beweis. Wir wihlen ag € (a2, 1) und bestimmen dazu ein ¢y € (0,1), so dass 7% + ¢y = 793,
Durch Induktion ergibts sich fiir jedes R < Ry und jedes k € N:

H(TFHR) < 793 ¢(T*R) + Arke2 R
k
<. o< 7—(’“+1)0‘3¢(R) + A,rkazROtz Z Ti(a37a2)
i=0
< T(k+1)a2¢(R) + ¢(T, g, ag)ATk"‘zR“‘Q.

Man beachte, dass die Reihe konvergiert. Fiir ein beliebiges r € (0, R] bestimmenen wir nun k € Ny
so dass TFT1 R < r < 7FR. Da ¢ monoton wachsend ist folgt die Behauptung aus

B(r) < ¢(TFR) < 7F20(R) + ¢(T, g, a3) ATF*2 R¥2 < 7792 [(%)az H(R) + cAr*
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In unserer Situation ist s = 1, € = 0 < €g beliebig und 7 = %. Wir erhalten

o0sc(0, p) < c(ap, @) K%)a o0sc(0,2R) + ¢(n, p, Co, Q)pa}

fiir jedes « € (0, ag). Also gilt fiir alle y € Bag(x) € 2, dass

u(z) — u(y)] 1
g o0 [ROSC@» 2R) + c(n, p, Co, Q)} .

Folgerung 0.5.24 (De Giorgi, Nash). Sei u € WhP(Q), p € (1,00), ein Minimierer von

Fw.9) = [ feu.Du
Q
wobei f: QA xR x R™ — R eine Caratheodory funktion ist, so dass
|2|P < f(z,u,2) < L(1+|2P) fir alle (x,u,z) und ein Konstante L > 0.

Dann gibt es ein a = a(n,p, L) € (0,1), so dass u € C;2%(Q).

Beweis. Minimiere von F sind -Minimiererer. Also gilt u € DG,(Q). O

Bemerkung 0.5.25. (i) Das Resultat ist optimal im Sinne, dass ein Minimierer a-Holder-stetig
ist fiir ein « € (0, 1), aber nicht fiir jedes « € (0, 1). Siehe dazu Ubungsaufgabe 3 auf Blatt
10.

(ii) Im Fall p > n folgt aus dem zweiten Sobolevsche Einbettungssatz (Satz 0.5.13) bereits das
jedes u € WP (2, R™) lokal a-Hélder-stetig ist fiir o = 1 — %.

(iii) Fiir den vektorwertigen Fall n > 3,m > 1 sind Minimierer von Variationsproblem im Allge-
meinen nicht Holder-stetig. Der Fall n = 2 wurde von Morrey gelost.

Satz 0.5.26 (Morrey). Sei u € WH2(Q,R™) ein Minimierer von
F(v,Q) = /Qf(:v,u,Du)
mit Q C R? wobei f: Q) x R x R® = R eine Caratheodory funktion ist, so dass
%|z|2 < f(z,u,2) < Alz|? + C fir alle (x,u,2) und Konstanten C, A > 0.

Dann, gibt es ein a = a(n,p, L) € (0,1), so dass u € CL*(Q,R™).

loc

Beweis. Sei xg € 2 und dann 0.E. zog = 0. Sei B € 2. Wir wihlen eine nicht-negative Abschnei-
dfunktion n € C§°(Br) mit n = 1 auf Br/;. Dann betrachten wir fiir einen Minimierer u (u — k)n
und berechnen

D((u—k)n) = Dun+ (u— k)Dn
= |D(u — (u—k)n)[> <|Dul*(1 = n*) + (u — k)?|Dn|? — 2n|u — k|| Du| | Dn|

Es folgt

/ Dul? < A2/ Du+ Do+ AC [ < C(A)/ \Dul? + C(A)/ lu— k|2 + C(A)R2.
Bry2 Br Br Br\B;/2 Br\B; 2

82



Poincaré Ungleichung ergibt
/ |Du|? < C(A)/ |Du|? + C(A)R?.
B/ Br\B, /2
Die holefilling-Technik ergibt
C c C C
Dul* < / Dul? + R? = Duf’ + ——R?,
/Br/2| | —C+1 BR| | c+1 C+1 BR| | c+1

Nun wenden wir erneut das technische Lemma 0.5.23 an und erhalten die Existenz von a(A,C),
so dass

/ |Du|? < ¢(A, C, R)r** fiir alle r < R.
B

Also koénnen wir die Morrey Norm von Du auf dem Ball Bg von oben beschranken. Mit Folgerung
0.5.11 (Morrey’s Dirichlet Growth Lemma) erhalten wir die Behauptung. O

Satz 0.5.11. SeiQ C R™ beschrdnkt mit Lipschitz-Rand und p € [1,n). Dann, gilt: w € WP (Q,R™)
mit Du € LP—PA=)(Q R™*™) impliziert u € C%*(Q,R™) fir alle a € (0,1].
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27. Vorlesung Wir kommen zur Frage hoherer Regularitét.

Dazu betrachten wir jetzt ein System elliptischer partieller Differentialgleichungen in Divergenz-
form:

—diva(z,u, Du) = ap(z,u, Du) in (30)

wobei 2 C R™ beschrankt, offen und zusammenhéngend. Hier seien ag :  x R™ x R™*" — R™
und a : 2 X R™ x R™*™ — R™*™ mefibar beziiglich « und stetig beziiglich (u, z). Auflerdem wollen
wir die folgenden Wachstumsbedingugnen annehmen.

jao(@,u, 2)] < LA+ [P & la(w,u,2)] < L1+ 2P~ (31)

fiir ein p € (1,00) und alle (z,u, z) € Q x R™ x R™*™, Dann ist die partielle Differentialgleichung
in folgendem schwachen Sinne zu verstehen. u € W1P(Q,R™) ist eine schwache Losung von (30)
unter den obigen Annahmen falls fiir alle ¢ € C§°(£2)

/a(m,u,Du)-Dqﬁz / ag(x, u, Du)pdz.
Q Q

Diese Gleichung gilt dann auch fiir ¢ € W,*(9), denn die Wachstumsbedingungen (31) garantieren
die Endlichkeit der auftretenden Integrale. Zum Beispiel gilt

/ a(z,u, Du) - D¢ < L/ (1 + |Du|)P~'|Dg| < occ.
Q Q

Der Zusammenhang zu Variationsproblemen ist durch das folgende Lemma gegeben.

Lemma 0.5.27. Falls uw € WYP(Q,R™) ein Minimierer von F(v,Q) = Jo f(z,v, Dv) mit einer in
u und in z differenzierbaren Caratheodory Funktion, so dass

fla,u,2) < LA+ [2))P, |Duf(z,u,2)] < LA+ )P und [D.f(x,u,2)] < L1+ )77

Dann lést w in schwachem Sinne die Gleichung div((D, f)(x,u, Du)) = (Dyf)(z,u, Du). Das heift

— | D.f(z,u,Du) D¢ = / Do f(z,u, Du)pdz  fiir alle ¢ € W, > (Q).
Q Q

Beweis. Vergleiche mit der Formel fiir die erste Variation aus Kapitel 1. Der Unterschied ist, dass
u und ¢ hier nur in W1P(Q) liegen. Die Wachstumsschranken fiir f, D, f und D, f garantieren
dann die Existenz der auftretenden Integrale. O

Erinnerung: w ist ein Q-Minimierer von F, falls fiir alle offenen Teilmengen ' C Q und jedes
b € WP (Q) gilt, dass

Fu, Q) < QF (u+ ¢, ).

Lemma 0.5.28. Seiu € WHP(Q) eine schwache Lsung von (30) mit a,aq wie oben und auflerdem
gilt

a(z,u,z) -z > |2|P fir alle (z,u,2) € @ x R x R".

Dann ist u ein Q-Minimierer von
E(w, Q) = / (14 |Duw|)Pda
Q
mit Q = Q(nvpa L7 Q? ||Du||LP(Q))
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Beweis. Sei ¢ € Wol’p(Q’) mit ' C Q offen. Da u eine schwache Losung ist, erhalten wir

/

/ a(x,u, Du) - Du = / a(x,u, Du) - (Du+ D¢)dx — / ao(z, u, Du)pdx.
Aus den Annahmen fiir a und ag, und nach Anwendung der Holder-Ungleichung folgt

| Du|Pdx < L/(1+|Du|)P*1\Du+D¢|dx+L/ (14 |Du|)P~|¢|dx
Q Q Q

P P
<) ([ a+ipuyas) " ([ (pusDop -+ opas)
Q Q
Das Integral mit |¢| kann mit der Poincaré-Ungleichung wie folgt abgeschétzt werden:
[ 16Pds < cnp.) [ (D +Dus Do) da.
o Q

Damit erhalten wir

<//(1 + |Du|)pdx> ’

und

//(1 + |Dul)Pde < ¢(p, L) (/9(1 + |Du|)pda;>p (/Q |Du|pd:c> N (/{2/(2|Du + Dol + |Du|pd:v>

< e(p, L, 2, | Dull 1y ) / (IDu+ DJP + 1)da
Q/

1
<c¢(p,L) /Q/(l + |Dul|)Pdx (/Q/ |Du|pdx) </Q/(2|Du+ Do|P + |Du|pdz> '

O

Folgerung 0.5.29. Seiu € WHP(Q) eine schwache Losung von (30) mit a,ag wie oben und auferdem
gilt

a(z,u,z) -z > |zP fir alle (x,u,2z) € @ x R x R"™.

Dann gibt es einen positiven Exponenten o = a(p,n, L, Q, ||Du||LP(Q)), so dass u € C’loo’g (Q). Falls
ap =0, dann a = a(p,n, L,Q).

Wir wollen nun héhere Regularitt fiir Minimierer von Variationsproblemen zeigen und beschranken
uns dafr auf den Fall p = 2. Zur Einfachheit nehmen wir auflerdem an, dass f(x,u,2)) = f(2).
Das heif3t, die zugehorige Euler-Lagrang Gleichung vereinfacht sich zu

div((D, f)(x,u, Du)) = 0.

Wir wollen den folgenden Satz beweisen.
Satz 0.5.30. Sei f: R™ — R ein C°°-Funktion, so dass

(i) |D.f(z)] < L|z| fir jedes z € R™.

(i) 51> < D2f(2)€-& < A[E]*  fir jedes & € R™.
fiir Konstanten L, A > 0.
Q sei ein beschrinktes Gebiet, und v € W2(Q) ein Minimierer von F(v,Q) = [, f(Dv), das heift

F(u, Q) < Fu+¢,Q) fiir alle p € WH2(Q).

Dann gilt u € C*(Q).

Der Beweis erfolgen in mehreren Schritten. Entscheidend ist dabei die jeweilige lokale Holderstetigkeit
der Minimierer.
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28. Vorlesung
Lemma 0.5.31. Sei f:R™ = R ein C°°-Funktion, so dass

(i) |D.f(2)| < L|z| fir jedes z € R™.
(i) NEI* < D2f(2)§-€ < AlEP® fiir jedes € € R™.

fir Konstanten L, A\, A > 0.

Q sei ein beschrinktes Gebiet, und v € W2(Q) ein Minimierer von F(v,Q) = [, f(Dv). Dann

gilt u € Wif(Q), und die Ungleichung

[ullwzzary < cllullyz) -
(@) @

fiir ' offen mit Q' € 2, wobei ¢ = c(L, \, A, dist(Q,00Q)), sowie

/(DgsDgaf)(Du)DB(Dsu)Daqux =0 firallese{l,...,n}
Q

und fir alle ¢ € C3°(Y). Das heifst fiir s € {1,...,n} erfillt Osu = vs das elliptische System

div(B - Dv,) = 00(B*P05v,) =0 in Q

mit Koeffizienten (Dgs Deo f)(Du) = B®% € Wh2(Q).

(32)

(33)

Bemerkung 0.5.32. Das Lemma gilt auch im Fall, dass v € W12(Q,R™) und f : R™*" — R wobei

f statt (ii) die Legendre Bedingung
NEP| < (DENET - &) < Mg fir jedes € € ™.
Zur Erinnerung: Die Legendre-Hadamard Bedingung ist erfiillt, falls
%\smm? < (DerDes '€/ mgng < AlE[nf* - fir jedes ¢ € R™ und 5 € R™.
Das System (33) von partiellen Differentialgleichungen schreibt sich dann, also
div(B - Dvl) = 0.(B{"05v]) =0 in Q

wobei vJ = Dgu? und Bffj’.ﬂ = (DfJ@Dgg 1) (Du).

Definition 0.5.33. Sei u :  — R™ eine Funktion, s € {1,...,n} und h > 0. Wir definieren den

Differenzenquotient duch

hes) —
Thsu(x) = u(z + eh) u(x)’ Ve e Qep={ze€Q:a+he, € Q}

wobei (es)s=1,...n die Standardbasis im R™.
Proposition 0.5.34. Seip € (1,00) und Qp € Q. Dann
(i) Is w € WHP(Q), dann 1, su € WHP(Q) und D1y, su = 71, s Du. Auferdem gilt

Ths(u - v)(x) = w(x + hegs)Th sv(x) + Th su(x)v(T + hes).

Insbesondere, falls u,v mit kompaktem Trager in Q und h hinreichend klein: [ um, sv =

_fUT—h,s-
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(ii) Es gibt eine Konstante c(n), so dass fir jedes u € WHP(Q), Qo € Q offen und s =1,...,n

. dist(Qo,aQ)
17h,sull o) < €llDull o) wobei h < —

(iii) Falls u € LP(Q), und falls es eine Konstante L > 0 gibt, so dass fiir jedes h < dist(Q, 0N,
s=1,...,n

HTh;SuHLP(QO) <L,
dann ist u € WHP(Qy), [Dull o0y < L und 7y su — Dgu schwach in LP(Q0) falls h — 0.

Beweis (Lemma). Sei {ej,...,e,} die Standardbasis in R, und wéhle ein s € {1,...,n}. Fiir
¢ € C(Q) definieren wir ¢(z — hes) = 9 (x). Falls b > 0 hinreichend klein ist, ist ¢ € C°(€2).
Also folgt aus der Euler-Lagrange Gleichung mit der Transformation y — y + he,:

/ [De¢o f(Du(z + hes)) — Deo f(Du(z))] Do¢(z)dz = 0. (34)
Q
Es gilt fiir fast alle z € Q (Beachte, dass Du € L?(2,R™) nur fast iiberall definiert ist):

Dee f(Du(x + hey)) — Dew f(Du(z)) = /0 1 %Dga F(tDu( + hes) + (1 — £) Du(z))dt
- /0 Do Dew(tDu(o + hes) + (1 — £)Due)) Dafu(z + hes) — u(w)]dt. (35)
Wir definiere
B*P(h,x) = /01 Des Do f(tDu(x + heg) + (1 — t) Du(x))dt
mit
1B (h,z)| < M und B (h,x)¢"€” > Me[?.

wegen den Annahmen fiir f. Dann gilt wegen (34) und (35)

/ B*#(h,x)Djs [“(:” i he};) —u@ ) ps—o. (36)
Q

Betrachte nun die Test-Funktion

u(x + hey) — u(x
b v g

wobei 7 € C2°(Bg(zo)) ein Abschneidefunktion mit Bsg(zo) C Q, 0 <7 < 1, 7 =1 auf Br/s(x0),
und |Dn| < . Es folgt

.

¢(z) =

Du(x + hes) — Du(z)
h

2
< / B8 (h, 2)Dj [y ()] Dar (7o) 7
Q

_ / B (h, ) Dg [r.st(x)] [Da(rist®) — 20775 Dart]
Q

< ¢(n)2M | 7h,s Dul [7h,s D]
BR(ZE())
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Anwendung der Holder-Ungleichung und der Young-Ungleichung ab < ea® + %bQ mit € = %

ergibt:
2M 1
[ menit <ewBD [ i o [
Br(zo) Br(zo) Br(z0)
1 2M 1
< */ |Th,SDu|2n2+ff2/ |Th,su|2.
2 JBa(a0) A B B (ao)
Also folgt

Du(z + he,) — Du(z) |?

h

1/ o _4AM 1 / 50 _4AM 1 9
- < ——= | su|” < ——5 |Du|” =: ¢s.
2 Br/2 (o) A R Br(zo) A R Br(xo)

Mit einer Konstante c3 unabhéngig von h fiir alle s = 1,...,n. Es folgt mit der Propostion,
dass D7y su schwach gegen ein w € L?(f2) konvergiert. Dann zeigt man leicht durch Anwen-
dung geeigneter Integralkonvergenzstze, dass w = DDgu schwach und damit u € W2 (Bg/s(20)).
AuBerdem, aus h — 0 in (36) folgt (32) mit (iii) aus der vorigen Proposition. Denn B*#(h, 2)Da¢ €
W, 2(Q) fiir alle b und da B*#(h, z) — B*#(0,z) in L? folgt dies aus der schwachen Konvergenz
von D7y, su. O
Bemerkung 0.5.35. Unter den Annahmen von Satz 0.5.30 folgt mit Folgerung 0.5.29, dass Du €
C%2(Q,R™) fiir einen Holder-Exponenten « € (0,1). Also gilt v € C1*(Q) und

ijf = (Dgf Dee f)(Du) € CO(Q).

Das heifit, es ist ausreichend Systeme partieller Differentialgleichungen mit Holder-stetigen Koef-
fizient zu untersuchen.
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29. Vorlesung

Lemma 0.5.36. FEs sei A = (AO"B)%BZL,_,” eine Matriz mit |AP| < A fiir alle o, B sowie

NEP < Y AV, fiir alle § € R™

ij=1
Sei u € Wh2(Q) eine schwache Lisung von
div(ADu) =0 in Q.
Dann gilt fir jedes o € Q und jeden Radius r < R < dist(xg, 00Q)

JREE =y fu— kP
By (z0) (R =7)% JBp(2o)\ B (o)

Beweis. Adaptiere die Losung von Aufgabe 1, Blatt 10.

Lemma 0.5.37. Sei A eine Matriz wie im vorigen Lemma und v € W2(Q) ein Lésung von (37).

Dann gilt

r n
ul? < e(n, A, M) (2 / Juf?
/B,,m) (R) Br(wo)

und

r

2 e 2
[ s @aP <cnadn (7)) [ s @
B, (zo) Brg(zo)

wobei By(zg) C Br(z) € Q.

Beweis. Fiir den Beweis siehe zum Beispiel Proposition 5.8 im Buch von Giaquinta und Martinazzi,
“An introduction to regularity theory for elliptic systems, harmonic maps and minimal graphs”.

Satz 0.5.38. Seiy € (0,1). Sei u € WH2(Q) ein Lisung von
Do (AP Dgu) =0
mit AP € C21(Q), so dass
AXPeaeP > N2 fir alle € € R™ und A > 0.

und

|A°"5

<M firalea,=1,....,n und M > 0.
Dann gilt Dsu € CIOO’S(Q) fir ein § € (0,7).

Beweis. Sei xg € K und Bg(zo) € Q. Wir schreiben

Do (A%P(x0)Dgu) = Do((A%P(x0) — A%P)Dgu) =: D,G°.

(Korn’s trick). Wir betrachten die eindeutige Losung w € W12(Bg(z¢)) von

Da(A{ (20)Dgw) =0 in Bg(xo)

w=u auf dBg(xo).

89

(40)

(41)



Einen solchen w existiert wegen dem Satz von Lax-Milgram.

Da w ein System mit konstanten Koeffizient 16st, 16st auch Dw ein System mit konstanten Koef-
fizienten. Insbesondere knnen wir das Lemma (0.5.37) auf Du anwenden und erhalten

/ |Dw|? < ¢(n, A\, M) (1) / | Dw|?.
By (x0) R/ JBn(ao)
¢ = w — u ist eine zuléssige Test-Funktion fiir das System (41). Also gilt

/ AP (20) DywDgw = / AP (20) DywDgu
Br(zo) Br(zo)

Zusammen mit der Bedingung (38) und Young’s Ungleichung ab < §a2 + ébQ impliziert dies

M 1 M
/ | Dw|? < —/ DowDgv < f/ |Dw|? + —/ | Dul?.
Br (o) A JBr(zo) 2 JBr (o) 2X /B (a0)

M
/ |Dw|2 < —/ |Du\2.
Br(zo) A JBr(zo)
¢ 16st (40) auf Br(xp). Das heifit

Also

/ AP (20)DopDpyp = G®Dy1)
BR(LEQ)

Br(zo)

fiir jedes 1 € W12(Bg(0)) und insbesondere fiir ¢ = 1. Daraus folgt wieder mit der Bedingung
(38) und der Holder-Ungleichung:

1 1
/ |D(w —u)* < —/ AP (20)DypDpp = 7/ G®Dyé
Br(zo) A Br(zo) A

Br(zo0)

1 / 2\ 2\
<1 |D<wu>|> (/ |Ga> .
A(BR(ZL’()) BR(IU);

1
[ pw-wrsg [ 6k
BR(.’I:U) )\ BR(rO)

Also

Zusammen ergibt das

[ <[ pepe [ - wp
By(z0) B;-(z0) By (z0)
r

<cnrn) (5) [ Db remann [ j6p
R BR(:Eo) BR(IO)

r\”m
(3 puf+ [ jap
R) ~/BR($0) Br(zo)

Schlielich schizten wir noch den Term mit G ab.

/ 6o = / (A8 (ag) — AP Dgu| < B> / Duf?.
Br(zo) Br(wo) Br(zo)

< c(n, A\, M) ) (42)

Es ergibt sich

[ o< conan[(7) «m] [ o

r(zo0)

Nun wenden wir erneut das Lemma 0.5.23 an:
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Lemma 0.5.25. Sei ¢(p) nicht-negativ, reel-wertig, montone wachsend auf [0, Ro]. Wir nehmen an,
es gibt 7 € (0,1), so dass fir alle R < Rq gilt

P(TR) < (771 + €)¢(R) + AR™

fiir eine Konstante A > 0, und oy > ag > 0, und € € [0, €] fir ein e > 0. Falls eo(7, 1, a3)
hinreichend klein, dann gilt fir alle r < R < Ry

r

o(r) < e(r, a1, ) {(E)az #(R) + Ar%} .

Hier ist oy = n, ap = 0 und A = 0. Wenn wir R > 0 dann hinreichend klein wihlen, gilt R2* < e.

Wir erhalten fir § > 0
-5
/ \Duf? < e(n, A, M) (1)" / \Duf?| .
B, (z0) R Br(zo)
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30. Vorlesung

Beweis (Fortsetzung). Statt Dw betrachten wir nun Dw — (Dw) g, (z,) und wenden den zweiten
Teil von Lemma 0.5.37 an auf Dw:

r n+2
[ e 0w P <) (7)) [ 1Dw - DulpeP 63)
By (zo0) Br(zo)
AuBlerdem gilt
/ |DU} — (Dw)BR(fI?o)|2 S / |Dw — (DU)BR(:L,O)‘Q. (44)
BR(IEQ) BR("EO)
Den letzen Term konnen wir folgt abschéatzen

1 «
/ |Dw — (Du) g (z0)I? X/ AP (20)(Daw — (Do) B () (Dsw — (Dptt) By ()
Br(zo) BR(ZE())

IN

IA

1
S A ) (D = (Dat) ) it = (D))
Br(zo)

1
P A ) (Do) (Do — )
Br(z0)
1 «
+3 AP (20) (Do) By (ae) (Dp(w — w)).
BR(wQ)

Der vorletzte Term ist 0 weil w das System (41) 16st, und der letzte Term verschwindet weil
w —u € Wy?(Bgr(z0)). Das heift, zusammen mit (44) nach Anwendung der oberen Abschitzung
fiir A und Holder-Ungleichung erhalten wir die folgenden Abschéitzung:

M2
[ o= Dws < ot [ 10w (Du)pye (45)
Br(zo) Br(zo)

Abschlielend haben wir noch folgende Abschétzung:

/ Dt — (D) o [
B, (zo)

S 3 [/ \Du — Dw|2 +/ |Dw — (Dw)BR@O)F +/ |(Dw)BR(wo) — (DU)BR(10)|2 .
B, (z0) B (z0) B.(x0)

Den letzen Term konnen wir abschéatzen durch:

/BT (1"0)
Also

[ ipu- sl <o [ 1Du-DuP s [ D0 (Dw)e
By (xo) B (z0) B (z0)

1

. (Dw — Du)

< / |Dw — Dul?
BT(mO)

< c(n,)\,M)RQV/

Dul? + / Dw — (Dw) oy
Br(zo) By(wo)

Wobei wir in der letzen Ungleichung vorgehen wie in der Abschitzung (42) (A ist y-Holder-stetig).

Schliellich schéitzen wir fBR(xo) | Dw—(Dw) B (a0) |2 in der letzen Ungleichung mit Hilfe von Lemma
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41 ab:

/ Du — (D) gy oy * < e, /\,M)RQV/ | Dul?
B, (z0) Br(zo)

ro\ 2 2
+c¢(n, A\, M) (*) [Dw — (Dw) B (o)
R Br(zo0)

-5
RN

r n+2 9
+e(m A M) (3) [Du = (D) (o)
R Br(zo0)

< ¢(n, \, M)R*"

r

n+2
<cmA ) (1) [ Du (Du)pagen P
Br(zo)
+ C(TL, )\7 M7 ||Du||L2)R2’y+n75

wobei wir (43) verwenden mit R = r und R = Ry. Wieder mit Lemma 0.5.23 folgt

r 2y+n—48
[ pu- Dws P < cma ) (5) [ 10w (DU
Bi(z0) Br(zo)

+c(n, A\, M, ||Du||L2)r27+”_‘5.

Dass heifit Campanato’s Charakterisierung von Holder-stetigkeit (Theorem 0.5.9) ergibt Dsu €
C232(Q) falls 6/2 € (0, 7). m

loc

Satz 0.5.30. Sei f:R™ = R ein C°°-Funktion, so dass
(i) |D.f(z)] < L|z| fir jedes z € R™.
(ii) 3I€° < DIf(2)6-€ S AE]*  fiir jedes € € R™.
fiir Konstanten L, A > 0.
Q sei ein beschrinktes Gebiet, und u € W2(Q2) ein Minimierer von F(v,Q) = [, f(Dv), das heift
F(u,Q) < F(u+¢,Q) fir alle p € WH2(Q).
Dann gilt u € C*(Q).

Beweis (Satz 0.5.30). Wir wenden Theorem 0.5.38 an auf v = Du und erhalten v € Cllo’f (Q). Also
ist u € 012 o’f(Q). Wir kénnen die Gleichung, die von Du erfiillt wird, differenzieren bzgl zf, und

erkennen, dass D;Du ebenfalls eine Gleichung des selben Typs erfiillt. Also is D;Du € C’llo’g” Q).
Wir konnen in dieser Weise induktiv fortfahren und erhalten das gewiinschte Resultat.
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