1. Vorlesung.

EINLEITUNG

In der Variationsrechnung studieren wir Funktionale der Form
F:C—=R, Fu)= / f(z,u(z), Du(z))dz
Q

wobei Q C R”, C eine geeignete Klasse von Funktionen oder Abbildungen u : 2 — R™ ist, so dass

dul dul
Ozt tt o™
Du = : :
81;’71 81;771
Oxl T oz

existiert, und f: Q x R™ x R™*™ mit (z, z,p) — f(x,z,Dp).

Beispiel 0.1 (Bogenlinge). Betrachte
C= {u € Cl([a,b],RmLu(a) = p,u(b) = q}
wobei p,g € R™. n=1. f:(a,b) x R™ x R™ — R ist gegeben durch f(z,u,p) = |p|.

out ou™ )
Du = (&‘776'@) = u

b
Flu) = / Vi) da

Problem: Was ist die kiirzeste Verbindung zwischen p und ¢? Fiir welche u is F minimal?

und

Variante 0.2. Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und p,q € M.
c'=cn{ueC'(la,b],R™) : c((a,b)) C M}.

— Holonome Nebenbedingung.

Problem: Kiirzeste Verbindungen zwischen p und ¢ in M? Geodatische?

Minimierer sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

Variante 0.3. Fiir u € C?([a, b], R?) einfach geschlossen sei A(u) der eingeschlossene Flicheninhalt.
C" = {u € C*([a,b],R®), u einfach geschl. Kurve mit A(u) = A}.
— Isoperimetrisches Problem. Losung: Kreis mit Radius \/g .

Beispiel 0.4 (Flicheninhalt). Sei w € Q — R™, Q C R™ mit n < m, u € C%(Q,R™), Q kompakt.

Induzierte Riemannsche Metric auf €: go.5 = (Oau, 9gu) = u* (eq, €5), (€a)a=1,...n ONB in R™.

A(u):/Q\/det(ga’g)a’gdx.

Riemannsches Volumen von w:

Frage: Existieren Minimierer?
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Beispiel 0.5 (Dirichlet Energie).
C={ueC'QR),ulpo =0}
Q C R"™ offen und beschrankt.

E(u) = %/Q|Du|2.

Dirichlet Prinzip: Konstruktion harmonischer Funktionen als Minimierer von F.

Ziel der Vorlesung: Entwicklung einer allgemeinen Theorie zur Behandlung socher Variation-
sprobleme.

Fragen 0.6. Es ergeben sich u.a. folgende Fragen
(1) Existenz von Minimierern.
Seien C und F gegeben. Variationsproblem: inf,cc F(u) =: A.

Dirichlet Methode der Variationsrechung:
- Waihle Minimalfolge us € C mit F(uy) — A.
- Finde Teilfolge uy,, die gegen ein u € C Ronvergiert
Problem: Wahl von C und einer geeigneten Topologie. (Norm oder Metrik).
- Dann zeige

F(u) <liminf F(ug,) = A.

1—> 00

Unterhalbstetigkeit von F.
(2) Regularitdt von Minimierern.

n=1 Bogenlange: Hilbert 1899, Tonelli ~ 1930

Dirichlet Energie:
n=2, m=1 Morrey (Annahme quadratic volume growth)

n>2, m=1 De Giorgi 1956, Nash 1958.

n>2, m>2 Im allgemeinen keine Regularitdt, Minimierer mit Singularitdten, De Giorgi 1969.
(3) Eindeutigkeit, Zahl der Minimierer.
(4) Kritische Punkte? (Min-Max Principle, Mountain pass).

1. EULER-LAGRANGE GLEICHUNG

Definition 1.1. Sei  C R" eine offene Menge.
(i) C°(Q,R™) ist die Menge aller stetigen Abbildungen f : Q — R™. C°(Q,R) = C°(9).

(i) C°(©2,R™) ist die Menge der Abbildungen in C°(Q, R™), die stetig auf Q erweitert werden
konnen.

(iii) C2(Q,R™) ist die Menge der Abbildungen in C°(2,R™), so dass sptf = {z € Q: f(z) # 0}
kompakt ist.

(iv) C*(£2,R™) ist die Menge aller Abbildungen f : 2 — R™, so dass alle partiellen Abbildun-
gen 0,6 f tir alle Multi-Indizes § = (81, ..., 8n) € N§ mit || < k existieren und stetig sind
in . Hier ist ‘ﬂl = Zﬁzn und 630[1 = (930[51.”30[1” = 0B --- 830[3”. Ck(Q,R) = Ok(Q)

(v) C*(Q,R™) ist die Menge der Abbildungen in C*(Q2,R™), deren partielle Ableitungen bis
zur Ordnung k stetig auf Q erweitert werden konnen.

(vi) Ck(Q,R™) := C*k(Q,R™) N Co(Q,R™).
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Lemma 1.2 (Erste Variation). Sei @ C R" offen und beschrinkt. Betrachte das Funktional
F:CHOQ,R™) = R mit

f(u):/gf(x,u(xLDu(x))dx

fiir f € CHQXR™ x R™™), f = f(x,2,p) wobei & = (2*)a=1,..n, 2 = (2")i=1,....m, P = (P},)
Dann gilt fiir o € C1(Q,R™)

%f(u+t<p)‘t=0:/9[6zif

Das lineare Funktional 6F (u) : C1(Q,R™) — R heifit Erste Variation.

(I,U,Du)goi + apgf\(m,uﬁu)@gja <pi] dx =: 0F (u)p =: 0F (u, p).

- L m ) n
Beachte Summenkonvention: viw; =Y " v'w;, v*we =Y .1 v*Wa.

Beweis. Differenziere unter dem Integral:

d , ,
a/ fz,u(z) + to(x), Dul, + tD<p|m)de = / [8Zif(ac,u, Du)p' + apgf(x, u,Du)awgoz] dx.
Q = Q

O

Wiederholung: Satz von Gauss

Sei Q beschrinktes C1-Gebiet, das heifit OQ ist eine Cl-UrLtermgft. von R™. 0N sei orientiert
durch eine duferes Normalenfeld v : 9 — R™. Sei X € C*(Q,R™). Dann

/ Opa X% = / v X dvolyg .
Q o0
wobei Ope X =: div X.

Lemma 1.3. Sei Q beschrinktes Ct-Gebiet, und f, D, f € C*(Q x R™ x R™*") und F wie zuvor.
Dann gilt fiir u € C?(Q,R™) die Formel

5F(ue) = [ [0uf

Y o€ CL(Q,R™).

(z,u,Du) — aﬁv"‘ (87;f‘(z,u,Du))] 901 + ,/89 Va@réf'(x,u,Du)(PidVOIQQ

Beweis. Wir wenden den Integralsatz von Gaufl auf X = (81,31 U)a=1,...,n AL
/Qapgf|(m,u,Du)aza@i :/Q a'v“ (8p3f‘(z,u,Du)§0i) _/aza (ap;f‘(x,u,Du)) (Pi
:div(apzi (fsai)7~-',¢9p%(fv’7)>

= /8 Va&réf'(m,u,Du)LpidVOIOQ _/8x°‘ (ap;fl(:v,u,Du)) (pz
Q

O

Bemerkung 1.4. Ist ¢ € CL(Q,R™), so reicht u € C?(Q,R™). Die Behauptung folgt dann, weil
wir ' C Q betrachten kénnen mit ¢ € C° (V).

Satz 1.5 (Fundamentallemma der VR). Sei Q C R"™ und f € L}, () mit

loc

/ f(@)p(x)de >0 Yo e C(Q) mit ¢ > 0.
Q

Dann f > 0 L™-fast diberall.
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Bemerkung 1.6. Falls
[ r@ewyin 20 voe o),
so folgt f = 0, denn ’
/Qf(x)(—ap(x))dx >0 Vg € C(Q) mit ¢ > 0.

Es folgt mit dem Fundamentallemma, dass —f > 0= f<0= f=0



2. Vorlesung.
Satz 1.5 (Fundamentallemma der VR). Sei Q C R™ und f € L}, () mit

loc

/ f(@)p(x)dz >0 Yo € CHQ) mit ¢ > 0.
Q
Dann f > 0 L™-fast uberall.

Bemerkung: C2°(Q,R™) :=N,2, C*(Q).

Definition 1.7. Sei Q C R” offen. Wir bezeichnen mit L?(Q2,R™) fiir p € [1,00) den Raum der
messbaren Abbildungen f auf 2 nach R™, so dass

1l o) = < /Q | f(x)|gdx>1” .

Hier ist |(21,...,2")], = ((zY)P +--- + (z")p)% Wir bezeichnen mit L] (Q,R™) die Menge der

Abbildungen, so dass f|y € LP(U,R™) fiir jede offen Menge U. Falls f € L'(Q,R™), schreiben wir
/ f= / flx)dx = (/ fl(x)dx,...7/ fm(x)dx) .
Q Q Q Q
Glattungsoperator:

Wiéhle n € C°(R™) mit n > 0, n(z) = n(—z) und
sptn C B1(0) & /n(x)dx =1.
Zum Beispiel

n(x) _ Cn eXp(4|£‘+_1) falls |5L‘| <
0 falls |z| >

[N NI

wobei ¢,, gewéhlt ist, so dass [ = 1. Wir nennen 7 einen Glattungskern.
Fiir § > 0 sei ns(z) = 67 "n(%). Man sieht leicht, dass ns(—2x) = ns(x) und
sptns C Bs(0) & /n(;(x)dx =1
Fiir f € LP(Q), € R™ und V4 > 0 definieren wir
($:5)@) = [ (e~ )Ty = (s ().

wobel

RN

Ss heifit Glattungsoperator. Man kann leicht zeigen, dass Ssf € C°°(R™).

Lemma 1.8. Sei Ss definiert wie eben.

(i) Firallep € [1,00) ist S5 ein beschrdnkter, linearer operator auf LP(R™), so dass ||Ss f|| .» <
Ifll e fir alle f € LP(S).

(ii) Falls f € CO(R™), dann Ssf — f gleichmdfig fiir § — 0.
(ili) Falls f € LP(R™), dann ||f — Ssf||.» — 0 fir 6 — 0.



6

Beweis. (i) Per Definition is Ss linear. Auflerdem folgt
P

< ([ mte- y>)p1 ([ mte = wlutlPay) = (s.1ua).

Integration beziiglich = ergibt

1Ssullze < ISelul?ll

= [t ([t~ e ) an= [ty

und folglich ||Ssull;, < |lul;»-
(i)

(&) = (5 % F)(@)| = ]f@:) st =ity [ st y)f(y)dy'

] [ nste = )5) ~ )i

S/ ns(x = y)l[f (@) = f(y)llde < sup [f(z) = f(y)].
Bs(x)

y€EBs(x)

Da f insbesondere gleichméssig stetig, konvergiert die rechte Seit unabhéngig von z und gle-
ichmassig gegen 0.

(iii) Wir wissen, dass CO(R") eine dichte Teilmenge von LP(R™) ist. Sei nun e > 0, und wihle
u € C2(R™), so dass |lu — f||;, < €/4. Es gilt

1f =S5/l o < I = ullpe + llu = Seull Lo + 155 (f = w)ll o < 2[f = ullpp + llu = Seull
Sei K eine kompakte Menge, so dass supp u, supp Ssu C K. Dann folgt mit (ii)
= Seull o = 1w = Sl oy < (E7(K)F sup fu(a) = Sgu(a)| < ef2
falls § < §g fiir ein §p > 0. Zusammen ergibt sich
lf —Ssfllp» <e falls§ < do.

Beweis Fundamentallemma der VR. Der Beweis erfolgt in 2 Schritten.

Schritt 1: Sei f € C°(Q). Angenommen die Behauptung is nicht richtig. Dann existiert A C Q
mit vol(A) > 0 und f|a < 0. Weil f stetig ist, existiert dann auch zg € Q mit f(zo) < 0, und
€,0 > 0, so dass f|p,(x) < —e. Wir wihlen ¢ € C°(2) mit ¢ > 0 und suppy C Bs(x). Nach

Voraussetzung folgt dann
0§/f<p=/ f@S—e/ <0
Bs(z0) Bs(zo)
Ein Widerspruch.

Schritt 2: Sei f € L},.(Q), und wihle U C , so dass f = f|y € L'(U).
Dann gilt fiir § > 0, so dass Us C Q, und = € U, dass y — n(z —y) € C°(Q) und

S5 f(x) = / n5(@ — ) F@)dy = (5 % £)(x) > 0.
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Ssf — f in LP(R™) impliziert, dass Ssf — f fast iiberall. Insbesondere gilt dann fiir fast alle
xz € U, dass f(z) > 0. Da wir mit solchen U die Menge € ausschopfen kénnen, folgt die Behaup-
tung. (|

Satz 1.9. Sei Q C R" offen und beschrinkt, und f,D,f € C'(Q x R™ x R™*"). Sei u €
CHQ,R™) N C?(Q,R™) mit F(u) < F(u+ p) Vo € CLHQ,R™).

Dann ist w Lésung der Fuler-Lagrange Gleichung

Li(u) := =80 (0p:, fl(zu.Du))

1=1,...,m.

Das st

67;0‘,;)31 f(m,u,Du) + azi,pf)‘fl(m,u,Du)arau”z + 6},%71)&f|(r,u,Du)8ma,x/3ul‘z (z,u,Du) = 0.

Bemerkung: Wir sagen Ly(u) = 0 ist eine quasi-lineare Gleichung, weil linear beziiglich zweiter
Ableitung von u, aber nicht linear beziiglich erster und nullter Ableitungen.

Ly heiBt Euler-Lagrange-Operator und kann als Abbildung C*(Q,R™) — C*~2(Q,R™) inter-
pretiert werden.

Beweis. Folgt aus Satz 1.5 und Lemma 1.3. Sei x € Q beliebig und B.(z) C Q. Bc(z) ist eine offene
Umgebung von x mit C'-Rand. Wir wihlen ein beliebiges ¢ € C(B(x)). Die Voraussetzungen
von Lemma 1.3 sind erfiillt, wobei wir 0 durch B.(x) ersetzen. Es folgt also

0= 5'FQ(U7 90) = 5~FB€(I) (ua 90)

= / [8zif‘(x,u,Du) — Oga (ar;.ﬂ(ru,Du))] Qoidx +/ Vaargf|(w,u,Du)¢idVOlaB€(:c)
Be(z) OB (x)

= / [az’f‘(l,uDu) — Oga (argf|(1,u,Du))] SDZdI
Be(z)
Aus dem Fundamentallemma folgt, dass 0.: f|(z,u, Du) — Oz (argf‘(x,u,Du)) = 0 L™-fast iiberall auf

B(x). Aufgrund der Annahmen ist die linke Seite der letzten Gleichung aber bereits stetig und
damit ist Ly(u) = 0 auf Be(x). Da x € 2 beliegib war folgt Ls(u) =0 in .

Beispiel 1.10. C = C*(Q,R) = CY(Q), F(u) = 5 [, |Dul®* + [y Vu, f(z,z,p) = p]* + V=
Berechne partielle Ableitungen:

Opo f(2,2,0) = pa, Oaf = (0ap)z, 0.f=p(x)
Falls u € C?(1Q2), folgt
Li(u) = =04 (Oau) + Vu = —Au+ Vu.
0o (Oqu) =: Au heiit Laplace Operator auf R™.

Euler-Lagrange Gleichung: —Au 4+ Vu = 0 (Potentialgleichung). Falls V' = 0, dann heiflen
Losungen der Euler-Lagrange-Gleichung harmonische Funktionen auf 2.

Beispiel 1.11. Sei Q C R™. C = C*((t1,t2) x Q), u = u(t, ), Du = (0, Vu) und
ta
/ / (|0wul® — |Vul?) dzdt
t1

flx,z,p) = % ((po)? = ((p1)* + -+ + (pn)?))
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Partielle Ableitungen
Dy f = {po falls « = 0
—po fallsa=1,...,n.
EL Gleichung:
Li(u) = =0 (Opr) — O (—0put) = —OFu + Au =0
— Wellengleichung.

Beispiel 1.12. C = C'(Q), F(u) = [, 1+ [Dul?, f(z,z,p) = /1 + |p[.

Partielle Ableitung;:
L Ouf=0.f =0,

8af|zz = T
T E

Euler-Lagrange Gleichung:

Oau Vu
Li(w) = —0a [ =2 )= —dqiv—%_—9
() <,/1+|Du2> NESE
—_———
=Tu
H := 1 divTu ist die mittle Kriimmung des Graphen von u.

— nichtparametrische Minimalflichengleichung. Vu = (0,14, ..., Opmu).

Sei H € R eine Konstante. Die Euler-Lagrange Gleichung des Funktionals

Flu) = / {\/1 + [Du|? + Hu} dx
Q
ist
divTu =nH.
Losungen beschreiben eine Flache mit vorgeschriebener konstanter mittler Kriitmmung.

Wir untersuchen den Fall n = 1 genauer. Dann ist

f(u):/ab{mwu}dm

Fir H = 0 is F die Lange der nicht-parametrisierten Kurve (x,u(x)), a < z < b. Die Euler-
Lagrange Gleichung ist
u/ /
1+ (v)? B

Man zeigt leicht, dass fir H = 0 die Losungen Geraden sind, fiir H > 0 sind Losungen Kreisbégen

. o1
mit Radius 7.

Wir haben bisher keine Randbedingung festgelegt. Betrachten wir eine Variation bezgl. ¢CL(Q),
so dndern sich die Randwerte nicht. Die Randwerte sind also vorgegeben.
Dirichlet Randbedingungen:
Sei f gegegen. Betrachte g : 9Q — R™ (z.B. in C°(09Q).)
Li(u)=0 inQ
u=g auf IN.

Als Beispiel betrachte nichtparametrishe Minimalflichen Gleichung. {(z,g(z)),z € Q} sei eine
einfach geschlossene Kurve. — Plateau-Problem.

Frei (natiirliche) Randbedingungen
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Satz 1.13. Seien f, D,f C' auf Q x R™ x R™*" und Q sei C*-Gebiet. Fiir u € C?(Q,R™) gelte:
(1) Flu) < Flu+ @) Yo e C*Q,R™).

Dann erfillt u die natiurlichen Randbedingung
v¥Opi f(z,u,Du) =0 auf 0Q, (i=1,...,m).
Beispiel 1.14. Betrachte F(u) = 5 [, [Dul®> + [ ou. = 9y fl(w,u,pu) = Ozt

Das heif}t, die natiirlichen Randbedingungen sind v*9,ecu = d,u = 0.
(Neumann Randbedingungen)
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3. Vorlesung.
Wiederholung. Eine Losung u € C1(Q,R™) N C?(Q,R™) der Euler-Lagrange Gleichung
Ly(u) = —=0s0 0y, fl(w,u,pu)) + 0z fl (@ u,Du) = O-
von F(u) = [q, f(z,u, Du)dz heifit F-Extremum, oder einfach Extremum.
Satz 1.13. Seien f, D,f C! auf Q x R™ x R™*" und Q sei C?-Gebiet. Fiir u € C%(Q,R™) gelte:
(2) Flu) < Flu+¢) Yo € C*Q,R™).
Dann erfillt u die natirlichen Randbedingung
V0 f(z,u,Du) =0 auf 0Q, (i=1,...,m).

Beweis. Da (1) gilt Vo € C%(Q,R™) folgt bereits Lf(u) = 0 wegen Satz 1.9. Durch Lemma 1.3
folgt dann
/ vy f(-,u, Du)p'dvolpn =0 Ve € C%(Q,R™).
O ——
=\;
Da Q ein C2?-Gebiet, folgt Vo € 99 existiert U > x offen, V C R™ und ® € C?(U, V) Diffeomor-
phismus, so dass ®(AQNU) = (R*~! x {0})NV.

Dannn fiir n € C°(V,R™) is ¢ := n o ® ein zuldssige Testfunktion. (Bild!!!) Mit dem Trans-
formationsatz ergibt sich

0= / Ai(n o ®)'dvolpg = / i o ®71pty/det gdz™?
20 (Rr=1x{0})NV
wobei g = ((8@,&(1)*1, 8y/a<1>*1>)a75=1,_“7n_1.

Man beachte, dass jedes n € C°((R"~1 x {0})NV,R™) zu einer Funktion in C2°(V,R™) fortgesetzt
werden kann. Aus dem Fundamentallemma, folg, dass \; o ®~1y/det g = 0, als \;. O

Beispiel 1.15. Wir betrachten wieder das Funktional
F= / V14 |Dul|?dz.
Q

Die natiirlichen Randbedingungen sind gegeben durch (n,Tu) = 0 auf 9Q wobei Tu die mittlere
Kriimmung der Fliche ist, die durch u € C?(Q) gegeben ist. Dies konnen wir wie folgt geometrisch
interpretieren. Das Normalenvektorfeld von u ist gegeben durch

1
V14 |Dul?

und V = (v,0) sei das Normalenvektorfeld am Zylinder 92 x R wobei v die Normale an 9€2. Dann
(V,N) ={(v,Tu) = 0.

Das heifit, u schneidet den Zylinder 92 x R senkrecht.

Satz 1.16 (Integral-Nebenbedingungen). Betrachte auf C*(2,R™) die Funktionale

Flv) = /Q F(@,v,Dv) und G(v) = /Q o(z,v, Dv)

mit f € CH(Q,R™ R™*") und g € C*(Q x R™ x R™*" RF),
Betrache u € C*(2,R™) mit folgenden Eigenschaften
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(1) Ist p € C(Q,R™) mit G(u+ @) = G(u), so folgt
Fu) < Flu+ ).
(Wir sagen, u minimiert F unter der Nebenbedingung G.)
(2) 6G(u) : C=(2,R™) — R* hat Rang k. (Submersion #?).

(Nichtdegeneriertheit der Nebenbedingungen)
Dann ezistiert ein A € R* mit §(F — X\;Gi)n =0 Vn € C°(Q,R™).

Beweis. Nach (2) existiert fir alle ¢ = 1,...,k ein ¢; € C2°(,R™) mit 6G(u)p; = e;.
Dann betrachte fiir n € C°(©2, R™) die Funktion

G:RxRF¥ SR G(s,ty,....tx) =G

k
u+sn+Ztm] :

i=1
Es gilt G € CY(R x R*,R¥) (weil g € C'), und G(0,0) = G(u), und

oG
8ti t=0

=0G(u)p; =e€; firi=1,... k.
Dann folgt aus dem Satz zu impliziten Funktionen, dass ein lokal um 0 eine C!'-Funktion 7; :
(—€,€) — 0 existiert mit

g(u) = G(S,tl, ey biy e ,tk) = t;, = Tl(S)

Dann folgt aus (1)

(3) 0= %f(u +sn+T1(s)p1 + -+ Te(8) k) |[s=0 = 0F (w)n + 7/ (0)0F (u) ;.

Andererseits
d

0=—
dsls=0

G(s,71(5), .-, 7k(s)) = 6G(w)n + 77(0)6G (u) s = G (u)n + 7{(0)e;.

Aus der letzten Gleichung folg dG;(u)n = —7/(0). Durch Einsetzen in (3) erhalten wir
0=0F(u)n—0G;(u)nA; mit \; = 0F(u)p;.

fur alle n € C°(Q,R™). 0

Bemerkung 1.17. Sind zusitzlich D, f, Dyg; € CH(Q x R™ x R™*") und ist u € C*(Q,R™), so
folgt aus Satz 1.13

Ly (u) = AiLy, (1) = 0.
Beispiel 1.18. u: Q=R (m=1).
1
Flu) = 7/ (|Dul? + Vu) dx
2 Ja
wobei V : § = R und
G(u) = / u? =1 (u normiert).
Q
Es folgt

5G(u)p = wa
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Da u # 0, existiert ¢ € C2°(2) mit §G(u)p # 0 nach dem Fundamentallemma der VR. Das heifit
0G(u) hat vollen Rang.

Li(u) =—-Au+Vu

Ly(u) = 2u.
Ist u € C1(Q) N C%(Q) minimierer, so gibt es ein A € R mit
—Au+Vu=\u

(Eigenwert Problem fiir den Operator —A + V).
Beispiel 1.19 (“Isoperimetrisches Problem”). Betrachte

Flu) :/ 1+ |DufPdz,
Q

G(u) = / udz = Volumen von {(z,2) € xR:0< 2z <u(x)}.
Q

“Volumen der Flache unter dem Graph von w.”

0G(u)p = / p#0 fur ¢ € C°(Q) geeignet => Voller Rang.
Q

D
L(u) = —diviu, Ly(u) =1.
V14 |Dul? )
Ist u € C1(Q) N C*(Q) Minimierer, so gibt es ein A € R mit
Du

N
v/1+ |Dul?

Geometrisch bedeudet das: Der Graph von u hat konstante mittlere Kriimmung.

Beispiel 1.20 (Kettenlinien). Frage: Wie héngt ein nicht-dehnbares, sehr diinnes Seil mit gle-
ichmassiger Massenverteilung?

Wir betrachten C = {u € C*([a,b],R) : u(a) = zo,u(b) = 2 }. Die Bedingung nicht-dehnbar be-
deutet

b
L(u) = / V14 (w)2dx = ¢ = const.

Notwendig fiir einen stabilen Gleichgewichtszustand unter Einfluss der Schwerkraft ist, dass der
Massenschwerpunkt so tief wie moglich héngt. Das heisst, wir minimieren die y-Koordinate des
Massenschwerpunkt, das heifit wir minimieren

b
/ uy/1+ (v)2dz/L(u)

bzw.

[ i pe

unter der Integral-Nebenbedingung £(u) = ¢ und der Randbedingung u(a) = 2z und u(b) = z.
Satz 1.16 liefert, dass ein C? Minimum die Euler-Lagrange Gleichung zum Variationsintegral

B b
Flu) = / (u+A)V1+ (u)2dx

a

1688t flir ein geeignetetes A € R. Wenn wir v := u + X betrachten, 168t v also die EL. Gleichung von

fab uy/1+ (u')2dz.
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4. Vorlesung.

Beispiel 1.21 (Minimale Rotationsflichen). Wir betrachten u € C?([a,b]) und u > 0. Dann erzeugt
u eine Rotationsflache durch {(z,u(z)) : z € [a,b]} deren Fliche gegeben ist durch

b
Flu) = Qwu\/mdx mit f(x,z,p) =272/ 1+ p?

a

Die Euler-Lagrange Gleichung ist

1+ (u)? — <11jr“;u/)2> =0.

Lemma 1.22. Falls f von der Form f(u,p) ist und u eine Lésung der Euler-Lagrange Gleichung,
dann v’ - Op f(u,w') — f(u,u’) = const = h fiir eine Konstante h.

Im Fall einer Rotationsflache ergibt dass

(u')%u h h
-7 1 N2 — - —— /1 12,
1+ (u)? uy 1+ (u) 21 - 2r + (W)

Es folgt, dass h < 0, falls « > 0 auf [a,b]. Und h = 0, falls u(z) = 0 fiir ein x € [a,b]. Daraus
folgt, dass entweder u = 0, oder u # 0 fiir alle « € [a,b]. Insbesondere haben Extrema # 0 keine
Singularitéiten und es gilt 0 < —h < 27 minge[qp) u(x). Sei ¢ = —7=. Dann

u? =2 + (cu')?

Die Lésungen sind u(x) = ccosh 2=,

Holonome Nebenbedingungen:
Wir diskutieren nun Nebenbedingungen der Form
Glz,u(@) =0 ()

fiir eine Skalar- oder Vektorwertige C2-Funktion G(z,z). Bedingungen der Form (x) heiflen
holonom, im Gegensatz zu Bedingungen der Form

G(z,u(x), Du(z)) =0,
die nicht-holonom (nonholonomic) genannt werden.
Zur Einfachheit betrachten wir nur folgende Situation. Sei u € C*(Q,R") und G = (G*,...,G")
fir 1 <r <n-—1aus C?>(R™,R"). Das heiit G(z, z) = G(2).
Q C R" sei ein beschranktes Gebiet, und
C={ueC'(Q):Gu(z)) =0VzeQ}.

Wir nehmen an, dass die Matrix (8z77Gj)i:l,...,m,j:l,..,,r hat vollen Rang in allen Punkten der
Menge

M:={zeR™:G(z) =0}.
Nach dem Satz tiber implizite Funktionen ist die Menge M eine (m—r)-dimensionale Untermgft. in

R™, mit Normalen VG!,... VG der Klasse C!. II, : R™ — T, M sei die orthogonale projektion
von R™ auf den Tangentialraum 7, M von M bei z.

Definition 1.23. Sei u : Q — R™ mit u(z) € M. Eine Abbildung V € C*(Q,R™) heifit Tangen-
tialvektorfeld entlang von u falls V() € T,y M fiir alle = € €.
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Lemma 1.24. Sei ) € C°(Q,R™), so dass
| @ Vieydz =0

fiir alle Tangentialvektorfelder V € CX(Q,R™) along u. Dann gilt I,y (x) = 0 fir alle x € Q.

Beweis. Sei xg € Q und zp = u(xg). Auf einer hinreichend kleinen Umgebung U C R™ von z
sei T1,...,Tmr,V1,...,V, eine Familie von punktweise orthonormalen C'-Vektorfeldern, so dass
(Ti)i=1,...,m—r tangential zu M ist. Sei Bgr(zo) ein kleiner Ball, so dass {u(z) : x € Br(zo)} C U.
Wiihle Funktione ' € C}(B) fiir i = 1,...,m — r, und definiere
m-—r
V(z) =Y ¢'(x)mi(u(@)).
i=1

V ist tangential entlang u. Auf Br(xg) l4sst sich ¢ schreiben also

b@) = 3 di@)mu(@) + 3 0 (@) ().
j=1

i=1

fiir a® und ¥’ in C°(Bg(xg)). Die Annahme ergibt

0= ;/Qal(x)d(m)dx

Da die ¢" beliebig waren, folgt aus dem FL, dass a’ = 0. Deshalb I, (x) = 0 Vz € Bg(xo).
Weil zy € Q beliebig war, folgt die Behauptung. O

u € C heiflit schwaches relatives Minimum, falls

F(u) < F(v)

fiir alle v € C so dass v = wauf O und [|v — ull oy (g, = [[v — UHCO(§)+ZZ=1 [0z (v = u) ||l o)y < O
for some 6 > 0.

Satz 1.25. Falls u € C*(Q,R™) ein schwaches relatives Extremum von F ist unter der Nebenbe-
dingung G(u(z)) = 0, so existieren Funktion \1,...,\, € C°(Q,R™), so dass u ein Extremum
beziglich F*(u) = [ f*(x,u(x), Du(x))dx ist, wobei f*(x,z,p) = f(x,zp)+ 22:1 Ai(2)GI(2).

Beweis. Zu zeigen ist, dass u die EL Gleichung bzgl. F* auf Q 16st. Dazu sei zg €  und
zo = u(xg) € M. Es sei Br(zg) C Q, so dass u(Br(zg)) C U wobei U ein lokale Koordinaten
Umgebung von zg € M ist. V € C}(Q,R™) sei ein beliebiges Tangentialvektorfeld entlang v mit
supp V C Br(g). Es existiert ein ¢ : Q x [~tg,to] — R™ mit ¢y > 0 von der Klasse C*, so dass

(i) Y(z,t) = u(x) +tV(x) + o(t) ast— 0,

(i) Y(z,t) = u(z) fir (z,t) € 0Q x [—to, o),

(iii) ¢(-,t) € C fiir jedes t € [—to, to]-
Konstruktion von :
Da U eine Koordinaten Umgebung ist, existiert ein C'-Diffeomorphismus ® : U — V C R™~".
Wir definieren ¢ auf Br(xg) X [—to,to] durch

7 (@ (u(@)) + DRV (u(x))) = (. 1).
wobei wir R > 0 und to > 0 hinreichend klein wéhlen, so dass ®(u(z)) + tD®V (u(x)) € V fiir alle
(x,t) € Br(xo) X [—to,to]. Dann gilt
(i) 0(z,")li=0 = DO~ DOV (u(x)) = V (u(2)),
(i) Y(z,t) = &Y ®(u(z))) = u(z) falls z € 09,
(iii) ¢(x,t) € M fir alle z € Q und ¢ € [—to, to].
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Geméf der Annahme gilt ®(0) < ®(¢) fiir ®(t) := F(¢(-,t)) falls ¢ > 0 hinreichend klein. Also
folgt ®'(0) = 0 und damit 6F (u, V) = 0.

Da u € C?(Q2,R™), folgt mit Satz 1.9

0= 6F(u,V) = /Q<Lf(u), Ve

fiir alle V € C1(Q,R™) tangential entlang u mit supp V' C Bg(xg). Aus Lemma 1.24 folgt
Hu(m)Lf(u) =0

Der Vektor Ly(u)(x) steht also senkrecht auf T, fiir alle 2 € Q. Also ist Ly(u)(x) eine linear
Kombination der Normalenvektoren 0,G! (z, u(x)), ..., 9,G" (x,u(z)). Deshalb existieren Funktion
ALy A € CO(R), so dass

L«(u) = Ly(u) + Z Xj0,GI (-, 2) = 0.

Beispiel 1.26 (Harmonische Abbildungen nach Hyperfliichen in R™*1). Sei
1 A ,
F(u) = 5/ |Dul?dz  wobei |Dul® = spur {Du - Du’} = dyou'Opar’.
Q

die Dirichlet Energie von u € C1(2,R™). Die Euler-Gleichung ist Au = 0. Betrachte die Nebenbe-
dingung |u| = 1. Das heisst, u : @ — S™ C R™*!. Hier ist G(z,u(z)) = 1|u|? = 1. Daraus ergibt
sich die Gleichung

Au = —p(z)u

fir eine Funktion p(x). Wir bestimmen p. Zunéchst folgt aus |u] = 1, dass p = —u - Au.
Andererseit konnen wir |u|2 = 1 zweimal differenzieren und erhalten

u- Au+ |Dul? = 0.
Es ergibt sich yu = |Dul?.
Beispiel 1.27 (Geodétische in auf Hyperflaiche im R™). Sei
M={zeR":G(z) =c}
eine reguldre Hyperflache, das heiit VG|, # 0 fiir alle M € S. Geodétische sind Extrema von

F(u) = %f; |u/|?dz mit u € C?([a,b], M). Aus dem Satz folgt, dass fiir eine Geoditische ein
A € C%Ja,b], M) existiert mit

v (2) = M2)VG(u(x)).

Im Fall M = S}~' = {z:2|?> = R?} folgert man leicht, dass u”(z) = —+%u. Das heifit, eine
Geoditische in S™~1 ist Teil eines GroBSkreises der Antipodenpunkte schneidet.
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5. Vorlesung

Teilweise frei/Transversale Randbedingungen. Sie 2 C R" ein C*-Gebiet und G € C?(R™,R"),
so dass DG maximalen Rang hat auf der Menge

{zeR™":G(2) =0} =M
Dann ist M eine m — r-dimensionale Untermgft.

Wir sagen V € C*(Q,R™) ist ein Tangentialvektorfeld entlang ulpq falls V(z) € Ty M fiir alle
x € 02. Wir haben folgendes Lemma.

Lemma 1.28. Sei ¢ € C°(9Q,R™), so dass
[ e Viz)dvolon(z) =0
0

fiir alle TangentialVF'V € C1(Q,R™) entlang u|sn. Dann folgt yz)(x) = 0 fir alle x € 0.

Beweis. Sei xg € 0Q und zg = u(xg). Wie im Beweis von Lemma 1.24 wéhlen wir 71, ..., Ton—r, V1, - - -, Ur
auf einer Umgebung U von zy. Wir wéhlen lokale Karte ¢ : V.C 2 — W um z9 € V, und
Br(p(xo)) € W, so dass u o ¢(Bgr(zg)) C U. Der Rest des Beweise verlduft wie in Lemma
1.24. O

Wir betrachten folgendes Variationsproblem. Sei F(u) = [, f(2,u, Du)dzx fir

ueC={veC (QR™):Gv(z)) =0Vx e},
Wir sagen u ist ein schwaches relatives Minimum von F auf C falls F(u) < F(v) fiir alle v € C mit
lu = vller @y <9

Wir sagen u ist stationér, falls 6 (u, V) = 0 fiir alle TangentialVFer V € C1 (2, R™) entlang u|sq,
Dann ist u stationér, falls u ein schwaches relatives Minimum.

Satz 1.29. Falls u € CY(Q,R™) N C?(Q,R™) ein stationdirer Punkt von F auf C ist, dann erfiillt
u die EL Gleichung L¢(u) =0 auf Q und die nicht-lineare Randbedingung
(4) (Vaap}xka,u(x),Du(x), ) Vaapglf‘(ac,u(:c),Du(x)) 1 Tu(a:)M

=:Z

Wir sagen u ist am Rand 09 transversal zu M. Das heifit der Vektor Z(x) = (Z1, ..., Zy)(x) steht
senkrecht auf (ist transveral zu) M fir alle x € 0NQ.

Beweis. Da alle V € C(Q,R™) tangential entlang u|sq sind, folgt aus der Eigenschaft stationér,
dass 6F(u,V) = 0 fiir alle V € CL(Q2,R™) und damit auch L;(u) = 0 auf Q. Es folgt mit Lemma
1.3, dass

/c’)Q Va(x)apgf‘(x,u(z),Du(w)Vi(x)dV()laQ =0

fiir alle TangentialVfer V € C*(Q, R™) entlang u|pq. Hence, the previous Lemma yields

Hu(m) (Va(x)apéf|(:1:,u(a:),Du(z))7 B Va(x)apg"f|(m7u(x),Du(r))) = 0.

Man sieht leicht die folgende Umkehrung.

Satz 1.30. Ein Extremum u € C?(Q,R™) von F ist stationdr in der Klasse C falls u transversal
zu M ist.
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Beispiel 1.31. Betrachte das Dirichlet Integral

1
= f/ | Dul?dz.
2 Ja

Dabei ist f(z,p) = 3lp|* = 5(pi,)? und 8,; f(z,p) = pi,. Die Transversalitiits Bedingung ergibt
hier

Voz(x)axaui|m = dyul, L Ty M.

Variation der unabhingigen Variablen. Wir hatten bisher notwendige Bedingungen fiir Min-
imierer von F hergeleitet von der Form

0F (u, ) =0 Vo e C(Q,R™) oder Ly(u)=0.
Jetzt betrachten wir eine 1-Parameterfamilie von Diffeomorhismen ¢; : @ — Q, t € (—¢, €) so dass

=idg und ¢ € CH(Q x (—¢€,€),Q). ¢; induziert ein zeitabhiingiges Vektorfeld

d
§i(2) = - ().
&o =: € heifdt initiales Geschwindigkeitsvektorfeld.

Andererseits: Falls ein Vektorfeld ¢ € C(Q,R™) gegeben ist. Dann existiert ein ¢; : Q — Q
t € (—€,€) - der Fluss von ¢ - eine 1-Parameter Familie von C'-Diffeomorphismen mit 4 o, (z) =
&(pi(x)). Dann gilt auerdem ;15 = @1 0 ;.

Definition 1.32. Seien ¢ und ¢; gegeben wie eben, und sei u € C*(Q, R™). Dann heifit

(5) 0F(w.6) = G| _, [ Fleute@). Do gi)(a)ds

innere Variation von F bzgl. &.

Lemma 1.33. Sei u € CY(Q,R™) und £ € C2(Q,R™). Dann ist die innere Variation gegeben
durch

W)€ = / Oy F(- Ot Do €% = F(o )0y € — Dy f(.. )€ d
Beweis. Zuniachst
/ F(a, u(e(w)), D(u o 1) (1)) da = / F (@, ulpi()), Dulpi()) - Dpy(x))ds = (1)

Wegen dem Transformationssatz fiir Gebietsintegrale folgt
o(t) = / Florteu(@), ulei(2)), Du(pi(2)) - Doy () dz
= [ 1o ) ). Dutw) - Dty () det Dy )y

Wir leiten ab nach ¢ beit =0

w(0) = [ 4], [0 @) ). Duly) - Dl () det Dy )] dy
= [ [o0m w0t Dt
+ 0y T, uly), Duly)) |

(6) + f(y; uly), Duly

Nel e

i

[Du(y) - Depy(7 ()]

det D7 (y)] dy

Vil
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Es gilt
d o
Tl ot W) =—¢W)
d o )
@‘t:o det Doy (y) = — divE(y) = —ua

d o P
@LZOD%(% '(v)) = DE(y) + 5|, _ Deoler ' () = De(y) + aLZOEn = DE(y).

Eingesetzt in (6) ergibt das
#(0) = [ [ =000 )60+ By F 00 )01 ) = (... div o)y

Das ist die Behauptung. O

Bemerkung 1.34. Wir schreiben auch
Of(W)E(Y) = —aa (- )EX(Y) + Ops (- )Bpou' (y) - Bpe€®(y) — f(..) divE(y)

und damit
OF (u)€ = /Q(‘?f(u)ﬁ(x)dx.
Definition 1.35 (Hamiltontensor). Der Hamiltontensor (oder Energie-Impuls-Tensor) ist definiert
durch
ap;f(m7uap)pz-3 - 5gf(x7uap) = Tf(.’IJ, U,p)
Dann schreibt sich die innere Variation wie folgt

OF (u)¢ = /Q [T5 (2, u, Du)pe€” — Oy f(...)EY] dy.

Wir sagen eine Abbildung u € C*(Q, R™) ist ein inneres Extremum von F falls
OF (u)§ =0 V& e C(,R™).
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6. Vorlesung

Wiederholung: Sei £ € CL(Q,R") ein Vektorfeld, und sei ¢; : Q — Q eine 1-Parameter Fam-
ilie von C*-Diffeomorphismen, so dass ¢g(z) = 2 und 2|,_op; = & Sei u € C1(Q,R™) und
F(u) = o f(,u, Du).

Die innere Variation von F bei u bzgl. £ is
d
OF (u,€) = im0 F(uo ) = / (72 (@, u, Dw)Dye&” — O f (2, u, Du)§?] .

wobei T2 (x,u, Du)al = Opi fl(zu,pu)0psulall — f(z,u, Du)al.

Satz 1.36. Sei f € C*(...) und u € C%*(Q,R™) sei ein inneres Extremum von F. Dann erfillt u
die Noether Gleichungen

Opa TP (2, u, Du) — Ogo f(x,u, Du) =0 <= div Ty (x,u, Du) = 0o f(2,u, Du).
Andererseits, ist jede C%-Lisung u der Noether-Gleichung ein inneres Extremum von F.

Beweis. Jedes innere Extremum u von F erfiillt
/Q [T (2,4, Du)0pe€” — Opa (... )€ dy =0 V€ € O (Q,R™).
Falls u € C?(©2,R™), erhalten wir durch partielle Integration
~ [ i) = 0] ¥y =0,

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung liefert das Resultat. Die andere Richtung folgt
analog.

Bemerkung. Die Noether-Gleichungen sind der Gegenpart zur Euler-Lagrange-Gleichung.
Lemma 1.37. Fall f € C? and u € C*(Q,R™), dann

OF (u)€ = / (Ly(w) - Du) - &z = _/ (aﬁapgf - azif) Opori€odr  VE € CX(Q,R™).
Q Q
Beweis. Mit partieller Integration folgt

_a]:(uvg) = /Q {8x°‘f‘(ac,u,Du)£a(x) =+ f(x,u, Du)ax"ga - 8p};f|($,u,Du)amaui|maacﬁ£a|z:| dx

= /Q |:8a:°‘f‘(:t,u,Du) - axa (f(iC, u, DU)) + azB (8pgf|(z7u,pu)01aui\z)] gad{b

%
(m,u,Du)azau ‘z

= /Q |:8a:"‘f‘(m,u,Du) - 6xaf‘(m,u,Du) - azlf
= Oyt o0y Do + 00 (B 100,000t + Dy Fl Ot | €

= /Q {axﬁapgf — 0,1 | Opar'da = — /Q (Ly(u)- Du) - &dx.

Das Fundamentallemma liefert folgendes

Folgerung 1.38. u € C*(Q,R™) N C?(Q,R™) ist ein inneres Extremum von F genau dann wenn
es in Q) die Gleichungen

erfillt.
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Bemerkung 1.39. Es folgt also, dass die Noether-Gleichungen dquivalent durch
L¢(u)-Du=0

geschrieben werden kénnen. Das heifit Ly(u) steht senkrecht auf den Vektoren O ou fiir o =
1,...,n.

Falls 1 < n < m, dann ist u(z) = z eine parametrisierte n-dimensionale Untermgft M in R™.
Nun, falls © ein Extremum der Klasse C? von F ist, besagen die Noether-Gleichungen, dass L #(u)
senkrecht auf M steht, d.h. Ly(u) L T,,M.

Folgerung 1.40. Jedes Extremum der Klasse C? ist auch ein inneres Extremum.
Allgemeine Variationsformel.

Lemma 1.41. Sei Q C R™ und ¢ € C?*(Q x (—6,6),R™), ¢ = p(t,z) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Sei gy : Q — Q ein C?-Diffeomorphismus.
(2) ¢o =idg.

Sei U C Q. Dann gilt fiir g € C1(Q x (—6,6)) und & = %—f . € C1(Q,R")

% / (U)9<y’t)dy!tzo= /U [Oeli=og(, t) + div(g(w,0)¢(x))] da.

Beweis. Es gilt

0
), oo,
0 .
g ‘t:O det Dy (x) = div &(x).

Mit dem Transformationssatz folgt
d

dt/%(U)g(t, Y)dyli=o = %/Ug(t,got(x))detDLpt(g;)dxh:O
= /U [04]og(z,0) + (Dg, &)(x,0) + g(z,0) div £ | da.
=div(g€)

C? ist notwendig damit %81 = 5‘95%. O

Beispiel 1.42 (Kontinuitétsgleichung). Betrachte Stromung ¢ : (=4, ) xQ — Q mit Geschwindigkeits-
feld € = %|oapt. wie im vorigen Lemma. Sei p = p(t,y) die zeitabhingige Dichte in C*. Dann ist

m(t.V) = [ ott.)dy
die zeitabhéangig Gesamtmasse im Gebiet V' C (.

Wie wird die Masse durch die Stromung transportiert?
d .

0= Gmito@lico = [ @uo +div(o)).

Massenerhaltung fiir all U C Q is aquivalent zur Kontinuitatsgleichung
Op + div(p€) = 0.
Dies folgt mit Hilfe des Lebesgue’schen Dichte Satzes (Lebesgue density theorem).
Satz 1.43 (Allgemeine Variationsformel). Sei U C Q C R™ und ¢ € C?(Q x (—46,5),R") mit
(1) Sei i : Q — Q ein C2-Diffeomorphismus.
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(2) ¢o =idg.
Sei weiter u € C%(Q x (=4,9),R™). Setze

Iy
= — d =
ot L:o und 11 = grthe-o-
Insbesondere ist u(t, ) = ug + te fir ¢ € CX(Q) zuldssig.
Dann gilt fir F(u,U) fU ,u, Du) die Formel
d _ .
Gl F e e W) = [ (L= Ducg) 4 [ AT (g4 DrC ),
t=0 U U
Dabei ist Dy f(...)n = 8y f(-,u, Du)n’

Beweis. Setze vy = uy 0 ¢ ! und X = —%”t‘ ft o Wir berechnen dann mit Lemma 1.41
57 e (U))le—o = - ‘ / f( )
F(v 0= x, v, Dvy)dx
; t) Pt t=0 tlio /w0 t t

_ /U 2 v Dwlico + /U div(f(...)E)

:/U[Zl

Wir rechnen weiter mit Anwendung der Produktregel auf 0, f |(2,u,Du) O x*(man beachte, bei par-
tieller Integrations wiirden Randterme auftreten)

=/ (=0a [0 F1(.0] )x +/a D+ B £ IXT) = ()
U

AuBlerdem gilt

ocXi + aro‘ (f(aau, Du){o‘(x))} dx

@

0 0 1
= — = — = —D .
X 3tvt t=0 8tuto<pt ’t:O " u-d
denn
d 1 _d d 1 _d 1 _d B
£(z) + dt‘owt (@) = dt‘ogpt(z) + dt’o(pt (z) = dt’o% o (z) = dt‘o =0

Einsetzen in (x) ergibt
= [ {200 ) £ 05}~ (D]
=Ly (u)

4 [ 0uI € = 0 T D€ 40y f( ),
U

TS (u)gh

Bemerkung. Insbesondere folgt fiir U = Q und ¢ € CL(Q,R")
d _ . .
Gl Fwe e = [0+ [ avDfn = 65w + [ dvD s
=0 Q Q Q
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7. Vorlesung.

Beispiel 1.44. Falls f = f(z,p) nicht von z abhéngt, werden die Noehter Gleichungen fiir ein
inneres Extremum zu

div Tg(ua Du) = Oge [ap;f|(u,Du)8rBul|r - f(ua Du)] =0.

(u?) — f(u,u') = const.

Insbesondere, falls f(z,p) = 3|p|> — V(2), dann ist das

N 1
(@), ')} = flu, o) = P+ V(u) = E(u)
die Gesamtenergie eines Teilchens, dass sich in einem konservativen Kraftfeld VV befindet.

Nun betrachten wir eine 1-Parameterfamilie von C?-Diffeomorphismen
(Fi,Gt) : QO xR™ = Q x R™,  (x,2) = (Fi(z, 2), Ge(x, 2)),

so dass Fy(z,z) = 2 und G¢(x, z) = z. Wir definiere die zugehorigen initialen Vektorfelder

F
0.0, 2.2 = % 0,0,)
Hierdurch wird fiir jedes u € C?(2,R™) eine Schar von transformierten Abbildungen erzeugt. Wir
transformieren die unabhéangige Variablen x € ) durch

X(z,2) =

0
o) = B, u@), €= 2| ole) = X(,u(@).
und die abhangige Variable z € R™ durch
ug(x) = Ge(z,u(x)),n = E‘t:()ut(x) = Z(z,u(z)).
Definition 1.45. Das Variationsintegral F(u fQ ,u, Du) heiit infinitesimal invariant bzgl.
der Transformation (Fy, G), falls
d _
dt t:OJ:(Ut ° ¥y 17‘Pt(U)) =0

fiir alle u € C?(Q,R™), und U C Q mit U kompakt.

Bemerkung.

Satz 1.46 (Emmy Noether, 1918). Das Variationsintegral F(u fﬂ ,u, Du) sei infinitesimal
invariant bzgl. (Fy,Gy).

Dann gilt fir jede Losung u € C*(Q,R™) von L¢(u) =0 der Erhaltungsatz

le(T(u)S + D;Df|()77) = ara [8;;3f|(w,u,Du)amgui|m§a(I) + apgf|(z,u,Du)ni(x)] =0.
Dabei ist T der Hamiltontensor und & und n sind definiert wie zuvor.

Beweis. Sei U C Q, so dass U C Q und kompakt. Ein Problem ist, dass ¢; : © — Q eventuell
kein Diffeomorphismus ist. Aber beachte, dass im Beweis der allgemeinen Variationsformel, es
ausreicht, wenn ;| : U — ¢,(U) ein C2-Diffeomorphismus ist.

Wir betrachten den Fluss ¢ (z) = = + t&(x) des Vektorfeldes {. Dann ist ¢y : U — ¢(U) ein
Diffeomorphismus. Aufgrund der Annahme, dass (Fy,G;) € C?, gilt auch, dass ¢;(z) = z +
té(x) + o(t), bzw. ¢, ' (z) = x — t& + o(t). Zusitzlich kénnen wir u(z) in 2 Taylor-entwickeln:

ug(x + h) = u(z) + Dug(zx) - h + o(h).
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In der selben Weise konnen wir f : Q@ x R™ x R™*"™ — R Taylor-entwickeln. Zusammen ergibt das,
dass im Fall U C ) kompakt, ¢ durch ¢ wie folgt ersetzt werden kann:

Flur oo ou(U))mo = / o f@ueos Do)
pe(U

= / fl@ug oyt D(worh; )+ o(t) = Flug ooy, p(U)) + o(t)
pe(U)

mit einem Fehler o(t). Beachte, dass ¢¢(U) C Beow (¥e(U)), und L™ (Beow) (¥:(U))\¢e(U)) <
C'-o(t) fir Konstanten C' und C' > 0. Dann folgt mit der Voraussetzung an F und der allgemeinen
Variationsformel

d _ d _
0= %}-(Ut o, pr(U))li=0 = g}-(ut o ;L (U))|i=o

— [y =D&+ [ (s )6+ Dof( )
U T U
Es folgt die Behauptung, da die Gleichung gilt fiir alle U C  offen. a

Beispiel 1.47. Sein =1 und m = 4,

£= Hep) = Gmi )R+ SMIG R =3

1<

z3 , 29|
und v ein Extremum fiir F(u) = [ f(u,u). Sei ¢i(z) = (z +¢) und u; = u. Dann ist £(z) =1
und n = 0, und die Erhaltungsglelchung w1rd zZu
div TP (u,u') = 0.
Oder sei () = o und vy = (u! + t,u?,u® + t,u*). Dann gilt £ = 0, n = (1,0,1,0) und
F(u) = F(u,). Es folgt
Opr fl(u,ury  Op2 fl(uuy = const <= m(u') + M(u®)" = const.
Und ensprechend m(u?)’ + M (u?)’ = const falls u; = (u',u? + t,u,u* +t). (Impulserhaltung).
Beispiel 1.48 (Pohozaev-Identitét). Betrachte auf R™ x R™ die Streckungen
Fy(z) = e'x, oi(x) = e'a, £(x) =2
Gi(2) = Mz, u(t,z) = eMu(x),n(x) = Iu(z).

Wir interessieren uns fiir die Invarianz unter dieser Transformation des Variationsintegrals

Fw = [ GIDuE = jup) (>3)
Berechne
(w067 (y) = Mule™y)

D(uz o 9 (y)) = X" Du(e™"y).
Es folgt

_ 1 oo nilpul(e—ty 1 3
Flurow " oi(U) = / (2e2“ DDy — X fue ty)l”) dy
(%)) p

1 1
= / (ea(r”r”‘_2)t|Du(ﬂc)2 - e("+p>‘)t|u(m)|p> dz.
v \2 p
Man sieht, das Funktional ist invariant falls
n+22—2=0 und n+pA=0

2n

—2
d p= .
[l S —

= A=
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Seien A und p so gewéhlt.
1 1
Ty¢ = (51Duf* =~ ju")¢ ~ (Du.) Du
Dyf(...)n=—..

2n

Dann lautet der Erhaltungssatz mit p = =5

Angenommen u ist Losung zu Randwerten u|so = 0, dann folgt mit dem Satz von Gaufl

1, 0u
0=— / —| =&, v).
o0 2 ‘ 81/ < >
Falls (¢,v) > 0 auf 09, dann ist Q sternférming und es folgt Du = 0 auf 9.

Pohozaev folgerte damit, dass Du = 0 auf €2, und zeigte also, dass es auf sternférmignen Gebieten
keine Losungen ungleich 0 geben kann.
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8. Vorlesung

2. FUNKTIONALANALYSIS
Warum Funktionalanalysis?

Unser Ziel ist Funktionale der Form F(u) = [ f(z,u, Du) in einer geeigneten Klasse C zu min-
imieren. Zum Beispiel, sei C = CY(Q,R™) N {u : ulpq = 0}. Angenommen inf,cc F(u) > oo.
Betrachte zum Beispiel f = |Du|P, oder f = f(x,u, Du) > A Du|? fiir ein A > 0 und p € (1, 00).
Dann wéhle eine Minimalfolge uy € C, d.h.

Flug) — 711612 F(u).

Frage: Existiert eine “konvergente” Teilfolge?

Es existiert ein C' > 0, so dass F(uy) < C, und folglich

c
/|Duk\p <<

Also ist Duy, beschréinkt in LP(dx). Diese Information reicht aber nicht aus, um Konvergenz gegen
ein u € C1(Q) zu etablieren.

In LP(dx) konvergieren beschrankte Folgen im Allgemeinen nicht. Losung: Topologie der schwachen
Konvergenz. Dualrdume.

Definition 2.1. Seien X,Y Banachrdume. L(X,Y) sei die Menge aller beschriankten linearen
Abbildungen zwischen X und Y, d.h. falls A € L(X,Y) dann sup, <, [[Av]| = [|A]| < oo.

X' = L(X,R) heifit der Dualraum von X.
Bemerkung. Fir A: X — Y linear sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) [JA[l < oo
(ii) A ist stetig.
(iii) A ist stetig in 0 € X.
Zuerst wollen wir Dualrdume der LP-Réume LP(u) fiir p € [1, 00) charakterisieren.
Definition 2.2. Sei (M, A, p) ein Massraum. Dann
() welr(n) — [luPds=ul}, <.
(i) ue L®(p) <= inf{d>0:pu{xreM:u(x) >0} =0}=|ul| -« < oo.
Bemerkung. Ist p(M) < oo und u € LP(p) fiir ein p, dann ||Jul|,, — ||ul|; -
Lemma 2.3. Sei p ein Mafauf M. Dann gilt
(i) Fir 1 < p < oo und 1% —|—% = 1 ist die Abbildung J : L9(u) — LP(u)" gegeben durch
(Jv)(u) = [vudp eine isometrische Einbettung.
(ii) Ist p o-endlich, so ist J : L>®(pn) — L'(u) durch (Jv)(u) = [vudp ebenfalls eine
isometrische Einbettung.
Beweis. Holder Ungleichung fiir p € [1, oo]:
[J(@)(@)] < vl lulle = lIToll <ol La -
Sei p € (1,00) und v € L%(u)\ {0}
D(v) = {Hviqq [v]772v  fallsv #0
0 sonst.
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Berechne
1
_ _ P q
1D =l ([ 1000 7a) " = oy da =2
Auerdem J(v)(Dv) = ||U||iq Also folgt || J(v)|| > ||v]| . Falls p = oo analog.

(ii): Sei p = 1. o-endlich heifit, es gibt eine Ausschépfung M; C Ms C ... von M (UM, = M)
mit p(My) < co. Filir 6 > 0 und v € L () definieren wir

E(k,0) = {z € M : [v(z)| = [[v][ o — 0}
Da v € L*>®(p) gilt p({z € M : |v(x)] > ||[v]| e —}) > 0 fiir alle § > 0, und somit p(E(k,d)) > 0
flir ein k hinreichend grof.
1E(k75)ﬁ falls v # 0,
u =
0 sonst.

Dann gilt ||v]|;. = fE(k,é) 1dp = p(E(k,d)) und

J(v)(u) = / oldp = ([vll e — 0)u(E (K, 9))-

)

Es folgt |[Jv|| > ||v|| . — 0. Da § > 0 beliebig, folgt die Behauptung.

Satz 2.4. Firp € (1,00) und % —1—5 =1 ist die Abbildung J : LY (u) — LP(n) aus Lemma 2.3
eine surjektive Isometrie.
Ist u auferdem o-endlich, so gilt das auch fur p = 1.

Bemerkung. J : L*(u) — L°°(u)’ ist im allgemeinen nicht surjektiv. (Raum beschriinkter, un-
endlicher Folgen.)

Beweis.

Lemma 2.5. Fir allep € (1,00) is K = {u € LP(u) : ||ull;, < 1} ist gleichmdssig konvex. Das
heifit: Ye > 0 35 > 0, so dass
lullge = vl =1 & |3+ )|, =1 =08 = |u—vlg <e
Sei ¢ € LP(u) gegeben.
Schritt 1: Dann existiert ug € LP(u), so dass ¢(uo) = ||¢||. Ohne Einschrénkung sei ||¢| = 1.
Wiéhle Maximalfolge ug mit |lug||;, = 1. Falls 6 > 0, folgt fiir &, ! hinreichend gro8

1-6< M = ¢ (5(ur +w)) < H%(uk +U1)H~

Weil LP(u) gleichméssig konvex, folgt ||ug — w|| < € = Cauchyfolge. Es existiert ein Grenzwert
ug. Mit Stetigkeit von ¢ folgt die Aussage.

Schritt 2: Es gilt ¢ = JD(ug), wobei D(ug) definiert ist wie im Beweis von Lemma 2.3.
Wir berechnen die Ableitung

Duluo + tul? = {p|uo + tulP~2(up + tu)u  fallsug +tu # 0
| uo =
0

sonst.

Fiir |¢| < 1 haben wir eine Majorante |0;|ug + tu|? < p(|uo| + |u|)? € L*(n). Mit dem Satz von der
dominierten Konvergenz folgt
i luo + tul|, = / luo|P~2ugudp = JD(ug)(u)  (Beachte |lugl| = 1).
Also auch
ug + tu

d
—| ————— = u— JDug(u)uo.
dt‘o”uo—&-tu”m o(u)uo
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Zusammen mit Schritt 1 folgt dann

d u u
0= %‘090 (m) = ¢(u) = JD(uo)(u).
Schritt 3. Der Fall p =1 (y is o-endlich).
Sei E C X messbar mit u(E) < co und fiir p > 1 definieren wir
o IP(1) > R, pp(u) = p(15u).

s gilt [y(u)] < ol 1(B)? flull . Also ist o, € L (s’

Nach Schritt 1 und 2 gibt es ein v, € L9(u) mit Juv,(u) = ¢p(u) = p(lgu) fir alle v € LP(u).
Es folgt J(1yn\pvp)u = Jup(1an gu) = ©(0) = 0. Da J eine Isometrie, ist v, = 0 fast {iberall auf
M\E.

Sei weiter p’ > p. Da v, = 0 auf M\E und p(E) < oo, folgt fir ¢ > ¢, dass v, € L7, Dann
erhalten wir fiir v € L (1)

Tu () = pl150) = p(Le(1e0) = [ (wopdn = [ wdi= T, (u).
J: LY (1) — LP ()’ ist eine Isometrie, also folgt L7 (1) 3 vp = Uy =: v p-fast iberall. Aulerdem
1]l 0 = [l || < el w(B)T = llll mitq — oo.
Also ist v € L>(pu), ||v|| 0 < [l¢]] und
/uvdu =p(lgu) fir v e LP(u), und fiir ein p > 1.

Durch Approximation mit Elementarfunktionen und dem Satz {iber dominierte Konvergenz folgt,
dass die Formel auch fiir u € L' (i) gilt. Nun sei (E)ken ein Ausschépfung von M mit pu(Ey) < oo.
Seien v € L (p) mit ||vg|| < |||l wie oben konstruiert. Da Ej C Fy fiir alle k < k' folgert man
leicht, dass J(1g,vr)(u) = Jug(u) fiir alle w € L'(u). Da J Isometrie, folgt 1g, vir = vg. Das
heifit wir erhalten v € L*(u) mit ||v] . < |l¢||, so dass Jv = .
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9. Vorlesung. Dualraum von C.(X).

Definition 2.6. Sei X eine Menge.
(i) Eine Funktion g : 2X — [0, 00] mit x(0) = 0 heifit duBeres MaB, falls:

EcC |JEw= wE) <> uEy).
keN k=1

(ii) Eine Menge E C X hei8t y-messbar, falls ©(S) = u(S N E) 4+ p(S\E) fir alle S C X.
Das System p-messbarer Mengen ist eine o-Algebra A, und pl 4 ist ein Maf.

Erinnerung. A C X heifit Borelmenge, falls es in der von den offenen Mengen erzeugten o-Algebra
liegt.

Definition 2.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein dufleres Ma3.X heifit Borel-regulér, falls gilt:
(i) Jede Borelmenge ist p-messbar.
(ii) Zu jedem S C X gibt es B C S Borel mit u(B) = u(95).
1 heiffit Radonmaf, falls zuséatzlich
(iii) p(K) < oo fiir alle K C X kompakt.

Satz 2.8 (Messbarkeitskriterium von Caratheodory). Sei p ein duferes Maflauf einem metrischen
Raum (X, d) mit folgenden Figenschaften:

A,BC X,d(A,B) >0 = u(AUB)=pu(A)+ pn(B),
dann sind alle Borelmengen p-messbar.

Sei nun (X, d) ein metrischer Raum, so dass abgeschlossene Kugeln B;s(z) kompakt sind. (z.B. ein
abgeschlossene Teilmenge in R™)

u sei ein RadonmaBauf (X,d), und  : X — S*~! sei y-messbar. Wir betrachten das lineare
Funktional

(7) A:COUX,RF) R, A(f) = / (b
X
Es gilt
(®) A < CU) I fllgogyy  falls sptf € K mit (i) < oo,

wobei C(K) = u(K). Das heifit, A ist stetig auf dem Raum der Funktionen f € C.(X) mit Triger
in K, also f € C.(K)'.

Definition 2.9. Eine Linearform A auf C.(X), so dass (8) gilt fiir alle K C X kompakt und
Konstanten C(K) < oo, nennen wir lineares Funktional.

Definition 2.10 (Variationsmaf). Sei A : C.(X,R*) — R ein lineares Funktional, so dass (7).
Das zugehérige Variationsmafiwird in zwei Schritten erklart

(i) Fir U C X offen, setzen wir
[A[(U) = sup {A(f) = [f| < 1,sptf C U}
(ii) Fir E C X beliebig setze
[A|(E) =inf {|A|(U) : E C U,Uoffen} .
Die Definition ist konsistent, denn in (i) gilt U C V = [A|(U) < |A|(V).
Satz 2.11. Die Abbildung |A| : 2% — [0, 00] ist ein Radonmap.
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Bemerkung. Teilung der Eins. Sei K C X kompakt, und K C [Jyc, Ux mit Uy offen. Ein
untergeornete Teilung der eins, ist eine Familie von Funktionen x; € Co(X),j = 1,..., N mit

spty; C U, fiir ein A und Z;vﬂ Xjlx = 1.
Konstruktion. Zu jedem z € K wiahle r(x) > 0 und A\(x) € A, so dass

Bar()(®) C Una)-
K kompakt, d.h. 3 endlich viele z; j =1,..., N, so dass K C Uj B,(s;)(7;). Wihle x; € Cc(X)
mit
- 1 auf B, (x)
Xi = {o auf X\By,, (z).

Setze x = Z;V=1 X;- Dann gilt x > 1 auf K, also x > % auf einer offenen Umgebung U von K.
Schlieflich wahlen wir n € C.(X) mit sptyn C U und 7|k = 1, und wir setzen

- N

Xj = 77? € Ce(X), sptx;j C Bapa,)(zj) C Us,) und ; =1 auf K.
Beweis. Schritt 1: |A] ist ein duBeres MaSB.
Es gilt |A|(#)) = 0, da eine f = 0 = const zuléssige Funktion in der Definition ist.
Seien U; j € N offene Mengen in X und f € C.(X,R™) mit [f| < 1 und sptf C U;’il U;=U.
Da sptf C K mit K kompakt, existiert ein N € N, so dass sptf C Ujvzl U;. Wir wahlen nun eine
untergeordnete Teilung der Eins y; € C.(X,R¥) j =1,..., N mit spty; C U; und Zjvzl x; = 1 auf
sptf. Dann setzen wir f; = x;f € Co(X,RF), also sptf; C U;. Es gilt |f;| <1und f = Zf;l fi
Daraus folgt
N

ZAfJ s f}

Bilden wir das Supremum {iiber alle f, folgt |A|( ) < ZJ 1 |Al(Uj). Falls E,E; j € N beliebige
Teilmengen in X mit F C (J52

H'MZ

wéhlen wir zu € > 0 offen Mengen U; D E; mit
[A(U;) < [AI(E;) + 27

J=1

Dann folgt

oo

IA[(E <|A|GU Z i

Da € > 0 beliebig war, folgt a—subaddltlwtat.

Schritt 2: Borelmengen sind |A|-messbar.

Wir zeigen das Caratheodory Kriterium. Seien A, B C X mit d(4, B) > 0. Zu zeigen ist |A|(W) >
|A|(A) + |A|(B)] falls AU B C W offen. Fir § > 0 hinreichend klein, sind U = Bs(A) N W und
V = Bs(B) N W disjunkt. Fiir f € C.(U,R¥) und g € C.(V,RF) definiere h € C.(W,R¥) durch
f(x) falls x € U

g(z) falls x € V.

Dann ist A(f) + A(g) = A(h) < |A|(W). Bilden wir das Supremum iiber alle f,g, folgt die
Behauptung.

Schritt 3: |A| ist ein Radonma$.

Sei E C X mit |A[(E) < co und wéhle U; D E offen, so dass |A|(Uj)
Uz D .... Dann ist ((U; D E eine Borelmenge mit |A|(E) = |A|(B)

h:W — Rk, h(x):{

|A|(E) + jundo.E.UlD

<
< im0 [A|(U;) = [A|(E).
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Also ist |A| Borel-regulir. Schlielich gilt fir K C X kompakt, es existiert U D K offen mit U
kompakt, und dann |A|(K) < |A|(U) < C(U) nach Voraussetzung.

Satz 2.12 (Darstellungssatz von Riesz). Sei (X,d) ein metrischer Raum mit kompakten Abstand-
skugeln, und sei A ein lineares Funktional auf C.(X,R¥). Dann gibt es ein Radonmafu auf X und
eine p-messbare Funktion n: X — S*=1, so dass

M) = [ (Fondp fir alte £ € C.(X.RE)
X
Das Paar (n, p) ist eindeutig bestimmt und es gilt p = |A|.

Schwache Konvergenz.

Motivation. Sei (zy)ren eine Folge in [P mit

1
ol = (Z W) <C<w
i=1
Im Allgemeinen existiert dann keine Teilfolge, die bzgl. |-||,, konvergiert, z.B. z, = e =

(0,...,0.1,0,. ).

Aber i ist eine beschrinkte Folge in R, da |z}| < ||zx|,, < C Vi, k. Durch ein Diagonalfolgenar-
gument finden wir eine Teilfolge (xy, ) en, so dass :vzj — z* falls j — oo. Die Teilfolge konvergiert
koordinatenweise. Auflerdem folgt

N v N v
2P| = lim zi |7 <limsup ||z, ||, <C.
(Sr) - (Srr) st
Mit N — oo folgt ||z||,, < C, und insbesondere z € IP.

Die schwache Konvergenz verallgemeinert die koordinatenweise Konvergenz.
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10. Vorlesung.

Definition 2.13. Sei X ein Banachraum.

(i) zx € X — x € X schwach in X, falls () — (z) fir alle ¢ € X'.
(ii) pr € X' = p € X’ schwach-(x) in X', falls gi(x) — ¢(x) fir alle x € X.

Notation: z — z und @) — .

Beispiel 2.14. Sei p € [1,00) und % + % = 1. Dann f; — f in LP(u), genau dann wenn

/ Fegdp — / fodp g € L(p).

Im Fall p =1 muss p als o-endlich vorausgesetzt werden.

Beispiel 2.15. Sei p € (1, 00] und % + % =1. fr, = fin LP(u) = L9(p)’, genau dann wenn

/fkgduﬁ/fgd,u Vg € L(u).

Im fall p = co muss p als o-endlich vorausgesetzt werden. Fiir p € (1,00) stimmen schwache und
schwach-(*) Konvergenz tiberein.

Beispiel 2.16. Sei X ein metrischer Raum mit kompakten abgeschlossenen Abstandskugeln. Fiir
lineare Funktionale auf C.(X) ist die schwach-(x) Konvergenz definiert durch:

A 2 Ain C.(X) < Ap(f) = A(f) fiir alle f € Co(X).

Sind g, ¢ RadonmaBe auf X, dann gy, — p falls
/fduk — /fdu fir alle f € C.(X).

Definition 2.17. Ein metrischer Raum X heifit separabel, falls ein abzéhlbare Teilmenge M C X
existiert mit M = X.

Satz 2.18 (Schwach-(*) Folgenkompaktheit). Sei X ein separabler Banachraum.

Dann besitzt jede beschrankte Folge (pr)ren in X' eine Teilfolge, die schwach-(x) gegen ein ¢ € X’

konvergiert.

Beweis. Sei supyey |l¢x]| =: C < oo und {x, : n € N} C X sei eine dichte Teilmenge. Dann gilt
or(xy) < C x| fur alle k € N, n € N. Durch ein Diagonalfolgenargument folgt, es existiert eine
Teilfolge (ohne Einschriankung die Folge selber), so dass

lim ¢k(x,) =yn Yn €N

k—o0
Betrachte nun span {z, : n € N} =: Xj, d.h. jedes € Xj ist eine endliche linear Kombination
von Elementen aus {z, : n € N}. Auf Xy konnen wir ¢ : Xy — R definieren durch ¢(x,,) = yp.
@ ist linear und |¢(x,)| = limg oo [pr(n)| < Clz|] Vo € Xo. Also ist ¢ gleichméssig stetig
auf dem dichten Unterraum Xy und damit fortsetzbar zu einem Funktional ¢ € X' mit |¢|| < C.
Auflerdem folgt fiir x € X und z9 € X

lp(2) — er(@)] < lp(x) = ¢(zo)| + lp(zo) — @r(wo)| + lpr(x0) — @i ()]

Daraus ergibt sich lim sup;,_, . |¢(z) =i ()] < 2C ||z — 20| . Da X, dicht in X, folgt @i (z) — p(x)
fir alle € X, und somit ¢, — ¢ schwach-(x) in X’. O

Folgerung 2.19 (Kompaktheitssatz fiir Radonmafle). Sei (X, d) ein metrischer Raum mit kom-
paktem Abstandskugeln, und py, k € N, sei ein Folge von Radonmafen auf X mit supyey i (K) <
oo fiir alle K C X kompakt.

Dann gibt es ein Radonmafu auf X, so dass nach Wahl einer Teilfolge py, — i, d.h.
/h@%/MuWeQM)
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Beweis. Beachte zuerst, dass C(X) separabel, falls (X, d) kompakt.

Deshalb sei zunéchste X kompakt. Betrachte Ay, € C(X)" durch Ap(f) = [ fdpx. Nach Voraus-
setzung gilt

Akl = sup \/ fdpr] = pi(X) < C < .
[flI<1 JXx

Da C(X) separabel, gibt es also eine Teilfolge (0.E. Ag) und A € C(X)’, so dass Ay, — A und
Al < C < co. Nach dem Darstellungssatz von Riesz gibt es ein Radonmafiy und ein p-messbares
v:X — {£1} mit

A(f) = / fudu Vf € Cu(X).

Da zusitzlich A(f) > 0 fiir alle f > 0 folgt auflerdem v = 1.
Ist X nicht kompakt, betrachte R > 0 und

AR € C°(Bygr(z0))', gegeben durch AE(f) = / Orfp
Bar(zo)

wobel ¢ : X — [0,1] in C.(X) mit

0 X ¢ BQR(xo).

Wir kénnen den Kompaktheitssatz auf AkR anwenden und erhalten zusammen mit dem Satz von
Riesz, dass ein Radonmaf p*? existiert, so dass

lim fdyuy = / fau® Vf € C.(Ban(ao))-
Bar(xo) Bar(zo)

(p(l’): {1 xEBR(mO)

k—o0

Nun wihle R; =i € N. Da pp, f € C.(B2g, (o)) folgt fiir j > i folgt, dass

/ Jdu = Tim AT () = lim Ap(pr f) = lim Au(on or,f)
BzRi(wO) k—oco k—oc0

k—o0

. R; ) i
= lim A" (¢r,f) =/ i fdp' =/ foidp'.

k=00 Bar; (wo) Bag, (%0)

Nach der Eindeutigkeitsaussage im Darstellungssatz von Riesz folgt, dass @;du™ = dp'* und
insbesondere gilt fiir f € C.(X) mit sptf C Bp,(zo): [ fdu® = [ fdufi. Also kénnen wir wie
folgt ein lineares Funktional auf C.(X) definieren. Sei f € C.(X) beliebig, dann existiert ein ¢ € N,
so dass sptf C Bp,(xo) und wir definierene A durch

A(f) =/fduRi = /fgoiduRf fiir alle j > 4.

Wiederum nach dem Satz von Riesz existiert dann ein Radonmafl i auf X, so dass

[ fdn= [ gt =t AR 7)<t [ o v € C(BrGa)
k— k—
Da i beliebig, folgt die Behauptung. O

Satz 2.20 (Hahn-Banach). Sei X ein R-Vektorraum und p : X — R sublinear, d.h.
(i) p(Az) = Ap(z) Vo e X und YA >0,
(ii) p(z +y) < p(x) +ply) Vao,yeX.

Sei V' ein Untervektorraum, ¢ : V. — R linear und p(v) < p(v) Yv € V.

Dann gibt es ein ¢ : X — R linear mit ¢|y = ¢ und ¢(x) < p(x) fir alle x € X.
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Folgerung 2.21. Sei X ein Banachraum, und V C X ein Unterraum. Dann gibt es zu p € V'
ein ¢ € X' mit o = ¢y und ||¢] = [l¢].

Beweis. Wende Hahn-Banach an auf p : X — R, p(z) = ||¢[l,, ||z]|x . Es folgt, es gibt ein ¢ < p
auf V, so dass ¢(z) < ||¢lly. ||x| x. Daraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 2.22. Sei V ein Unterraum von (X, |-||) und xg € X mit inf,cy ||zo —v|| = d > 0.

Dann existiert ein ¢ € X' mit ||¢| v, = 1, so dass ¢|v =0 und p(zo) = d.

Beweis. Definiere ¢ auf V @ Rzg durch ¢(v + axo) = ainf,ey [|[v — zo|. Es folgt leicht
(oo + )| < laf inf [[v — o] < oo +v].

Also gilt ¢ € (V 4+ Raxp)’ mit ||¢]| < 1. Andererseits existiert ve € V mit ||zg —ve|| < (1 +

€)inf,ey ||[v — xo|| . Falls € — 0 folgt daraus [|¢|| > 1. Durch Hahn-Banach setzen wir ¢ nun fort
zZu @. 0

Folgerung 2.23. (1) Zu jedem x € X ezistiert ein ¢ € X' mit |¢]| =1 und ¢(z) = ||z]|.
(ii) Ist ¢(z) =0 fir alle ¢ € X', so folgt x = 0.
Beispiel 2.24. Sei f € L'(u) und p o-endlich. Falls [ fgdu = 0 fiir alle g € L>(u), dann f = 0.

Lemma 2.25. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Dann ist I : X — X" gegeben durch I(z)(p) =
p(x) ein isometrische Einbettung.

Beweis. Sei ||| < 1. Dann gilt [I(x)(p)] = |e(z)| < ||z|| fur alle ¢ € X' mit ||¢|| < 1. Daraus
folgt [|I(x)]| < ||=||. Nach dem Satz von Hahn-Bachach gibt es zu z € X\ {0} ein ¢ € X’ mit
lell = 1 und @(x) = [[z[|. Es folgt [I(x)(p)| = [lz]| = ()] = [|l=[-

Satz 2.26. Grundtatsachen zur schwachen/schwach-(x) Konvergenz.

(i) Schwache bzw. schwach-(x) Grenzwerte sind eindeutig bestimmit.
(if) Schwache bzw. schwach-(x) konvergente Folgen sind beschrdnkt.
(iil) Unterhalbstetigkeit der Normen.:

zp — 2 = ||z| < liminf |zg|| & ¢k Ly = lloll < liminf ||kl .
k—o0 k—oo

Beweis. (i): Fiir schwach-(x) Konvergenz ist die Aussage klar, geméss der Definition. Nun, sei
2k — z und z; — y in X. Dann folgt fiir alle ¢ € X’

plz —y) = (@) —ply) = lim p(z) — lim p(zx) =0
—00 k— o0
Nach Folgerung 2.23 folgt = = y.

(ii): Sei ¢ — ¢ in X', also supyey |¢r(7)| < oo fiir jedes # € X. Nach Banach-Steinhaus folgt
also bereits supycy || ¢k || < oo.

Andererseits, aus 2, — x in X, folgt Iz — Iz in X”. Dann folgt mit Lemma 2.25 sup ||z =
sup || Tz < oo.

(iil): Sei g — ¢ in X, und ||z|| < 1. Dann folgt
|on(2)| = lim |ox(x)| < liminf [l
—00 k—o0

Bilden des Supremum bzgl. x liefert die Behauptung. Fiir schwache Konvergenz verwenden wir
die Einbettung I : X — X" O
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11. Vorlesung.

Definition 2.27. Ein Banachraum heifit reflexiv, falls die isometrische Einbettung I : X — X"
surjektiv is.

Beispiel. LP(p) fiir ein Ma$ p ist reflexiv fiir alle p € (1,00). L> () und L' () sind hingegen nicht
reflexiv.

Lemma 2.28. Ist X ein reflexiver Banachraum, so ist jeder abgeschlossene Unteraum V reflexiv.
Lemma 2.29. Sei X ein Banachraum. Dann gilt: X' separabel = X separabel.

Beweis. Sei ¢y, k € N dicht in X’. Wihle z;, € X mit |lzx|| = 1 und [¢x(z)| > 3 [|dk. Sei
Y = span {xy : k € N}. Wir zeigen: Falls ¢ € X’ mit ¢|y = 0, dann folgt bereits ¢ = 0. Nach der
Folgerung 2.22, ist dann Y = X, also ist X dann separabel.

161l < llokll + [|ox — oIl < 2[dr(x) + l¢x — Ol < 2I¢n(zr) — ¢(zr)| + llon — Al < 3[lP — |-
Da ¢y, k € N dicht in X’ folgt ¢ = 0. O

Satz 2.30 (Schwache Folgenkompaktheit). Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann hat jede
beschrinkte Teilfolge in X ein schwach konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (x) eine beschrénkte Folge. Y = span{z) : k € N}. Y is abgeschlossen, und somit
reflexiv und separabel. Dann ist Iy : Y — Y eine Isometrie. Insbesondere ist Y separabel und
damit auch Y”. Dann kénnen wir schwach-(*) Folgenkompaktheit anwenden auf Iy (zx) € Y. Da

Iy surjektive, gibt es ein x € Y, so dass Iy — Iyz. Nach Wahl einer Teilfolge also ¢(z) — ¢(z)
fiir alle ¢ € Y’. Sei nun ¢ € X'. Dann

p(xr) = (ely (zk)) = (ply)(z) = ¢(z).
Also gilt xp, — x. d

Zusammenfassung. Existenz schwach konvergenter Teilfolgen.
(i) Falls || fxll () < € < oo mit p € (1,00):

/fkgdu — /fgd,u Vg € L), % + é = 1 schwach in L?, da L? reflexiv.
(ii) Falls ux RadonmaBe auf (X, d) (mit kpten Kugeln) mit p(K) < C(K) fiir alle K kompakt:
/ gdpy — / gdp Vg€ C%(X) (schwach konvergente RadonmafBe).
(iii) Falls || fel fo(,) < € < 00 mit p o-endliches Radonmaf auf (X, d) separabel:
/fkgd,u — /fgdu Vg € L*(n) schwach-(x) in L>(u), da L' (u) separabel.
(iv) Falls || fell1(,) < € < oo und p RadonmaB auf (X, d) mit kpten Kugeln:

/ frgdu — / gdv Vg € C%(X) wobei v ein signiertes Radonmas.

3. SOBOLEVRAUME

Definition 3.1 (Schwache Ableitung). Sei @ C R" offen und u € L} (). Eine Funktion g heift
schwache Ableitung von u nach z¢ fiir o = N”

/ wynp = (~1)l / g Vg € C(Q)
Q Q

wobel |a] = a; + -+ + .
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Lemma 3.2. Die schwache Ableitung ist also Element von L}, () eindeutig bestimmt. Fiir u €
Ck(Q), k = |al, ist die klassische Ableitung Oyau € C°(Q) auch die schwache Ableitung.

Beweis. Seien g, g2 € L}, .(2) schwache Ableitungen von u € L} (€2). Dann folgt

/Q(gl—gQ><z>=/le¢—/QgQ¢=o Vo € C2(Q),

Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt die erste Behauptung. Die zweit folgt
sofort mit Hilfe partieller Integration (oder der Produktregel). |

Beispiel 3.3. Betrachte u : R™ — R mit u(z) = |z|? und (¢ € R).
Hat u eine schwache Ableitung Du € L} (R™ R™)?

loc

Zuniichst muss u selbst integrierbar sein. Also u € L, (R™). Dazu betrachte

/ |x|qdm:/ dgzﬁ/ rqrnfldr:vol(Snfl)/ rt Ly,
B, (0) gn-1 0 0

Das letzt Integral is < oo gdw. ¢ +n > 0. Also ist |z|? € L} _(R™ falls ¢ > —n.

loc

Auf R™\ {0} existiert eine klassische Ableitung Dul, = ¢|z|? 2z mit + € R™\ {0}. Du ist inte-
grierbar gdw. ¢ > n — 1, denn

J

Wir behaupten nun, dass g|z|9~22 auf R" die schwache Ableitung von |z|? ist, falls ¢ > n — 1.
Dazu wéhlen wir eine Abschneidefunktion

() = {o fiir|z| < p/2

n
gla|?? Z |z;|dx < / glz|" tdr < 00 <= q—1>n.
(0 i=1

r r

1 firjz| > p.

und |Dn,(z)| < C/p. Fir ¢ € CP(R™) gilt nun

© [ w@uom, = [ o)~ [ w@m)o =~ [ oumo— [ woum)o

n
n—1
loc

Wir wollen p | 0 gehen lassen. Da ¢ > n — 1 ist sogar u € L
abschétzen

(R™). Wir kénnen dann wie folgt

C Holder
\/u(aanp)¢| < ;/B o lu| < C||uHLﬁ(BP(O)) — 0 falls p — 0.
P

Das heifit das letzte Integral in (9) verschwindet falls p — 0. Dann folgt mit dem Satz tiber
majorisiete Konvergenz, dass ud,¢ und d,u¢ integrierbar sind auf R™\ {0} bzw auf R™ und es
folgt

/n w(0ad) = — - O ud.

Also ist Dul, = q|z|? 2z die schwache Ableitung auf R™.

Definition 3.4. Sei 2 C R" offen und 1 < p < oo. Dann definieren wir den Sobolevraum
Wr(Q) = {u € LP(Q2) : 3 schwache Ableitung Du € LP(Q,R™)}. Auf W1P(Q) definieren wir die
Norm ”uHWLP(Q) = ”u”Lp(Q) + ||Du||LP(Q)'

Satz 3.5. (W'P(Q), [lvy1.2(q2)) 75t ein Banachraum.

Beweis. Ubungsaufgabe.
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Sei Ss : L (§2) — C°(R™) der Glattungsoperator aus Kapitel 1, gegeben durch

S5 f(x) = / n5(@ — ) Fu)dy = n* f ()

mit einem symmetrischen Glattungskern ns fiir 6 > 0.
Wiederholung Lemma 1.8. Sei Ss definiert wie eben, und p € [1, 00).

(i) Fiir alle p € [1,00) ist S5 ein beschrénkter, linearer operator auf LP(R™), so dass ||Ss f||;» <
| fll . fiir alle f e LP(2).

(ii) Falls f € C2(R"), dann S5f — f gleichmiBig fiir § — 0.
(iii) Falls f € LP(R™), dann || f — S5 f|l;» — O fiir § — 0.
Bemerkung 3.6. (i) Die Aussage in Lemma 1.8 (i) gilt auch fiir p = co, denn

ISsul i < sup [ 0o = lut)ldy < ful~
) Falls u € L°°(R™), dann folgt Ssu — u schwach-(x) in L>(R"), denn fiir v € L*(R™) gilt

/Sgu dx—//ngx— Yo(x) dydx—/ng dy—>/

mit dem Satz iiber dominierte Konvergenz und weil Ssv — v in L*(R™).

(iii) AuBerdem gilt, dass S,u — u fast {iberall nach Wahl einer Teilfolge.
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12. Vorlesung.
Lemma 3.7. Seiu € W,2P(Q), p € [1,00]. Dann gilt
(i) 0aSsu = Ss0,u fira=1,...,n.
(ii) Ist auferdem p < oo, folgt Ssu — u in WLP(Q') fiir alle ' C Q mit Q' kompakt.

Beweis. (i) folgt aus ns € C°(R™), differenzieren unter dem Integral und der Definition der
schwachen Ableitung.

(ii): Daw € Wlif(Q) folgt, dass u € WHP(£)'). Falls 6 > 0 nun hinreichend klein gewihlt ist, folgt,
dass sptns(- — y) fiir alle y € Bs(y). Dann betrachte Q" = Bs(Q') C Q und definiere

o Ju(x) fir z € Bs(Q)")
i) = {O sonst.

Dann folgt, dass w € LP(R™) und Ssu — @ in LP(R™), gemafl Lemma 1.8. Auflerdem gilt nach
Konstruktion Ssu|o: = Ssti|os. Deshalb gilt Ssulos — u|q in LY(Q). Zusammen mit (i) folgt die
Behauptung.

Satz 3.8 (Produktregel fiir Sobolevfunktionen). Seien u,v € (W1 N L>)(Q), p € [1,o0]. Dann
ist uv € (WP N L) (Q) und es gilt 0o (uv) = (Oqu)v + u(dav).

Beweis. Sei ¢ € C°(Q). Dann gilt u - 940, Dot - ¢, u - ¢ € L*(Q), und da Ssv = v, folgt

/uv@aqﬁ: gig%/u(am)spv = ili% [/ 0o (4S,v) — /u@a(Spv)qb]
— im [ [(8a) S0+ uS,(9av)] 6 = — / [(Dau)o + udav]

p—0
Das vorletzte Gleichheitszeichen folgt aufgrund der Definition der schwachen Ableitung fiir v und

wegen dem vorhergehenden Lemma. Das letzt Gleichheitszeichen folgt wiederum, weil Ssv = v
und Ssd,v = v in L>(Q).

Satz 3.9 (Meyers-Serrin). Sei p € [1,00). Dann gilt
(i) C(R™) ist dicht in W1P(R™).
(i) (WHP N C>®)(Q) ist dicht in WHP(L).
Beweis. (1): Wahle Abschneidefunktion ¢ € C¢°(2) mit
1 firjz| <1
o) = {0 fiir :x: > 9.
Setze up(x) = ¢(z/R)u(z). Mit der Produktregel folgt

1
Outin() = 8(a/ R)0uu(z) + 50a0(x/ R)u(z).
Es folgt die Abschatzung
C
00t = Oaurll e < 10aull Lo@n Br) + I [ull pp(@ny — 0 falls R — 0.

Das heifit, wir kénnen jedes u € WHP(R™) durch Sobolev-funktionen ugz mit kompaktem Triger
approximieren. Dann folgt die Behauptung weil S,ur € C2°(R") und S,u — u in WHP(R), falls

p < 0o noch dem Lemma oben.

(ii): Setze Uy = B% ()N Bx(0), k € N, sowie Uy = 0, und betrachte V3, = Ug1\Ux_1. Wir withlen
dann eine untergeordnete Zerlegung der Eins ¢5, € C2°(Vi), ¢ > 0 und Y oo ¢ = 1 auf Q. Sei
k€ N. Zu 6 > 0 gibt es py > 0, so dass fiir ur, = S, ¢ru gilt:

[|ug — ¢ku||W1,p(Q) <27ks,  sptuy C Vi.
Dann folgt fiir v = 377 ur € C®(Q): v — ullyrw) < 2per 1wk — Grullyrm) < 0-
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Bemerkung 3.10. (i) Ein anderer Zugang zu Sobolevraumen ist die Vervollstandigung von
C>(Q) bzgl. der WP (Q2)-Norm. Nach Meyers-Serrin fiihren beide Ansiitze zur selben
Funktionenklasse.

(ii) Im allgemeinen ist C'*(Q) nicht dicht in W1?(Q2). Dies trifft aber zu, falls Q ein C'-Gebiet
ist.

(iii) Fiir Q C R™ beschrinkt ist C(2) nicht dicht in WP(Q2). Die Vervollstindigung bzgl.
CL(Q) ergibt Wy (Q) (Sobolevfunktionen mit Nullrandwerten).

Satz 3.11 (Kettenregel fiir Sobolevfunktionen). Seiu € Wllocl(Q) und f € CY(R) mit f’ beschrinkt.
Dann gilt 0(f ou) = (f' ou)dyu € L, (2, R").

loc

Beweis. Betrachte S,u € C*(R"™). Fiir ¢ € C2°(€2) und p > 0 hinreichend klein, gilt
/f 0 S,udad = —/f' 0 S,udaS,ue

Es gilt S,u — u lokal in L' bzw. nach Wahl einer Teilfolge punktweise fast iberall in €' C Q
kompakt. Mit sup |f’| = L folgt

’/(fospu—fou)aacb

< L[|0adllco / ® |Spu — u| < M|[[Spu - “HLl(spt¢) -0
spt

Und
] Juresu@uso- [ <f'ou><aau><z>\ < [1 0 Syullou S — D

4 / 1 0 Sy — f 0|l

Das erste Integral konnen wir wie oben abschétzen und verwenden, dass 9,5,u = d,u in L}, ().

Fiir das zweite integral verwenden wir, dass S,u — u fast tiberall. Nach dem Satz iiber dominierte
Konvergenz geht es dann gegen 0. O

Satz 3.12 (Transformationsregel). Sei u € W' (U) und ¢ € CY(V,U) ein Diffeomorphismus.
Dann folgt, dass uo ¢ € Wlij(V) mit

D(uo ¢) = Duly- D¢ bzw. Ou(uo @) = dpu|s0ad”.
Falls w € WHY(U), gibt es insbesondere Konstanten ¢, C' mit
Do @)y < 1Dullpivy < ClIDwo @)l iy -

Beweis. Zunichst gilt mit der Transformationformel, dass u o ¢ und Du|y0¢ in L, (V).
Wir approximieren u wieder duch S,u € C>(B,(U)). Es gilt (S,u) o ¢ € C=(V).
Beachte, dass fiir n € C2°(V) folgt ¢(sptn) C U kompakt. Aus partieller Integration folgt

(10) [ (S0 d10un == [ (D(S)ls- 00l
Nun berechnen wir fiir ¢ = ¢!

/ (Spuo¢p —uo@)dan = / (Spu — u) (Oa 0 p)| det Dyp| — 0 falls p | 0.
Y (U) U —
<C<oo

und auf gleich Weise

/ (DS,u|g — Duly)0a¢n — 0 falls p | 0.
v

Zusammen mit (10) folgt, dass [|,(uo@)dan = — [i,(Duls0.¢)n fiir alle n € C°(V), was zu zeigen
war. (Man beachte noch, dass ein Diffeomorphismus Nullmengen stets auf Nullmengen abbildet
nach dem Lemma von Sard.)
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Einbettungssiatze von Sobolev und Rellich.

Satz 3.13. Seip € [1,n) und ¢ = £ (& =2 =1-2). Dann gilt
-1
fullye < O Duy i atte w e Whe@ER)

Bemerkung 3.14. Sei Q@ C R™ beschrénkt mit C*-Rand, und u(z) = (1 — %d(m,Q))Jr. Dann gilt
|Du(x)| = %1{y:d(y,ﬂ)€(075)}. Dann implziziert der Satz

e < ([ @) T < Ipul = H(ly a9 < 0.0))

Die linke Seit konvergiert gegen H"~1(9) falls € — 0. Wir erhalten eine Version der isoperimetrischen
Ungleichung.
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13. Vorlesung.

: — np _n_q1_n ;
Satz 3.13. Seip € [1,n) und g = n (& ;=1 p). Dann gilt

-1
(n=1)g |Dull,, fir alle w € WHP(R™).

llull . <
Bemerkung 3.15. Eine Abschétzung
(11) lull o < C1Dull,, ¥ue W@ mit C = C(n,p).

ist nicht fiir alle p,q moglich. Betrachte dazu eine Skalierung bzgl. A > 0: wuy(z) = u(Ax),
Duy(z) = ADu()). Dann folgt mit der Tranformationsformel

lurllpe = A7 ulle & [1Dusllpe = A7 [|Dull, -
Somit kann (11) nur richtig sein, falls f% =1- %, und insbesondere p € [1,n).

Beispiel 3.16. Fiir p=n und ¢ = oo ist (11) falsch.
() = log(log 1) fiir a] < ©
u(z) = log(log —) fiir |z| < —.
g g|:12| c

Man kann zeigen, dass u € W1P(B1(0)), aber u ¢ L>(B1(0)).

Beweis (Gagliardo-Nirenberg). Ohne Einschriankung sei v € C°(R").
Schritt 1. Es reicht den Fall p =1 und ¢ = =2~ zu betrachten. Denn

n—1

n—1

(1) " = (JGa=y™)
Rilp=1 < [ |p (1)

- 1 1 1
ST e

1 1 1
-1 l=n—3 B
Holder mit + und 1 — 2 — 1 n q /|u|q /|Du|p
P nq n

Nach Kiirzen auf beiden Seiten folgt die Behauptung.

IN

Schritt 2. Flir n =1 und p =1 (in diesem Fall ist ¢ = -2~ = o0) gilt

n—1

fu(a)| = \ /- u’(&)d£’ < [ wiene

Daraus folgt ||u| o < [|2/]11-

Schritt 3. Sei nun n > 2. Wir schreiben R” = R"~! x R mit o = (£, 2). Definiere

€= [ ez & o) = [ |pute. 2.

—0 —00
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Wir nehmen zunéichst an f € WHH(R"~!). Aus dem Satz von Fubini und Schritt 2 folgt

S [ [ueal| [ e ~
<[ 1/\u<§,z>|dz (7 12 1) ™ o

< n— 1d§

dzdg

Nl e fR falls n = 2

[ s |d§) (/ nlg(ﬁ)d£>n11
(] atoa) TP ([ 1Dutaya) ”

Dies zeigt den Induktionsschluf. Schlielich bleibt zu zeigen, dass f € WHH(R"™1) und |Df| < g:

}£n44=f8a” ::J(i:(AL"1“(§,Z)|8an(€)d§dz

_ /:’o /}Rnil sgn(u(&, 2))0au(€, 2)n(€)dédz

— [ ([ setute pouute, 2z nierae

Es folgt Df(§) = ffooo sgnu(€, z)Du(€, z)dz, und insbesondere |Du| < g. O

H&®r<{ &HJ‘H2%> (Jenr 9()dE) ™ fallsn >3
Schritt 2 < (
i

Als niichstes fragen wir uns, ob wir aus einer W'-beschriinkten Folge eine L7
folgt auswahlen kénnen. Dazu zunéchst zwei Beispiele

Loe-konvergente Teil-

Satz 3.17 (Einbettungssatz von Rellich). Seien u, € WHP(R™), p € [1,n) und ||ug||yr, < M <

oo fiir alle k. Dann gibt es ein w € LP (R™) mit p* "—_”, so dass nach Wahl einer Teilfolge gilt
up = uw in LE (R™) fir g € [1,p*).

Beispiel 3.18. Sei u € C}(R), u # 0, und uy, : R — R, ug(x) = u(z — k). Dann gilt ||ug|yr =
ullyy1r < 0o, und up — 0 punktweise auf R. Es gilt aber nicht u;, — 0 in LI(R). Das heifit, wir
konnen hochstens lokale Konvergenz erwarten.

Beispiel 3.19. Sei u € CH(R™), u # 0, und A > 0. Sei
uy :R" 5 R, uy(z) = v tu(lz) (p € [1,n)).
Es folgt
IDurllz, = I1Dull & fuallps = A7 777 flul -

Da sptuy = %sptu gilt uy — 0 punktweise fast iiberall, falls A — co. Aber uy — 0 in LZ(R™) nur
fir 2 —1-2>0,dh. Q<%-

Bemerkung 3.20. Fiir p € (1,n) gilt w € WP(R") und || Du||;, < liminfy_, |[[Dugl|;,. Denn nach
Wahl einer weiteren Teilfolge gilt d,ur — go schwach in LP(R™), und man sieht, dass g, = Oqu.

Satz 3.21 (Arzela-Ascoli). Seien X,Z metrische Raume, und X sei kompakt. Betrachte eine
Folge (fi)ken in CO(X,Y) mit
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(i) (fx)ken ist gleichgradig stetig, d.h.
sup< sup duam“m@»>—+01mt6¢o
keN \ d(z,y)<d
(ii) Fir alle x € X ist {fx(z) : k € N} prakompakt in Z.
Dann existiert eine Teilfolge f,, die gleichmdssig gegen ein f € C°(X,Y) konvergiert.

Lemma 3.22. Sei S, fiir p > 0 der Gldattungsoperatore wie in Lemma 1.8. Dann gilt fiir u €
WLP(]R”)
l[u = Spullp, < Cmp||Dully, -

Beweis. Da C2°(R™) dicht in WP(R™) ist, konnen wir annehmen, dass u € C°(R"). Fiir h € R"
berechnen wir

/n @+ ) *f(x)\l’dx:/n

Daraus folgt

nu&mw—/ﬁ/muymmwmwMy

1 P 1
d
/ d—u(x + sh)ds| dx < / / |Du(z + sh)[P|h|Pdsdz < |h|P || Dull;,
o a8 R™ J0

p
dx

p
dx

=/ﬂ/n@xwm—uu—pamz

SCWM//ﬁ@%wwfwwmwéﬂmMMww%-D
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14. 4+ 15. Vorlesung.

Satz 3.17 (Satz von Rellich). Seien u, € WHP(R™), p € [1,n) und ||ug||yyr, < M < oo fir alle
k. Dann gibt es ein u € LP (R™) mit p* = 2 s0 dass nach Wahl einer Teilfolge gilt up — u in

n—p’
Lioe(R") fiir q € [1,p7).

Beweis (Satz von Rellich). Wir zeigen die Aussage fiir p = ¢. Es gilt

Spur(x) = np* ug(z) =p" /17 ( ) ug(y)dy.

r—y

Dann folgt

n Holder _n n(l—l) _n
[Spur (@) < p~" nllco lurllpr s,y < P "CO) llurllpo@ny Cn)p™ " < Cln,p,n)p~» M

Analog fiir die Ableitung D(S,uy) = S,Duy:
| D(1p % ug) ()| < Clp,n,m)p™" "5 M.

Fiir festes p erfiillen die S,u auf kompakten Teilmengen die Voraussetzungen des Satzes von
Arzela-Ascoli. (Gleichgradige Stetigkeit folgt, weil die Folgenglieder Lipschitzstetig sind mit einer
uniformen Lipschitz-Konstante.) Also gibt es zu festem p > 0 eine Teilfolge k;, so dass S,uz, lokal
gleichmaéssig konvergiert. Wahle nun p; | 0 und dazu sukessive Teilfolgen

(kjl)‘]EN D) (k?)jEN D.. .y
so dass gilt
Sp, Ui — Up, lokal gleichmassig in R™ fiir j — oo.
J
Bilde die Diagonalfolge und numeriere neu: kg = j fir j € N. Es folgt fiir alle p € {p1,p2,... } = A,
dass S,u; — u, lokal gl.m. in R". Fiir o, p € A mit ¢ < p schétzen wir wie folgt ab:
_ < limi - )
[up = uoll, < hjrgg.}f\lspua Ssull
< timinf (18,5 — usll s + s — Syl )
< liminf 2p || Du,||,, <2pM — 0 mit p | 0.
J—00
Weil LP(R™) vollstandige ist (Satz von Fischer-Riesz), folgt es gibt ein v € LP?(R™) mit u, — w in
LP. Wenn wir schliellich o gegen 0 schicken in der letzten Kette von Ungleichungen, dann folgt
lup — ullpp < 2pM
Fiir K kompakt folgt nun, p € A,
lu— uj”Lp(K) < luw = upl| + [lup, — SP“J’HLp(K) + |Spu; — uj”Lp(K) < 2pM + |lu, — SPujHLp(K) + pM.
Da u, — S,u; lokal gleichméssig gegen 0 konvergiert, folgt dass |u, — Spuj||Lp(K) — 0 fiir j — oo.
Es folgt:
limsup [lu — uj||Lp(K) < 3pM — 0 falls p | 0.

j—o0
Damit gilt fiir die gewéhlte Teilfolge also, dass u; — w in L} (R™) mit v € LP(R™). Ferner gilt
nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz |lu;l|,,- < C|/Dul/;, < CA. Aus dem Lemma von
Fatou folgt dann |jul|,,~ < C'A. Die Konvergenz in L} _ fiir ¢ € [1,p) ist klar. Die Konvergenze in

loc

L} fir g € (p,p*) folgt aus dem néchsten Lemma.
Lemma 3.23. Sei u ein Maflauf X, und r € (p,q) C [1,00]. Dann gilt fir f € LP N L9)(pn):
1_ 1
11—« «@ .. T
||fHLP < ”fHLp Hf”Lq Jir a = i,l € (071)'
P q
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Beweis. Es gilt

r_g-r rop
q q—p 4q—p

< / |f|q) AT e O

_|_
SRS =

(l—a)f—i—ozf:
p q

D=3 =
Q= =
3

Q3=

Dann folgt aus Holder

(l—a)r

1= [ < ( / |f|”> P

Beweis (Fortsetzung Rellic). In der Situation des Satzes von Rellich haben wir p < g < p* = n"—f;).
Definiere o wie zuvor. Aus dem vorigen Lemma folgt
1—
e = 5 iy < e = sl G5 e = 5] ey = 0.
—0 <C
Damit ist der Satz von Rellich vollstdndig bewiesen. O

Oft brauch man die Sétze von Sobolev und Rellich auf einer beschrankten offenen Menge. Das

Resultat dazu ist:

Satz 3.24. Sei Q C R™ ein beschrinktes und offenes Gebiet mit C*-Rand.
(i) Firp € [1,n) gibt es eine stetige Einbettung

np

n—p

(i) Ist [lukllyrp) < M < oo fir alle k € N, und p € [1,n), so gibt es u € L1(Q) und eine
Teilfolge, so dass ur — u € L1(Q) fir all g € [1,p*).

WLP(Q) € L (Q)  mit p* =

Um den Satz zu beweisen, setzen wir u € W1P(Q) zu « € WP (R") fort und wenden dann Satz
3.13 bzw. Satz 3.17 an.

Satz 3.25 (Wi’p—Fortsetzung). Sei QO C R™ ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand, und U C R"
offen, so dass Q0 C U. Dann gibt es einen stetigen linearen Operator

E:Wh(Q) = WyP(U) pell, o]
mit Eulg = u fir alle u € WHP(Q).
Beweis. Wir vereinbaren folgende Notation
Q={zeR":|z|| <1} & Q ={recQ:2,<0} &I={zx €@z, =0}

wobei z = (z/,x,) € R""! xR = R". Der Kern des Beweises ist das folgende Spiegelungsverfahren:

Schritt 1: Fiir u € C*(Q~ U I) mit sptu C @ definiere

(!, ) = u(z', zp) flElr x, <0
u(z', —x,) fur z, > 0.

Dann ist 2 € WHP(Q) und es gilt

||a||W1wP(Q) =2 ”uHWLp(Qf) .
Beweis (Schritt 1). Sei ¢ € C°(Q). Wir berechnen mit der Produktregel

oo = [ oG- [ @mor [ oG- [ @m



45

Mit Fubini’s Satz konnen die Intrale iiber Q—, @™ als Mehrfachintegrale geschrieben werden. Aus
¢ € C(Q) folgt, dass fiir ¢ € {1,n — 1} die Integrale bzgl 9;(u¢) verschwinden. Fiir i = n erhalten
wir

On(gu) = /u(wﬂO)qﬁ(x', 0)dz' = — O (Ueh).
Q- I QF

Also gilt [ud;¢p = — [(0;0)¢, wobei §;u = d;u auf @~ und entsprechend d;u = —d;u(x’, —x,) auf
Q.

Schritt 2: Die Aussage von Schritt 1 gilt auch fiir u € WHP(Q~) mit sptu C Q.

Beweis (Schritt 2). Nach Meyer-Serrin kénnen wir v € C*°(Q~) annehmen. Allerdings brauchen
wir es in C*°(Q~ U I). Deshalb brauchen wir die stiarkere Version des Satzes von Meyer-Serrin,

die besagt, dass wir v € W1P(Q) sogar durch u € C°°(Q~) approximieren kénnen bzgl. der
WhP_Norm. Dies gilt, da der Rand dQ~ hinreichend reguliir ist (Lipschitz-Rand).

Schritt 3: Konstruktion einer globalen Fortsetzung.

Beweis (Schritt 3 und Ende des Beweises). Wir {iberdecken 92 durch offene Mengen Uy, ..., Uy, so
dass C!-Diffeomorphismen ¢; : U; — @Q existieren mit ¢;(U; NQ) = Q~. Zusammen mit Uy = Q ist
die Familie (U;);=o,... n eine offene Uberdeckung von 2, und es gibt eine untergeordnete Zerlegung
der Eins n; € C°(U;) mit Y n; = 1 auf Q. AuBerdem gilt ohne Einschrinkung, dass n; € C°(U).
Andernfalls multipliziere noch mit einer geeigneten Abschneidefunktion.

Fiir u € W1P(Q) kénnen wir nun wie folgt definieren:
N

Eu :=nyu + ZTJZ o¢; mity; = (771“) © d);l
=1

Dabei sei v; o ¢; durch Null auf R™ fortgesetzt. Es gilt

_ iU auf QNU;,
v; 0 il =

o

0 sonst.

Also folgt Eulg = nou + sz\il niw = u. AuBerdem is Eu € W1P(R"™) mit sptEu C U. Die
Abschétzung fiir die Stetigkeit folgt schlielich aus Schritt 1 und 2, und der Soblev Transformation-
formel. O

Satz 3.26 (Poincare Ungleichung I). Sei Q =R~ x (0,d).
Dann gilt fiir u € WP (Q) = CSO(Q)H.HWLP(Q) :
ull Loy < dlIDull o (q) -

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass u € C°(Q). Fir (2/,z,) € 2 folgt aus der Holder Ungle-
ichung

1
P

In . d
Ju(@’, @n)| = ‘/ Onu(a’, s)ds| < dv (/ |8nu(x’7s)|pds>
0 0

Daraus folgt durch Integration tiber {2

d d
/|u\p§dp71/ / / |8nu(x’,s)|pdsdxnda:’Sdp/ |DulP. O
Q re—1 Jo Jo Q

Satz 3.27 (Poincare Ungleichung II). Sei Q C R™ ein beschrinktes C1-Gebiet. Dann existiert
eine Konstante C'(n) > 0, so dass

[ull ooy < C(M) [[Dull oy fiir alle u € WLP(Q) mit / u=0.
Q
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Lemma 3.28. Sei ) C R™ ein Gebiet und u € Wlif(Q) Es gilt

/Qu@zaqﬁ =0 fir$e CHQ) und allea=1,...,n.
Dann ist u konstant fast tberall.
Beweis (Satz). Durch Widerspruch. Sonst gibt es eine Folge uy € WHP(Q) mit [, up = 0, so dass
urll o) > K 1Dull 1o ()

Indem wir uy durch ||uk||z,}(9) uy, ersetzen, kénnen wir annehmen, dass [uxl/;,q) = 1. Nach
Rellich gibt es dann eine Teilfolge u — w in LP(§2) mit

(12) Ju=0& ful, =1

Die Ungleichung ergibt auerdem, dass || Dug|| (o) beschréankt ist. Das heifit nach Wahl einer

weiteren Teilfolge konvergiert Duy schwach-(x) in LP(€Q2) gegen g = 0. Nun, tiberpriift man leich,
dass g = 0 die schwache Ableitung von w sein muss. Aber da ) ein Gebiet ist ergibt sich, dass
u = const fast tiberall. Ein Widerspruch zu (12). O

4. UNTERHALBSTETIGKEIT

Wir betrachten wieder Funktionale der Form

= / f(z,u(z), Du(z))dxr wobei @ CR™ und u:Q — R™
Q

Definition 4.1. f:Q x R™ x R™*" — R heifit Caratheodory Funktion, falls
- f(-, z,p) ist messbar fir alle (z,p) € R™ x R™*™
- f(x,-,-) ist stetig fir fast alle x € Q.
Satz 4.2 (Konvexitdt = Unterhalbstetigkeit). Sei f : QxR™ xR™*"™ — R Caratheodory Funktion.
Es gelte:
(1) Es gibt eine Funktion ¢ € LY(Q) mit f(z,-,-) > ¢(x) fiir fast alle z € Q.
(2) f(z,z,-) ist konvez als Funktion von p € R™*" fir alle (z,z) € Q x R™.
Seien dann ug,u € W21 (Q) mit u, — u lokal in LY(Q) (das heifit beziiglich [lp1 () und Duy —

loc

Du schwach lokal in L*(2). Dann folgt
/ f( u, Du) < hmmf/ f(, ug, Duy).
Q

Beweis (Satz). Sei ohne Einschrinkung ¢ = 0. Sonste betrachte f(x, z,p) = flz,z,p) — ¢(x).
AuBerdem sei ohne Einschrinkung Q beschrinkt und uj — u in L*(Q2) bzw. Duj — Du schwach
in L'(©). Sonst wihlen wir eine Ausschépfung (i, Q; = @ (mit Q; C Q41 und Q; kompakt fiir
all i € N .) Dann gilt fiir jedes i € N
/ f(,u, Du) < hrnlnf/ f( ug, Dug) < hrnlnf/ f(, ug, Dug,).
Q;

k— o0 k—o0
>0 f u.

Und mit 7 — oo folgt

/f(~,u,Du <hrn1nf/f s Uk, Dug)
Q

wobei die linke Seit konvergiert wegen dem Satz iiber montone Konvergenz.

Ohne Einschrinkung nehmen wir auch an, dass ux — w fast iiberall und F(ux) — p < 0o mit
k — oo.
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Lemma 4.3. Betrachte fir x €  und ¢ > 0. Ses
Ap(z) = [f(z,u(z), Dug(x)) — f (@, ur(z), Duk(z))]
Ek,e = {IL’ e Ak(ﬂf) > 6}
Dann gilt nach Wahl einer Teilfolge L (Ey ) — 0 fiir k — oo und alle € > 0.

Beweis. Angenommen die Aussage stimmt nicht. Dann gibt es also ein § > 0, so dass L"(E, ) >

0 > 0 fur alle j € N. Schwach konvergente Folgen sind beschrankt. Also existiert ein C' > 0, so
dass

||DujHL1(Q) <(C furallieN.
Auflerdem fiir alle A > 0 die Markov Ungleichung
1
L'{x € Q: |Duj|(z) > A}) < X/ | Duj|.
Q

Das heif}t, es gilt

= Q

g fiir A > % und fiir alle j € N.

(Ej.c) —6/2. Betrachte nun die Mengen

L({|Duj| > A}) <
und es gilt L™"(E; \ {|Du;| > A}) > L

<

3

Dyc = |J Eje n{|Du;| < A} = | E; \ {|Dyy| > A}
j=k j=k

Die Dy, . ist absteigend in k, und £™(Dy ) > §/2 fiir alle k € N. Deshalb folgt aus o-Additivitat

~ 0
L" Dica)= lim L"(Dgcn) > —.
(101 kea) = Hm L%(Dyen) 2 5
Daraus folgt, dass fiir alle z € ﬂzozl Dye,n gilt, dass ¢ € Ej. o fiir unendlich viele j. Fiir alle
Z € [ Dp.e,a gibt es also eine Teilfolge u; mit j — oo, so dass

{Duj (@) <A
|£(z,u(z), Duy(x)) — £z, u5(2), Dus(a))] > .
Nach Wahl einer weiteren Teilfolge, gilt
Duj(z) = p e R™" & wuj(z) — u(z).
Da f(x,-,-) stetig ist fiir fast alle z € Q folgt fiir fast alle z € (y—; D e,n
|f(z,u;(z), Duj(x)) — f(z,u(z), Du;(x))| — 0 falls j — oo.
Da ist ein Widerspruch zu | f(z,u;(x), Du;(z)) — f(z,u(zx), Du;(z))| > e. O
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16. Vorlesung.
Satz 4.2 (Konvexitdt = Unterhalbstetigkeit). Sei f : QxR™ xR™*"™ — R Caratheodory Funktion.
Es gelte:

(1) Es gibt eine Funktion ¢ € L*(Q) mit f(x,-,-) > ¢(x) fiir fast alle x € Q.
(2) f(z,z,-) ist konvex als Funktion von p € R™*™ fir alle (x,z) € Q x R™.

Seien dann ug,u € WhH(Q) mit uy, — u lokal in L'(Q) (das heifit beziiglich [l (02)) und Dug, —

loc

Du schwach lokal in L*(2). Dann folgt
/ f(G u,Du) < hmlnf f( ug, Dug).

Lemma 4.4. Betrachte fiir x € Q und e > 0. Sei
Ap(z) = [f (@, u(x), Dup(x)) = f(z,uk(z), Dug(z))]
Epe={rcQ:Ak(z) > ¢}
Dann gilt nach Wahl einer Teilfolge L™ (Ey ) — 0 fiir k — oo und alle € > 0.

Exkurs: Satz von Hahn-Banach fiir konvere Mengen.
Im folgenden sei X ein Banachraum.

Definition 4.5. Zwei Mengen A, B C X werden durch das Funktional ¢ € X', ¢’ # 0 getrennt,
falls ¢(z) < ¢(y) fir alle z € A und y € B.

Satz 4.6 (Hahn-Banach fiir konvexe Mengen). Seien A, B C X konvez, A offen und AN B = {).
Dann konnen A, B durch ein ¢ € X' getrennt werden.

Folgerung 4.7. Sei K C X konvex, und 0 ¢ K. Dann gibt es ein ¢ € X' mit ||¢|| = 1 und
¢(z) < —d(0,K) fir allex € K.

Beweis. Da 0 ¢ K, folgt d(0, K) > 0. Wihle als ¢ € X’ mit ||¢|| = 1, so dass K und Bg(0)
getrennt werden. Es folgt

o(x) < d(z) Ve e K & Vz € Br(0) = ¢(x) < —R|¢||=-R Vee K. O
Beweis (Satz 4.2, Fortsetzung). Wir beweisen den Satz in 2 Schritten.
Schritt 1: Fiir G C Q messbar gilt [, f(x,u, Du) <liminf,_, [, f(z,u, Duy).
Erinnerung: (LY(GQ)) = L>(G).
Beweis (Schritt 1). Nach Voraussetzung gilt Duy, — Du schwach in L'(G).
Eine Testfunktion ¢ € L*>°(G) setzen wir durch 0 auf ganz Q fort.

Sei K die Menge aller endlichen Konvexkombinationen der Duy. Dann ist K konvex, und Du liegt
im L!-Abschluss von K. Sonst gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach fiir konvexe Mengen ein
§>0undein ¢ € L (@) mit g(Duk — Du) < —¢ fiir alle k € N im Widerspruch zur schwachen
Konvergenz. Es gibt also o} > 0 mit i,k € N, so dass fiir festes i € N o, # 0 nur fiir endlich viele
k, > pe,ai =1und

Pl = Za};Duk — Du in LY(G) falls i — oo.
i=k
Wir kénnen annehmen, dass p° — Du punktweise fast iiberall. Es folgt

f(z,u(x), Du(z)) = lef& f(z,u(x),p'(x)) (fiir fast alle z € Q)

< lim infz ok f(x,u(zx), Dug(z)) (Konvexitit in p.)
i—00 —
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Durch Integration folgt mit dem Lemma von Fatou

/ f(z,u, Du) < limiana}; f(z,u, Duy) < sup/ f(x,u, Duy).
G 11— 00 k=1 G

keN

Wir wahlen nun e > 0 beliebig. Dazu sei nun uy, als Teilfolge von wuy so gewéhlt, dass
sup/ f(x,u, Duy,) < hmmf/ f(z,u, Dug) +
ieN Ja 100

(und wenn alles vorige an auf u,). Da e > 0 beliebig ist, ist damit Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2: Beweis des Satzes. Wende das Lemma an mit € = L"( 5 Dann folgt nach Ubergang zu
einer Teilfolge, dass

[ee]
ZLH(Ej’E) < Q.
j=1

Setze Dy e = U;’;k E; . Dann folgt

Schritt 1
/ flz,u,Du) < liminf/ f(z,u, Du,)
N\ D, J7e0 JO\Dy,

< lim inf/ f(z,uj, Duj) + eL™(Q)
O\ Dy e ~——

j—oo
=4

< liminf/ f(z,uj, Duj) + 6.
Q

Jj—o0

k—)oo

Es gilt £™(Dxg,)
Konvergenz, dass

0, und Q\Dy, . ist aufsteigend. Es folgt mit dem Satz iiber monotone

/f(a:,u,Du <hm1nf/f x,uj, Duj) +6
Q

J]—o0

und somit folgt fiir § — 0 die Behauptung. O

Satz 4.8 (Existenz von Minimierern). Sei 2 C R™ beschrdnkt und f : Q x R™ x R"*™ — R eine
Caratheodory funktion mit folgenden Figenschaften:

(i) Konvezitit: f(x,z,&) konvex in & fir alle (x,z) € Q x R™.
(i) Koerzivitit: es gibt p € (1,00), A > 0 und ¢ € L*(Q), so dass fiir fast alle z € Q gilt:

f(x,2,6) > NP — o(x)  fiir alle z,€.
Fiir ug € WHP(Q,R™) betrachte die Klasse

C= {u e WHP(Q,R™) :u — ug € WyP(Q,R™), F(u) < oo}.
Ist C # 0, so gibt es ein v € C mit F(u) = infyec F(v).

Beweis. Wahle u; € C mit F(u;) = p:= infe F < co. Aus Koerzivitét folgt

/QDuj|p§i</9f(-,uj,Duj)+/Q¢> <C.

Aus der Poincaré-Ungleichung, Satz 4.5, folgt
/ lu;|P < C’(diamﬂ)/ |Duj|P < C.
Q Q

Nach dem Satz von Rellich, Satz 3.17, gibt es ein u € W'P(Q,R™), so dass nach Ubergang zu
einer Teilfolge u; — u in L?(Q) und Du; — Du schwach in L?(Q2). Hier brauchen wir p > 1. Es
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folgt insbesondere u; — w in L'(Q), Du; — Du schwach in L'(Q). Also gilt nach dem vorigen
Satz, dass

F(u) < liminf F(u;) = iréf}".

J—00

Nun ist W, ?() ein abgeschlossener Unterraum von W1 (£2), also ist W, () auch abgeschlossen
beziiglich schwacher Konvergenz (Hahn-Banach, Folgerung). Somit gilt u—ug € WP (Q, R™) bzw.
u € C, und u ist der gesuchte Minimierer. O

Wir wollen nun untersuchen, ob Konvexitiat des Integranden bzgl. ¢ notwendig fiir die Unter-
halbstetigkeit ist, bzw. ob schwachere Bedingungen ausreichen. Im folgenden betrachten wir zur
Einfachheit nur Integranden der Form f = f(£).

Definition 4.9. Sei @ = [0,1]™ C R™. f:R™*™ — R heifit quasikonvex, falls

/ G /Q F(6+ Do())da

fiir alle € € R™¥™ und ¢ € C°(Q,R™).
Bemerkung 4.10. Ist f € C°(R™*") konvex, so folgt aus der Ungleichung von Jensen

/f - /5 / (€ + Do) /f (€ + Dg).

das heifit: konvex = quasi-konvex.
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17. Vorlesung.
Definition 4.9. Sei Q = [0,1]" C R™. f:R™*"™ — R heifit quasikonvex, falls

/ 1€ /Q F(€+ Do(a))da

fiir alle £ € R™*™ und ¢ € C°(Q,R™).
Satz 4.11. Sei f € C%(R™*") quasi-konvez.
Dann gilt fiir alle £ € R™*™ und alle A € R™ ™ vom Rang Eins D?f|¢(A, A) > 0.

Bemerkung 4.12. Eine Funktion f : R™*"™ — R heifit Rang Eins konvex, falls fiir alle £ € R™*™
und alle A € R™*™ mit rang rg(A) = 1 gilt:

t— f(§+tA) ist konvex.
Fiir f € C? gilt
d2
@f(ﬁ +tA) = D*f({+tA) (A, A).
Das heifit also: f € C?(R™*") is Rang-Eins konvex <= D?f(£)(4, A) > 0 fiir alle £, A € R™*",
rg(A4) = 1.
Ist rg(A) = 1, dann gibt es ein n € R™, |n| = 1, mit Im(A) = R - 7. Mit A = ATy € R folgt
Az = (Az,n)n = (z, N = A, = Aan'.
Sei A ® n die Matrix (Aan")a,;
Dann kénnen wir die Rang Eins Bedingung D?f(£)(A, A) > 0 wie folgt schreiben:
82f
9EL0%
Die Legendre-Hadamard Bedingung.

)\ aAgn’ ' >0 fiir alle A € R?, 7 € R™.

Beweis (Satz). Sei ¢ € C*(Q,R™) und £ € R™. Nach Voraussetzung hat die Funktion ¢t —
fQ f(E+tD@) bei t = 0 ein Minimum, also folgt

0< L, O/f +tDg) = /D2 )(Do, Do),

Seien A € R™ und n € R™ gegeben, und J € C°(Q

Wihle ¢(z) = 1J(z)p(k(\, z))n. Dabei sei p: R — R, p = p(s), die Sagefunktion, und k € N. Wir
berechnen die Ableitung von ¢

Dé(x) = J(z) p'(k(A z)) X@n + %P(’f@\, z))DJ(x) @

=+/-1

—0

— 0< lim DQf(f)(D‘vad’)

k—o0

/J 2D f( )\®n7)\®77):DQf(g)()\®n,)\®n)/J(x)Qd:c. O
- >0

Satz 4.13. [Morrey] Sei f € C*(R™*"), f = f(&) mit
(13) 0<f() <C(E"+1)  fir einp € (1, 00).

Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
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(1) F(u) = [, f(Du) ist unterhalbstetig beziiglich schwacher Konvergenz in W(Q) fir jedes
offene Gebiet ().
(2) f ist quasi-konvez.
Bemerkung 4.14. Sei m = 1 oder n = 1. Dann gilt:
f konvex = f quasi-konvex = f Rang Eins konvex = f konvex.

Letzter Schritt folgt, da fiir min(n, m) = 1 alle m x n-Matrizen hochstens Rang Eins haben.

Beweis. (1) = (2): Wéhle Q = Q = (0,1)" und ¢ € C°(Q,R™).

Wir setzen ¢ Z™-periodisch fort auf R™ und betrachte ug(z) = & -z + %qﬁ(kw) fiir k € Z. Es folgt
mit u(z) = £z, dass up — u gleichméssig auf @ und || Dug || po (o) < C < 00.

Aus diesen Eigenschaften folgt, dass [[uk|ly1.(g) < C < co. Da WH(Q) ¢ WHP(Q) mit
lvllwre < lollyio, fOlgt uy is beschrankt in WHP(Q) fiir jedes p € (1, 00).

WLP(Q) ist reflexiv mit Dualraum W19(Q) (% + + =1) und es gilt up — u schwach in W1?(Q)
fiir eine Teilfolge.

Bemerkung: Zu zeigen: WP(Q) fiir p € (1,00) ist reflexiv. (Ubung)

1
q

Dann

/Q F(€)dz = /Q f(Du) < liminf /Q F(Duy)
— lim inf /Q £(€ + Do(kz))dz

k—o0

= lim inf f

(€ + Dok dy = | f(e+ Dote)i
Also ist f quasi-konvex.
(2) = (1): Ist f quasi-konvex, dann gilt auch

GE /Q J(E+ Dofe))de fiir alle 6 € W (Q,R™).

Dazu sei € > 0 beliebig und ¢ € C2°(Q, R™) mit [|D(¢ — )|}, o) < € Dann folgt
#6) < [ ¢+ Dofa))do
Q

< / F(€ + Di(@)) + / (€ + Do(x) — F(€ + Dip(a))| < / F(E+ Di(a)) + Ce.
Q Q Q

In der letzten Ungleichung benutzen wir f € C2.
Da schwach konvergente Folgen beschrénkt sind, gilt
(14) lurll o + [[Duklp < C.

Wegen Bedingung (13) folgt, dass F(u) < C' < co. Also existiert p := liminfj_,oo F(uz). Nach
Ubergang zu einer Teilfolge gilt

Flur) = p,
(15) Duy, — Du schwach in LP(Q) wegen (14),
ur = u € LY () wegen (14) & Konvergenzsatz von Lebesgue.

loc

Weiter behaupten wir
(16) IDF(E)| < O+ [¢[P7Y)  fiir alle £ € R™*™,
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Betrachte dazu die konkave Funktion
g(t) = f(E+tA) mit rg(A) =1,]|4| = 1.
Es gilt

Df(§)A=g'(0)

1
;g(t) fir ¢t > 0, da ¢(t) konvex.

IN

< %(IEJm&A\P +1) < %(|§\P+tp +1).

Wiihle ¢ = || + 1 und erhalte Df(£)A = C(|€[P~! +1). Da wir A als Matrix withlen konnen, die
iiberall 0 bis auf einen Eintrag, folgt

af _
(17) ~(©)| < ClglP + ).

o&,
Der Kompaktheitssatz fiir RadonmaBe liefert nach Ubergang zu einer Teilfolge
(18) (14 |Dul? + |Dug|?)dL™ — p Radonmaf.

Da 4 ein Radonma$, ist die Menge aller s € R mit u({z € Q:z, = s}) > 0 abzihlbar, wobei
1<a<n.

Seien D die dyadischen Zahlen, also
D={seR:2s€Z" firein j € No}.
Betrachte die Aquivalenzrelation §1~ Sy < S — 89 € D.

Die Aquivalenzklassen sind von der Form s+Q mit s € [0, 1], wobei je zwei verschiedene irrationale
Zahlen in [0, 1]™ verschiedene Aquivalenzklassen erzeugen. Inbesondere ist eine Aquivalenzklasse
abzahlbar, und es gibt iiberabzahlbarviele Aquivalenzklassen.

Also gibt es ein § € [0,1)"” mit u({z € Q:xq =8, fira=1,...,n}) =0 fiir alle s € § + D.
Sonst gilt p({x € Q: 24 = so fir a=1,...,n}) > 0 fiir alle s € ¢+ D und fiir alle ¢ € [0,1]. Also
hétten alle Punkte in R™ positives py-Maf}, was der Eigenschaft widerspricht ein Radonmafizu sein.
Nach Verschieben des Koordinatensystems gilt

(19) p{r ez, =s}) =0fir 1 <o <nund fir alle s € D.
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18. Vorlesung.

Beweis (Fortsetzung). Zuvor haben wir eine Familie von Wiirfeln W mit Ecken in s+ D (s € [0,1])
konstruiert, so dass p(0Q) = 0 fiir alle Q@ € W. Ohne Einschrankung sei s = 0. Sei W; die Menge
von Wiirfeln @ mit Kantenlinge 277 und j € Ny. Dann gilt auch

(20) 1(0Q) =0 fiir alle @ € W;, und alle j € Ny.

Setze Du(x) := 0 fiir alle z ¢ Q und p; = m fQ Du falls x € Q mit Q € W;.
Behauptung: p; — Du in LP(Q2).
Wir zeigen: f c LP(R”) und fj = ﬁ@ fQ f falls z € Q mit Q S Wj, dann fj — f in LP.

Schritt 1: Die Behauptung stimmt fiir f € CO(R").

Sei x € R” und Q € W; mit z € (). Dann
< sup |f(z)— f(y)] = 0 gleichmissig bzgl. =

@)~ fy(a |—]/ iy < s

falls j — oo, da f gleichmassig stetig. Insbesondere folgt also, dass f; — f in L.
Schritt 2: Es gilt Hfj”Lp(Rn < ”f”Lp(lR" :

1
5 = X [ 150 = 3 11| [ ] <

QeEW; QeEW;

3 / A1 = 112 oy -

QeEW;

Schritt 3: Beweis f € LP(R™) durch Approximation. Sei f € CO(R™).
1 = fillpoeny <[P = A T+ -
Schritt 2
<

LP(R)

2s =], 17 -7l

Lr(R) L (R™)

Mit j — oo folgt aus Schritt 1
timsup 1S = fl oy <2 = 7]

j—)OO

Lr (Rn ’

Da C?(R") dicht liegt in LP(R™), folg die Behauptung. d

Behauptung: Nach Wahl einer Teilfolge gilt auch
(21) fopj — foDuin L*(Q).

Denn fop; — fo Du punktweise f.ii., und mit (13) folgt die Aussage, da p; — Du in LP und mit
dem Konvergenzsatz von Vitali (oder auch Lebesgue).

Sei € > 0 gegeben, und mit j hinreichend grof}, gilt dann
(22) lpj — ‘DUHLP(Q) + f(py) — f(Du)HLl(Q) < €.
Weiter withle U C €, so dass U kompakt und U C € mit
(23) f(Du) < e
Q\U
Da U kompakt, wird U von endlich vielen Q; € W; mit I = 1,...,m iiberdeckt. Sei 0 < y < 1 eine
Abschneidefunktion mit Tréger in der Vereinigung der Q;, wobei spty C |-, 52[. 52 bezeichnet

das Innere von Q.
Setze vy, = x - (ux — u) sowie (Du); = ﬁ Jo, Du- Es folgt
f>0

Z fDuk Z fDu+ka)+Ek.
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wobei By =372, [ (f(Dug) = f(Du+ Duy)).

Setze weiter
Z fDu—i—ka Z f (Du); + Duy,) + E,

wobei EF =Y, le [f(Du+ Duvg) — f((Du); + Dug)] . Jetzt verwenden wir die Quasi-konvexitét:

Z f Du -‘rDUk Z f DU Af(p]> ::]:(u>+EI§7

B} = /U ) - /Q F(Du).

Insgesamt ergibt sich die Ungleichung
F(ug) > F(u) + Ej, + Ej + E}.

wobei

Wir zeigen nun, dass die Fehlerterme gegen 0 konvergieren (falls u; — u schwach).

Zuerst folgt fir vy, = x(up — u):
Du+ Dvy, = Duy, auf {x: x(x) =1} und Duvy = Dx(ur — u) + x(Duy — Du).
Es folgt mit (13):

m

|EL|l = Z/ (Duy) — f(Du+ Duy)] gcz/ [1 4+ |Dug|? + | Dul? + | Dx|P|us, — ul?].
Qin{x<1}

Fiir K — oo folgt aus der Definition g, mit (15) und dem Portmonteau Lemma:

r m m
lim inf C’Z/ [1 4 |Dug|? + | DulP] —|—/ |Dx|Plug — ulP| > C’Zu(@l N{x <1}).
koo Qun{x<1} Qun{x<1} =1
(24) o B < €' Q0 {x < 1)

=1

Als néachstes betrachten wir E,%:

|| <Z If Du + Duy) — f((Du)i + Duy)|

|f(Du+ Duvy) — f((Du); + Duy)|

I
0 t=0

/ Df(tDu+ (1 —t)(Du); + ka)dt‘ |Du — (Du);| dx

Qu

J,
“J

(3)
<C [1 + |Du\p_1 + \Duk|p_1 + |D><|p_1|u;C — u|p_1] |Du — (Du);|dzx.
Q1

f(tDu+ (1 —¢)(Du); + Dug)
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Beachte dazu, dass [, [(Du)ifP~" = [, |ﬁ Jo, |DulP=t = [, [DulP~".
Durch Summation iiber @Q; folgt

2| <C / [1+ | DufP~" + | Dug?™ + | Dx|P~ ug — ufP~1] |Du — p;|de
Q

SO[/ (1+|Du|P+|Dukp+|Dx|p|uk—u|p} ( |Du—pj|P)
Q Q

Mit (15), (18) und (22) folgt

1
P

limsup | E7| < Ce,u(Q)%l.

k—o0

Schliefllich
B} = /U ;) - /Q sow == [ 0w+ / (F(py) — F(Du)).

U
Die Wahl von U und j ergibt

|E}| <

[ a0+ [ 15,) - 50w < 2
U Q

Zusammen ergibt sich nun

Flu) < liminf Fluy) +C Y p(@ 0 {E < 1}) + Cep()"7 + 2.
=1

Beachte, dass x beliebig war. Deshalb wihle x5 + 3", 15 . Es folgt
1

m( QN {xr <1}) = p(0Q:) =0
nach Wahl des Gitters. Nun folgt mit ¢ — 0 die Behauptung.
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19. Vorlesung.

Wiederholung. Wir haben gezeigt: f : R™*" — R ist quasikonvex <—= F = fQ f(Du) ist unter-
halbstetig bzgl. schwacher Konvergenz in WP ().

Folgerung 4.15. Sei 2 C R offen, f: R™*™ — R quasikonvezx, f > 0 und f erfille die Wachs-
tumsbedingung (13). Auflerdem sei f koerziv. Das heifit, es gilt

f(p) = Alp|*  fiir ein q € (1,00).
Fiir ug € WH9(Q,R™) betrachte die Klasse
C= {u € WIP(QR™) : u— up € WEP(Q,R™), F(u) < oo} .
Ist C # 0, so gibt es ein u € C mit F(u) = inf,ec F(v).

Problem: Quasi-konvexitit ist schwierig zu iiberpriifen.

Deshalb fithren wir im Folgenden das Konzept der Polykonvexitét ein.

Definition 4.16. Eine Funktion f : R™*"™ — R heifit polykonvex, falls eine Funktions g :
R7(%m) 5 R existiert, so dass

f(p) =9(T(p))

wobei T : R™*™ — RT(™™) 50 dass T(p) = (p, adjs(p), - - -, adj,nn (p)). Hier ist mAn = min(m, n).
adj steht fiir die Matrix aller s x s Unterdeterminanten der Matrix p € R™*™, und

=3 (1))

s=1
Bemerkung 4.17. (i) g ist nicht eindeutig bestimmt.
(ii) Fir n=m =2 ist 7(2,2) =5, da @) =2 und (?) =1, und T'(p) = (p, det p).

Satz 4.18. Sei f : R™*"™ — R nach unten beschrinkt. Dann gilt: falls f polyconvex, so ist f
quasikonver.

Beweis. Zunichst betrachten wir den Fall m =n = 2. Es gibt ein konvexes g, so dass f =goT.

Lemma 4.19. Sei Q = [0,1]> C R?, und ¢ € C(Q,R?). Dann gilt
T(p) = / T(A+ D¢(x))dz.
Q

Beweis (Lemma).

det Dp = 011022 — 02010102 = 01(p10202) — O2(Pp10102).

Mit partieller Integration erhalten wird

/ det(p + Do(x))dx = / [detp + p102g® + p301¢" — pydid® — pid2¢" + det Do
Q Q

= / [det p + p102¢” + p3010" — p301¢” — PrD2g" + D1 ($102¢2) — Da(P10162)]
= dgt p.
Mit fol 0;¢(zt, 2?)dx* = 0 folgt daraus bereits die Behauptung. O
Dann folgt mit der Jensen Ungleichung und dem Lemma

/ F(p + Do(a))dz = / o(T(p + Do(a)))dz > g / T(A+ Do(a))dz = o(T(p)) = f(p).
Q Q Q

Also ist f quasi-konvex.
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Um das allgemeine Resultat zu beweisen, benétigen wir einige Aussagen iiber Differentialformen.

Alternierende Formen. A™R"™ bezeichnet den Vektorraum aller alternierenden m-linearen Ab-
bildungen a : R” x ...R"™ — R. Das heifit a(...,v,...,w,...) = —a(...,w,...,v,...).
—_——

m-mal
Im allgemeinen gilt fiir o € S, dass sgn(o)a(vy, ..., vm) = A(Ve1), - -+ Vo(m))-
Fiir Linearformen a; : R® — R i =1,...,m definiert man 8 = a; A --- A a, durch

B(vi, ..., vpy) = det ({ai(vj)}i,jzl,...,m) .
Aus den Eigenschaften der Determinante folgt, dass § € A™R™.

Satz. Sei eq,...,e, die Standardbasis in R™, und e',...,e" die dazu duale Basis von A'R™ =
(R™)', also e'(ej) = 5; Dann ist {e N Ae'm iy <o+ <y} ist eine Basis von A™R".
Satz. FEs gibt genau eine bilineare Abbildung
AFR™ x A'R™ — AFR™ ) (a,8) = a A B
mit der Figenschaft
(a1 A Nag) AN(Br A AB)=a1 A~ ANag ABL A+ A By

Beweis. Seien oo € AFR™, 3 € A'R™ mit entsprechenden Basisdarstellungen.
a= Zoqe] und B = ZBJeJ.
I J
Es muss dann gelten
a/\ﬁ:ZaIﬁ]e“ Ao Aem Aedt A Nelt,
1,0

Nun definieren wir die Abbildung durch diese Formel. Es bleibt zu zeigen, dass die geforderten
Eigenschaften gelten. (]

Differentialformen. Sei Q offen. Eine Abbildung o : © — A*R™ heifit k-Form. Fir i =1,...,n
setzen wir dz’ = e’. Es gilt dann, dass jede Differentialform « dargestellt werden kann durch
a= Z aih,,,,ikdx“ A Adate,
T=iy < <iy,
Die aj,,... i, : 2 = R heiBlen Koeffizientenfunktionen. Wir sprechen von einer C*-form, LP-Form,
usw., falls die Koeffizienten in C*, LP usw. liegen.

Die duBlere Ableitung da einer k-Form o € C1(Q, A¥R™) ist definiert durch

da = iZaﬂI Adxt A da!
i=1 I

wobei dz! =dz™ A - Adz™ mit T =i < ...4.
Satz. FEs gilt
(i) dda =0 fiir alle C*-k-Formen .
(i) d(aAB) =da A B+ (—1)29a A dB.
Beweis. (i) folgt direkt aus der Definition alternierenden Formen, von d und wegen 0;0; = 0;0;.
(ii) folgt aus
dla A B) = Zn: 0i(arBy)dx’ A dxt A dx”

=1



Sei (2 C R™. Eine n-Form lasst sich schreiben als o = a17.,_,ndx1 A -+ Adx™. Dann setzen wir

/Q o= /Q an,...n(w)ds.

Satz. Sei Q C R™ offen und o € C§(2, A"~'R™). Dann gilt [, do = 0.

Beweis. Satz von Stokes.

59
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20. Vorlesung.

Satz 4.20. Seil € {1,...,m}. Seil < p < 0o und up — u schwach in WHP(Q,R™). Dann gilt
fiir ¢ = 2 € (1,00) und jeden Multi-Index I =iy < --- <i;:

ap = dul A Adult — du™ A--- Adu' = schwach in LY(Q, A"R")
nach Wahl einer Teilfolge.

Beweis. Sei ohne Einschrénkunk [ = m und I = (1,...,m). Falls m =1 > n gibt es nichts
zu zeigen, weil die Dachprodukte alle verschwinden. Schritt 1: Fiir u € WH?(Q,R™) und 7 €

C(Q, An~™R") gilt

/nAdulA---Adum:(—l)”‘m“/u’dnAdulA---Ad{aiAmAdum.
Q Q

Beweis. Sei zunéchst u € C*°(Q,R™). Dann folgt aus der Produktregel fiir d und dd =0
dun Adu' A+ Adui A Adu™) = d(uin) Adub A Adui A A du™
= (=) g Adut Ao Adut A A du™
Futdyp Adut Ao Adut A A du™.

Integrations ergibt mit [da = 0 die Behauptung. Fiir allgemeines u € WHP(Q,R") folgt die
Aussage durch Approximation.

Schritt 2: Beweis der schwachen Konvergenz fiir n € C2°(2, A"~™R")

Beweis.

/n/\du}c/\nJ\du}f—/n/\dul/\'~/\dum:2/n/\dul/\~~~/\d(u§c—ui)/\-~~/\dum
Q Q —Ja
= —)nmF L (uh —udp Adut A AdutTEA dutTE A A du™,

Z( k n k

; Q

Dann koénnen wir wie folgt abschéitzen

/n/\du,lc/\n#\du’,f/7)/\du1/\'~/\dum‘
Q Q

Z(—l)”_mH / (ul, —ubYdn Adu* A= AdaTE A AT A A du™
Q

<c / g — ] dn] (| Dug ™ + [ Duf™)
Q

< Clldnl| oo lur = ull (IDukl| o + 1 Dullp) = 0

p
Lp—m+1 (spty)

Da ur — win LY (Q) nach Rellich, und da p —m +1 > 1. In der ersten Abschitzung haben wir

. 5 . 1 1 /e . _ —1 .
die Young’sche Ungleichung ab < Eap + Fb” fiir a,b > 0. Denn setzen wir p = %=, dann ist

, m-—1/m-1 om—1
p = — - -1 = .
1 —1 1—1 m—1

und es folgt
aiflbmfi S C(p) (amfl 4 bmfl) .

Schritt 3: Verallgemeinerung fiir n € Lq/(Q, AMTTMR™).
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Sei zunéchst 7 € C°(Q, A"~™R™). Dann gilt

/ndu,lc/\-~-/\du}€"—/ndul/\---/\dum‘

Q Q

< /ﬁdu}c/\n./\du}ff/ﬁdul/\no/\dum
Q Q

—|—’/(n—ﬁ)du}c/\---/\dug‘—/(n—ﬁ)dul/\---/\dum‘
Q Q

< /ﬁdu,lg/\~-~/\du2”—/ﬁdul/\--~/\dum +C’/|n—ﬁ\(|Duk\m+|Du|m)
Q Q Q

: /7705”%/\-“/\%?_/’7d“1/\'--Adum +Clln =l (1Dl + 1Dull7,)
Q Q

In der letzten Ungleichung wenden wir Hélder Ungleichunge an fiir p/m = ¢ und ¢' = (7 —
n-h) = T = 17(pi1) 7 Nach Wahl einer Teilfolge (siehe Schritt 2) verschwindet der erste

Term fiir £k — oco. Dann folgt die Behauptung, da C°(Q, A»~™R") dicht in Lq/(Q7 APT™R™). O

Wir brauchen noch den Pullback einer alternierenden Multilinearform: Sei & € R™*™ = L(R™,R™).
Wir definieren AF¢ : AFR™ — AFR™ durch A*¢(y)(vy,...,v,) = v(€vy,...,Evg). Die Abbildung
€ — A¥¢ ist linear. Fiir Multi-Indizes [ =iy < --- < iy und J = j; < ...Jj gilt:

ARE(e A Ne) (e, heg) = (€7 Ao Ae)(Eey, ..., Eej, ) = det ({e"(&ej,)}) = det (f;:) .
n beziiglich der Basis (e;)i=1,...,

und (e;)j=1,....» in R”, so ist die Matrixdarstellung von Akf gegeben durch die k£ x k& Subdetermi-
nanten der Matrix &, das heifit durch eine (Z) X (72) Matrix.

.....

Wir schreiben A*¢ = (A€, ..., A™""¢) mit der Matrixdarstellung (£, adjy(€), - . ., adj,pn (€))-
Bemerkung 4.21. f : R™*™ — R polykonvex genau dann wenn eine konvexe Funktion

g: L(A'R™, A'R™) x --- x L(A™""R™, A™""R") — R
existiert, so dass f(§) = g(A*¢) fur alle £ € R™*™,

Beweis (Fortsetzung, Satz 4.18). Sei ¢ € C°(Q,R™). Wir setzen ¢ Z"-periodisch fort und betra-
chten wieder

1
ug(z) = €x + E(ﬁ(k:v) mit k€N und & € R™*".

Es gilt up — u schwach in W1P(Q, R™) mit u(x) = £z fiir alle p € [1,00). Nach vorherigen Satz
gilt

A'Dug(e™ A--- Ae) = dull A Adull — A'Du(e A--- Ae't)

schwach in L9(92, A'R™) mit ¢ = 2 und p € (I,00) fiir jeden Multi-Index i; < --- < 4; und jedes
l1e{l,...,m}. Da wir p stets groflier I wihlen konnen, ist die Konvergenz fiir alle [ mindestens in
L'. Das heiBt A*(Duy) — A*(Du) schwach in L'(Q, A*R™). Nun wenden wir Schritt 1 im Beweis
von Satz 4.2 an. Dort hatten wir fiir ein f = f(£) konvex in &, dass schwache Konvergenz von
Duy, — Du in L', Unterhalbstetikeit impliziert. Fiir den Beweis war allerdings nur von Bedeutung,
dass & = Duy — & = Du schwach in L', nicht aber die konkrete Gestalt von & als Differential.
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Nun wenden wir die gleiche Idee an fiir g konvex und A*(Duy) — A*(Du) schwach in L1 (Q, A*R™):
Satz 4.2

[ 1©= [ g™ it [ 94" Du)

Q Q Q

k—o0

=liminf | f(Dug)
k—oo Q

= limin /Q F(€+ Do(ka))da
vzhe likm inf f&+ Do(y))k "dy = / f(€+ Do(y))dy. O
—00 kQ Q

Beispiel 4.22 (Flachenfunktional). Sei m = 3, n =2 und
C={u:u—ugeWH(Q R, uy € W(Q,R3)}. Dann ist

adjy(Du) = (a,b,c) = (31U25’2U3 — Ogug0yuz; Dy uzdout — OyurOauz; Oyus o — 82u181uQ) )
Die Oberflache ist gegeben durch

A(u) :/ \/det(Oqu, Opu) :/ |O1u X Daul :/ Va2 + b2+ 2.
Q Q Q

Es folgt Du +— +/det{0yu, dgu) ist poly-konvex mit g(adj, Du) = |(a,b,c)| (allerdings nicht kon-
Vex).
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21. Vorlesung.

5. REGULARITATS THEORIE FUR SKALARE VARIATIONSPROBLEME

Bisher: Existenz eines Minimierer in einer geeigneten Familie von Abbildungen

e Jetzt: Problem der Regularitdt. Die Existenz ergibt, dass Minimierer nur Sobolevfunk-
tionen sind. Die Frage ist also, sind Minimierer hinreichend glatt und damit klassische
Losung der zugehorigen Euler-Lagrang Gleichung (Hilberts 19. Problem)?

e Vorarbeiten wurden geleistet von: Hilbert (allgemein Losung fiir den Fall n = 1), Morrey
(1940, Losung fiir den Fall n =2, m = 1,2, 3).

e Die allgemeine Losung fiir m = 1 und n wurde von De Giorgi (1956) und - unabhéngig -
von Nash (1958) gegeben. Wenig spéter legte Moser aulerdem einen alternativen Beweis
vor.

e Fiir n > 3 und m > 2 kénnen Variationsproblem singuldare Minimierer haben.

In diesem Abschnitt wollen dieses Regularitiats Resultat von De Giorgi/Nash/Moser diskutieren.

Wir betrachten folgende Situation. Gegeben sei ein Variationsfunktional der Gestalt

F(u) = F(u,Q) = A f(z,u, Du)dx

wobei f : 2 x R x R” — R eine Caratheodory Funktion ist. €2 ist ein beschrianktes Gebiet
und u schwach differenzierbar. Damit f(z,wu, Du) integrierbar ist und damit F(u) < oo fiir alle
u € WHP(Q) und ein geeignetes p € (1,00) nehmen wir an, dass

If(x,z,0)| < C(jv|P +1) fur alle (z,2,v) € @ x R x R"™.

fiir eine Konstante C' > 0 und ein p € (1,00). u € WP(Q) ist ein Minimierer von F, falls
F(u) < F(u+ ¢) fiir alle ¢ € W, P(Q).

Definition 5.1. Wir sagen eine Funktion u € WP ist ein Q-Minimierer fiir ein Q > 1, falls fiir
alle offenen Teilmengen ' C Q und jedes ¢ € W, *(2) gilt, dass

F(u, ) < QF(u+¢,Q).

Falls die letzte Ungleichung nur gilt fir zuléssig ¢ > 0 (¢ < 0) sagen wir v ist ein Q-Sub-(bzw.
Super-)Minimierer.

Beispiel 5.2. Falls wir annehmen, dass |¢|P < f(z,2,q) < C|q|P fiir alle («, z,¢q). Dann ist jeder
Minimierer von v € W1?(2) von F ein Q-Minimierer der p-Energie

Ep(u, ) ::/ |Dw|Pdz  fir Q@ = C.
Q
Beweis. Sei ¢ € Wy (V) mit Q' C Q offen. Es gilt F(u + ¢; Q\Q') = F(u; Q\€). Dann folgt
/ |DulPdz < F(u; ) < Flu+ ¢;9) < C’/ |Du + Dg|Pdz.
’ Q/

Definition 5.3. Fiir ein o € (0,1], ein S C R™ und w : S — R™ definieren wir die a-Holder

Halbnorm von « in S durch
[u]co.a(S’Rm) = sup {|u(m)—u(y)|} .
z£yeS |l — y|@

Sei 2 € R™ offen, k € N und « € (0, 1].
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(i) C%*(Q,R™) ist die Menge aller u € C(Q,R™) mit [u]co.a(qrm) < 0.

(i) C**(Q,R™) ist die Menger aller u € C*(Q,R™), so dass [Ogu]co.e(xrm) < oo fiir alle
kompakten Teilmengen K C 2 und alle 5 € N§j mit Lange |3| = k.

(iii) Analog definieren wir C*(Q, R™) und C*<(Q2,R™).
Bemerkung 5.4. Mit der Norm
||u||ck,a(Q,Rm) = Z sup [0 f ()| + Z [aﬂf}C’“»“(Q,Rm)

o<l <k “ \BI=k
sind C**(Q,R™) (bzw. C**(Q,R™)) Banachriume.

Bezeichnung. Sei S C R", |S| = £"(S) ihr n-dimensionale Lebesgue-Mafl und u € L*(S,R™).
Falls |S| € (0,00), schreiben wir im Folgenden

1
(u)s = |S|/Su(:£)dac

Das Lebesgue Differenzierungstheorem besagt nun, dass fiir f € L'(Q,R™)
liﬁ)l(u)BT(%) =u(zg) fir L"-fast jeden Punkt zy € Q.
Definition 5.5 (Morrey and Campanato Raume). Sei p € [1,00) und A > 0. Wir setzen B,.(xo) N

Q= Q(,IQ, ’/’).
(i) Morrey-Raum: LP*(Q, R™) bezeichnet die Menge aller u € LP(€2,R™), so dass

||u||ip,)\(Q’Rm) = sup p_)‘/ [ulPdz < co.
©0€Q,0<p<diam Q Q(xo,p)

(ii) Campanato-Raum: £P*(Q, R™) bezeichnet die Menge aller u € LP(Q,R™), so dass

[U]ip,x(fz,km) = sup Pf)\/ | — () (ag,p) [Pda < 00
20€,0< p<diam Q Q(zo,7)

Bemerkung 5.6. Mit den Normen
||uHLPv)\(Q7]Rm) bzw. HUHU),/\(QRm) = ||u||LP(Q7]RM) + [u]£1’>'\(Q,Rm)
sind LP(Q,R™) bzw. L£P*(Q, R™) Banachriume fiir p € [1,00).

Bemerkung 5.7. (i) Die Definition héngt in beiden Féllen nur vom Verhalten von w fiir kleine
Radien p ab.
(ii) Es gelten die Inklusionen

LYH(Q,R™) C LPAQ,R™) und LP*(Q,R™) C LPAQ,R™).

fir ¢ > pund (n—\)/p > (n—pu)/q. Denn durch Anwendung der Jensen-Ungleichung gilt

% 1 p/Q% (1 1) %
| < {18 o)l ( ) | =D ([ )
/Br(:co) |Br(70)| J B0 B (z0)

Daraus folgern wir

1 1 1
’”_A/ | < e(n) | IOmmEE / ul?| < en) [r# / [ul®
B,(zo) B(z0) By (x0)

fiir alle alle € (0,1) und p wie oben. Daraus folgt die Behauptung fiir Morrey-Réaume.
Analog zeigt man die Aussage fiir Campanato-Rdume.
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Bemerkung 5.8. Q heiBit Alfohrs-regulir, falls [Q(zq, p)] > Ap™ fiir alle 2 € Q und jedes p <
diam Q. Das heifit in der Definition von LP** und £P* kénnten wir p~> ersetzen durch |Q(zg, p)|~™.
Zum Beispiel ist jedes Lipschitz-Gebiet Ahlfors reguldr. Wir geben im Folgenden under der An-
nahme  ist Ahlfors-regulér weitere Identifizierungen fiir Morrey- und Campanato-Rédume an ohne
Beweis.

(i) Es gilt LP" = LP und LP™ = L>=. Auferdem ist LP* ~ {0} falls A > n.

(ii) Es gilt LPA = LPA falls A € [0, 7).

Satz 5.9. Sei Q C R" offen, beschrinkt und Ahlfor-reguldr fir eine Konstante A.

Dann gilt LP 7P (Q,R™) ~ C%(Q,R™) fiir alle o € (0, 1].

Beweis. Schritt 1. Zu zeigen ist C%*(Q) C LP"+P(Q) stetig. Sei u € C%*(Q), zp € Q und
p € (0,diam ). Dann folgt

/ () — (W)argaq.p [P
Q("I/’O’P)

1
= o u(z) — u(y)|dyl’dx
/Q(mg,p) 1Q2(z0, p) Sl(xo,p)[ ]

1
< [u]? a*/ —_— z —y|*dyPdx < [u]?, . < |Qzo, p)|(20)P
[l go0.0 @) Q(xg,p)|‘Q(x03p)| Q(mw)| |“dy| [4] g0, () |20, £) | (20)

S C(p7 n) [u]g(),q (ﬁ)pn‘f‘PQ

Es ergibt sich also [u]zrn+ra(a) < c(p,n)[u]coe - Und da [ufl,q) < |Q|% [ull co.a @y, folgt die
Behauptung.
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22. Vorlesung.
Wiederholung: Morrey- und Campanato-Raume.

Sei p € [1,00) und A > 0. Wir setzen B,.(z9) N Q = Q(xo,7).
(i) Morrey-Raum: LP*(Q, R™) bezeichnet die Menge aller u € LP(Q,R™), so dass

[ulfprgemi= s o[ P <o,
20€Q,0< p<diam Q Q(zo,p)
(ii) Campanato-Raum: L£P*(Q, R™) bezeichnet die Menge aller u € LP(€2,R™), so dass
Worgzmi= 5w o [ e (@l < .
20€Q,0< p<diam Q Q(zo0,7)

Q heiBit Alfohrs-regulir, falls [Q(zq, p)| > Ap" fiir alle 29 € Q und jedes p < diam Q.

Bemerkung 5.10. Falls w € LP(Q,R™) mit p € [1,00), dann gilt fiir die Super-Niveaumengen von
|u| zu a > 0 der Markov-Ungleichung:

(25) {z € Q:lu(@)] = a}| < o™ [Jullpogzm) -

Diese Eigenschaft benutzen wir um die schwachen Lebesgue-Raume zu definieren L? (2, R™) - die
Menge aller mefbaren Abildungen f : Q — R™ mit

”u”I;{’U(Q,Rm) = (Slli% aP |{x cQ: |u(ac)| > a}| < 0.

Satz 5.9. Sei Q C R" offen, beschrinkt und Ahlfor-reguldr fiir eine Konstante A.
Dann gilt LP" P (QR™) ~ C%(Q,R™) fiir alle a € (0, 1].
Beweis. Ohne Einschréankung sei m = 1.
Schritt 1. C%¥(Q) C LP"TPY(Q) stetig.
Wir haben bereits gesehen, dass [[ul[ s pm) < ¢(n,p)[u]coe@rm). Auerdem gilt wegen der
Holder-Ungleichung [[ul|z, o) < ‘Q|% [ullco.a(q)- Also
[ll o.ntan () < €, Q) [l co,a gy »

d.h. die Inklusion ist stetig.

Schritt 2. Wahl eines guten Representanten in L£P"FP%(Q). Sei u € LP"TP¥(Q), 29 € Q and
0 <r < R <diamQ. Wir berechnen

Jensen 1 v
(W, — Waer) < [u(z) = (Wa(z,,r) ['dz
\Q(T/Oa )l Q(zo,7)

1
P

< [Qwo, )| P RF T <R"’""/ u(z) = (U)Q(m,R)Ipde>
Q(wo,R)

< C(n, A)T_%R% a[u]ﬁp,nera(Q).

Jetzt betrachten wir die Folge ((%)q(zg,re))ken mit rp = 2 %R und R € (0,diam 2). Augrund der
vorigen Ungleichung haben wir fiir 0 < k < h:

(26) [(We(we,rn) — (Weawo,m| < Z| W) Q(wo,r41) — (Wa(wo,r))]

(27) (n A)[ LP, n+pa Ra Z 2 J+1)n 2 ] ” +a)

(28) < C(n,A)[U]mmﬂa(mRa? " = e(n, A)[u] gomsoe ) Th
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unabhiingig von der Wahl von zo € Q. Also ist (4)Q(wo,ry) Nicht nur eine Cauchyfolge mit Limes
u*(xo) (Nach Lebesgue’s Differetations Theorem ist das auch ein Representant fiir u) sondern auch
eine gleichmifig konvergente Folge von stetigen Funktionen gy : 2o + (4)q(a0,r)- (Nach dem Satz
iiber dominierte Konvergenz ist gy stetig) Also ist der Limes stetig.

Schritt 3. Holder-Stetigkeit des Representanten u*. Betrachte x,y € Q und r = |z — y|. Dann
lus (2) —wx (y)] < fux*(2) = (Wa@sen] + |[(Wa@er — (Wagen| + [(Wa.2rn — FW)I-
Nehmen wir den Limes h — oo in (26), kénnen wir die letzte Ungleichung abschitzen durch
lu* (z) —u* (y)| < [(Wa@2r) — (Wae,2mn| + 2¢(n, A)[u] contva @)z — y|*.

Dann miissen wir noch |(u)q,2r) — (#)q(y,2r)| abschétzen. Beachte dass Q(z,2r) N Q(y,2r) D
Oz, r) UQ(y,r). Dann erhalten wir

(W) ag@,2r) — (Wagy,2n | = [(Wa@2r — (Wa@2rnaw.er) T (Wa@2rnaw.2r) — (@ay.2m]
1

- |Q($7 2T) N Q(y7 2T)| Q(z,2r)NQ(y,27)

|(U)Q(z,2r) - U(Z)| + |U(Z) - (U)Q(y,2r)|dz

1
P

< [, )| 7, 20)| (/Q( . [(New2r) — f(Z)Ide>

+ 920y, )My, 20) T (/Q( - [(Fey.2r) —f(Z)l”dZ>
Y,ar

< e(ny A)[u] gomrar T IS = o(n, A) ] grne 7 — |

Da wir z,y € Q beliebig gewihlt hatten folgt damit
[u*]co,a(ﬁ) § C(n, A) [’ll,] Lpn+pa.
SchlieBlich miissen wir nur noch das Supremum von u* beschrianken. Die Markov-Ungleichung
1 1
(25) fiir w und a = [|ul| ;o) 27”7 angewendet auf u ergibt, es gibt ein y € €, so dass u*(y)
beschriinkt ist durch dieses a. Daraus folgern wir mit der vorigen Abschitzung fiir alle z € Q
[u™(2)] < |u”(x) = (y)| + [u"(y)] < c(n, A)lu] gomror (@) + () [[u]l Lo (o) -

Also erhalten wir [[u”||co.a ) < c(n, A, Q) [ull go.ntra (-
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23. Vorlesung.

Folgerung 5.11. Sei Q C R™ beschrankt mit Lipschitz-Rand und p € [1,n). Dann gilt: u €
WLP(Q,R™) mit Du € L~ PA=a)(Q R™™) impliziert u € C%*(Q,R™) fiir alle o € (0,1].

Beweis. Betrachte die Poincaré-Ungleichung fiir v(x) = u(xg + rz) auf Q(zp,1):
v = @a@on| 1o g1 < €P) 1DV Lo 0rg.1))
Mit der Transformationsformel folgt
Ju— (“)ﬂ(mom)||Lp(Q(wo,r)) =rv[lv— (U)Q(Iowl)HLP(Q(a:O,l))

<c(n,p)re ||Dv||Lp(Q(;c0,1)) = c(n,p)r ||Du||L:D(Q(3;077-)) .

Dann folgt
1 1
p p
[u] go.ntor (@ rm = p"""”’/ [u — (W) a(zg,p)|Pdr | < p”+o‘p+p/ |Du|Pdx
Q(z0,p) Q(z0,p)
Damit kénnen wir ||ull zpnraprm = lUllgo@rm + [Wgomtar@rm durch ||Dul|ppn-pa-o) o rn)

und ||ul| Lr(Q,R™ beschranken. Zusammen mit dem vorigen Satz folgt daraus die Behauptung. [
Bemerkung 5.12. Fiir u wie in der vorigen Folgerung und p = 2 schreibt man auch

{u}aﬂ = [DU]L2,1L+2(1171)(Q(rO7R7n)).
Die Kombination der vorigen Folgerung mit der Campanato charakterisieren von a-Hélder Funk-
tionen ergibt:

Sei  ein Lipschitzgebiet und {u}, o < co. Dann hat u einen Hélder-stetigen Representanten und
es gilt die Abschétzung

[U]CO,Q(E,R‘/TL) S C(n7 a, Q) {u}a,ﬂ :
(Morrey’s Dirichlet growth Lemma)
Satz 5.13 (Morrey’s Ungleichung, Sobolev Einbettung 2. Teil). Sei Q C R™ beschrdankt und offen.
p € (n,00). Dann:
(i) Die Einbettung Wy P (0, R™) — C®'=% (Q,R™) ist stetig mit

||u||CO’17%(§,Rm) S C(?’l, N7p7 Q) ||DuHLp(Q,RM><n) .

(i) Falls Q einen Lipschitz-Rand hat, dann ist die Einbettung WP (Q,R™) — €% =% (Q,R™)
stetig und es gilt

lull o2 g gy < € NP, D) [l mocny -

Beweis. Wir beginnen mit (ii). Aus u € WHP(Q,R™) folgt Du € LP(Q, R™*") = LPO(Q,R™*").
Also folgt aus 2 =n —n(1 - %) zusammen mit Bemerkung (5.7), dass Du € Ll’”(l_%)(QRmX").
Dann ergibt n(1 — %) =n—1(1-(1-73)) und Folgerung 5.11 (mit p =1 und o =1 - 7 € (0,1)),
dass u € C%%(Q,R™). AuBlerdem gilt die geforderte Abschitzung, und damit ist die Einbettung
CO(Q,R™) C WLP(Q,R™) stetig.

(i) gilt, das wir jedes u € W, P(Q,R™) durch 0 auf ein regulires Gebiet Q' fortsetzen konnen.
Diese Fortsetzung erhilt die WP-Norm und wir kénnen (ii) anwenden um eine stetig Einbettung
zu erhalten. Schliefflich folgt mit Theorem 3.26 (die erste Poincaré Ungleichung):

||U||CO-,1—%(§RM) <c(n,N,p,Q) ||u||W11p(Q,Rm><") < ¢(n,N,p, ) HDUHLP(Q,Ran) :
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Wir kommen zuriick zur Regularititstheorie: Sei wieder m = 1. Wir definieren fiir u € W1?(€),

B, (zp) C Q mit B,(z9) C Qund k € R
A(k,zo,7) :={z € By(x0) : u(x) > k} & B(k,x0,7):={zx € By(x0) : u(x) < k}.

Es gilt |A(k, zo,7)| + |B(k, xo,7)| = |Br(x0)| fir fast alle k € R, und die k-super-Niveaumenge von
u ist genau die k-sub-Niveaumenge von —u.

Lemma 5.14. Sei u € WHP(Q,R™) ein Q-sub-Minimierer von F(-;Q) und es gelt
2P < fl@,u,2) < L] +1)7.
Dann gibt es eine konstante ¢ = ¢(p, L,Q), so dass fir alle k > 0 und jedes Paar von Billen

B (z¢) C Br(xo) C Q mit Br(xg) C 2, so dass

/ |Du|Pdz < ¢(R — r)_p/ (u — k)Pdx + c|A(k, zo, R)|.
A(k,xq,r) A(k,zo,R)

Zum Beweis bendtigen wir ein technisches Lemma.

Lemma 5.15. Es sei ¢(p) eine nicht-negative, reel-wertige, beschrinkte Funktion auf [r, R]. Wir
nehmen an, dass fiir alle p,o mitr < p <o < R gilt

$(p) < [A1(0 =)™ + Az(0 — p) =% + As] +99(p)

fiir Konstanten Ay, Aa, Az > 0 und Ezponenten a; > ag > 0 und einen Parameter 9 € [0,1).
Dann gilt

¢(r) < clag,¥) [AL(R— )" 4+ A(R— 1)~ + Ag].

Beweis. Definiere (p;);ny durch p; = r + (1 — X\*)(R — r) fiir ein A € (0,1). Dann ist pg = r, p; ist
wachsend und p; — R fiir i« — co. Auflerdem gilt
pi—picr=(R=r)1 =X =14+X"") = (R-r)X'(1-\).
Nun wenden wir die Annahme iterative an auf p = p; und o = p;_1:
P(r) < A1 = N7 (R=7)"" + A2(1 = N) " (R — 1)~ + A3 + 9(p1)
k—1

<> [191'(1 —A)TINTOTUN AN (R — )T 9 (1= A) AT Ay (R — )72 19643] + 0% (pr,)
=0

k—1
=1 =07 S0 AR A (R = ) (1= )T A (R — )70 (1= 0) Ag| + 0¥ (o)
=0

k—1
SA =N WA A (R = 1) 7+ Ap(R — 7)™ + As] + 0¥ (px)
=0

Jetzt wahlen wir A € (0,1) so dass A™%1 < 1. Dann konvergiert die Reihe auf der rechten Seite

und fiir & — oo folgt die Behauptung mit ¢(aq, ) = %.

Beweis. Sei 0.E. g = 0. Wéahle 6 < o mit 6,0 € [r,R]. Wir wéhlen eine Abschneidefunktion

n € C§°(B,(0),[0,1]) mit n = 1 auf B,(0) und [Dn| < 2(c — p)~'. Betrachte die Testfunktion

¢=-nlu—k)y € WHP(Q). ¢ =0 auf A(k,0,0)¢. Da u ein Q-sub-Minimierer ist folgt

[ <[ feupnzQ Ja,u+ 6, Du+ D) < LQ (1+ D@+ 9)P).
A(k,0,0) A(k,0,0) A(k,0,0) A(k,0,0)

Auf A(k,0,0) gilt

D(u+ ¢) = Du—nD(u—k)y — (Dn)(u — k)y = Du—nDu— (Dn)(u — k).
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Daraus folgt mit [Dn| < 2(c — p)~! auf A(k,0,0)

[D(u+ )P < c(p) [(1—n)P|Dul? + (0 = p) P (u—Fk)"].
Dan =1 auf A(k,0, p) ergibt das

[ pur<cpL@) l [ are-pra-rn+ | |DuP] .
A(k,0,p) A(k,0,0) A(k,0,0)\A(k,0,p)

Wir addieren auf beiden Seiten das Integral von ¢(p, L, Q)|DulP tber A(k,0,p) und dividieren
durch 1+ ¢(p, L, Q):

c(p, L, Q) - c(p, L, Q)
|Du|p§7/ 14 (0—p pu—kp+7/ Duf?
A(k,o,p) 1+ C(p7 L, Q) A(k,0,0) [ ( ) ( ) ] 1+ C(p7 L, Q) A(k,0,0) | |
—_———
é(p,L,Q)

Nun wenden wir das vorige Iterationslemma an auf ¢(p) = fA(k 0.0) |Du|P, wobei ¢ = %,

Al = E(pa L7 Q) fA(k’O’o‘)(u - k)p)7 A2 = Oa A3 = E(p7La Q)|A(kv O7U)| und oy = p. Es fOIgt dann

/ Dul? < &(p, L,Q)(R — )" / (u— k)P +&p, L, Q)| A(k, 0, R)|.
A(k‘,o,T’) A(k,O,a)

Das war zu zeigen. O
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24. Vorlesung.
Folgerung 5.16. Seiu € WP (Q,R™) ein Q-super-Minimierer von F(-;Q) und es gelt
|2 < f(z,u,2) < L(J2| + 1)7.
Dann gibt es eine konstante ¢ = ¢(p,L,Q), so dass fir alle k < 0 und jedes Paar von Billen
B,.(xz9) C Br(zo) C Q mit Br(xzo) C 2 gilt

/ \DulPdz < o(R — r)*p/ (u— k)Pda + c| B(k, 20, R)).
B(k,zo,r) B(k,zo,R)

Beweis. Is u ein Q super-Minimierer, dann ist —u ein @-sub-Minimierer, fiir das Funktional
F'(w,Q) = [, f(x,—w,—Dw)dz. Mit der Substitution folgt die Behauptung aus dem Lemma
5.14.

Definition 5.17. Sei  C R" beschrinkt und v € WHP(Q). Wir sagen u gehort zur De Giorgi
Klasse DG“‘( ) falls eine Konstante Cy > 0, kg € R und Ry > 0 gibt, so dass fiir jedes paar von
Billen B, (z¢) C Bgr(zo) C Q mit B,(z) C Q und R < Ry, und jedes k > ko gilt

/ \Duf? < 00<R—r)—1’/ (u — k)Pdz + Col A(k, 2o, R)|.
A(k,zo,r) A(k,zo,R)

Wir sagen u € DG, (Q2) falls —u € DG} (Q), und DG, (Q) = DG () N DG, (2). Ungleichungen
von diesem Typ nennt man auch Cacciopoli-Typ Ungleichungen.

Satz 5.18. Seiu € DG;(Q). Dann ist uy € LS, (Q) und fir jeden Ball Br(xzo) C Q@ mit R < Ry
gilt

1
P
sup U(J?) < klO +Cl(n7pa CO)R+Cl(nap7 OO) Rin/ |U— k0|p RinlA(kOaanR”'
BR/Q(:L’()) A(k? o R)
Fiir den Beweis benotigen wir das folgende technische Lemma.
Lemma 5.19. Sei ¢(h, p) ein nicht-negative, reel-wertige Funktion fir h > ko und p € [r, R]. Wir
nehmen an ¢ ist monoton fallend in h, monotone wachsend in p, und fir alle k > h > ko und fir
alle p < o mit p,o € [r, R] gilt
6k, p) < [Ar(k—h)™ (o = )= + Ag(k — )= %] ¢(h, 0)?
mit Konstanten A1 > 0, Ay > 0, positiven Exponenten aq, s und einem Parameter 8 > 1. Dann
gilt
d(ko +d,r) =0

B(a 1+ 2) 1

wobei d gegegen ist durch d** = A (R —r)~*22 é(ko, R)P~1 + (AflAg)% (R—r)
Beweis. Wir definieren Folgen (k;);en, und (p;)ien, durch
ki=ko+d(1-27") & pi==r+2"(R-7r).

Insbesondere py = R. Die Folge k; ist wachsend mit Grenzwert kg + d und die Folge p; is fallend
mit Grenzwert r. Auflerdem gilt

ki—ki1=d1—-2"—1+2"")=d27" & pi1—pi=(R—r)27"
Anwendung der Voraussetzung des Lemmas auf £ = k;, h = k;—1 und p = p;, 0 = p;—1 fur
beliebiges i € N ergibt

G(ki, pi) < [Ar(ki — kim1) ™™ (pic1 — i)~ + Ao (ki — kiz1) ™™ ] d(kiz1, pi_1)”

= [A1(d27") " (R —7)27") 7% + Aa(d27") " 2] §(ki—1, pi—1)”
= [4 =)0 Apd 02 ] 20 F D (ki )P

A 1 ;
< (4 P (R = 1)) Avd = (R — )22 )ik, pi ),

Ay doe
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1
Dad™!' < (%) (R —r)"1, folgt
O(kiy pi) < Ard=O1 (R — r)~o22tHentedlig, | p )P

Nun zeigen wir per Induktion, dass

Oki, pi) < 275 ok, po)-
Fiir ¢ = 0 ist die Ungleichung erfiillt. Fir den Induktionschritt i — 1 — ¢ wenden wir die Definition
von d an. Laut Definition von d gilt

B(ag+og)
! For o4l

4 < R—1)*2~

- A1¢(/€07R)5_1(
Dann koénnen wir wie folgt abschétzen:

d(ko +d,r) < ¢kiy pi) < Ard= (R — r) =22t ete)igp, | o, 1P

< Ayd=r (R — )02l e ten)igm (mDBSER g )=k p)
< 271 G ko, R).
Jetzt folgt die Behauptung, wenn ¢ — oco. O

Beweis (von Satz 39). Ohne Einschrankung sei g = 0. Sei R < Ry, so dass Br(0) C , und
k > ko. Dann sei p < 0 € [R/2,R] und eine Abschneidefunktion 7 € C§°(B(,40)/2,[0,1]) mit
n =1 auf B, und Dn < 4(c — p)~'. Durch Anwendung der Holder Ungleichung, der Sobolev
Ungleichung, und der Cacciopoli Ungleichung kénnen wir folgt abschétzen.

Def n
/ (u—Fk)Pde < / n?(u — k)Pdx
A(k,0,p) A(k,0,(p+0)/2)

Holder N y
(r=2) "< am oo | [n(u— )" da
A(k,0,(p+0)/2)

Sobolev 1— 2
2 en, p) A, 0,0) 1 /
A

D

p*

Durds+ (a7 [
A(k,0,0)

(u— k)pdazl

(k,0,(p+0)/2)

(29) < ¢(n,p,Co)|A(k,0,0)| = [(a —p)7P /A ( (u — k)Pdz + |A(k, 0,a)|] )

k,0,0)

Wegen der Markov Ungleichung gilt iir & > h > kg
Ao <=7 [ emr - [ ey

A(k,0,0) A(h,0,0)
AuBlerdem gilt

/ (u—k)Pg/ (u—h)Pg/ (u— h)P.
A(k,0,0) A(k,0,0) A(h,0,0)

Diese beiden Ungleichungen kénnen wir nun mit der Abschitzung (29) kombinieren:

/ (u — k)P dz<c(n, p, Co)| A(k,0,0)[% (o — p) P + (k — h) 7] / (u — h)Pda
A(k,0,p) A(h,0,0)

< cnp,Co) (0 = )P = )7 o (k= )P

o Easree=n)
EeEy / (u— h)P .
A(h,0,0)

x |A(k,0,0)
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Jetzt multiplizieren wir mit |A(k, 0, p)|” und setzen ¢(k, p) = |A(k,0, p)|” fA(k 0.0) (u— k)P. Dann
ergibt die letzte Abschatzung:

2

¢(k, p) < c(n,p,Co) | (o — p) P (k — h) " 70F0 + (k — h>“<f*”’} ¢(h, o) T

fir alle p < 0 € [R/2,R] und k > h > ko. Nun wenden wir das technische Lemma an, wobei
o = n(fij-’y)7 ag=p,und =1+ ﬁ. Wir erhalten, dass ¢(k, R/2) = 0 fiir k > ko +d. Das ist

P
sup u < ko + c(n,p, )R~ 7 | Alho, 0, R)| 7 / (u=ko)Pdz |+ c(n,p, Co)R.
Br/2 A(ko,0,R)

Fiir v = p folgt die Behauptung. O
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25. Vorlesung. Unser néchstes Ziel ist Holder-stetigkeit zu zeigen fiir eine geeinete Klasse von De
Giorgi Funktionen. Fiir eine lokal beschrénkte Funktion u € L2 (2) und Bgr(z¢) € € definieren

loc
WITr

M(zo,R) = sup u
BR(I())

,R) = inf
o B) =
osc(zo, R) = M (xo, R) — m(xo, R).

Lemma 5.20. Seiu € DG} (Q)NL{s.(Q2) und Bagr(xo) € Q mit 2R < Ry und 2R < 1. Wir nehmen

an, dass |A(k,zg, R)| < v|Br(xo)| fiir ein v € (0,1) und k = (M(xo,2R) + m(xo,2R)) /2 > ko.
Falls firl e N

osc(xg,2R) > 2'R,
dann gilt
|A(k, zo, R)| < ca(n,p, Co,v)l™ 50 RP fiir alle k > M(xo,2R) — 27" Yosc(xo, 2R).

Bemerkung 5.21. Eine Kombination von Sobolev (Theorem 3.13) und Poincaré (Theorem 3.27)
Ungleichung liefert das Folgende. Sei u € WP(Q,R™) und |Q| = [{z € Q : u(z) =0} | = ~|Q|
fiir ein v € (0,1]. Dann gilt

||u||Lp*(Q7RM) < C(n,mapa Qv’)/) HDUHLP(Q,RMX") .
wobei p* = £ Ubungen.
Beweis. O.E. sei o = 0. Fiir k > h > k definieren wir

k—h fallsu >k,
vi=<u—~h fallsh<u<k,
0 falls u < h.

Da v = 0 in Br\A(h,0,R) D Bgr\A(k,0,R), verschwindet v auf ein Menge von Maf grofer
als (1 — \)|Bg|. Also kénnen wir die Sobolev-Poincaré Ungleichung und die Hélder Ungleichung

anwenden. Es folgt:
-4
( — ) A(K,0, R)[1% < (/ vn"adx)
B

Sc(n,p,v)/ | Dv|dx

Br

—cln.p.7) [ |Duldz
A(h,0,R)\A(k,0,R)

< ¢(n,p,7)|A(h, 0, R)\A(k,0, R)|' "7 V DUI”dx] :
A(h,0,R)

R

Dau € DG; (©2) und h > ko, konnen wir das Integral auf der rechten Seite wie folgt abschétzen:

1
/ |DulPdx| <
A(k,0,R)

< [e(n, Co,v) [R*P|M(0,2R) — h|P + Rn”%

n—p

< C(na CO,’Y) |:R P

p

CoR~7 / lu— h|Pde + Co| A(h, 0, 2R)|
A(h,0,2R)

IM(0,2R) — h| +R%}
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Damit folgt

n—p np

(k = W77 |A(k, 0, B) 55735 < c(n,p, 7, Co) (|A(h,0, R)| = |A(k, 0, R)) RF=F [(M(0,2R) — h)7*T + R7

Fiir eine Konstante ¢ := ¢(n, p,v, Cp) abhéngig von n,p, Cy und . Nun definieren wir
ki = M(0,2R) — 27 osc(0,2R).

Insbesondere folgt M (0,2R) — k;—1 = 2 %0sc(0,2R) = 2(k; — k;—1). Wir wenden die vorige Ungle-
ichung an fir & = k; und A = k;_1 und erhalten

(n=1)p (n=1)p n—p . P
Ak, 0, R)| "8 < [A(ki,0, R)| 55 < e (|A(R,0, R)| — |A(K,0, R)|) R7=F [1+ (2 osc(0,2R) ~ R) 77 |
fiir alle ¢ € {1,...,1}. Summation von 1 nach [ und Anwendung der Annahme ergibt:
(n—1)p n—p n—1)p
l|A(kla Oa R)| n(p_ll) < C|A(k0a 0, R)‘R T < C(?’L,p, CO? ’Y)R( p_ll)
und schlieBlich folgt die Behauptung von der Monotonie der Niveaumengen. O

Satz 5.22 (De Giorgi). Sei u € DGp(R2), so dass die Cacciopoli-Typ Ungleichung erfillt ist fir
alle k € R. Dann ezistiert ein a = a(p,n,Cy), so dass u € CO’O‘(Q).

loc
Lemma 5.23. Sei ¢(p) nicht-negativ, reel-wertig, montone wachsend auf [0, Ry]. Wir nehmen an,
es gibt T € (0,1), so dass fir alle R < Ry gilt
d(TR) < (1% + €)p(R) + AR*

fiir eine Konstante A > 0, und aq > ag > 0, und € € [0, €] fir ein e > 0. Falls eo(T, 1, 2)
hinreichend klein, dann gilt fir alle r < R < Ry
6(r) < elr.ara) [(£) G(R) + 4]

Beweis (von Satz 5.22). Wir wissen bereits, dass u beschrinkt ist auf ' € Q. Das heifit, wir
miissen nur noch eine geeignete Holder Semi-Norm [u]co.« (o) beschrinken. Sei wieder zo =0 €
und wir betrachten einen Ball Bop € 2 fir R < 2Ry und 2R < 1.

Wir betrachten wieder k; = M(0,2R) — 27" tosc(0,2R) wie oben mit i € Ny. Die quantitative
L*°-Abschétzung liefert uns:

v A ki, 9
sup u < ki + c1(n, p, Co) R+ c1(n, p, Co) Rf"/ lu — k;|Pdx <|(2R)|>
A(ks,0,R) R

Brj2
MM%&RN>H;

< kl +Cl(n7pa CO)R+C~1(napa CO) Sup(uf k’L) < R»

Br
Sei l € N, so dass

_ _n(p—1) 1+%
2c1 |:02l ("*1>P:| <1.
wobei ¢y die Konstante aus Lemma 5.20 ist mit v = % ! hangt nur von n,p und Cy ab, und ist
insbesondere unabhéngig von Br. Wir unterscheiden 2 Falle:

1. osc(0,2R) < 2!R: In diesem Fall kénnen wir folgern, dass
osc(0, R/2) < osc(0,2R) < 2'R.

2. 0sc(0,2R) > 2'R: In diesem Fall betrachte k& = (M(zq,2R) + m(xo,2R)) /2 und wir
nehmen an, dass
— 1
JAGK,0, B)] < 51|

sonst betrachte —u statt u.
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Die Wahl von [, die quantitative L>°-Abschitzung, und Lemma 5.20 ergibt dann
1
sup u = M(0,R/2) < k; + c1(n,p,Co)R + i(M(O,R) — k).

Bry2
Nach Abziehen von m(0, R/2) > m(0,2R) auf beiden Seiten folgt mit der Definition von k;
o0sc(0, R/2) < e1(n,p,Co)R + (1 — 277%)osc(0, 2R).
Also haben wir in beiden Féllen die Abschétzung
0sc(0, R/2) < (1 —271"%)osc(0,2R) + ¢(n,p, Co)R = 4~ o0sc(0,2R) + ¢(n, p, Co)R

wobei ap = —log,(1 — 2772) = a(n,p,Cy) > 0. Also kénnen wir das technische Lemma 5.23
anwenden und erhalten

0sc(0,p) < clao,a) (&) osc(0,2R) + c(n, p, Co, V"
fiir jedes « € (0, ap). Also gilt fiir alle y € Bag(x) € €, dass

|u(z) — u(y)| 1
B < ¢(a, @) |:ROSC(0,2R) + c(n, p, CO’Q):| .

Das heifit wir konnen die a-Holder-Norm beschréanken durch eine Konstante, die nur von n, p, Cy, 2
und Q' abhéngt (aber divergieren kann falls dist(€?', 2) — 0).
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26. Vorlesung.

Wiederholung. - Minimierer eines Variations-Funktional @-Minimierer sind.
- @-Minimierer erfllen eine Cacciopoli-Ungleichung, und sind in der De Georgi Klasse DG(2).
- Falls u € DG(Q2), dann ist u lokal beschrénkt und wir kénnen die Schranke angeben.

Satz 5.22 (De Giorgi). Sei u € DG,(Q), so dass die Cacciopoli-Typ Ungleichung erfillt ist fiir
alle k € R. Dann, existiert ein o = a(p,n, Cy), so dass u € CL% ().

loc
Fiir u € L{P.(Q2) und Bg(zg) C Q mit Br(zg) definieren wir

loc
M(xo,R) = sup wu
Br(zo)

m{@o, B) = BJi?r(lio) !

osc(zg, R) = M (g, R) — m(zo, R).
Wir hatten gezeigt, dass
o0sc(0, R/2) < (1 —27'72)osc(0,2R) + ¢(n,p, Co)R = 4~ *0sc(0, 2R) + ¢(n, p, Co)R

wobei ag = —log, (1 —2772) = a(n, p, Cy) > 0, wobei [ € N, so dass

_ -1 lty
2c1 |:02l ("*1)1’}

und ¢, ist die Konstante aus Lemma 5.20 mit v = 2.Nun koénnen wir fiir osc(r) = ¢(r) das folgende
Lemma verwenden.

Lemma 5.23. Sei ¢(p) nicht-negativ, reel-wertig, montone wachsend auf [0, Ry]. Wir nehmen an,
es gibt 7 € (0,1), so dass fir alle R < Ry gilt

d(TR) < (1% + €)p(R) + AR*
fiir eine Konstante A > 0, und aq > ag > 0, und € € [0, €] fir ein e > 0. Falls eo(T, 1, 2)

hinreichend klein, dann gilt fir alle r < R < Ry
r

3(r) < (7, a1, az) [(E)” B(R) + Ar2] .

Beweis. Wir wéhlen az € (a2, 1) und bestimmen dazu ein ¢y € (0,1), so dass 7% + ¢y = 793,
Durch Induktion ergibts sich fiir jedes R < Ry und jedes k € N:
H(TPHIR) < 793 ¢(T*R) + Arke2 R
k
S . S T(k+1)ag¢(R) + AT]COQRO(2 ZTi(OC3*OZ2)
i=0
< T(k+1)a2¢(R) + ¢(T, ag, ag)ATkO‘QRC“.

Man beachte, dass die Reihe konvergiert. Fiir ein beliebiges r € (0, R] bestimmenen wir nun k € Ny
so dass TF*1 R < r < 7*R. Da ¢ monoton wachsend ist folgt die Behauptung aus

o(r) < (" R) < 72 $(R) + (T, a2, 3) AT R*2 < 702 [(%)QQ ®(R) + cAr

In unserer Situation ist ay = 1, € = 0 < ¢g beliebig und 7 = %. Wir erhalten
osc(0, p) < e(ap, @) K%) o0sc(0,2R) + ¢(n, p, Cy, Q)po‘}
fiir jedes « € (0, ag). Also gilt fiir alle y € Bag(x) € 2, dass

lu(x) — u(y)| 1
T myle < (g, ) [ROSC(O,2R) + c(n, p, 0079)} )



78
Folgerung 5.24 (De Giorgi, Nash). Seiu € W'P(Q), p € (1,00), ein Minimierer von

Fw.®) = [ . Du)
Q
wobei f: QxR xR™ — R eine Caratheodory funktion ist, so dass
[2P < f(z,u,2) < L(1+|2|P) fir alle (z,u,z) und ein Konstante L > 0.

Dann gibt es ein o = an,p, L) € (0,1), so dass u € CL*(R).

loc
Beweis. Minimiere von F sind @-Minimiererer. Also gilt u € DG,(2). O
Bemerkung 5.25. (i) Das Resultat ist optimal im Sinne, dass ein Minimierer a-Holder-stetig
ist fiir ein « € (0, 1), aber nicht fiir jedes a € (0, 1). Siehe dazu Ubungsaufgabe 3 auf Blatt
10.
(ii) Im Fall p > n folgt aus dem zweiten Sobolevsche Einbettungssatz (Satz 5.13) bereits das
jedes u € W1P(Q, R™) lokal a-Hélder-stetig ist fiir o = 1 — 2.
(iii) Fiir den vektorwertigen Fall n > 3,m > 1 sind Minimierer von Variationsproblem im
Allgemeinen nicht Holder-stetig. Der Fall n = 2 wurde von Morrey gelost.

Satz 5.26 (Morrey). Sei u € WH2(Q,R™) ein Minimierer von
F(v,Q) = /Qf(x,u, Du)
mit Q C R? wobei f: Q2 x R x R™ — R eine Caratheodory funktion ist, so dass
%|z|2 < fz,u, 2) < Alz|? + C fir alle (x,u, z) und Konstanten C, A > 0.

Dann gibt es ein o = a(n,p, L) € (0,1), so dass u € CO’Q(Q,]Rm).

loc

Beweis. Sei xg € 2 und dann 0.E. o = 0. Sei B € 2. Wir wéhlen eine nicht-negative Abschnei-
dfunktion € C§°(Bgr) mit n = 1 auf Bg 5. Dann betrachten wir fiir einen Minimierer u (u — k)n
und berechnen

D((w—k)n) = Dun+ (u — k)Dny
= [D(u— (u—k)n)|* < [Dul*(1 = n*) + (u — k)*|Dn|* — 2nju — k|| Dul| Dn|
Es folgt
/ |Du|? < A2/ |Du + Do|* + AC/ < C(A)/ | Dul* + C(A)/ lu — k[* + C(A)R2.
Bry2 Br Br Br\B, /2 Br\B, 2
Poincaré Ungleichung ergibt
/ |Du|? < C(A)/ |Dul® + C(A)R?.
B2 Br\B, /2

Die holefilling-Technik ergibt
C

C C C
D 2< D 2 R2: / D 2 R2
[’3,72 u —C+1/BR Ko C+1 BR' et

Nun wenden wir erneut das technische Lemma 5.23 an und erhalten die Existenz von a(A, C), so
dass

/ |Dul? < ¢(A,C, R)r*™ fiir alle r < R.
Also konnen wir die Morrey Norm von Du auf dem Ball Br von oben beschrianken. Mit Folgerung
5.11 (Morrey’s Dirichlet Growth Lemma) erhalten wir die Behauptung. U

Satz 5.11. Sei Q2 C R™ beschrinkt mit Lipschitz-Rand und p € [1,n). Dann gilt: uw € WHP(Q,R™)
mit Du € LP"~PA=)(Q R™*") impliziert u € CO*(Q,R™) fiir alle o € (0,1].
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27. Vorlesung. Wir kommen zur Frage hoherer Regularitét.

Dazu betrachten wir jetzt ein System elliptischer partieller Differentialgleichungen in Divergenz-
form:

(30) —diva(z,u, Du) = ap(z,u, Du) in

wobei 2 C R™ beschréinkt, offen und zusammenhéngend. Hier seien ag : 2 x R™ x R™*"™ — R™
und a : @ x R™ x R™*™ — R™*" mefibar beziiglich « und stetig beziiglich (u, z). Auflerdem wollen
wir die folgenden Wachstumsbedingugnen annehmen.

(31) jao(z,u, 2)| < LA+ [2)P7" & a(z,u,2)] < L1+ o))"~

fiir ein p € (1,00) und alle (z,u, z) € Q x R™ x R™*™. Dann ist die partielle Differentialgleichung
in folgendem schwachen Sinne zu verstehen. u € W1HP(Q,R™) ist eine schwache Losung von (30)
unter den obigen Annahmen falls fiir alle ¢ € C§°(Q?)

/a(z,u,Du)-DqS: / ag(x, u, Du)pdz.
Q Q

Diese Gleichung gilt dann auch fiir ¢ € VVO1 ’Q(Q), denn die Wachstumsbedingungen (31) garantieren
die Endlichkeit der auftretenden Integrale. Zum Beispiel gilt

/ a(x,u, Du) - D¢ < L/ (1+ |Du|)P~|D¢| < 0.
Q Q

Der Zusammenhang zu Variationsproblemen ist durch das folgende Lemma gegeben.

Lemma 5.27. Falls u € W'P(Q,R™) ein Minimierer von F(v,Q) = [, f(z,v, Dv) mit einer in
u und in z differenzierbaren Caratheodory Funktion, so dass

f@,u,2) LA+ 2)P, [Duf(@,u,2)] < LA+ 2P0 wnd [D.f(z,u,2)| < L+ [2))P7
Dann lést w in schwachem Sinne die Gleichung div((D, f)(x,u, Du)) = (Dyf)(z,u, Du). Das heifit

—/ D.f(z,u,Du) - Dp = / Do f(z,u, Du)pdz  fiir alle € W, (Q).
Q Q

Beweis. Vergleiche mit der Formel fiir die erste Variation aus Kapitel 1. Der Unterschied ist, dass
uw und ¢ hier nur in W1P(Q) liegen. Die Wachstumsschranken fiir f, D, f und D, f garantieren
dann die Existenz der auftretenden Integrale. O

Erinnerung: w ist ein Q-Minimierer von F, falls fir alle offenen Teilmengen ' C Q und jedes
¢ € WyP(Q) gilt, dass

F(u, ) < QF(u+¢,Q).

Lemma 5.28. Seiu € WHP(Q) eine schwache Lisung von (30) mit a,aq wie oben und auferdem
gilt

a(z,u,z) -z > |z|P fir alle (x,u,2z) € @ x R x R"™.
Dann ist u ein Q-Minimierer von

E(w,Q) = /9(1 +|Dw|)da

mit Q = Q(nvpa L7 Q) ||Du||LZD(Q))

Beweis. Sei ¢ € Wol’p(Q’) mit ' C Q offen. Da u eine schwache Losung ist, erhalten wir

/ a(x,u, Du) - Du = / a(z,u, Du) - (Du+ D¢)dx — / ao(z, u, Du)pdx.

’
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Aus den Annahmen fiir ¢ und ag, und nach Anwendung der Holder-Ungleichung folgt

/ | Du|Pdx < L/ (14 |Du|)P~|Du + Do¢|dx + L/ (1+ |Du|)P~|¢|dz
Q Q Q/

p—

<o) ([ @+ ipupac) T ([ (Du Dol +1orac)’

Das Integral mit |¢| kann mit der Poincaré-Ungleichung wie folgt abgeschitzt werden:

|6Pdz < c(n,p, ) / (IDul? + |Du + DoJ?) da.
Q (94

Damit erhalten wir
1

(//(1 + |Du|)pdx>‘1” < e(p, L) /Q/(l + | Dul)Pde (/Q |Du|”dm>l </Q/(2Du + Dol + |Dupd:c> ’

und

//(1 +|Dul)Pde < e(p, L) (/9(1 4 Du|)pdx)p (/Q Du|pdx) N (/@(2Du + Do+ |Dupdsc>

< c(p, L,n, Q|| Dul| 1 (o)) /Q/(|Du + D|P 4 1)dz
O

Folgerung 5.29. Sei u € W1P(Q) eine schwache Lésung von (30) mit a,aq wie oben und aufer-
dem gilt

a(z,u,z) -z > |z fir alle (x,u,z) € @ x R x R™.
Dann gibt es einen positiven Exponenten o = o(p,n, L, <, HDuHLP(Q)), so dass u € Cﬁ;?(ﬁ). Falls
ag =0, dann o = a(p,n, L, Q).

Wir wollen nun héhere Regularitt fiir Minimierer von Variationsproblemen zeigen und beschréanken
uns dafr auf den Fall p = 2. Zur Einfachheit nehmen wir auflerdem an, dass f(z,u,z)) = f(2).
Das heif3t, die zugehorige Euler-Lagrang Gleichung vereinfacht sich zu

div((D. f)(x,u, Du)) = 0.

Wir wollen den folgenden Satz beweisen.
Satz 5.30. Sei f: R"™ — R ein C°°-Funktion, so dass

(i) |D.f(2)| < L|z| fir jedes z € R™.

(i) %I€> < D2f(2)¢ € < AEP  fiir jedes & € R™.
fiir Konstanten L, A > 0.
Q sei ein beschrinktes Gebiet, und u € W'2(Q) ein Minimierer von F(v,Q) = [, f(Dv), das heift

F(u,Q) < F(u+¢,Q) fir alle p € WH2(Q).

Dann gilt u € C*(Q).

Der Beweis erfolgen in mehreren Schritten. Entscheidend ist dabei die jeweilige lokale Holderstetigkeit
der Minimierer.
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28. Vorlesung.
Lemma 5.31. Sei f: R"™ — R ein C*>-Funktion, so dass

(i) |D.f(2)| < L|z| fir jedes z € R™.

(ii) A[E[* < D2f(2)€-€ < A[E]*  fiir jedes & € R™.
fiir Konstanten L, A, A > 0.
Q sei ein beschrinktes Gebiet, und uw € WH2(Q) ein Minimierer von F(v = [, f(Dv). Dann
gilt u € Wfof( ), und die Ungleichung

[[ullyy 2, 2(0) S € [l gy, 2(Q) -

fiir ' offen mit Q' € Q, wobei ¢ = c(L, \, A, dist(Q',09Q)), sowie

(32) /(Dgg Deo f)(Du)Ds(Dyu) Daddz = 0 fiir alle s € {1,...,n}
Q
und fir alle ¢ € C§°(Q). Das heifst fir s € {1,...,n} erfillt Osu = vs das elliptische System
(33) div(B - Dv,) = 00(B*P05v,) =0 in Q
mit Koeffizienten (Dgs Deo f)(Du) = B®P € Wh2(Q).

Bemerkung 5.32. Das Lemma gilt auch im Fall, dass u € W12(€2,R™) und f : R™*" — R wobei
f statt (ii) die Legendre Bedingung

NEP| < (DEF)EE - €7 < Alg)* fiir jedes € € R™™.
Zur Erinnerung' Die Legendre-Hadamard Bedingung ist erfiillt, falls

\él “Inl* < (Dex Do f)E'€mgms < A|EP|nf*  fiir jedes £ € R™ und 5 € R™.
Das System (33) von partiellen Differentialgleichungen schreibt sich dann, also
div(B - Dvl) = 0a(B{"95v]) =0 in Q
wobei vJ = Dgu’ und Ba’ﬁ (DEBDga 1) (Du).

Definition 5.33. Sei u : @ — R™ eine Funktion, s € {1,...,n} und h > 0. Wir definieren den
Differenzenquotient duch

hes) —
Th,su(T) == u(z+ eh) u(m)’ Ve eQep:={xecQ:x+he, € Q}

wobei (es)s=1,...n die Standardbasis im R™.

Proposition 5.34. Seip € (1,00) und Qo € Q. Dann
(i) Is u e WhP(Q), dann 1y su € WHP(Q) und D1y, su = 75, s Du. Auflerdem gilt

Ths(u-v)(x) = w(x + heg)h sv(x) + Th su(x)v(T + hes).

Insbesondere, falls u,v mit kompaktem Trager in Q und h hinreichend klein: [ ur, sv =
— f'UT,h’S.

(i) Es gibt eine Konstante c(n), so dass fiir jedes u € WHP(Q), Qo € Q offen und s =1,...,n

diSt(Qo, 89)

—

(iii) Falls u € LP(SY), und falls es eine Konstante L > 0 gibt, so dass fiir jedes h < dist(Q, 09),
s=1,...,n

I7h.stll o) < €llDullpoiq)  wobei h <

HTh,sUHLp(QO) <L,

dann ist u € WHP(Qp), [Dull ooy < L und T su — Dsu schwach in LP(Qo) falls h — 0.
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Beweis (Lemma). Sei {eq,...,e,} die Standardbasis in R, und wéhle ein s € {1,...,n}. Fir
¢ € C(Q) definieren wir ¢(z — hes) = 9 (x). Falls h > 0 hinreichend klein ist, ist ¢ € C°(Q).
Also folgt aus der Euler-Lagrange Gleichung mit der Transformation y — y + hes:

(34) | 1Dge F(Duta -+ hes)) = D f(Du(a))] Dola)de = 0.
Es gilt fiir fast alle x € Q (Beachte, dass Du € L?(Q, R™) nur fast iiberall definiert ist):
1
d
Deo f(Du(z + hes)) — Deo f(Du(z)) = / aDEaf(tDu(x + hes) + (1 — t)Du(x))dt
0
1

(35) = ; D¢s Dea (tDu(x 4 hes) 4 (1 — t) Du(x))Dglu(x + hes) — u(x)]dt.

Wir definiere
B*P(h,z) = /1 D¢s Deo f(tDu(z + hes) + (1 — t)Du(x))dt
mit i
|B*#(h,z)] <M und B*P(h,x)eve? > N¢f.
wegen den Annahmen fiir f. Dann gilt wegen (34) und (35)

(36) /Qéa’ﬁ(h, 2)Djg {“(‘T + he}i) —u@ ] pos—o.

Betrachte nun die Test-Funktion
u(z + heg) —u(z) ,

p(z) == h n? = Thsn’

wobei 7 € C°(Br(x0)) ein Abschneidefunktion mit Bsr(xzo) C 2,0 <n <1, n =1 auf Bg/s(z0),
und |Dn| < . Es folgt

.

Du(z + hes) — Du(x)
h

2
%S/B”W@%MMMW%m@#
Q

= / Eo"ﬁ(h,x)D/g [Th,su(z)] [Da(Th’ST]Z) — 2nTh,SDan]
Q

<e(n)2M 0 |7h,s Du| |11, s D1
Br(zo)
Anwendung der Hélder-Ungleichung und der Young-Ungleichung ab < ea® + %bQ mit € = %
ergibt:
2M 1
/ 7,5 Dul” n? < C(n)T / 12 |7« Dul? ?/ |7, sul?
Br(zo) Br(zo) Br(zo)
1 2M 1
< 5/ |T}L,SDU|2 772 + Tﬁ/ |Th,su‘2 .
BR(IQ) BR(I())
Also folgt
1 D hes) — Du(z) |? 4M 1 4M 1
7/ u(x + hes) u(z) n? < 772/ rpsul? < 772/ \Dul® = ¢,
2 Bry2(zo) h AR Br(zo) AR Br(zo)
Mit einer Konstante ¢z unabhéngig von h fiir alle s = 1,...,n. Es folgt mit der Propostion,

dass D7, su schwach gegen ein w € L?(Q2) konvergiert. Dann zeigt man leicht durch Anwen-
dung geeigneter Integralkonvergenzstze, dass w = DD u schwach und damit u € W22(Bp /2(0))-

AuBerdem, aus h — 0 in (36) folgt (32) mit (iii) aus der vorigen Proposition. Denn B*#(h, z) D¢ €
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W, () fiir alle 7 und da B8 (h,z) — B*#(0,z) in L? folgt dies aus der schwachen Konvergenz
von D1y, su. O

Bemerkung 5.35. Unter den Annahmen von Satz 5.30 folgt mit Folgerung 5.29, dass Du €
C%2(Q,R™) fiir einen Holder-Exponenten « € (0,1). Also gilt v € C1*(Q) und

B} = (Dga Deg f)(Du) € C™(Q).

Das heifit, es ist ausreichend Systeme partieller Differentialgleichungen mit Holder-stetigen Koef-
fizient zu untersuchen.
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29. Vorlesung.
Lemma 5.36. Es sei A = (A“’ﬁ)a75:17,,,,n eine Matriz mit |A%P| < A fir alle o, B sowie
NEPP < Y AV, fiir alle § € R™
ij=1
Seiu € WH2(Q) eine schwache Lésung von
(37) div(ADu) =0 in Q.
Dann gilt fiir jedes xo € Q und jeden Radius r < R < dist(xg, 0N)

/ |Dul? < c(ni,)\)2/ lu — k|2
BT(I()) (R - T) BR(Io)\BT(zo)

Beweis. Adaptiere die Losung von Aufgabe 1, Blatt 10.

Lemma 5.37. Sei A eine Matriz wie im vorigen Lemma und u € W2(Q) ein Léosung von (37).

Dann gilt
[ wk<emann(5)" [
B, (w0) R/ JBa(ao)

r n+2
[ s @ <At (3) [ us @
Bi(x0) Br(zo)

wobei By (x9) C Br(xo) € L.

und

Beweis. Fiir den Beweis siehe zum Beispiel Proposition 5.8 im Buch von Giaquinta und Martinazzi,
“An introduction to regularity theory for elliptic systems, harmonic maps and minimal graphs”.

Satz 5.38. Seiy € (0,1). Seiu € WH2(Q) ein Lisung von
Do (A*P Dgu) = 0

mit A%P € C)7(Q), so dass

loc
(38) AXPExeB > NE? fir alle € € R™ und A > 0.
und
(39) |A®B| < M fir alle o, $ =1,...,n und M > 0.

Dann gilt Dyu € C%°(Q) fiir ein 6 € (0,7).

loc
Beweis. Sei xg € K und Bg(z¢) € Q. Wir schreiben
(40) Do (AP (20)Dgu) = Dy ((A%P(20) — A%P)Dgu) =: D,G*.
(Korn’s trick). Wir betrachten die eindeutige Losung w € W2(Bgr(xg)) von
Dao(A{ (o) Dgw) =0 in  Br(wo)
(41) w=u auf dBgr(zp).

Einen solchen w existiert wegen dem Satz von Lax-Milgram.

Da w ein System mit konstanten Koeffizient 16st, 16st auch Dw ein System mit konstanten Koef-
fizienten. Insbesondere knnen wir das Lemma (5.37) auf Du anwenden und erhalten

rA\"
|Dw|* < ¢(n,\, M) (—= / | Dw|?.
/Br(ﬂio) <R) Br(zo)
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¢ = w — u ist eine zuléssige Test-Funktion fiir das System (41). Also gilt

/ AP (20) DywDgw = / A%P(z0)DywDgu
Br(xo) Br(wo)

Zusammen mit der Bedingung (38) und Young’s Ungleichung ab < §a2 + ébQ impliziert dies

M 1 M
/ | Dw|* < —/ D,wDgv < f/ | Dw|? + —/ | Dul?.
Br(zo) A Br(zo0) 2 Br(zo) 2X Br(zo0)

M
/ | Dw|* < —/ | Dul?.
Br(zo) A JBr(xo)
¢ 16st (40) auf Br(x). Das heifit

/ AP (20)DadpDptp = G*Dy1)
BR(QIQ)

Also

BR(wo)

fiir jedes 1p € W12(Br(xg)) und insbesondere fiir ¢ = 1. Daraus folgt wieder mit der Bedingung
(38) und der Holder-Ungleichung:

1 1
/ |D(w —u)* < 7/ AP (20)DopDsgp = 7/ G*Dy¢
Br(zo) A Br(zo) A Br(zo)

<3 pw-wP) ([ Yer) .
A < Br(wo) BR(xo);

1
[ pw-wrsg [ 6k
Br(zo) A Br(zo)
Zusammen ergibt das

/ Duf? < / Dwf? + / ID(u — w)?
B,.(x0) By-(x0) By (z0)
r

< c(n, A, M) ( )n/ |Dw|2+c(n,A,M)/ lelk
R BR(Zto) BR(EO)

r\”m
— \Du|2+/ |G|2 .
(R) /BR(wo) Br(x0)

Schlielich schizten wir noch den Term mit G ab.

[oe= [ ) 4Dl < 8 [ Dl
Br(xo) Br(zo) Br(xo)

Also

(42) < c(n, A, M)

Es ergibt sich

/Br(xo) |Dul? < ¢(n, A\, M) {(%)n +R27} /BR(%) |Dul?.

Nun wenden wir erneut das Lemma 5.23 an:

Lemma 5.23. Sei ¢(p) nicht-negativ, reel-wertig, montone wachsend auf [0, Ro]. Wir nehmen an,
es gibt 7 € (0,1), so dass fir alle R < Ry gilt
d(TR) < (1% + €)p(R) + AR*
fiir eine Konstante A > 0, und aq > ag > 0, und € € [0, €] fir ein e > 0. Falls eo(7, a1, 2)
hinreichend klein, dann gilt fir alle r < R < Ry
r

o(r) < e, a1, 2) {(E)az o(R) + Ar‘”} .
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Hier ist a; = n, ap = 0 und A = 0. Wenn wir R > 0 dann hinreichend klein wihlen, gilt R?® < e.

Wir erhalten fiir § > 0
r\n—9=
/ |Dul? < ¢(n, \, M) (—) / |Dul?| .
B (20) R Br(zo)
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30. Vorlesung.

Beuweis (Fortsetzung). Statt Dw betrachten wir nun Dw — (Dw) g, (z,) und wenden den zweiten
Teil von Lemma 5.37 an auf Dw:

r

n+2
@) [ Dw- Dl <) () [ 1Dw - (Du)pf
Br(20) Br(zo)
AuBlerdem gilt

(44) [ D= (D < [ D0 = (Du)sge
Br(xo) Br(xo)

Den letzen Term konnen wir folgt abschétzen

1
/ |Dw — (D) B2 |* < X/ A% (20)(Datw — (Do) B (a0)) (Dsw — (Dptt) B ()
B (o) Br(xo)
1 «
< X A ﬁ(‘ro)(‘DOﬂw - (Daw)BR(xo))(Dﬁu - (Dﬁu)BR(mo))
Br(xo)
1
b3 A ) Daw)(Dstw - )
BR(ZE())

1 (0%
b3 [ A @) (Da) gy (D~ )
Br(zo)

Der vorletzte Term ist 0 weil w das System (41) 18st, und der letzte Term verschwindet weil
w—u € W2 (Bgr(z0)). Das heift, zusammen mit (44) nach Anwendung der oberen Abschitzung
fiir A und Hélder-Ungleichung erhalten wir die folgenden Abschétzung:

M2
(45) / 1Dw — (Dw) oy 2 < / Dt — (D) gy oy -
Br(zo) A Br(zo)

Abschlieend haben wir noch folgende Abschétzung:

/ Du — (D) gy
Br(l‘g)

<3| pu-puPs [ Dw- DusgegPr [ D)~ (Du)se
Br(zo) Br(z()) BT(IO)

Den letzen Term konnen wir abschéatzen durch:

/B,,.(:vo)

/ |Du — (Du)BR($0)|2 < 6/ |Du — Dw|2 —|—/ |Dw — (Dw)BR(IO)|2
B, (z0) By (z0)

By (z0)

1

_ Dw — Du
|Br(z0)| BR(aco)( )

< / |Dw — Dul?
Br,»(lﬂo)

Also

< c(n,)\,M)RQV/

Dul® + / Dw — (Dw) oy
BR(Z()) Br,»(wo)

Wobei wir in der letzen Ungleichung vorgehen wie in der Abschétzung (42) (A ist v-Holder-stetig).

Schliellich schétzen wir fBR(mo) | Dw—(Dw) B (a0) |2 in der letzen Ungleichung mit Hilfe von Lemma
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41 ab:

/ |Du — (DU)BR($O)|2 < c(n,)\,M)RQV/ |Du\2
Bi(x0) Br(zo)

r\nt2 9
el A, M) (5) /BR(M) Dw — (DW) )|

n—ay
G e

r n+2
+e(n, A, M) () [Du = (Du) g
R Br(zo)

< ¢(n,\, M)R*

r n+2
<ctnn ) ()" [ pu= (Dwsygen
R Br(zo)
+ C(nv )‘7 M7 HDU‘HLQ)‘Rzﬂﬁ_n_(S
wobei wir (43) verwenden mit R = r und R = Ry. Wieder mit Lemma 5.23 folgt

9 r 27+n—¢ 9
[ - s < cadn) (5) [ 10w (Dupyg
By (zo0) Br(=zo)
+ ¢(n, A, M, || Dul| 2 )r27 0.
Dass heifit Campanato’s Charakterisierung von Holder-stetigkeit (Theorem 5.9) ergibt D,u €
C222(Q) falls 5/2 € (0,). O

loc

Satz 5.30. Sei f: R™ — R ein C°°-Funktion, so dass
(i) |D,f(2)| < L|z| fir jedes z € R™.
(i) §I€° < D2f(2)€-€ < AJEP fiir jedes & € R™.
fiir Konstanten L, A > 0.
Q sei ein beschrinktes Gebiet, und u € W2(Q) ein Minimierer von F(v,Q) = [, f(Dv), das heift
F(u,Q) < Flu+¢,Q)  fiir alle p € WH2(Q).
Dann gilt uw € C*(Q).
Beweis (Satz 5.30). Wir wenden Theorem 5.38 an auf v = Du und erhalten v € C2°(Q). Also

loc

ist u € C2’6(Q). Wir kénnen die Gleichung, die von Du erfiillt wird, differenzieren bzgl z¢, und

loc
erkennen, dass D;Du ebenfalls eine Gleichung des selben Typs erfiillt. Also is Dy Du € C’llo’g Q).
Wir konnen in dieser Weise induktiv fortfahren und erhalten das gewiinschte Resultat.



