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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei V ein Vektorraum. Die Kontraktion ¢; : @:_,V* @ Q_,V — Q_V*®
;:11 V ist die lineare Abbildung, welche eindeutig durch die Zuordnung

(1 ®- - @uQV' ®- - ®v°) =1/ (1) (1 ® - QKR QR Q- AV ®---QV°)
auf den Monomen definiert ist. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:

(a) Ist V eine linearer Zusammenhang auf T'M, so existiert zu r, s > 0 genau ein
linearer Zusammenhang V"™* auf 177 M, so dass die folgenden Eigenschaften
gelten:

(i) VS e IN(TrM), VX € I'(TM) und jede Kontraktion ¢ gilt
Vi () = o(VES),
(ii) VS € T(TTM), T € T(TPM) und VX € T(TM) gilt
VP (S eT)=(VyS)eT + S (VRIT).
(b) Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und V sei ein torsionsfreier Zu-

sammenhang. Zeigen Sie: V is genau dann der Levi-Civita Zusammenhang,
wenn V%%g = 0.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei g eine biinvariante Riemannsche Metrik auf der Liegruppe G (vgl. mit Blatt 3,
Aufgabe 3) und V der zugehorige Levi-Civita-Zusammenhang. Zeigen Sie:

(a) Jedes linksinvariante Vektorfeld ist ein Killing-Vektorfeld. (Blatt 6, Aufgabe 3)

(b) Ist X ein linksinvariantes Vektorfeld, so gilt VxX = 0 und jede Flufilinie von
X ist eine Geodétische.

(¢) Sind X und Y linksinvariante Vektorfelder, so gilt VxY = 1[X,Y].

Hinweise: Benutzen Sie die Torsionsfreiheit des Levi- Civita-Zusammenhangs.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : U — V eine Karte. Es seien
¢g;; die Koeffizienten der lokalen Darstellung von g. Es sei p € U mit ¢(p) = 0 und
es gelte ?g;;(p) = d;;. Zeigen Sie:

(a) d(gi;) |, = 0 genau dann, wenn °I'%;(p) = 0 fiir alle i,5,k = 1,...,m.

(b) Es existiert ein Diffeomorphimsu ¢ : V C R™ — V| so dass fiir 1) = p o ¢ gilt:
YT =0V, g, k=1,...,m.
Hinweise: Betrachten Sie ein Polynom der Form ¢(z) = Y77 | (2" +Clxsx;)ey.

Abgabe am Dienstag, 20. Juni bis 12 Uhr beim Assistenten.



