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Aufgabe 1 (Energie Erhaltung)

Sei u ∈ C1([a, b]) ∩ C2((a, b)) =: C und F(u) :=
∫ b
a
f(u(x), u′(x))dx, d.h. die

Lagrange-Funktion f hängt nicht von x ab.

(i) Leiten Sie die Euler-Lagrange Gleichung von F her.

(ii) Sei u ∈ C ein Lösung der Euler-Lagrange Gleichung. Zeigen Sie, dass f(u, u′)−
u′∂pf(u, u′) = const auf [a, b].

Aufgabe 2 (Rotationsflächen)
Sei u : [a, b]→ R>0 ein C2-Funktion. Dann ist

v : (x1, x2) ∈ [a, b]× [0, π] =: Ω 7→ (x1, u(x1) cosx2, u(x1) sinx2)

eine parametrisiert Fläche. Der Flächeninhalt is
∫

Ω

√
det g(x)dx wobei g(x) =

(〈∂xαv(x), ∂xβv(x)〉)α,β=1,2.

(i) Zeigen sie: Der Flächeninhalt von v ist gegeben durch

F(u) = π

∫ b

a

u(t)
√

1 + (u′(t))2dt.

(ii) Finden Sie mit Hilfe von Aufgabe 1 die Lösungen der Euler-Lagrange Glei-
chung von F .

Aufgabe 3(Zweites Newton’sches Gesetz)
Betrachten Sie l Punkte p1, . . . , pl in R3, in denen Massen m1, . . . ,ml > 0 konzen-
triert sind, und die unter dem Einfluß der Kräfte Fj, j = 1, . . . , l stehen. Wir nehmen
an, dass die Kräfte Fj zeitunabhängig sind und nur von der Position xj(t) ∈ R3 der
Massenpunkte zur Zeit t abhängen, d.h. Fj = Fj(x = (x1, . . . , xl)). Außerdem exi-
stiert eine Funktion V : R3l → R, so dass −∇V = (F1, . . . , Fl).

Wir nehmen an x ∈ C2([t1, t2]). Betrachten Sie das Funktional F(x) =∫ t2
t1
L(x(t), x′(t))dt mit L(z, p) = T (p)− V (z) mit z, p ∈ R3l wobei

T (p) :=
l∑

j=1

1

2
mj|pj|2.

(i) Bestimmen Sie die Euler-Lagrange Gleichung.

(ii) Zeigen Sie, die Energie E(x, x′) = T (x′) + V (x) für eine Lösung x der Euler-
Lagrange Gleichung ist konstant.

Abgabe möglich am Dienstag, 10. November, vor oder nach der Vorlesung.


