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Aufgabe 1 (Cacciopoli-Typ Ungleichung)
Sei Ω ⊂ Rn beschränkt, und u ∈ W 1,2(Ω) sei eine schwache Lösung von ∆u = 0, das
heißt ∫

Ω

∂αu∂αφ = 0 für alle φ ∈ W 1,2
0 (Ω).

Zeigen Sie: Für x0 ∈ Ω, 0 < ρ < R ≤ dist(x0, ∂Ω) gilt∫
Bρ(x0)

|Du|2dx ≤ c

(R− ρ)2

∫
BR(x0)\Bρ(x0)

|u− λ|2 für alle λ ∈ R

und eine Konstante c > 0.
[Hinweis: Betrachten Sie eine geeignete Testfunktionen.]

Aufgabe 2 (Poincaré-Sobolev-Typ Ungleichung)
Sei Ω ⊂ Rn beschränkt und mit C1-Rand, und es sei u ∈ W 1,p(Ω,Rm) gegeben, so
dass |Ω0| = {x ∈ Ω : u(x) = 0} = γ|Ω| für ein γ ∈ (0, 1]. Zeigen Sie:

‖u‖Lp∗ (Ω,Rm) ≤ c(n,m, p, γ) ‖Du‖Lp(Ω,Rm×n) wobei p∗ =
np

n− p

[Hinweis: Verwenden Sie die Poincaré und die Sobolev Ungleichung, und schätzen
Sie (u)Ω − (u)Ω0 geeignet ab.]

Aufgabe 3∗(Hölder-Stetigkeit)
Sei B := B1 ⊂ R2 und u : B → R sei gegeben durch u(x) = x1|x|α−1 für ein
α ∈ (0, 1). Zeigen Sie:

(i) u ∈ W 1,2(B) ∩ C0,α(B),

(ii) u /∈ C0,β(B) für β ∈ (α, 1],

(iii) u ist eine schwache Lösung von Div(a(x)Du) = 0 in B, d. h.
∫
B
ai,j∂iu∂jφ = 0

∀φ ∈ W 1,2
0 (B), mit meßbaren, beschränkten, und elliptischen Koeffizienten

a : B → R2×2 definiert durch

ai,j(x) := δi,j +
(1− α)(1 + α)

α2

xixj

|x|2
i, j ∈ {1, 2}

Abgabe möglich am Dienstag, 12. Januar, vor oder nach der Vorlesung.


