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0 Begriffe der Euklidischen Geometrie
Gegeben sei R, n = 2,3, mit Euklidischem Skalarprodukt

ai n
a=| : ,bERnl—) Za,bz eR
=1

Qn ——
=:{(a,b) =:a-b

Die Zugehorige Norm heifit Euklidische Norm: |a| = /(a,a), a € R".

1 0
0 :
Die Standardbasis ey = | . |, ..., e, = | * | is eine Orthonormalbasis (ONB), denn
0 1
1 i=j
€;,€;) = 0;; = )
(e e3) I 0 sonst

Der Euklidische Abstand ist d : R™ x R™ — [0, 00), d(a,b) = |b — a|. Es gilt
1. d(a,b) =0 <= a =0,
2. d(a,b) =d(b,a),
3. d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) (A-Ungleichung).
0.1 Definition. Eine Abbildung F' : R™ — R™ heifit Isometrie (von (R",d)), falls
d(F(a), F(b)) = d(a,b) Ya,b € R™.

Beispiele. 1. a € R™ Dann ist die Translation T, : R — R", T,(z) = x4+ a, um a € R"
ein Isometrie.

2. Sei O(n) = {A € Gl(n,R) : AT - A= E,} die Gruppe der orthogonal Matrizen. E,
bezeichnet die Einheitsmatrix, Gl(n,R) die Familie der invertierenbarene Matrizen
und AT die zu A transponierte Matrix (A = (a;)ij=1,..n = (ai;), dann AT =
(bij)ij=1,..n = (bij) mit bij = aj;).

Fiir A € O(n) ist die Abbildung x — Az € R™ ein Isometrie.

Beweis. Zunichst gilt
(2, Ay) = (ATz,y).

Es reicht die Gleichung fiir e1, ..., e, zu verifizieren. Es gilt

(ATei,e) = bij = aji = (Aej, e;) = (e;, Ae;).



Dann folgt fir A € O(n):

|Ay — Az|* = (A(y — z), A(y — 2)) = (AT A(y — x),y —z) = |y — |

Bezeichnung. A € SO(n) < A€ O(n) & det A=1.
Bemerkung. Die Isometrien von (R™, d) bilden eine Gruppe bzgl. Hintereinanderausfithrung

von Abbildungen.

0.2 Satz. Sei F': R™ — R™ ein Isometrie von (R™,d). Dann 3A € O(n) und Ja € R™, so
dass F(x) = Ax + b Vo € R".

Beweis. Setze F'(0) = a € R™. Dann ist die Verkettung g(x)N:: T ,o0F(zx)=F(z)—a
eine Isometrie mit A(0) = 0. Wir zeigen: 3A € O(n) so dass A(x) = A -z Vz € R".
Seien z,y € R"™. Dann

ly —a” = |A(y) — A(z)?
= (A(y) — A(2), Aly) — A(x))
= (A(y), Aly)) — 2(A(2), Aly)) + (A(x), A(y)).

Da A eine Isomtrie ist und A(0) = 0, gilt |A(z)| = |z| und |A(y)| = |y|. Ausserdem
(y =,y —x) = [2]* = 2(z, y) + [y|*. Damit folgt

(A(2), A()) = (2, )-
Fiir eine ONB ey, ..., e, folgt: A(e1), ..., A(e,) ist eine ONB des R™,

Wir kénnen A(z) darstellen als

n n

Alz) =) (Ales), Aa)) Aler) = D (ei ) Ales).

i=1 i=1

Die Abbildungen z + (e;, z) sind linear, also ist A linear, und die Darstellungsmatrix A
ist ein Element von O(n) wegen (Az, Ay) = (z,y).
Also ist F(z) = Ax + b. O

Bemerkung (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Es gilt

[z, )| < |zlly| Vo,y € R™

3 <£C,y> _
Damit folgt 77 € [—1,1].

0.3 Definition. Seien a,b € R". Der Winkel Z(a,b) € [0, 7] zwischen a und b ist definiert
durch

Z(a,b) = arccos <<x’y>) .

|z[ly]

0.4 Folgerung (Kosinussatz). Es gilt |a + b|> = |a|? + |b|]? + 2|a||b| cos Z(a, b) Va,b € R™.



Gegeben seien n Vektoren a; = : , ooy, € R™ Dann ist
an1
air ... Q1n
(a1,...,an) ER" x -+ x R" > det(ay,...,a,) =det A mit A=
ani .- Qnpn
eine multilineare, alternierende Abbildung, so dass det(ey,...,e,) = det E,, = 1.

0.5 Definition (Kreuzprodukt). Das Kreuzprodukt x : R3 x R? — R3 is definiert durch
v,weR— z=vxweR>
wobei z der eindeutig bestimmte vektor mit (z, x) = det(v, w,z) Vo € R3.

z1
Bemerkung. Falls v x w =z = | 2z |, dann gilt z; = det(v,w, e;). Zum Beispiel gilt
z3

z1 = det (v, w, e3) = v3wa — wW3ve.
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Bemerkung. a,b € R?\{0}. Sei A = (a,b). Dann | det A| = |al|b| sin Z(a, b).

Beweis. Sei f1, fo eine positive orientierte ONB des R?, so dass f = Wﬂa. (pos. orientiert
< det(f1, f2) > 0. ) Entwickele b bzgl. fi, fa:

b=0b1f1+bafa = (b, f1)f1 + (b, f2) fo.

Dann

det A = det(a, bi1fi1+ bgfg) = ]a\bl det(fl, fl) +|a|bg det(fl, fg) = ]a|b2.
N——— S———

-0 =1
Andererseits gilt
2 2 2 2
. 92 2 (a,b) (f1,b) b3 b3
L(a,b) =1— Z(a,b)=1— =1- = = —=.
s 208) =1 - o) =1- () R R e
Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt | det A| = |a||b| sin Z(a, b). O

Bezeichnung.

cosp —singp) (0 =1\
(522 ~39) - b, e s00) & Da= (0 ) =

0.6 Fakt. a,b € R?: (Ja,b) = det(a,b).

Beweis. (Ja,b) = <<—a2> , <Zl>> = —agby + arbs. O
2

a

1 Kurven im R"

Vorbemerkung: Alle Abbildungen werden (wenn nicht anders gesagt) als C*° vorausgesetzt.

1.1 Definition. Eine parametrisiert Kurve ist einen Abbildung o : I — R" eines Intervals
I C R in den R™.

e « heifit regulir < o/(t) # 0 Vt € I,
e « heif} singulér an der Stelle ¢ € I falls o/(¢) = 0.
a(t) (1)
Bezeichnung. o(t) = : ,  d(t) = :
an(t) ap(t)
o/ : I — R™ heifit Tangenten- oder Geschwindigkeitskurve.

Falls o/(t) # 0, dann heiit die Menge T (o, t) = {a(t) + Ad/(t) € R" : A € R} Tangente
von « an der Stelle t € I.

n = 3: « heiit Raumkurve
n = 2: « heifit ebene Kurve.



Beispiele. 0. Geraden: a(t) =z + tv, t € R fiir z,v € R" = o/(t) = v.

1. Funktionengraphen: Sei f: I — R C.
Dann ist «(t) = (t, f(t)) eine ebene Kurve mit o/(t) = (1, f'(t)) # 0 Vt € I.
= « regulér.

2. Schraubenlinie (Helix): a(t) = (z(t),y(t),2(t)) = (acost,asint,bt), t € R, a €
[0,00),b € R.
= o/(t) = (—asint,acost,b) = « ist regulir, falls R? 3 (a,b) # (0,0).
Das Bild der Kurve liegt im Zylinder {(z,y, z) € R3 : 22 + % = a?}.
(z(t),y(t)) ist periodisch mit periode T' = 27. Der Wert 27b heifit Ganghohe.
Fiir b = 0 liegt die Kurve in der zy-Ebene.

Kreisrand in der Ebene: 3(t) = (z(t),y(t)) € R? ist eine Ebenen Kurve mit 8/(t) =
(—asint,acost) = JB(t). Also (B(t),8'(t)) = 0 und |B'(t)| = |B(t)| = a.

3. a(t) = (t2,#3) heiBit parametrisierte "Neil’'sche Parabel”. a ist C* aber o/(t) =
(2t,3t%). Also ist a singulir in ¢ = 0. Das Bild «(R) ist

a(R) = {(z,y) : 2 > 0,y = +(v2)’} = {(z,y) : y* = 2°}.
4. a(t) = (t3,15). o/ (t) = (3t%,6t5) also nicht regulir bei t = 0. Aber
a(R) ={(z,y) :y >0,y = (\/\?DG} ={(z,y) :y = :cz} = Das Bild is eine Parabel.

5. a(t) = (sint,sin(2t)). « ist periodisch: a(t + 27) = «(t). Skizziere Punkte in a(R):

a(0) = (0,0)
a(m/4) = (sin(r/4),sin(7/2)) = (V2/2,1)
a(r/2) = (1,0)
a(3n/4) = (vV2/2,-1).

6. a(t) = (cost,sint), B(t) = (cos(2t),sin(2t)), t € R, zwei unterschiedliche parametri-
sierte Kurven. Aber a(R) = B(R).
AuBlerdem o/(t) = (—sint,cost) und f'(t) = (—2sin(2t),2cos(2t)). Damit §'(t) =
20/ (2t).
” 3 durchléuft die selbe Strecke mit doppelter Geschwindigkeit”.

1.2 Definition. Sei o : I — R"” eine parametrisierte Kurve. Eine Parametertransformati-
on von « ist eine bijektive Abbildung ¢ : J — I wobei J ein Interval in R, so dass ¢ und

¢~ ! unendlich oft differenzierbar sind (C*°). & = a o ¢ heift Umparametrisierung von a.

Bemerkung. 1. a=aoe ': 1 =R,

2. ¢'(t) A0Vt € J, denn aus t = Lo p(t) folgt 1 = (1) ((t))¢’ (t).
Insbesondere: a regulir < a regulr.



3. Entweder ¢/(t) > 0Vt € J oder ¢'(t) < 0Vt € J, denn falls 3tq1,t2 € J mit t; < ¢,
©(t1) > 0 und ¢(t2) < 0, dann existiert nach dem Zwischenwertsatz ein tp, so dass
¢(tg) = 0. Hier beniitzen wir, dass ¢ stetig differenzierbar und damit ¢’ stetig ist.

1.3 Definition. Eine Parametertransformation ¢ heifit orientierungserhaltend, falls ¢’ >
0.

Sonst heifit ¢ orientierungsumkehrend.

Bemerkung. Jede Parametertransformation ist entweder orientierungserhaltend oder ori-
entierungsumkehrend.

1.4 Definition. Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von reguléren parametrisierten Kur-
ven, wobei die Aquivalenzrelation gegeben ist durch

o ~ a < 3 Parametertransformation ¢, so dass @ = « o .

Bogenlinge

Sei a : I — R" eine parametrisierte Kurve mit I = [a,b]. Eine Zerlegung Z von [a,b] is
ein Tupel (tg,t1,...,tk), k€N, sodass a =tg <t; <--- <tp_q <t =b.

Die Lénge des Polygonzugs der Punkte {a(t;)}i=o,. r ist definiert durch

k
Lz(a) = lo(t) — alti)|.
i=1
Eine Zerlegung Z = (so,.-.,9) ist eine Verfeinerung einer Zerlegung Z = (to, ..., tx), falls

{to, .- tx} C {s0,...,sk}. Aus der A-Ungleichung folgt, dass Lz(a) < Lz(a).

1.5 Definition. Die Bogenlinge einer parametrisierten Kurve « : [a,b] — R™ is L(«a) =
supy Lz(a) wobei das Supremum bzgl. allen Zerlegungen Z von [a, b] gebildet wird.

Eine parametrisierte Kurve « : [a,b] — R™ heifit rektifizierbar, falls L(a) < oo.

1.6 Proposition. Sei a: I = [a,b] — R" eine parametrisierte C1-Kurve, a,b € R. Dann
gilt L(a) < 00 und

b
La) = [ la'(0)dr 1)

Beispiel. a : [0,27] — R? a(t) = (cost,sint). Dann |o/(t)| = ‘ <_ccs)lsntt> ‘ = /sin?t + cos2t =
1. Es folgt L(a) = 27.
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1.7 Lemma. Sei «: [a,b] — R" eine parametrisierte Kurve und T € [a,b]. Dann

L(a) = L(alia,7) + L(aliry)-

Bemerkung. Fiir eine parametrisierte Kurve o : I — R™ und J C I ein Interval ist «|; die
Einschrinkung von « auf J. | is somit ebenfalls eine parametrisierte Kurve.

Beweis von Lemma 1.7. Setze Iy = [a,7] und Iy = [r1,b]. Seien Z; = (to,...,t;) und
Zy = (S0, ...,51) jeweils Zerlegungen von I; und I5. Dann ist das Tupel (Z1, Z2) =: Z eine
Zerlegung von I. Es folgt

k

l
Lz (aln) + Lz, (eln) =Y lo(t) — alti)| + Y la(s;) — a(sj1)| = Lz(a) < L(a).
i=1 Jj=1

Bilde Supremum bzgl. Z; und Z,. Dann folgt L(aly,) + L(alr,) < Lz(«).
Zum Beweis der Ungleichung L(alr,) + L(alr,) > Lz(a) wéhle eine Zerlegung Z =
(to,...tx) von [a,b]. Es gibt j € {0,...,k — 1}, so dass 7 € [tj,t;41]. Dann sind Z; =

(to,...,tj,7) und Zy = (7,tj41,...,t;) jeweils Zerlegungen von I; und . Mit der A-
Ungleichung folgt dann

k
_Z‘OJ tz' —Oéti 1)’

=1
Z ) = alten)| + lar) — alt)] +lalty) — ol + 3 la(t) - alti)

i=j+2

IN

= Lz (aln) + Lz,(aln,) < L(aln) + L(alr,).
Nachdem wir das Supremum bzgl. Z bilden folgt L(a) < L(«|r,) + L(a|r,)- O

Beweis der Proposition 1.6. Sei Z = (tg,...,tx) ein Zerlegung von [a, b]. Dann folgt

k n

Zm ) —altial =Y (Y last) —a

i=1 j=1

—~
~

<

Ju

~

[N}
~
[NIE

i=1

k t;
:Z/ o' (s)ds

i=1 |/ ti-1




s € [a,b] — |&/(s)] ist stetig. Damit existiert das Integral auf der rechten Seite und ist
endlich. Bilde das Supremum bzgl. Z und es folgt L(a) < f |/ (s)|ds.

Wir zeigen zuniichst die Ungleichung *: Sei v = ( ‘ftz ) f;l an( ) Zu
zeigen ist, dass |v| < ft; o/(s)|ds. Tatsichlich gilt

v ti
| = (—, v; / oy (s)ds
‘U‘ ti_1 ‘ Z a ti—1 J

1 t; n t;
= ), 1 Zvja;(s) ds S/ |o(s)|ds.
71— ]:1

ti—1

Cauchy-Schwarz
< vlle/(s)]

Es bleibt (1) in der Proposition zu zeigen. Sei
l: [CL, b] — R, l(t) = L(a|[a,t])'
Wir zeigen | € C*([a,b]) und I'(t) = |&/(t)|. Dazu sei t; < t3. Dann
a(te) —a(ty) < Ll 40)) Lemma 1.7 l(t2) — U(t1) ftf o/ (s)|ds
to — 11 Tty —1 to — 1 - to — t1 .

Fiir to — ¢ folgt, dass die linke und die rechte Seite der Ungleichung gegen |o/(¢1)| kon-
vergieren, da « als C! vorausgesetzt ist. Damit existiert auch I'(¢1) und I'(t1) = |/ (t1)].

Schliefllich erhalten wir durch Integration von I:

b b
/\a'(s)\ds:/ V(s)ds = 1(b) — I(a) = I(b) = L(a).
0

1.8 Lemma. Sei o : [a,b] — R"™ eine parametrisiert Kurve. Die Bogenlinge L(«) dndert
sich nicht bei Umparametrisierung.

Beweis. Sei ¢ : [c,d] — [a, ] eine Parametertransformation und & = a o . Dann

&(s) = o’ 0 (3)¢/(s).

d d
7) = / & (s)]ds = / o 0 o(s)[1¢'(3)ds = (#)

Nun gilt entweder ¢’ > 0 oder ¢’ < 0, und ¢ ist entweder streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend. Somit

¢ () Jldi ,
= [l oo s =+ [ It = {f Ol >0
¢ @

(©) fb o/ (t)|dt ¢' <0
b
:/ |/ (t)|dt = L().

Es folgt



1.9 Definition. Wir sagen eine regulire parametrisierte Kurve v : I — R” ist proportio-
nal zur Bogenlinge parametrisiert, falls |o/(¢)| konstant ist. Falls |o/(t)| = 1 V¢ € I, dann
heifit o nach Bogenlinge parametrisiert. Ist o nach BL parametrisiert, dann gilt

S1

L(alis, s0) = / |/ (t)|dt = so —s1  (Man sagt: « ist lingentreu).
S1

1.10 Proposition. Sei o : I — R"™ reguldr. Dann gibt es eine Parametertransformation

p:J — 1, so dass oo @ nach BL parametrisiert ist.

Beweis. tg € 1. Setze

Jo 1o/ (t)|dt 5>t

sel— ’(ﬁ(S) = {_fsto |O/(t)|dt to < 0.

Dann ist 1 € C*(I) mit ¢'(t) = |&/(t)| > 0 und sogar C*°(I) da o € C*°(I) und o’ # 0 =
) streng monoton wachsend.

= () = J ist ein Interval und ¢ : I — J ist bijektiv.

Damit folgt, dass die Umkehrabbildung ¢! : J — I existiert. Sei 1~! = o.

Es gilt ¢ € C™(J) da ¢/(t) = W (Satz iiber die Umkehrfunktion) und ¢'(¢t) > 0
Viel. = [(aop)(t)=|do SO(t)’W = 1. Somit ist « o ¢ nach BL parametrisiert. [

Lokale Theorie ebener Kurven

Sei o : I — R? reguliire Kurve. 0 # o/(t) € R2. T : [ — R% T(t) = 3:8\ heifit Tangen-
tenfeld von «.

Es existiert ein eindeutiges Normalenfeld: N : I — R?, N(t) = JT(t) = Dy oT(t).
(T'(t),N(t)), t € I, ist eine positiv orientierte ONB.

Die Normale von « an der Stelle ¢ € I ist die Menge N'(a,t) = {a(t) + AN(t) : A € R}.
Sei nun « : I — R? nach BL parametrisiert: 1 = |o/(t)|? = |T(¢)[%.

= 0= G (o/(t),o'(t) = (a"(t), o/ (1)) + (o/(t), 0" (1)) = 2(a"(t), o/ (t)).

(o' (t) ist die Beschleunigung von «in ¢ € I)
= o (t) L T(¢t) und o (t) || N(¢)
= Es existiert eine Funktion x : I — R, so dass o’ (t) = k(t)N(t).

1.11 Definition. k heiffit Kriimmung von c.

Beispiele. 1. a(t) = x +tv = o/(t) = v, T(t) = o N(t) = Jv, &'(t) = 0. Dann ist
k(t) = 0 Vt.

2. a(t) = (cost,sint) = |/ (t)] =1 = T(t) = o/(t) = (—sint,cost), N(t) = JT(t) =
—(cost,sint).
= o (t) = (—cost,—sint) = k(t) = 1.
Falls a(t) = a(—t), dann folgt k(t) = —1.

10



1.12 Definition. Falls @ = aoyp fiir a nach BL parametrisiert und ¢ eine orientierungser-
haltenden Parametertransformation, dann ist die Kriimmung von & definiert als k := ko
wobei xk die Kriimmung von « ist.

11
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1.13 Lemma. Sei @ = aop mit o nach BL parametrisiert und @ orientierungserhaltend.

Dann det(@ (1), 3" (1))
"= Eer

Beweis. &' (t) = o' o p(t)¢'(t) und &"(t) = o/ o p(t)(¢'(t))? + o/ o p(t)" (t).

o' o p(t)(t) und o o (t)¢”(t) sind linear abhingig.

= det(&/(1),@"(t)) = det(a’ 0 ()¢ (t), 0" 0 p(t)(¢(t))?)
= (¢'(t))* det(T 0 p(t), k 0 p(t)N 0 p(t)).
Es gilt
det(T o p(t), ko p(t)N o p(t)) = ko @(t)det(T, N) o p(t) = ko p(t),
und, da ¢ orientierungserhaltend, 0 < ¢'(t) = |¢'(t)| = |&/()]. O

1.14 Proposition (Frenet Gleichungen). Sei a : I — R? eine ebene, nach BL parame-
trisierte Kurve. Sei  : I — R die Kriimmung, N : I — R? das Normalenvektorfeld und
T : I — R? das Tangentenvektorfeld. Dann gilt

@ o0 = w00 (g 0.

0

Beweis. Es gilt T'(t) = o (t) = k(t)N(t) = (T'(t), N(¢)) <l-€(t)

). Es bleibt zu zeigen, dass

1=(N(t),N(t)) = 0= (N'(t), N(t)).
Da (T'(t), N(t)) ONB, gibt es A : I — R so dass N'(t) = A(¢)T'(t). AuBerdem gilt
0=(T(t),N(t) = 0= (T'(t),N())+(T(t),N'(t)).

\

= )= —k. O
Beispiel (Parallelkurven). Sei « : I — R? nach BL parametrisiert.
= ay(t) = at) + AN(t)
= a\(t) = (t) + AN'(t) = T(t)(1 + As(t)) = o/(t)(1 + Ak(t)). Es folgt
a(t) singulir & o'(t) = =AN'(t) = Ade()T(t) & k(t) = l
=1-Xk(t)>0 = Th=T = Ny=N
=1+ XM(t)<0 = Th=-T = Ny=-N.

12



Lokale Theorie von Raumkurven

Sei @ : I — R3 eine parametrisierte Kurve und ¢ € I, so dass det(a/(t), o (t),a/(t) x
a’(t)) # 0, insbesondere o (t),a”(t) # 0. Die Ebene

Sa,t) = {alt) + pa'(t) + 00" (1) : (p, o) € R2}
heifit Schmiegebene von v in t € .

Problem: Wahl eines Normalenvektors?

1.15 Definition (Frenet’sches 3-Bein). « und ¢ wie oben (det(c/(t), o’ (t), o/ (t) x &’ (t)) #
0). Dann heiflen

L. @:Eg‘ = T'(t) Einheitstangentenvektor,

N(t) Hauptnormalenvektor,

S
I

3. T(t) x N(t) = B(t) Binormalenvektor.

Bemerkung. Der Hauptnormalenvektor N (t) is der eindeutig bestimmte Einheitsvektor in
S(ayt)—a(t), so dass (T'(t), N(t)) eine ONB von S(a, t) —«(t) ist und so dass (T'(¢), N(t))
die gleiche Orientierung wie (¢/(t), o’ (t)) hat.

Beweis der Bemerkung.
(T(t),T(t)) =1 = 0= Z(T(t),T(t)) = 2(T"(t),T(t)) = 0= (N(t), T(t)).

Also ist N orthogonal zu T'. Auflerdem

o (@0 _ OO - OOy 1, LY
T(“‘<|a'<t>r)‘ P = ) (t”<|a'<t>|> (®)

= Span(T'(t), T'(t)) = Span(c/(t), " (t)) = (T'(t), N(t)) ist ONB von S(a,t) — a(t).
(T'(t), N(t)) ist gleichorientiert wie (&/(t),a”(t)), falls det(T'(¢t), N(t),T(t) x N(t)) > 0
genau dann, wenn det(a/(t), & (t), T'(t) x N(t)) > 0. Das folgt aus der Formel fiir 77(t). O

Sei a : I — R3 nach BL parametrisiert und o//(¢) # 0 Vs € I. Dann

o(t) = (1) = [o”" ()N (2).

1.16 Satz (Frenet Formeln in 3D). Sei o : I — R3 nach BL parametrisiert und o/ (t) # 0
Vs € I. Es gibt eindeutig bestimmte Funktionen k : I — R>o und 7 : I = R, so dass

0 —x(t) O
(T'(t), N'(t), B'(t)) = (T(t), N (t), B(t)) (H(t) 0 T(t)) :
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Beweis. 1. T'(t) = o (t)|N(t). Sei also &(t) = | (t)]. = T'(t) = (T(t), N(t), B(¢t)) | x(¢)

0
2.1=(N,N) = 0=2(N'(t),N(t)).
0=(T,N) = 0=(T'"(t), N(t)) + (T(t), N'(t))
S (T(), N'() = —(T'(8), N () = —n(2).
—k(t)
= Es gibt eine Funktion 7 : I — R, sodass N'(t) = —x(¢)T(t)+7(t)B(t) = (T'(t), N(t), B(t)) 0
7(t)
3. Definiere 7(t) = (N'(t), B(t)).
(N,B)=0 = (N,B)=—(N',B) = -1
(B,B)=1 = (B,B)=0
(I'B)=0 = (I,B"Y=—(T"B) = —x(N,B) =0
0
Es folgt B' = —7N. = (I',N',B') = (T,N,B) | -7 | . O
0

1.17 Definition. Sei o : I — R3 nach BL parametrisiert mit o”/(t) # 0 Vt € I.
k: I —[0,00) heit Kriimmung, 7: I — R heifit Windung (oder Torsion) von a.

Falls @ : I — R3, so dass @ = a o ¢ fiir eine orientierungserhaltende Parametertrans-
formation ¢ : I — J und « : J — R3 nach BL parametrisiert, dann verlangen wir von der
Kriimmung k und der Windung 7 der Kurve &, dass jeweils Kk = ko ¢ und 7 = 7 o ¢ gilt.

1.18 Lemma. Sei a: I — R3 mit &/(t) x &”(t) # 0 Vt € I. Dann

@O x a0 L det(@(0.8(0).8"(1) _ @) x &), 50)
="mer 0 YT T @n < anop &) < &2

Beweis. Sei a nach BL parametrisiert, so dass & = a o ¢ mit Parametertransformation ¢.

-~/
&= (o op)y = % — o' opund |&| = |¢| = ¢

@' = a" o p(¢')? + o' 0 pp”

~ i~ ~ a
F=rop=la"lop= I x a"|op = |¢/| @ x&| =
Die dritte Gleichung in der letzten Zeile ergibt sich mit der Definition des Kreuzproduktes

aus
o/ x |? = det(o/,a”,a’ x o) = det(T, N, B)k? = |"|?.
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Beweis Lemma 1.18 (Fortsetzung). Man berechnet auch

&/// — O/”OSO((P/)S _1_30//090@/90//_'_0/0()090///'
Fiir die Windung berechnet man

T=70p=(B,N)Yop=(TxN,N')oyp=det(T,N,N')op

und o = (kN) = Kk'N+kN' = N' = % — %’N. Es folgt

1 1
~ AN/ /i . ~1 ~I ~II
T = K/QOSOdet(O[,OZ , )OSO— mwdet(a,a , )OQD
—_——
‘alxaup
Die letzte Gleichung des Lemmas folgt aus einer Eigenschaft des Kreuzprodukts. O

Bemerkung. (T(t), N(t), B(t)) =: A(t) € SO(3) = ATA = E;
= ATA = —(ATY A= (AT A.

—k(t) 0
Frenet Formeln: A'(t) = A(t) | x(t) 0 —7(t)
0 T(t) 0
—C(t)

= C=ATAC =ATA = —(A)TA=—(AC)" A= —CTATA = —CT = ( ist schiefsym-

metrisch
Eigenschaften von k und 7.
(i) Falls @ = « o ¢ fiir einen C3-Diffeomorphismus ¢ : I — I (und « nicht notwendig

nach BL parametrisiert), dann K = ko ¢ und 7 = 7 o ¢. Insbesondere hingen 7 und
KRauwm (im Unterschied zu K gpene) nicht von der Durchlaufrichtung ab.

(ii) Falls a(I) C E, E C R? ist eine affine Ebene (d.h. es gibt eine Isometrie F' des R?
so, dass F(E) = R? x {0}), dann Krqum = |KEbene| und 7 = 0.

(iii) Sei F(z) = Az +b mit A € O(3) und b € R® und & = F o a. Dann gilt £ = £ und
T =det A-T.
~—
+1

Bezeichnung. Sei o : I — R3 nach BL parametrisiert und o # 0.

7>0 = « heifit rechtsgewunden,
7 <0 = « heifit linksgewunden.

Bemerkung. o reguldr. Dann ist k durch k(tg) = 0 auf Punkte ¢ty € I mit o/ (tg) xa” (t9) =0
stetig fortsetzbar (falls |o/| = 1, gilt bereits x(t) = |a”(t)] fiir alle ). Im allgemeinen ist
nicht differenzierbar fortsetzbar.

Die Windung 7 ist im Allgemeinen nicht stetig fortsetzbar auf solche tg.
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Beispiel (Schraubenlinie). a(t) = (acost,asint,bt), a > 0 und b # 0.
= d/(t) = (—asint,acost,b) = |d/(t)| = Va? + b2
= d’(t) = (—acost, —asint,0) = |a"(t)|=a

= | x| = |d|-]|a"|sin Z(/, ") = Va2 + b2a
—_———

1

/ t 2 t
IO G
o/ ()3 a? 4 b?
) det(/(t),a"(t),a”(t))  ba®cos®t + ba?sin?t b
T = = =
/() x (1) [? (Va® + b%a)? aZ + b2
Beachte
—asint —acost asint
a”(t) = (asint, —acost,0) — (/(t),a”(t),a”(t)) = | acost —asint —acost
b 0 0
Erkldrung zur Konstanz von k und 7 einer Schraubenlinie. Betrachte die 1-Parameter
0 0
Familie von Isometrien (Schraubung) Fy(z) = D 0 |2+ | 0| mit Fy = idgs und
0 0 t bt

FtJrS == Ft o FS.
= a(t) = Fi((a,0,0))
= a(t+tg) = Fii4,((a,0,0)) = Fy, o F;((a,0,0)) =: o' (t)

Damit ist o0 eine Umparametrisierung von « und somit s, (t) = ra(t + to).
Andererseits ensteht o' durch Komposition mit der Isometrie Fy,. Also auch 4 (t) =
Kato () Vit to € R.

Es folgt kq(t) = ka(t + to) fiir alle tg € R = k4 = const.

Bemerkung (Geometrische Bedeutung von x und 7). Sei o : I — R? mit |o/| = 1, o # 0.

x = |T'| = |Anderungsgeschwindigkeit| der Tangentialrichtung als Fkt der BL
|7| = |B’| = |Anderungsgeschwindigkeit| der Binormalenrichtung als Fkt der BL

1.19 Fakt. Sei o : I — R? regulr.
(i) k=0 < a(l) C Gerade.
(ii) Falls k(t) >0Vt e I, dann: 7 =0 < «(I) C affine Ebene.
Beweis. Ohne Einschrénkung sei |o/| = 1.
i) k=0 = " =0 = a(s) =v=const = a(s) = a(so) + (s — so)v.

(i) 7=0 & B'=0 < B(s) =By = const
& (a(s), Bo)' = (o/(s), Bo) = (T'(s), B(s)) = 0
< (als), Bp) = const = ¢
& o liegt in der affinen eben {x € R?: (z, Bg) = c}.
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1.20 Satz (Lokale Normalform). Sei « : I — R3 nach BL parametrisiert, k > 0 und
0 € I. Ohne Einschrinkung (nach Anwendung einer Isometrie des R3) sei a(0) = 0,
/' (0) = T'(0) = e1, N(0) = ez und B(0) = e3 (= S(a,0) = R? x {0}). Dann gilt fiir
a(t) = (z(t),y(t), 2(1)):

2(t) = t —eO%43 L Re (g3
y()= P 508 TR
2(t) = AOTO e (t)e3

mit lim,_,o R*/Y/*(t) = 0.

Beweis. Aus der Taylorentwicklung folgt

a(t) = a(0) + ' (0)t + ~ () £ + 2a™(0) +  R(t) £
0 el k(0)e2 Rw(t)
(Ry(t))
R*(t)

AuBerdem folgt o’ = kN, dass o (t) = &'(t)N(t)+x(t)N'(t). Aus den Frenet Gleichungen
folgt: N = —xT + 7B. Deshalb gilt

" (0) = —k(0)%e; + ' (0)ez + K(0)7(0)es.
Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung (Orthogonalprojektionen von o auf die Ebenen R? x 0, R x {0} x R und
{0} x R?). Um die Projektion zu verstehen, vernachlissigen wir Terme der Ordnung 3 und
hoher in z(t) und in y(¢). Wir nehmen an z(t) = ¢.

2 ~
=y(z) = 7{(0)% + RY(x)2® (Projektion auf die Schmiegebene)
~ N~ 3 =
= 3(z) = 5(0)7(0)% + R*(2)2®.

Die Umkehrfunktion ¢*(-) : [0,00) — [0,00) von y auf [0,00) ist t(y) = ,/%O)y. Wir
definieren auch ¢~ : [0, 00) — (—00, 0] mit ¢~ (y) = —, /%y. Dann

zott(y) = MW& W)+ B () vy e R

(Neilsche Parabel)
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1.21 Satz (Hauptsatz der Raumkurventheorie). Seien f: I — Rog C**1 undg: 1 — R
C* fiir k € Ng. Dann existiert bis auf orientierungserhaltende Isometrien genau eine nach
BL parametrisierte C*T3-Kurve o : I — R® mit Kriimmung k = f und Windung 7 = g.

Beweis. 1. Eindeutigkeit. Seien o, @ : I — R3 nach BL parametrisierte C*+3-Kurven mit
k =k und 7 = 7. Ohne Einschrinkung sei 0 € I (nach Umparametrisierung) und

a(0) = &(0), T(0) =T(0), N(0) = N(0), B(0) = B(0)
nach Anwendung einer orientierungserhaltenden Isometrie. Sei
h(s) =|T(s) = T(s)]> + |N(s) = N(s)]* + |B(s) — B(s)|*.
= h(0) = 0 und mit den Frenet Formeln folgt
W =2((T —T),k(N —N))+2((N = N), —k(T = T) + 7(B — B)) + 2((B — B),—7(N — N))
=24(T —T,N = N) —2x(T —T,N — N)+27(N — N,B— B) —27(B— B,N — N) = 0.

Mit h(0) = 0 folgt h=0. = T =T (N = N, B = B). Mit a(0) = &(0) folgt o = a.

T(s)\ "
2. Existenz. Gesucht ist eine 3 x 3 Matrix A(s) = | N(s) | mit
B(s)
0 —f(s) 0
Al(s)=A(s) [ f(s) 0 —g(s) |- (2)
0 g(s) 0

=C(s)

C ist schiefsymmetrisch (CT = —C). (2) is eine lineare gewohnliche Differentialgleichung
mit nicht-konstanten Koeffizienten gegeben durch die Komponentenfunktionen der Matrix
AT — R3S,

Durch Anwendung des Existenzsatzes fiir gewohnliche Differentialgleichungen (Picard-
Lindelof) folgt

JA : T — R¥® O* 1L Lésung von (2) mit A(0) = Ej3.
Behauptung: A(s) € SO(3) Vs € 1.
Beweis der Behauptung.

(A-ATY = A AT A (ATY = A" AT 4 A (AT
= A AT + A (AC)T = ACAT + ACT AT = A(C +CT)AT =o.

Esfolgt A- AT = A- AT =FE3Vsel. = AecSO(3)Vsel. O
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= Aj, Ay, A3 gegeben durch A = (A1, Ag, A3) bilden positiv orientierte ONB. Wir
definieren nun

a(s) = /08 Ai(o)do = d(s) = T(s) = A1(s) Insbesonere: |o/| = 1.

a : I — R? ist eine nach BL parametrisierte C*+2-Kurve.

Aus (2) folgt aulerdem (A;, A2, A3) ist das Frenet’sche 3-Bein (7, N, B) von o mit Kriimmung
k= f und Windungn 7 = g.

Da T’ = kN mit x und N in C¥*1, folgt T ist C*¥*2 und somit o € C*+3(1, R?). O

Folgerung. Sei f = kg = const > 0 und g = 79 = const. Dann ist « (bis auf Parameter-
transformation und Isometrie) eine Schraubenlinie.

(Setze a = (k& + 78)ko und b = (k3 + 78)70 und betrachte die zugehdrige Schraubenlinie.
Dann ist die zugehérige Krimmung ko und die Windung 7¢.

Die Behauptung folgt aus der Findeutigkeit einer Kurve o mit gegebener Kriimmung und
gegebener Windung. )

1.22 Satz (Schmiegkugel). Sei o : I — R? so dass |o/| = 1 und so € I mit k(sg) > 0 und
7(s0) # 0. Dann gibt es genau eine Kugel, die sogenannte Schmiegkugel, die von « in sg
von mindestens 3. Ordnung bertihrt wird. IThr Mittelpunkt ist

1 K (s0)
we0) ) e Ve ()2

o= () + () )

Bemerkung. Wir sagen o schmiegt sich in s an 0K, (m) = {x € R?: |t — m| = r} (den
Rand der Kugel mit Mittelpunkt m und Radius 7) mit 3. Ordnung, falls g(so) = ¢'(s0) =
g"(s0) = ¢"(s0) = 0 fiir g(s) = |a(s) —m| —r.

Lemma. Sei h € C*®°(R) mit h(0) =0 und h'(0) # 0, und f = hog. Dann gilt

9(s0) = ¢'(s0) = g"(s0) = 9" (50) = 0= f(s0) = f'(s0) = f"(50) = f"(s50) = 0.

m(sg) = a(sp) + B(sp)

und ihr Radius

Beweis. Beweis als Anwesenheitsaufgabe in Ubung. O

Beweis von Satz 1.22. Sei f = hog = |a(s) — m*> —r? mit m € R3 r > 0, und
h(z) = (x —1r)% —r2

Mit dem Lemma folgt: o schmiegt sich an 0K,(m) von 3. Ordnung an g.d.w. f(sg) =
f'(s0) = f"(s0) = " (s0) = 0.
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Wir berechnen

f(s0) =0 e r? = |a(sg) —m|> = (a(sp) — m,asg) —m) < 7 =]|a(sy) —m)|,
f'(s0) =0 & 2(c/(s0),a(sp) —m) =0 < «a(sg) —m L T(so)
f"(s0) =0 2( a”(s0) ,a(s0) —m) +2(a'(s0),a'(s0)) = 0
#(s0) N (s0) 1
1

1" (s0) = 0 < 2" (50){N(s0), a(s0) — m) + 2k(s0){N'(s0), (s0) — m)
+ 2k(s0) (N (s0),T(s0)) =0
0
Frenct Bormeln i 4) N (so) + w(s0) (—(s0)T(s0) + (s0) B(s0)), a(s0) — m) = 0

(falls zusétzl f'(s0) = 0) (K'(s0)N(s0) + £(s0)7(s0)B(s0), a(s0) —m) =0

(falls zuséitz{li)f”(so) =0) —+'(s0)

+ k(s0)7(s0)(B(s0),a(sg) —m) =0
r(s0)

K (s0)

& (B(so), aso) —m) = #(50)27(s0)

Also folgt: f(s0) = f'(s0) = f"(s0) = f"(s0) = 0 & a(s0) —m = 5N(s0) +

%B(So). = Behauptung. .

Bemerkung. Hauptsatz = Alle geometrischen (d.h. isometrie-invarianten) Eigenschaften
von « sind durch die Funktionen x und 7 (als Funktionen der BL) ausdriickbar.

1.23 Folgerung. Sei a: I — R3 mit |o/| =1, k(s) > 0 und 7(s) # 0 Vs € I. Dann gilt

/ /
a verlduft auf einer Kugeloberfliche < T_ < ,; ) =0.
K K2T
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Beweis. 1. m(s) is der Mittelpunkt der Schmiegkugel in a(s).
Falls o auf einer Kugeloberfliche 0K, (m) verlduft, dann gilt f(s) = 0 und somit ist
m(s) = const.

Andererseits

m(s) = const =m € R® = r(s)* = |a(s) — m|?

=2r'(s)r(s) =2( a(s)—m ,d/(s))=0
—_—— ~—~—
eSpan(N(s),B(s)) T(s)
= r'(s)=0

= r(s) = const.

Also ist die Schmiegkugel constant (m(s) und r(s) sind constant).
Wir haben also gezeigt: « verlduft auf einer Kugeloberfliche < m(s) = const.
2. m(s) = const < m’(s) =0

/

1 K

& o+ <>/N+i(—mT+TB)—(

K

T K\
<:>—<2>EO.
K K2T

/ I{l
B —N =
) (s)+ " 0

K2T

2 Globale Ergebnisse iiber Kurven

Die Umlaufzahl
2.1 Definition. «a : [0,7] — R", n = 2,3, heiit C*-geschlossene, parametrisierte Kurve

— aist C* und fiir die Ableitungen bei 0 und T gilt o) (0) = Y/(T) Vj=1,...,k
<= a(0) = a(T) und die T-periodische Fortsetzung von « auf R ist C*.

Die T-periodische Fortsetzung von « : [0,7] — R"™ mit «(0) = o(T') ist

a(t) = ot — [t])
wobei [t] = max{kT € R: kT <t k € N}.
Bezeichnung. T heiit Periode von «a.

 heifit einfach geschlossen (doppelpunktfrei), falls a7y injektiv ist.

Beispiel. Sei a(t) = (sint,sin2t), t € R. a5 ist C-geschlossen, aber nicht C'!-geschlossen.
04][0’2”] ist C'°°-geschlossen, aber nicht einfach geschlossen.

Bemerkung. « : [0, T] — R3 regulir, C*-geschlossen. = 3 Umparametrisierung & : [0, L] —
R? von « nach BL is C*-geschlossen, wobei L = fOT |/ (t)]dt.
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2.2 Satz (Winkelfunktion).

(i) Seie:[0,T] — S' = {(z,y) € R? : 22 + 3% = 1} stetig und sei 0y € R so, dass
e(0) = (cos by, sinby).
= 3! eine stetige Funktion 0 : [0,T] — R mit 0(0) = 0y und e(t) = (cos6(t),sin6(t))
vVt € [0,T].

(ii) Allgemeiner: Sei e : [0,T] x [a,b] — St stetig, so dass e(0,a) = (cos 8, sin ).
=3! ein stetiges 0 : [0,T] x [a,b] = R mit 0(0,a) = Oy und

e(t,o) = (cosb(t,o),sinf(t,0)) V(t,o) € [0,T] x [a,b]. (3)
Ein 0:[0,T] x [a,b] — S, so dass (3) gilt, heifft Winkelfunktion fiir e.
Beweis. 1. Wir nehmen zunéchst an, dass e([0,7]) C Sg, S, So oder Sy, wobei

Sr:=S'Nn{(z,y) eR?:2 >0} Sp:=S'n{(z,y) eR?: 2 <0}
So =S'"N{(z,y) € R?:y >0} Sy:=S'N{(z,y) eR?:y <0}

Falls e([0,7T]) C Sg, dann muss tanf(t) = 28 sein und wir kénnen 6 durch 6(t) =
62(t)

arctan (e (t)> + 2kom definieren.

ko € Z muss dann gewéihlt werden, so dass fy = arctan ( E ;) + 2kqm.

Dann ist die gesuchte Winkelfuntion 6(¢) = arctan ( 618) + ko2m.

Existenz und Eindeutigkeit folgen aus dieser Formel (nach der Wahl von kg ist die Funk-
tion 0 : [0, 7] — R eindeutig festgelegt und erfiillt e(t) = (cos8(t),sin6(t))).

Dasselbe Vorgehen ist moglich, falls

e([0,7]) C S : = 6(t) = arctan ez(t) + 2kom

el (t)
e([0,T]) € So : = 6(t) = arcot e(t) + 2kom
eg(t)
e([0,7)) C Sy : = 6(t) = arcot 1) | opor
ea(t)

2. Allgemeine Situation: Unterteile [0,7] in tg = 0 < t; < to--- < t,, = T so, dass
e([ti, tit1]) C Sx Vi € {0,...,m — 1} wobei x = R, L, O oder U.
Dann folgt mit dem ersten Beweisschritt:

310" - [to, t1] — S, wie gewiinscht mit 81 (ty) = 6(0) = .

3162 : [t1,t9] — Si wie gewiinscht mit 62(t;) = 6 (t1).

0™ [ttt — Sk wie gewiinscht mit ™7 (¢, 1) = 0™ (tpm1).
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61 (t) t € [to, t1]
Definiere nun 6 : [0, 7] — S duch 6(¢) = < :
0" (t) tE€ [tm-1,tm)

Dieses 6 : [0, T] — R ist stetig, erfiillt e(t) = (cos@(t),sin0(t)) und ist durch die Konstruk-
tion eindeutig.

3. Sei nun e : [0, T] x [a,b] — S* stetig mit e((0,a)) = (cos Oy, sin ). Setze z¢ = (0,a) und
[0,7] x [a,b] = D.
Bemerkung. D ist sternformig bzgl. zg, d.h. (1 — t)xg + tx = v,(t) C D Vx € D.

Betrachte e, = e oy, : [0,1] — S™.
2. = 360, :[0,1] = R mit 6,(0) = 6y und e, (t) = (cosb5(t),sinb,(t)), stetig.

Definiere 6 durch 6(z) = 0,(1)
= e(x) = ezx(1) = (cosb,(1),sin6,(1)) = (cosO(x),sinb(x)),
und 0((0,a)) = 0(x0) = 0,(1) = by, da ey, (t) = const = (cos b, sin ).

Somit erfiillt 6 die Eigenschaft e(x) = (cosf(x),sinf(x)) und ist eindeutig, denn falls
¢ eine andere solche Funktion ist, dann folgt aufgrund der Eindeutigkeit von 6, dass

0.(t) = 0((1 — t)xo + tx) VYt € [0, 1]. Insbesondere §(z) = 0,(1) = 6(z).
Es bleibt zu zeigen, dass 6 : D — R stetig in € D ist. Sei € > 0 gegeben.
Wéhle 0 =tg <1 <--- <t =1, so dass ey ([t;, ti+1]) C Sr, SL, So oder Sy Vi.

e ist stetig auf D, und D ist kompakt, also ist e gleichméssig stetig.

= 30 > 0: |ex(t) —ey(t)] = le((1 — t)xo + tx) —e((1 — t)zo + ty)| < ¢, falls y € D mit |z —y| <&
(Beachte |z —y| < 0 = |(1 — t)zg +ty — (1 — t)xo + tz| = t|ly — x| < §).

Daraus folgt: falls € > 0 klein genug ist, gilt fiir alle ¢ € {0,...,k — 1}: ey ([ti, tiv1])

und ey ([t;, ti1]) sind im selben Halbkreis, zum Beispiel in Sg.
Dann folgt fiir ¢ € [t;, ti+1], dass

0.(t) = arctan (Ezz;igg) + k27, 0,(t) = arctan (EZZ;?EE;) + 1'27

fir k' und I’ in Z. Ensprechende Formeln gelten, falls die Bilder in den anderen Halbkrei-
sen enthalten sind.

Wir zeigen per Induktion iiber 4, dass k' =1’ Vi € {0,...,k —1}.

TA: Es gilt 29 = 6,(0) = 6,(0). Also muss gelten k* = [°.

Falls die Aussage richtig ist fiir i — 1 € {0,...,k — 1}, also k"1 = ["1 dann gilt

e (i) e (o )| <
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t; ist der erste Punkt des néchsten Intervals [t;, t;1+1], so dass die Bilder von [t;, t;+1] bzgl.
e, und e, vollstéindig in einem (moglicherweise anderen) Halbkreis liegen, z.B. Sp. Dann

folgt
o (38) e (530) -

e(—m,m)

™ > [0:(ti) — 0,(t:)| =

Also muss notwendigerweise k' = [ sein.

Dann folgt fiir y € D mit |z — y| < 6 und so dass e(z),e(y) € Sg:

et (1305) e (535

(entsprechend falls e(z) und e(y) in einem der anderen Halbkreise liegen wiirden). Da e
stetig vorausgesetz ist, gilt, dass die rechte Seite kleiner als € ist falls |z — y| < ¢’ fiir ein
8" € (0,0). Damit ist auch 6 stetig in x. O

0(z) = 0(y)| = 10-(1) = 0,(1)| =

2.3 Definition (Umlaufzahl). Sei a : [0,T] — R? C%geschlossen, p € R?\«([0,T7]). Sei

e(t) = ‘38:& € S!' und 0 : [0,7] — R eine Winkelfunktion. Dann heift

die Umlaufzahl von o um p.

Bemerkung. e(T) = e(0) < (cos@(T'),sinf(T")) = (cos0(0),sinb(0)) < 0(T) — 6(0) €
{k2m : k € Z} = 2nZ.
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Bemerkung (Analytischer Beweis zu (i) in Lemma 2.2). Sei e : [0,7] — S! Cl. Falls
0:[0,7)] — R, so dass e(t) = (z(t),y(t)) = (cosO(t),sinO(t)).
= €'(t) = 0'(t)(—sind(t),cosO(t)).

= (¢/(t), Dze(t) ) = 0/(t)(sin 6(t) + cos 6(1)) = 6'(1).
(—y(8) ()

Also konnen wir 6 durch 6(t) = 6y + fo =/2¢(t), €/ (t))dt eindeutig definieren.

Isoperimetrische Ungleichung

2.4 Satz (Jordan’scher Kurvensatz). Sei o : [0,T] — R? eine einfach geschlossene C°-
geschlossene Kurve. = « berandet beschrinktes Gebiet in R?,

d.h. 3G C R? offen, beschrinkt und zusammenhingend, so dass 0G = «([0,T)).

Bezeichnung. G C R? zusammenhingend, falls Vo,y € G 3a : [a,b] — G stetig mit
a(a) =z und a(b) = y.

G C R? beschriinkt, falls 3R > 0 so, dass G C Bg(0) = {z € R? : |z| < R}.

r € 0G <= Vr > 0: B.(2) N (R*\G) # 0 und B,(z) NG # 0.

2.5 Satz (Isoperimetrische Ungleichung). Sei o : [0,T] — R? einfach geschlossene,
stiickweise regulire C'-Kurve und G das von « berandete, beschrinkte Gebiet. Falls L
die Linge von a und F die Fliche von G bezeichnet, so gilt

AnF < L? mit 7 =7 <= a([0,T)) ist eine Kreislinie.

(Bei gegebener Linge L ist F' maximal genau fir den Kreis mit Umfange L.)

Hilfsmittel: Sei a = (a1, as) : [0,T] — R? so parametrisiert, dass a(t) + sN(t) € G fiir
s > 0 klein. Wir sagen G liegt links von a.

Sei V = (f,g) € CLU,R?) fiir U C R? offen mit G C U (G = {v € R? : lim;_,00 v; =
v mit v; € G}). Wir sagen V ist ein C''-Vektorfeld auf U.

2.6 Satz (Gauflscher Integralsatz).

//leV z,z) dxdy _/ (Voa(t), N (b)) (t)|dt = /OT <foa(t) a5(t) —goaf(t) o1 () ) | (t)|dt

|/ (2)] |/ (1))

8f+3g

Bemerkung. Insbesondere: Falls g(z,y) = 0 und f(z,y) = x, dann folgt

/ / Ldady — /0 " b o (o, )y (1)t = /0 " ()bt
G

—_———
=F
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Fouriertheorie Seien f, g : [0,27] — R stiickweise stetig (f02 (t)|%dt, f (t)|2dt <
oo geniigt).
2.7 Definition. Die Fourierkoeffizienten von f sind
1 2
an(f) = — f(t) cos(nt)dt n >0,
T Jo
1 2m
ba(f) = / g(O)sin(nt)dt n>0, neN.
T Jo
Bemerkung. Die Fourierreihe
+ lim Zan ) cos(nt) + by (f)sin(nt) = —i— Zan ) cos(nt) + by (f) sin(nt)

N—oo

2

2 N
konvergiert im L?-Sinne gegen f, d.h. / a—; + Z an cos(nt) + by sin(nt) — f(t)| dt — 0.
0 -

2.8 Satz (Parseval Gleichung).

2w

(Fog)iz = [ fg(t)dt = Jao(f +7rz an($)an(9) + bu(f)bn(9))

0

Idee zum Beweis der Isoperimetrischen Ungleichung:
Berechne L und F mittels der Fourierkoeffizienten von o und as.

Beweis der isoperimetrischen Ungleichung. Ohne Einschrankung sei a parametrisiert, so
dass |o/| = £. a : [0,27] — R%. Es gilt

2m
F:/ a1 (t)ah(t)dt = (g, ab) 2
0

und

L2

21
2 o/ (O = (a1(1)*+(ah(1)* = L* = 27T/ o/ (t)[dt = 27 ((af, @) 12 + (@, ah) 2) -
0

Die Fourierkoeffizienten von o} und o, sind

no 1 27ro/- cos(n
an(al) = /0 ((t) cos(nt)dt

™

. . 2
Partietle Tntegration. . (91) cos(n2r) —ay (0) cos(n - 0) —— / ai(t)(— sin(nt))dt

= an(@z)
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Analog berechnet man b, (o)) = —nay(;). Insbesondere ist ag(c) = 0.

Aus der Parseval Identitdt folgt nun einerseits

> n (@ on) + B o) + 03(on) + ()

n=1

und andererseits

F=mY n(an(a1)bp(az) — bp(o1)an(az)).

=1

Dann

5; —2F=m 2 n? (ai(an) + 0 (1) + ag (az) + by (as)) — 72 2 n(an(01)bp (02) — b (a1 )an(a2))
=7 il (a2 (an) +n2b2 (1) + n®ad (a2) + n2b2 (az) — 2nay (e )ba(az) + 2nby(ar)an(asz))
= Wi [(nan (o) — bu(az))? + (nbp(ar) + an(a2))® + (n* — 1)(ap (a2) + b2 (a2))]
>0

Falls % —2F =0, dann a,(a1) = bp(az) =0 Vn > 1.
Aulerdem ist ap(a1) = bp(a2) und an(az) = —bp(a1) ¥Yn >. Insbesondere ist dann
an(a1) = bp(ag) =0 und by(a1) = —an(ag) =0 Vn > 1.

Wir setzten aq(aq) = b1(az) = b und a1 (az) = —b1(a1) = a. Es folgt
a(t) = (au(t), az(t))

1 1
= (iao(al) + b1 (011) cost + ay (al) sint, 5&0(&2) + b1 (012) cost + ay (012) sin t)

=5 (aefe) = (Gt ) G)

= « ist Kreise mit Mittelpunkt 1 (ag(1), ap(az)) und Radius va2 + b2. O
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Bemerkung (Bemerkungen zu Lemma 2.2).
e Fallse:[0,7] x [a,b] — S' € R? C*, dann ist 6 € C*.

Dies folgt aus der Darstellung, die durch Bemerkung (Analytischer Beweis zu (i) in
Lemma 2.2) gegeben ist.

e 0 und f Winkelfunktionen fiir e : [0,7] % [a,b] - St = 3n € Z: O(x) = 0(x) + 2mn
Vz € [0,T] X [a, b], insbesondere Oy = by + 2mn.
Es ist klar, dass 6(z) — 6(z) € 277 fiir alle 2. Da 6 — 0 stetig ist, folgt, dass 6 — 6 =
2mn = const.

Bemerkung (Zur Umlaufzahl).

(i) na(p) ist invariant unter Homotopien von « in R?\{p}.
ag, a1 : [0,T] — R*\{p} heiBen homotop <« o : [0,T] x [0,1] — R2\{p} stetig:
a(-,0) = ap und a(-,1) = a.
Dann gilt ny(. ) (p) = 5= (0(T,0) — 6(0,0)) € Z stetig in o € [a, b].
= 0 > Ng(.0)(p) ist konstant.

(ii) na(p) is invariant unter orientierungerhaltenden Umparametrisierungen von c.

Betrachte dazu fiir eine Umparametrisierung ¢ : [0,7] — [0,7] die Homotopie
alt, o) = a((1 - o)t + op(t).

(iii) a(t) = a(—t) = na(p) = —na(p).

2.9 Definition (Tangentenumlaufzahl). Sei « : [0,T] — R? regulir, C'-geschlossen (=
T:[0,7] — S' € R?\{0} ist C°-geschlossen).

Dann heifit ny := ny(0) die Tangentumlaufzahl von «, oder Rotationsindex.

Oél
o’

Bemerkung. nr ist invariant unter Umparametrisierung von « mit ¢’ > 0, da T' =

62,

W.
2.10 Satz. Sei a: [0, L] — R? C?-geschlossen, |o/| = 1. Dann
L
27 - np = / k(s)ds
0
Bemerkung. nr ist eine globale Invariante der Kurve, x ist eine infinitesimale Invariante.

Beweis. |o/| =1 = o/(s) =T(s) € SL.
= T(s) = (cosH(s),sinf(s)) fiir einen Winkelfunktion 6.
= k(s) = (a”(s), N(s)) = (T"(s), N(s)) = 0(s)((—sin0(s),cos 0(s))T, N(s)) = ¢'(s). O

Bezeichnunyg. fUL k(s)ds heifit Totalkriimmung von a.
Bemerkung. Falls 0 < |o/| # 1 und « : [0, Tp] — R? C?-geschlossen. Dann

drnp = /D D ()] (1) dt.

2.11 Satz (Hopfscher Umlaufsatz). Sei a : [0,t9] — R? regulir und einfach C' geschlos-
sen. Dann |np| = 1.
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Beweis. 1. Ist |a(+)] an der Stelle ¢ € [0,tg] maximal, so liegt o ganz auf einer Seite von
T (a, 1), denn es folgt mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

(~a(®),a(t) — a() = la@)]” — (a(®),a(t)) = la@®)|(|la@)] - a(t)]) > 0.

Beachten Sie hier, dass a(f) L T'(f), denn 0 = 4|, _¢a(t)|? = 2(a (%), / ()).

Auﬁerdem, gilt 7 (a, ) N a([0,t0]) = a(f), denn falls ein # # # existiert, so dass a(f) €
T (), dann folgt a(f) = a(f) + AT(#) mit A # 0. Beachte nun, dass a(f) L T(f). Also
lau(t )|2 la()|> + A2 > |a(t)|?. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitit von |a(Z)].

Ohne Einschrinkung nehmen wir an ¢t = 0, o = 1 (nach Umparametrisierung), 7'(0) =
(1,0) und «(0) = (0,0) (nach Anwendung einer Isometrie).

Es gilt insbesondere aa(t) > 0 fiir alle t € (0,1).
2. Sei D = {(t1,t2) : 0 < t; < t9 < 1} betrachte

2azol) fiir 4y <1y, (t1,2) # (0,1)

e:D—S!, e(ty,t2) =  T(t) firty =ty =t
—T(0) fiir (t1,t2) = (0,1).

« ist einfach geschlossen = e ist wohl-definiert.
a C! = e ist stetig.

30 : D — R stetige Winkelfunktion mit 6(0,0) = 0.

Dann ist t — 6(t,t) eine Winkelfunktion fir T'(t) = e(t,t), denn T'(t) = e(t,t) =
(cosO(t,t),sinf(t,t)) vt € [0,1]. Fiir die Umlaufzahl folgt daraus 27ny = 6(1,1) — 6(0,0).

3. Andererseits: 2mny = (0(1,1) — 0(0,1)) + (6(0,1) — 6(0,0)).

Es gilt e2(0,t) = (e(0,t),e2) = az(? > 0 Vvt € (0,1). Dann folgt e(t) € So (mit So

GEL

definiert wie in Lemma 2.2) fir ¢t € (0,1) und die Winkelfunktion ist gegeben durch

0(0,t) = arcot (818 3) + k27 fiir t € (0,1). Fiir t — 0 folgt (wegen Stetigkeit von 6 und

=

weil ex(t) — 0) 0.9
€1 O, t
62(07 t)
—0

Also muss gelten k£ = 0 und 6(0,t) € (0,7) fiir alle t € (0,1).

0 =6(0,0) + arcot < > +k27.

Da e(0
e

arcot (
e

—

(1,0), folgt fiir t — 1 (wieder wegen Stetigkeit von 6), dass 6(0,1) <«

) = —
1(0,1) ) . ) -
2(0,t)>‘ Damit auch 0(0,1) = 7 (= 6(0,1) — 6(0,0) = 7).
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Auflerdem gilt e(t,1) = —e(0,¢). Mit der Eindeutigkeit der Winkelfunktion folgt 6(¢,1) =
0(0,t) +

— 6(1,1) — 6(0,0) = 6(1,1) — 6(0,1) + 6(0,1) — 6(0,0) = 7 + 7. 0

2.12 Folgerung. Sei « : [0,t9] — R? regulir, einfach C?-geschlossen, und es gelt k(t) > 0
fiir alle t € [0,tg] . Dann folgt

(i) Fir alle t € [0,to] liegt a([0,%o]) auf einer Seite von T (a,t) und T (a,t) N a(]0, o))
ist ein (i.a. 1-punktiges) Intervall.
a([0,to]) liegt auf einer Seit von T (a,t) g.d.w. (N(t),a(s) — a(t)) > 0 Vs.

(ii) Jede Gerade, die nicht Tangente an « ist, trifft a([0,to]) in 0 oder in 2 Punkten.

Beweis. (i) Ohne Einschriinkung sei [o/| =1 (= «a: [0, L] — R?), §(s) ist Winkelfunk-
tion fiir 7' = o/ mit #(0) = 0. = 6’ = k > 0, d.h. 0 ist monoton wachsend.
Aus dem Hopf’schen Umlaufsatz folgt 0(L) = 2.

Ve € St gilt {s € [0, L) : T(s) = e} ist ein Interval.

= Ve € S! gibt es genau eine orientierte Gerade mit Richtungsvektor e, die Tangente
von « ist.

= Ve € S! gibt es s; und s_ in [0, L), so dass T'(s;) = e und T(s_) = —e.

a([0, L]) liegt zwischen T (o, s—) und T (e, s4).

(falls ¢ eine Extremstelle von f(s) = (N(s4), a(s)) ist, folgt 0 = f/'(t) = (N(s4), ' (2)).
Somit T'(t) = e und «a(t) € T'(«, s+) oder a(t) € T (a, s_). Insbesondere, ist dann
sy eine Minimumstelle und (N (s ), a(s) — a(sy)) > 0.)

Daraus folgt (i).

(ii) Sei G eine Gerade. G sei keine Tangente von o und #(GNa([0, L]) > 3. Wihle a(s1)
zwischen a(sp) und a(sz) auf G.

a([0, L]) liegt nicht auf einer Seite von 7T (v, s1). Das ist ein Widerspruch zu (i).

0

Bezeichnung. e Wir sagen «a : [0,t9] — R? is konvex, falls fiir alle ¢t € [0,to] gilt
a([0,tp]) liegt auf einer Seite von T (a,t). Mit der Folgerung gilt: « is convex, falls
k(t) > 0Vt € [0, o).

e 7 €[0,t0] heiBt Scheitel von « : [0,t9] — R?, falls &/(f) = 0.

Bemerkung. (a) a regulir, C2-geschlossen = es existieren mindestens 2 Scheitel von a
(Maximum und Minimumstelle der periodischen Funktion k).

(b) Ellipsen (# Kreise) haben genau 4 Scheitel.

(c) Es existieren C'*°-geschlossene Kurven mit £ > 0 und genau 2 Scheiteln (aber nicht
einfach geschlossen).

2.13 Theorem (4-Scheitelsatz). Jede regulire, einfache C®-geschlossene Kurve mit x > 0
(oder k < 0) hat mindestens 4 Scheitel.
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Bemerkung. Die Bedingung x > 0 oder x < 0 ist iiberfluessig.

Beweis. 1. o hat bereits 2 Scheitel in ¢; und ¢9, ndmlich in einer Maximumstelle und einer
Minimumstelle von &, wo dann x’ verschwindet. Falls einer dieser Punkte keine isolierte
Extremstelle ist, haben wir bereits mehr als 4 Scheitel gefunden und sind fertig.

Also nehmen wir an t; und ¢ sind isolierte Extremstellen, und folglich wechselt ' bei
t1 und to das Vorzeichen. Ohne Einschriankung sei to = 0. G sei die Gerade durch «(t;)
und «(0).

2. Nach Anwendung einer Isometrie sei G die x-Achse. Falls a ganz auf einer Seite von G

ldge, so wiere G tangential in 0 und ¢1, und somit tangential entlang des ganzen Intervall
(0,t1). Es wiirde folgen, dass es bereits unendlich viele Scheitel gibt.

Wir nehmen deshalb an as > 0 auf (0,£1) und ag < 0 auf (¢1,%p). Mit partieller Inte-
grations und den Frenet Formeln folgt

to to to to to
(/ /ﬁ;'alds,/ K,,Oégd8> = / K ads = —/ ka!ds :/ N'ds = N(tg)—N(0) = (0,0).
0 0 0 0 0

Insbesondere

to
/ K agds = 0. (4)
0
3. Angenommen « hat keine weiteren Scheitel, dann verschwindet ' nicht mehr auf den
Intervallen (0,¢1) und (t1,%p). Da go k'(s)ds = k(to) — k(0) = 0, ist k" auf einem der

Intervalle positiv und auf dem anderen negativ.

Es folgt, dass entweder

t1 to
/ k'agds > 0 und / K agds > 0 (5)
0 t1
oder
t1 to
/ K agds < 0 und / K agds < 0. (6)
0 11

im Widerspruch zu (4).

Also gibt es einen weiteren Scheitelpunkt ¢. Ohne Einschrinkung, sei ¢ € (0,t;). We-
gen (4) muss ' in ¢t das Vorzeichen wechseln (denn sonnst gilt wieder entweder (5) oder
(6), im Widerspruch zu (4)). Dann, da " in ¢ das Vorzeichen wechselt, folgt es muss in
(t1,tp) einen weiteren Punkt geben, in dem ' das Vorzeichen wechselt, da ' auch in 0
und ty bereits das Vorzeichen wechselt. Dies ist dann der vierte Scheitel. ]
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Bemerkung. Sei a : [0,t9] — R? eine einfach C'-geschlossen, regulire Kurve. Wir sagen
a([0, to]) liegt links (rechts) auf einer Seite von T (v, t) falls (N (t), a(s) —a(t)) >0 (< 0)
Vs € [O, to].

Wir haben also gezeigt: falls a eine einfach C?-geschlossene, regulire Kurve mit x > 0 ist,
dann liegt «([0,to]) links auf einer Seite von 7T (a,t) Vt.

Bemerkung. Wir sagen K C R? ist konvex, falls Va,y € U gilt v, ,(t) = (1 —t)z +ty € K.

2.14 Lemma. Seia : [0, L] — R? eine einfach C'-geschlossene Kurve mit |o/| = 1 so dass
a ein Gebiet U C R? berandet (OU = «([0,t0])) und das Normalenfeld N “nach Innen
zeigt”, d.h. fir alle t € [0, L] existiert p > 0 so dass a(t) +rN(t) € U fiir alle r € (0, p).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) U ist konvex.
(ii) «([0,to]) liegt links auf einer Seite von T (a,t) ¥Vt € [0, to].

Beweis. (i)=(ii): Let ¢ € R*\U. Es gibt p € U mit [p — ¢|* = min, |z — ¢/*. Dann gilt
Ve e U

0< %‘tzoh/p,z —q?=2(@—-pp—q) & 0< <|§_Z|,x—p>

Sei nun p € U und ¢, € R?\U mit g, — p. Dann gilt U C {x € R? : (vg, z — pg) > 0} mit
v = ﬁ € St und py. € AU so, dass |qp —pr| = min, i [qr — z|. Nach Ubergang zu einer
Teilfolgt konvergiert vy, gegen v. AuBerdem gilt [p — pr| < |p — qk| + |gx — | < 2|p — qx .
Mit der Anwesenheitsaufgabe folgt, Vp € OU existiert v, so dass (x — p,v) > 0 Vo € oU
und somit U C {z € R? : (x — p,v) > 0}. Nun gilt, dass p(s) = (a(s) — a(sg),v) > 0 in
sp ein Minimum hat, wobei ¢(sg) = p und v wie eben. Deshalb folgt 0 = (/(sp),v). Dann
folgt v = N(so).

(ii)=(i): Wir zeigen U = Nsepo,r) H (s) mit H(s) = {z € R? : (v — a(s),N(s)) >
0}. Die Inklusion C gilt bereits wegen (ii). Sei nun p € R®\U. Falls s € [0, L], so dass
Ip — a(s)| = minyep 1) [p — a(t)|, dann zeigt man p ¢ H(s). Da H(s) konvex Vs € [0, L],
ist auch U also Schnitt iiber alle H(s) konvex. O

Fenchelsche Ungleichung

Bemerkung (Bogenabstand). Seien v,w € S? = {v € R? : |v| = 1} und 3 : [0,7] — S?
stiickweise C1-Kurve. Dann gilt L(8) > Z(v, w) = arccos((v, w)). Bei Gleichheit durchliuft
B den kiirzeren Grofikreisbogen von v nach w. Falls w = —v (Antipodenpunkte) dann
L(B) > 7 und bei Gleichheit durchlduft § einen der beiden Halbkreisbégen von v nach
w= —v.

2.15 Satz (Fenchelsche Ungleichung). Sei v : [0, L] — R3, |o/| = 1, C?-geschlossen. Dann
gilt

L
/ KRaum(8)ds > 21
0
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mit =" <= « ist eine ebene Kurve, die ein konvexes Gebiet berandet (<= « einfach
geschlossen und Kppene > 0 oder Kppene < 0).

2.16 Lemma. Ist 3 :[0,f] = S? = {v € R3 : |v| = 1} stiickweise C1, und L(B) <7 (bzw.
L(B) < 7), so existiert N € S? mit (N, 3(t)) >0 (bzw. (N,3(t)) > 0) Vt € [0,1].

Beweis. 1. Fall: (t) = —£3(0). Dann gilt L(3) > 7 und somit L(f) = w. Damit durchliuft
B einen halben Grofikreise mit antipodalen Endpunkten.
= AN € S mit (N, B(t)) > 0 Vt € [0, to].

2. Fall: B(t) # —pB(0). Sei N der Mittelpunkt des kiirzeren Grofikreisbogens von [(0)
nach §(¢), und sei D, die Drehung um 7 um die Achse durch N und —N. Definiere dann
B* 1 [0,2t] — S? durch

e ) B@) t€10,1]
ﬁ(t)_{Dwﬁ(t—ﬂ ¢t [f, 2.

Beachte dass D,3(0) = 3(f) und D,3(f) = B(0). Also folgt, dass 3* C°-geschlossen und
stiickweise C' ist.

Sei zunéichst L(B) < m. Gilt nicht (3(¢), N) > 0 Vt € [0,%], so existieren 2 Antipoden-
punkte ¢ und —q auf 8*([0, 2¢]) mit (¢, N) = (—¢, N) = 0. Die beiden Kurvenstiicke (die
zusammen wieder 5* ergeben) zwischen ¢ und —g haben nun mindestens eine Lénge von 7.

= L(B*) > 2m. Also auch L(5*) = 2.

Also besteht 3* aus 2 halben Grofikreisen zwischen ¢ und —g, und L(8) = $L(B*) = .
Weil bereits gilt (N, 3*(0)) > 0 und (8*(¢), N) > 0 folgt (5*(t), N) > 0 Vt € [0,2¢] und
somit auch (B(t), N) > 0Vt € [0,].

Ist L(B) < w, muss deshalb (3(t), N) > 0Vt € [0,¢] gelten. O

2.17 Lemma. Ist B : [0,t9] — S* C%-geschlossen, stiickweise C*, und L(B) < 27 (bzw.
L(B) < 27), so existiert N € S mit (N, B(t)) >0 (bzw. (N, B(t)) > 0) Vt € [0, o).

Beweis. Wihle t € (0,t9) mit L(Bj,q) = $L(B) < 7. Falls (0) # —B(t) konnen wir das
Lemma (2.16) jeweils auf f|p 7 und B[, anwenden mit N gleich dem Mittelpunkt des
kiirzeren Grofikreisbogens zwischen 5(0) = B(tg) und S(¢). Falls 3(0) = —3(t) kénnen wir
das Lemma anwenden fiir N € S mit N L $(0). O

2.18 Lemma. Sei a: [0,L] — R3, |o/| = 1, C? und C°-geschlossen. Dann gilt

L
/ KRaum(8)ds > m
0

Beweis. Sei 3 : [0, L] — S? gegeben durch 3(t) = o/(t) = T(t). Dann gilt L(3) = fOL Kk(t)dt.
Wir nehmen zunichst an, dass L(3) < . Mit Lemma 2.17 folgt: es existiert N € S?, so
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dass (B(t), N) > 0 Vt € [0, L]. Dann folgt

0< /OL<7(t),N>dt _ </0L 7(t)dt,N>.

Seien v, w € S?, so dass N, v, w ein ONB. Dann gilt

/OL B(s)ds = </OL B(s)ds, N> N+ </0L B(s)ds, 1)> v+ </OL B(s)ds, w> w.
>0

Andererseits

L L
/ B(t)dt = / o (t)dt = a(L) — a(0) = (0,0,0). (7)
0 0
Das ist ein Widerspruch.

Ist L(B) = m, dann ist B ein halber Groflkreis. Auch das ist ein Widerspruch zu (7). O
Beweis der Fenchelungleichung. Sei B : [0, L] — S? gegeben durch 3(t) = T(t) = o/(¢).
Dann gilt

L L L
/0 B(s)ds = o(L) — a(0) = (0,0,0), /0 (s)ds = /0 18(s)|ds = L(B)
Zu zeigen ist L(5) > 2.

Angenommen die Aussage stimmt nicht. Dann L(5) < 27. Aus dem Lemma 2.17 folgt:
N € S', so dass (3(t), N) > 0Vt € [0, L]. Es folgt

0< /OL<ﬁ(t),N>dt - </OL 5(t)dt,N> .

Im Widerspruch zu fOL B(s)ds = (0,0,0).

Falls L(3) = 27, dann durchlduft 5 nacheinander 2 halbe Grosskreise (Beweis von Lemma
2.17). Wegen

L L2 L
0= / B(s)ds = B(s)ds + B(s)ds
0

0 L)2

bilden diese Halbkreise zusammen einen Grofikreis.

Damit liegt 8 = T in einer Ebene, und da «a(s) = «(0) + fOL v(s)ds, liegt « in einer
affinen Ebene. Insbesondere gilt |k gpene| = KRaum-

Desweiteren ist « einfach. Sonst kénnen wir nach einer Umparametrisierung annehmen,
es existiert tg € (0, L), so dass a(ty) = «(0). Wir konnen das Lemma 2.18 anwenden auf
@l[o,4o] und a|f, ) und erhalten

La) >m+7m=27
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was ein Widerspruch zur Annahme ist.
Sei ny die Tangentenumlaufzahl von a. Mit dem Hopfschen Umlaufsatz folgt nun

L L L
21 = 27w|nyp| = / K Ebene(s)ds| < / |k Bbene(S)|ds = / K Raum (t)dt = 2.
0 0 0

Also muss |KEpene| = KEbene gelten. Somit berandet « ein konvexes Gebiet.
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3 Parametrisierte Flichenstiicke

3.1 Definition. Ein regulir parametrisiertes Flachenstiick ist eine differenzierbare Abbil-

dung X : U — R®mit U C R? offen und fiir alle ¢ € U hat die Abbildung DX (q) : R? — R3
Rang 2.

Bezeichnung. Da wir immer reguldr parametrisierte Flachenstiicke (FS) betrachten, be-
zeichnen wir solche im Folgenden einfach als Flichenstiicke. Falls die Abbildung X C" ist,
sprechen wir von einem C"-Fldchenstiick.

Bezeichnung. (1) ¢ = (u,v) € U C R? und sei

X(Q) = (x<Q)7y(Q>vz<Q)) - (x(uv v),y(u,v),z(u, 1)))

ein regulér parametrisiertes FS. Die Matrix von DX (q) ist

@ g@\
2@ g ] = (G0 5()
960 (9
X X
rangDX (q) =1g DX (q) =2 <~ aa(q) und aa(q) sind linear unabhéngig.
u v
u > X (u,v) (v konstant) und v — X (u,v) (u konstant) heiflen Parameterlinien.
X 0X
a—, ox heiflen Tangentialvektoren der Parameterlinien.
Ou’ Ov
(2) Die Tangentialebene von X in g € U ist
0X 0X
T(X,q) := X(g) + DX (q)(R?) = {X(q) + r5-(q) + 575 -(q) : (r,5) € R*}.

T(X,q) ist ein 2-dimensional affiner Unterraum des R3.

Das Einheitsnormalenfeld N von X ist die Abbildung N : U — S? C R? mit
0X OX|TT(ox 09X
ou " v )’

N‘:'auxav

Beispiele.
1. Graphen von Funktionen f: U — R:

0X 0 0X 0
X(uo) = (o g o= (L0.50) 55— (01.5])

[ of of af\* . (0f\?
“(w‘m’l)"(m) #(5) +1

sowie

und

T(X, (u,v)) = {(u,v,f(u,v)) + (1,0, (;{) + 5(0, 1, g‘z) i (r,s) € R2} :
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2. Obere Hemisphire als Graph:

U={(u,v) e R*:v*+v* <1}, X(u,v) = (u,v, m)
X(U)={(z,y,2) eR¥:2® + > + 22 = 1,2 > 0}.
X parametrisiert die obere Hemisphére als Graph von f(u,v) = v1 — u? — v2.
3. ”Geographische Koordinaten auf S2”
X (0¥, p) = (cos psind, sin psind, cos ), U = (0,7) x (0,27)

= X(U) = $?\{halber Liingenkreise}.

¥ = const — Breitenkreis, ¢ = const — Lingenkreis. (¢ = 0: X (¢,0) = (sin, 0, cos 1))

X
6&9 (9, ) = (cos pcos ¥, sin p cos ¥, — sin )
X
g(ﬁ, @) = (—sinpsind, cos psind, 0)
P
X
<%§, ((?)> =0 d.h. Langen- und Breitenkreise schneiden einander orthogonal
14

AuBerdem gilt N(u,v) = X (u,v).
4. Wendelfliiche (Helicoid)
X :R? 5 R3 X(u,v) = (vcosu,vsinu, cu) mit ¢ # 0.

Dann ist u — X (u,v), v = const, eine Schraubenlinie, und v — X (u,v), u = const,
Geraden durch die Punkte (0,0, cu) und (coswu,sin u, cu).

X
aau(u,v) = (—wvsinwu, v cosu,c), %(u,v) = (cosu,sinu,0).
N(u,v) = (2 +v*) " (—csinu, ccosu, —v).

lim N(u,v) = (0,0,1), N(u,0) = sgn(c)(—sinu,cosu,0) € R* x {0},

V—>—00

lim N(u,v) = (0,0,—1).

vV—00
Hier ist
1 x>0
sgn: R — R, sgn(z) =<0 x=0
-1 z<0.

3.2 Definition. Seien X : U — R%, X : U — R® Flichenstiicke. X heiBt Umparametri-
sierung von X, falls ein Diffeomorphismus ¢ : U — U mit X = X o ¢ existiert.
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Bezeichnung. ¢ : U — U heift C"-Diffeomorphismus <> ¢ bijektiv, und ¢ sowohl auch =1

sind C". Wegen dem Satz zur lokalen Umkehrbarkeit ist das dquivalent zu: ¢ ist bijektiv,
@ ist C" und det Dp(q) A0 Vq e U.

Gilt det Dp(q) > 0 fiir alle ¢ € (7, so heiBt X orientierungstreue Umparametrisierung
von X.

Bemerkung. (i) X = X oo = X(U) = X(U).
(ii) X = Xoyp, (@) =qg=T(X,q) = 'T()Z',(D, denn
DX(3) = D(X 0 9)(@) = DX(q) - Dg(@) und Dip(3)(R) = B

= T(X,9) = X(g) + DX(@)(R?) = X(q) + DX (q)(R?).
N(q) = £N(q) mit ”+7< det Dp(q) > 0.
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3.3 Lemma. Sei X : U — R3 C"-Flichenstiick, r > 1, ¢ € U und (0.E. nach Anwendung
einer Isometrie des R?) X (q) =0 € R?, e3 = (0,0,1) ¢ DX (q)(R?). Dann existiert V C U
offen mit g € V und V ClRQ offen mit 0 € V und ein C"-Diffeomorphismus ¢ : V. — V
mit ¢(0) = q und f € C"(V,R), so dass

X o p(u,v) = (u,v, f(u,v)) Y(u,v)eV.

Beweis. Sei 7 : R® — R? sei definiert durch 7(z,y, z) = (x,y). Es gilt Dn(q) = 7 Vg € R3
und kerm = Res.

Daes ¢ DX (q)(R?), gilt ker(D(moX)(q)) = {0}. Aus dem Rangsatz folgt deshalb rg(D(7o
X)(q)) =2.

Satz von der lokalen Umkehrbarkeit = es existiert V' C U offen mit ¢ € V', so dass mo X|V
ein C"-Diffeomorphismus von V' auf einen offene Menge V C R? ist.

X(q)=0,qeV = T0X(q)=0eV CR2 Sei ¢ := (roX|V)"!:V — V. Dann gilt
fir alle (u,v) € V:

X op(u,v) = (o X op(u,v),z0p(u,v) = (u,v,z 0 p(u,v)).
)
=:f(uv

3.4 Satz. Seien X : U — R3, X : U — R3 C"-Flichenstiicke (regulir) mit
(a) X(U) = X(U),

(b) X :U — X(U), X : U — X(U) sind Homéomorphismen. Eine Abildung X : U — V.
ist ein Homdomorphismus, falls X bijektive ist, und die Abbildung als auch ihre
Umkehrabbildung sind stetig.

Dann sind X und X C"-Umparametrisierungen voneinander.
Beweis. Es gilt ¢ = X_1~o X : U — U ist auch ein Homoomorphismus mit X=Xo ®.
Wir zeigen nun: ¢ € C"(U,U).

Sei § € U. Wihle V C U, so dass ¢(q) € V und ohne Einschrinkung sei X |V ist ein
Graph, d.h. V(u,v) € V: X(u,v) = (u,v, f(u,v)). V= ¢ (V) C U ist offen.

= X x ) = 7lx(v) wobei w(z,y,2) = (z,y) = X 'oX| = WOX‘W—I(V) €

X1(X(V))
Iy
~ . =p—1(V)
C"(V,V). Da q beliebig, folgt ¢ € C"(U,U). O

3.5 Definition. Eine Teilemenge () # M C R3 heifit 2-dimensionale C"-Untermanigfaltigkeit
(r > 1) des R? <= Vp € M 3V C R3 offen mit p € V und ein C"-Flichenstiick X : U — R?
mit X : U — M NV ist ein Homdomorphismus.

3.6 Satz. Sei V C R? offen, f € C"(V,R), r > 1. Sei s € f(V) und fiir alle ¢ € f~1(s)
gelte Df(q) # 0. Dann ist f~'(s) 2-dimensionale Untermgft. des R3.

39



Beispiel. V. =R3, f(z,y,2) =22+ 32>+ 2%, s=7r2>0= f1(r?) = S*(r).

(z,y,2) € S*(r), r >0 = Df(z,y,2) = 2(z,y,2) # 0.

Beweis. Df(q) # 0, Satz iiber implizite Funktionen = f~!(s) kann in einer Umgebung
als Graph tiber einer der 3 Koordinatenebenen dargestellt werden.

Erinnerung: Satz iber implizite Funktionen
9(q) # 0 = IW C R? offen und I C R offen mit ¢ € W x I und ¢ € C"(W,I):

FH) VW x I) = {(z,y, o(@,y)) : (x,y) € W}

Definiere X : W — R3 durch X (u,v) = (u, v, ¢(u,v)). O
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4 Die 1. Fundamentalform

Sei X : U — R? Flichenstiick o = (u,v) : [a,b] = U und & := X oa : [0,b] — X (U) C R3.

b b
L(a) = / (X o ) ()|t errenrese! / DX (a(t))a (t)dt,

a

wobei [v| = \/(v,v) mit v = (v1, v2,v3) € R3.

2
w0 +2( 5 a0). 5

v

0X

DX(a(®)a(t) = F(a()u' () + F(a(t)/ ()
alt (@) )0 (0 + | (a(t)

(t)
= L(d):/ab\/’

4.1 Definition. Die 1. Fundamentalform von X : U — R? ist die Abbildung, die jedem
q € U das Skalarprodukt I, auf R? zuordnet, das duch

(a(t))

0X 1(4)2

I (w1, we) := (DX (q)w, DX (q)wa) Ywi,ws € R2.

Ruo
Beachte
nteven =2 @)= p@) (px(@a = 25w).
neren) = (G @ 50 @) = fer.ea) = Fla),
Hesen) = 2] ) = 60

Die Matrix von I, bzgl. der ONB ey, e3 ist

(symmetrisch, positiv definit).

Andere Bezeichnung;: (? g) = <§i i;z) mit g;; = <%—f, %—)U(> :U — R

Beispiele. (1) X(u,v) = (u,v, f(u,v)) = E = 1—|—<%>2, F= <%, %>, G = 1-1—(%)2,

2) X(0,¢) = (cospsinb,sinfsing,cosf) = E =1, F =0, G = sin?#.
(2) X(0,¢ @ @
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Geometrische Bedeutung von |

(1) I(w,w) = |DX(¢)w|*Vw € R* = L(a) = f; \/Ia(t)(a’(t), a/(t))dt = Kurvenlidnge von « bzgl. I.
Wir interpretieren X : U — X (U) C R? als Landkarte fiir X (U). Dann ist
L](w7 w)

w(p,w) = ol die Verzerrung der Landkarte am Punkt ¢ € U in Richtung w € R?.

Begriindung: a(t) = q¢+tw = Lpu(alps) = 0lw]
= L(X oalpg) = Iy(w, )28 + o(5). Denn

é
L(XOO&’[O’(;]) :/0 \DX(a(t))w\dt

g 1
</ /0 (IDX (a(0))w] + 1€y /Cw]) dt = I,(w, w)?3 + o(8)C /O]

. Lpuri(alp,s) |w] 1
"M ”= lim - = :
= "MafBstab 50 T(Xoaljp ) (Iy(waw)s  HPw)

(2) F(ug,v9) =0 <= die Koordinatenlinien u +— X (u,vg) und v — X (up,v) schneiden
einander senkrecht (im Punkt X (ug,vp).)

(3) E =1 <= Alle Parameterlinien v — X (u,v) sind nach Bogenlinge parametrisiert.
Analog fiir G = 1.

(4) DX (q) : (R%,1,) — (DX (q)(R?),(-,-)) ist eine Isometrie zwischen Euklidischen Vek-
torraumen.

(5) Seien «, B : (—¢,€) — U regulér a(0) = $(0) = ¢. Dann gilt: der Schnittwinkel von
& =Xoaund f = X of an der Stelle 0 ist gleich dem Schnittwinkel von « und
a. d. Stelle 0 bzgl. I;, denn

(@/(0), 5'(0)) = (DX ((0))a’ (0), DX (5(0)8'(0)) = I(e(0), 5'(0))
sowie |4(0)] = /I,(e’(0), &/(0)) und [5'(0)| = /1,(5'(0), 5'(0)).

4.2 Fakt. (1) Eine "Landkarte” X : U — X(U) C R3 ist bis auf einen konstanten
Faktor % ("Mafstab”) lingentreu

= Va:[a,b]%Ugilt%oflga):l

1
= V(q,w)EUXRQ:,u(q,w):E
— VE=G=¢, F=0.

(2) X heift winkeltreu <= V «,B : (—€,6) — U regulir mit «(0) = B(0) gilt
ZEukl(O/(O)aﬁl(O)) = AEukl(&/(O)v B/(O))

— df:U = Ryp: Ij(wi,w2) = fq)(wr,w2)gz = <§ g>:f<(1) (1)):<£ ?’)
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Bemerkung. lingentreu — winkeltreu.

4.3 Satz. (a) Verhalten von I bei Anwendung einer Isometrie F' des R? auf X :
X=FoX, F(z)=Az+a mit A€ O(3), a e R%,
Dann gilt I=1.

(b) Verhalten won I bei Umparametrisierung: Sei o : UCR? > UCR? ein Diffeomor-
phismus, X := X o, ¢ € U, w1, Wy € R%. Dann gilt

Iz (w1, Wa) = I (Dp(q)wr, Dp(q)ws)

bzw.

B@ F@\_ p,ot (Ee@) Fle@)
(ﬁ@ é@)‘D*”@ (P cioim) P

Zu diesem Transformationsverhalten sagt man ”I ist ein (0,2)- Tensorfeld”.
Beweis. (a) DX = Ao DX, A € O(3) = Behauptung.
T~ o~ > ~ > ~ \ Kettenregel
(b) Ig(@1, w2) = (DX (@)1, ) DX (@)w2) =" (DX (p(@)(Dp(@)wn), DX (p(@)(Dp(q)w2)) =

Lo (De(@)wr, Dp(q)ws). .

4.4 Definition. Sei U :— R3? ein Flichenstiick, R C U mefbar (z.B. kompakt oder offen).
Der Fldcheninhalt A(X|gr) € [0, 00] von X|g ist definiert durch

0X 0X
7><7

A(X|R) :=/R\/(EG—F2>(“7”)d“d”:/R o v

(u, v)dudv.
Bemerkung. Erinnerung:

1
lv x w|* = det(v, w,v x w) = (det((v, w, v x w)) det((v, w, v X w)T))2

=

Determinantenproduktsatz= (det((v, w,v X w) - (v, w,v X w)T))

1
o> (v,w) 0 :
= | det | (w,v)  |w]? 0 =[x wlV/uPlw]? - (v, w)?.
0 0 v x w|?
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Beweis von Fakt 4.2. (1) L(&) = ff \/Ia(t) (/(t),a/(t))dt

b
I(w, w) = w2 = L(@)_/ clod (8)]dt = cL(a)

Umkehrung:L(d|[07t]) = cL(a|[07t]) Vi leferenmer:c;n beit =0 \/I

a(0)((0),0/(0)) = ¢|a’(0)]

Sei nun (z,w) € U x R? beliebig = Ja : [a,b] — U, (a(0),/(0)) = (g, w). Damit
folgt I,(w,w) = ?|wl|?.

(2) winkeltreu <= V(q,w;) = (¢, w2) € U x (R*\{0}) :
2 puki(w1, we) = Zpuri (DX (@w1, DX (q)wa) = £, (w1, w2).

Insbesondere folgt (e1,e2) =0 = I (e1,e2) =0= F = 0.

<€1—62,€1+€2>:O = Iq(61+eg,el—eg):0:E—G = E=G=:f.

Bemerkung (Bemerkung zu Satz (4.3) (b)).
Dy(g) : (R*,1;) = (R%, 1)

ist eine Isomorphismus zwischen Euklidischen Vektorrdumen.
Erinnerung. DX (q) : (R?,1,) — (DX (q)(R?), (-, DX (q)(R2)x DX (q)(R?)) I8t €in Isomorphis-
mus zwischen Euklidischen Vektorrdumen.

2 2
Beispiele. (1) X(u,v) = (u,v, f(u,v)) = E =1+ (%) ,G=1+ (%) S <g—£, %>

o

of\? | (of\’
R C Definitionsbereich von f = A(X|gr) = // 1+ (8) + <8> dudv.
u v
R

L) <= VEG-F?=c.

c2

im:w%gg)ﬁ(@fy

Bemerkung. X heifit flichentreu (bis auf einen Faktor
4.5 Satz. Sei X : U — R? ein (parametrisiertes) Flichstiick, R C U mefbar. Dann gilt
(a) Ist F : R® — R3 eine Isometrie, X = F o X, dann A(X|g) = A(X|R).

(b) Ist ¢ : UcCR?2 U ein C'-Diffeomorphismus, R = ¢ Y(R), X=Xo w, so gilt
A(X|z) = A(X|R)-

Beweis. (a) Folgt direkt aus dem Satz (4.3) Teil (a).
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(b) Satz (4.3) Teil (

\/GE — F2 = | det E F \/det Dgo EO“’ FO@) Dgo) =V EG — F2op|det Dy|.
Fo¢ Goyp
Mit der Transformationsformel folgt
= // \V EG — F2dudv
R

://\/EGF20¢\deth0|dﬂdi7://~ VEG — F2dudv = A(X|R).
R

p(R)=R

O
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4.6 Satz. Seien p # q Punkte auf S?. Ist p # —q, so ist das kiirzere Grofkreissegemnent
&g von p nach q kiirzeste Kurve auf S?, die p und g verbindet. Jede andere kiirzeste Kurve
auf S* von p nach q ist eine monotone Umparametrisierung von éq. Ist ¢ = —p, so sind
die kiirzesten Kurven auf S von p nach q genau die (monoton parametrisierten) halben
Groflkreise duch p und ¢ = —p.

Beweis. 3A € O(3): Ap = (0,0,1) und Ag = (0,sinfp,cosfy) mit Oy € (0,7) (denn
p# =q)-

Sei (p,0) € R x (0,7) + (cospsin@,sinpsind, cosf) Parametrisierung von S? als pa-
rametrisiertes, regulires Flidchenstiick (insbesondere nicht injektiv) (Rotationsfliche von
(sinf,0,cosf)).

Sei ag : [0,60] = R x (0,7), ao(t) = (5,t). = do(t) = X oap(t) parametrisiertes kiirzeres
Grofikreissegment von p nach ¢, nach Bogenlidnge parametrisiert , also L(&g) = 6.

Sei & : [0,a] — S? eine beliebige stiickweise C''-Kurve von p nach ¢, d.h. &(0) = p,
a(a) = qo.

Zu zeigen: L(&) > L(Gp). Ohne Einschrénkung nehmen wir an, dass &(t) # p Vt € (0,a).
Sonst ersetzen wir & durch &y, o) wobei tg = max{t € [0,a] : a(t) = p}.

1. Fall. &(t) # —p = q Vt € [0,a] = Ja : (0,a) — R x (0,7) stiickweise C1, a(t) =
(p(t),0(t)) so dass X o o = &, ndmlich

a(t) = (z(t),y(t), z(t)) = 6(t) = arccos z(t) € (0,0)
und ¢ ist die Winkelfunktion zu e(t) = le(t)'(m(t), y(t)) € St.

Dann 2(0) =1 = lim; o 6(t) =0, 6y = O(a) und

L(d) = L(X oa) = /0 V(DX (@) (t), DX (a(t))o (1)) dt

e (Eoalt) Foa(n)
Ja(t) (Foa(t) Goa(t)>“”

= / \/sim2 O’ (t)2 + 0/ (t)2dt > / 0/ (t)|dt > / 0’ (t)dt = 0(a) = 0y = L(é)-
0 0 0
Gleichheit gilt genau dann, wenn 6’ > 0 und ¢ = const.

2. Fall. Falls t € (0,a] existiert mit a(t) = —p, (d.h. p = N Nordpol und —p = §
Siidpol).

Ohne Einschrinkung sei ¢; minimal, d.h. t; = min{t € [0,a] : &(t) = S}. Es folgt, dass
6((0,a)) € 8\{(0,0,1), =(0,0, 1)}
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L. Fall Sei &lg4,—g =t & = & = X o« fiir at) = (¢(t),0(t)) mit lim;o6(t) = 0 and
lime 0 6(t1 —€) = .

L(&) > L(alj4,—q) = 0(t1 —€) = 0(e) = L(&) > lelff)l L(G[e,t,—q) = 7.

Gleichheit genau dann, wenn t; = a, ' > 0 und ¢’ = 0 (& ¢ = const.) < & parametrisiert
halben Léngenkreis. O

5 Die 2. Fundamentalform

Die 1. Fundamentalform beschreibt genau das, was ein 2-dimensionaler Bewohner einer
Fliche, der nichts vom umgebenden 3-dimensionalen Raum weif}, iiber seine Fliache durch
Messen herausfinden kann.

Die 2. Fundamentalform wird beschreiben, wie sich die Fliche im umgebenden Raum
"kriimmt” .

Vorbemerkung. Sei U C R? offen und zusammenhingend. Dann gilt
X(U) C Ebene <= N(p) = const = Ny

Beweis der Vorbemerkung. ” = 7 trivial

2 <: 7
d(X,N)  0X ON (X, No) — O(X, Np)
o e Mg T T =0T
=0
Das heifit, die Abbildung (X, Ng) : U — R erfiillt D(X, Ny) = 0. = (X, Ng) = const =
X (U) C affine Ebene. O

” X gekriimmt in R3” <= X liegt nicht in einer Ebene <= N ist nicht konstant.

5.1 Definition. Die 2. Fundamentalform II eines Flichenstiicks X : U — R3 C? ordnet
jedem ¢ € U die symmetrische Bilinearform I, auf R? zu, die durch

11, (w1, ws) := —(DN(q)w1, DX (g2)w2) " woen (wi  D’X(q) w2, N(q))
———

(#ﬁ;j)mzl,z
definiert ist. Man schreibt auch wf D2 X (q)ws = DX (q)(w1, ws).

Bemerkung. Die Matrix von II bzgl. e1, eo wird bezeichnet durch <Tln ZZ) wobei

LN OX, N X, ON 0,
B R A W W A A N TR

Es gilt (N, 2%) =0 = (2N 09Xy L (N &) — 0 = | = (2X N) = (D?X(e1,e1), N).

ON 0X 02X ON 0X

ov’ Ou TOudv =80 B

) = ((D*X(e1,€2)), N) = —(%, %y

=
Ebenso fiir n.
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Bezeichnung. Weitere Bezeichnungen sind: IT = h, I1(e;,e5) = h;j = <%,N>.

5.2 Fakt. Ist U zusammenhdngend, so gilt: II =0 <= X(U) C Ebene.
Beweis. " <7 trivial 7 =7 Sei [T =0 = (¥ 90Xy — ¢ (N Xy _ o ynd (N,N) =1

ON Ou’ Ou Ou’ v

Da %—)5, %—f, N ein Basis feld ist, folgt daraus, dass %—]X = 0. Ebenso %—]X =0.

Vorb k
Da U zusammenhéngend, folgt N = const. OFbCLPERINE o (U) C Ebene. O

Beispiel. Sei X(U) = S%(r) = {(z,y,2) : 2 +y* + 22 = r?}. = N(u,v) = 1 X (u,v) =
II = —(DN(u,v)-, DX (u,v)) = F2(DX (u,v)-, DX (u,v)-) = F11,.

5.3 Fakt. Sei X (u,v) = (u,v, f(u,v)) mit £(0,0) =0 = %L(0,0) = %L(0,0).
Dann gilt:
0,0y (w1, w2) = (w1, we) (& E(0,0) =1=G(0,0), F(0,0)=0)
19,0y (w1,w2) = D?f((0,0))(wy, ws)

und mit der Taylor entwicklung folgt

flu,v) = f(0,0) + (Vf(0,0), (u,v)) +% (D£(0,0)(u,v), (u,v)) +R(u, v)|(u, v)|?
— ~
=0 =0 =11(0,0)((u,0),(u,v))

mit R(u,v) — 0 fir |(u,v)| — 0.
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Beweis. Wir berechnen
0 0 0

X 0 X 0 PX 0
ou? N 02 f " Ov? N 92 f " Qudv N o2 f
ou? ou? Judv
0
0?X
DQX(€1,€1) = e{D2Xel = = 0
8'[,&2 82]0
ou?
. Mit . 5 5
N = 2 5 (_aifa _aif7 1)
af of 1 u v
o) tlaw) T
0
2
folgt II(el,el) = 1 (—%7—?7 ) . 0 - 1 LJQ‘
VDG o2r ) VGG
U
2 . 2 52
0°f Analog gllt II(O,O)(€2762) = % und II(O,O)(61562) — 8duafv‘ O

Somit 11 ) (e1,e1) = 3oz
5.4 Fakt (Invarianzeigenschaft von IT). Sei X : U — R3 Flichenstiick.

(a) Ist F : R® — R3 Isometrie und X := F o X, so gilt IT = +£IT mit” +7 < F
orierentierungs erhaltend .
(b) Sei: U CR2— U Diffeomorphismus und X := X o p, € U = Y, Wy € R2:
IT5(@y, @) = +11,)(Dp(q)@1, D (q) )
mit 7 +7 < det Dp(q) > 0.
Bemerkung (Bemerkung zu (b)). IT definit (positive oder negativ) < IT definit.

(a) F(z) = Az +a= N=4+Ao N mit " +” & A € SO(3).

Beweis.
o A A A5
+

= Il = —(DN,DX) = T(ADN, ADX) = +I1I.

(b)
f[q(@l, 7:52) = —<DN((A]')7:517 DX(ED752>
= F(DN(¢(q))(Dp(q)w1), DX (¢(q)) De(q)w2)
= +11, (Dp(Q) @1, Dp(q) )

Beachte hier, dass

o 2552 < 2 DXwjopx DXup
N ]
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where w; = (D) o o te;.
0

. T k ! ..
Bemerkung. II is ein (0, 2)-Tensorfeld < h; j = Zi,z:1 %(hkl o @)% V1<i,j<2.
5.5 Folgerung. 11, (positiv oder negativ) definit = 3 Umgebung V von q in U so, dass
XWNT(X,q) ={q}, X(V) C in einem von T(X,q) berandeten Halbraum.(< X ist local konvex um q.)

11, indefinit und nicht ausgeartet = X ist (lokal) umg eine Sattelfliche.

Begriindung: Nach Drehung und Umparametrisierung kann jedes FS in einer Umgebung
jedes Punktes dargestellt werden als Graph. (Positiv, negativ) definite bzw. indefinit sind
invariant unter Drehung und Umparametrisierung. Also o.E. 11 (o) = D?£(0,0). Es folgt
die Behauptung.

5.6 Satz (Satz von Meusnier, Jean Baptiste Marie Charles Meusnier de la Place (1754-1793)).
Sei X : U — R3 ein FS, o : I — U eine requlire Kurve, & die Kriimmung & := Xoa, t € I
und &(t) # 0. Sei O(t) := £ (T(X,a(t)), Schmiegebene von & in t) = Z(N(a(t)), B(t)) €
[0,7] (N :U — S? Flichennormale). Dann gilt

o @000
W)sinb(t) = 7 @) =

Falls /&(t) = 0 = T4 (a/(t),a/(t) = 0.

Bemerkung. Alle Kurven & = X o a mit «a(tg) = ¢ € U und gleicher Schmiegebene
(# T(X,q)) in to haben die gleiche Kriimmung an der Stelle .

Beispiel. & Kurve auf S*(r) = {(z,y,2) : 2 + y* + 22 =r?} = hoa > 1.

Beweis. (i) & x &' ~ B (Binormalenvektor von é).

(& x &") x Noal =|a" x &'|sinf = &|&’|>sin .
Hier ist N die Fldchennormale.
(i) (vxw)xz={(v,2)w—(w,z)v = (&’ x&")x Noa=—(&",Noa)d&.
a"(t) = (X 0a)"(t) = (DX (a(t)) (@ (t), o (t)) + DX (a(t))a" ().
W

= (0", Noa)=1I,(c/,d) = |(&' x&") x (Noa)|=|II(c,a)||&].

2 2 — |I]a(0zl,0/)| — ‘Ila(a,7a/)‘
= fsinf = FUE = T O

5.7 Definition. Die Normalenkriimmung x,(w) von X : U — R3 an der Stelle ¢ € U in

Richtung von w € R?\{0} ist durch xy(w) := % definiert.

Bemerkung. ka4 (e (t))] = &(t) sin O(¢) fiir a wie oben.
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Geometrische Bedeutung der Normalenkriimmung Sei & die (parametrisierte)
Schnittkurve von E = X(q) + span{DX (q¢)w, N(¢)} mit X(¢) = &(0). Dann #(0) =

|K5g(w)].
Beispiel. X (u,v) = (u,v, f(u,v)), %(0,0) =0= %(0,0), Ii(070)(w) = ﬁD%"(0,0)(w,w).

In der Graph Situation: E = X (q)+span{DX (¢)w, N(q)} = span{w, ez} and ENX(U) =
f(g + tw) = &(t) with |@] = 1. Also &"(0) = D?f(q)(w, W) = ky(w).

5.8 Definition. Sei X : U C R? - R? FS, ¢ € U.

1. Die lineare Abbildung L, € End(R?) mit I,(Lyw,z) = II,(w,z) Yw,z € R? heifit
Weingartenabbildung von X in q.

2. Die Eigenwerte k1(q) < k2(q) von L, heilen die Hauptkrimmungen, die Eigenvek-
toren von L, heiflen die Hauptkriimmungsrichtungen von X in g.

3. Die Funktion K : U — R, K(q) = det(L,) = ki(q)k2(q), heiBt Gausskriimmung
von X.

4. Die Funktion H : U — R, H(q) := 3spur(Lq) = 3(k1(q) + k2(q)) heift mittlere
Kriimmung von X.

5. ¢ € U heifit Nabelpunkt von X <= ki(q) = k2(q) (<= Ly = ki(q)ldg: <=
11, = ki(q)1,.

Bemerkung. (a) Ist w; Hauptkrimmungsrichtung zur Hauptkriimmung k;(q), i = 1,2,
so gilt
Iq(quia wi) . IIq(w,', wi)
Ig(wi,wi) — Tg(wi, wy)

ki(q) =
d.h. k;(q) ist die Normalenkriimmung in Richtung w;.

(b) Ist k1(q) < k2(¢) = Hauptkritmmungsrichtungen sind orthogonal bzgl. 1.

5.9 Satz. Sei (w1,ws) ONB in (R% 1,) aus Eigenvektoren von L, mit Eigenwerten (=
Hauptkrimmungen) ki(q) < ka(q). Dann gilt fir alle ¢ € R:

k4 (cos pwy + sin pws) = cos? pki (q) + sin? pka(q).

Speziell: k1(q) = min,er2\ 10} kg(w), k2(q) = max,,cp2\ 101 kq(w).
Beweis.
kq(cos pwy + sin pwsy) = I1,(cos pw; + sin pws, cos pw; + sin pwsy)
= I4(cos pk1(q)w1 + sin pka(q)wa, cos pwi + sin pwy)
= cos” pk1(g) + sin® ka(q).

ki(q) = (cos2 © +sin? ©)ki(q) < cos? ki (q)+ sin? ks (q) = kq(cos pwq +sin pws) < ka(q).
O
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Beispiel (Kreiszylinder). X (u,v) = (u,cosv,sinv)) = E=G =1, F =0, N(u,v) =
(0, — cos v, —sinv).

ON OX, N X, N ox,
o on T e e T T Ve o

Insbesondere ist 11 positiv semidefinit. Es gilt

l == —<DN€1,DX€1> == —<

0 0
<0 1) = (I(eise5))ij=12 = ((Leis ej)re)ij=1,2 = (Lij)ij=12-

= Le; =0, Les =ex = k; =0, ko =1 mit Hauptkriimmungsrichtungen e, es.
K =kky=0H = %(kl—ka) = %
Beispiel (Sphére). X(U) C S*(r), II = +1I = L = +lidpe,ky = ko =+ K = 5 H =
+1

re

5.10 Satz (Berechnung von K, H, ki, ky aus E, F,G,l,m,n). Sei (hij)ij=12 = <Tln T:)

die Darstellung von II und (gj)ij=1,2 = (1{2 g) die Darstellung von I (bzgl. e1,e3).
det(hi;)  In—m? 11G—2mF +nE 1 < y
K = ( Z]) = 5 = — 5 = — Z hi,ngJ
det(g;;)  EG—F 5 EG-F 2 2

wobei (gij)m-:lg die inverse Matriz von (gij)ij=1,2 ist. ki, ko sind die Losungen der Glei-
chung k* —2Hk+ K =0, d.h. ko= H+VH? - K.

Beweis. Berechne die Matrix von L bzgl. e1,es € R?, d.h. Le; = 22:1 Lrey (= L

(Li Lé)o
L]. LQ

2

2
II(ej e) = hij = I(Lej,e5) = Y LiI(ex,e5) = Y Ligp;.
k=1 k=1

(dh. (hij)ij=12 = (Gn)in=12 " (LF)kiz12.)
= ih“gﬂ = XQ:L’?(ZQ:% ") = L., dh <g11 912> (hn h12> _ (L% L%)
2 ij 22 j i 2 g2 ) \ g 2 12 12
K = det L = det(h; ;) det(g"”) = det(h;;)/ det(g;;).

1 In . 1< y
H= §spurL: QZ;Lé b Z hijg"
1=

ij=1
. ol _1 1 G _F . . . .
wobei (¢7) = (gi5)" " = o)\ B/ k1, k2 sind die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynomes Py ()\) von L, d. h. die Nullstellen von A\? — spur(L)t + det(L). O
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Beispiel (Kriimmung von Rotationsflichen). «(t)

X(t,¢) = (2(1), y(t) cos p, y(t) sin p).

(z(t),y(2),0),

y(t) > 0, regulir.

X |? 0X 0X X |?
Et, o) =|%| =) =@ )+ 1) F= (=, =) =0,Gt ) = || =y
(o) = |5 = P = )=+ 07 P = G5 =0, 66 = |5 = ute)
yy' y'
, 0 —a'ycos —1' cos p
1 0X 00X 1 v —2'ysin —2’sin
N(t,p) = ———Fx7—=— [y cosp | x| —ysing | = yEne = ; 14
[t 9 -] Yy sin 12 COS (¥ Yv (") + (y)2 o/ (2)]
y/
(", y" cosp,y” sing) - [ =2/ cosp
0?°X —2'sinp 1
= (-2 NY = N A S
Vo N 0] Y V)
y/
(0, —y'sinp,y’ cos) - [ =2/ cosp
0X —2'sin
= 77N = :O
™= rap ) )]
y/
0, —ycosp,—ysiny) - | —z’ cos
Yy ¥, —Y ¥ ¥
—x’singp- ;L‘/y
n= —
o/ (t)] ||

o/ [? 0)
= I= T =
< 0y

2y —a'y" 0
|

'y

0 1

1,11 bereits diagonal bzgl. e1, ea = e1, eo Hauptkriimmungsrichtungen.

/2 0\ 1
0 v?) o[22

y?
0

—1 /2y —a'y"
&2 0 e 0
0 o2 0 z'y

fe’]

|ov

)

0 /|72 0
1‘2 = 0 y—2
(x//yloé_/[g/y// 0 )
l,/
0 Ty

)

Die Hauptkriimmungen k1, k9 sind die Diagonaleintrage der letzten Matrix. Insbesondere

k1 = k%, die Kriimmung der Kurve a.

1
by + ko) = = (—Kk® + ——
(1 +k2) 2(I{Jrlo/ly

1

K:k k; _ IE’(I’//y/—ZE/y,/) H:}
12 o/ |4 ’ 2
Yy
Falls |o/| =1, dann 2/2” + ¢y = 0. = K = —y?.
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5.11 Fakt (Invarianzeigenschaften der Kriimmungsgrossen). Sei X : U — R3 ein FS.

(a) Ist F : R3 — R3 eine Isometrie und X =FoX,soqilt L=+L, K=K, H=+H
mit 7 +7 < F ist orientierungserhaltend.

(b) Ist ¢ : U — U Diffeomorphismus und X = X o o und q € U, so gilt

Lg = £Dp(§) 'oL,30Dp(d), K = Kop, H = £Hop mit” +7 < det Dy(q) > 0.

Bemerkung. q — Ly ist ein Tensorfeld wegen (b).
Beweis. (a) Erinnerung: I = I und IT = +I1. Daraus folgt die Behauptung.

(b) TT5(@,%) = I(Lg, 2) = Ly (D(d) o Lz, Dp(§)Z). Andererseits

T14(@, %) = 11, (D@, Dp(@)Z) = 1, (Lo © De(@)F, D(§)Z).

Es folgt Dp(q) o Z;]v =+ Ly © Dp(q) und damit die Behauptung.
O

Bemerkunyg. X=Xo . Sei w die Hauptkriimmungsrichtung von X in q <= Dp(q)w ist
Hauptkriimmungsrichtung von X in ¢(q), denn

Ly@De(@)w = Do(q) Lgw = ki(q) Dp(q)w.

Bemerkung (Hinweis). In den meisten Biichern ist die Weingartenabbildung definiert durch
Ly : DX(q)(R?) — DX (q)(R?) wobei Lx 4 = DX (q)oLgoDX(q)~*. Dann ist DX (q)w
ein Eigenvektor von L x(q) falls w Hauptkriimmungsrichung von X in ¢.

5.12 Satz. Sei X : U — R3 FS, g € U. Dann gilt
DX(q) oLy =—DN(q)

d.h. DN(q)(R?) € DX (q)(R?) und L, = —(DX(q))~* o DN(q).
Insbesondere gilt: w € R*\{0} HKR von X a. d. St. ¢ <= DN(q)w und DX (q)w linear
abhdngig.

Beweis. Fiirw, z € R? gilt: I1,(w,2) = —((DN(q)w), (DX (q)2)) = I,(Lyw,z) = (DX (q)o
Lyw,DX(q)z).

= ((DX(q) o Ly + DN(q))w, DX (q)z) = 0 Vw, z € R?.

Daraus folgt die Behauptung. Beachten Sie, dass DN (¢)w € DX (q)(R?), da DN (q)w L
N(q). O
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Erinnerung. Fliachenelement von X: Sei R C U messbar. Dann

A(XI|R) : // VEG — F2dudv =

Ist f: U — R messbar, dann

//RfdAX://Rf\/mdudv

falls diese integrale existieren,

X X
8 8 dudv.

5.13 Satz. Sei X : U — R3 C?-FS. Dann gilt fiir alle mefibaren R C U:
ON ON
/ |K|dAX = / 5 X 5y |dudv = A(N|R).

Die linke Seit heifit totale absolute Gaufkrimmung. Die rechte Seite ist die Fliche des

Bildes von N : U — S? in S?. Insbesondere gilt | K (q)| = lim, o %

Bemerkung. Die Gauflkriimmung beschreibt die Flichenverzerrung der Normalenabbil-
dung.

Beweis. Aus dem vorigen Satz folgt

ON ON
% = —DX O L(€1)7 % = —DX o L(CQ)
Dann folgt
ON 0N =N Ny
% X % = (DX ©) (; L/ierz)) X DX O;Lée‘]
0X 0X 0X 0X
1 2 204
(L o0 TGy ) <L28 L2au)
0X 8X 10X 00X 0X 0X 0X 0X
= 13— + L2 = = U K x
2y Xy Tl X Gy =t by X G = K X
Auflerdem
min |K|A(X|B,(q)) < A(N|Br(q)) < max |K|A(X|Br(q))-
Mit der Stetigkeit von |K| folgt die letzte Behauptung. O

5.14 Satz. Sei X : U — R? ein C3-FS, U C R3 offen und zusammenhingend. Ist jedes
g € U ein Nabelpunkt von X, so gilt X(U) C Kugeloberfliche oder Ebene.

Beweis. 3N : U — R so, dass II = A (A = k1 = ko). Zeige: X ist konstant.
II=) < L=)JXidgz = DN =-\DX.

ON _ 0X N 0X 0N _ 0A0X  BX _ AoX o
ou ou’ v ov oudv  Ou v oudv v Ou Oudv’

55



20X 90X

O\ _ n _ O
B du ga =0

linear unabhéngig = 57 =0 = & .

U zusammenhéngend
- A = const.

N 4+ AX = const, denn 0 = DN + ADX = D(N + AX) und U zusammenhéngend.

1. Fall: A =0. = N = const = X(U) C Ebene.
2. Fall: A #0. m:= $(N + AX) = X + ;N € R? konstant.

1 1
= | X - = —|N|=—= t.
| m| ’/\|] ] B cons

= X (U) C Kugeloberfliche mit Mittelpunkt m und Radius ﬁ
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Geometrische Bedeutung von H =0 (& &k = —k»)
Sei Xy : U — R? FS mit Normale N : U — S2. Betrachte eine Funktion
h:Ux (—€€) - R
mit hg = 0, wobei fiir ¢ € (—¢,¢€): h(-,t) =: he(-). Dann heifit
XU x (—¢,€) = R, X(q,1) = Xi(q) = Xo(q) + h(q,t)N(q)
eine normale Variation von Xj.

5.15 Definition. Xj heifit Minimalfléche, falls fiir jede normal Variation X; von Xy und
jedes kompakte C C U gilt

2| Aoy =o
Man sagt dazu, der Flicheninhalt A(X|C) sei stationér unter normaler Variation.
Bemerkung. 1. La. ist A(Xy|C) kein Minimum von ¢ — A(X|C).

2. A(X¢|C) endlich.

3. X :U x (—¢,€) — R3 heifit Variation von Xy mit kompaktem Triger K C U, falls
V(g t) € (U\K) x (=€,€) = Xi(q) = Xo(q)-

Dann existiert 6 € (0,¢), so dass fiir ¢ € (—0,0) ein Diffeomorphismus ¢; : U — U
existiert, so Xy = Xy o ¢ eine normale Variation ist.

5.16 Satz. Xy Minimalfiiche < Xg hat mittlere Krimmung Hq = 0.
Lemma. Fulls G : (—€,€) = R™" in t =0 differenzierbar und det G(0) # 0, dann

% det G(1)1—o = det G(0)Spur(G(0)~1G'(0)).

Beweis von Satz 5.16. A(Xy|C) = [ [,/ E:Gi — F2dudv = I Jo v/ det(ge,i5)ijdudv

d B d 5
dttzoA(Xt|C)_// %)t O<\/Eth—Ft>dudv

det((gs,i5)ij)dudv

//02 det(gow dt’t_
det((90.,))S i )= li=0(gt,ij) | dudv = (*
// 2,/det(go.ij)ij et((go,i7))Spur <(90)dt|t o(gt,1)> udv = ()

Betrachte

00Xy 0Xy d 0X: 0Xp

L | ogiis = St 2Kty (2 )+ (G, Sl
gp =09t = 1t=0 du; du;!  \dt t=0 ou;’ Ou; ou;  dt'"= 0

) = ()
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ON
8ui '

doxX, o d, 0 d (0 :
0w~ d T awa IN = <8h> N

Da N L g—ffi, folgt

. ON 0Xj . ,0Xg ON

(k%) = ho(=— )+ ho o, ,8—%

= 2hoho.ii
8ui’au]’ > 070,j

= (*)://CizoSpur ((géj)(hoyij)) det(g()’ij)ijdudv:Q//szoHo det(go,ij)ijdudv.
]

6 Kriimmungs- und Asymptotenlinien

6.1 Definition. Sei X : U — R® FS. w € R?\{0} heifit Asymptotenrichtung von X in
q € U, falls Il,(w,w) = 0. Eine reguldre Kurve « in U bzw ihr Bild & = X o « heif}t
Asymptotenlinie, falls 1, (/(t),/(t)) = 0 Vt.

Eine reguire Kurve a in U (bzw. & = X o «) heifit Kriimmungslinie, falls o/(¢) fiir alle ¢
Hauptkriimmungsrichtung von X in «(t) ist, d.h. falls (N o «)/(t) ~ &/(¢) fiir alle ¢.

Ziel:

e Finde (Um)Parametrisierung von X (U), so dass alle Koordinatenlinien Kriimmungslinien
bzw. Asymptotenlinien sind.

e Untersuchung von Fldchen mit K = 0.
6.2 Lemma. X :U - R3 FS, g U.

(a) Ist q nicht Nabelpunkt von X, so existieren eine Umgebung V. C U wvon q und dif-
ferenzierbare Vektorfelder A1, Ay : V. — R2, so dass gilt: A1(p), A2(p) sind linear
unabhdngige HKR von X in p fir allep € V.

(b) Gilt K(q) < 0, so ezistieren eine Umgebung V. C U won q und differenzierbare
Vektorfelder By, By : V. — R2%, so dass gilt: B1(p), B2(p) sind linear unabhdingige
Asymptotenrichtungen von X in p fir alle p in V.

Beweis. (a) Wegen L¥ = ZJZ.:I hi;g’* sind die Funktionen L¥ € C'~=2(U,R) falls X € C'.
Fiir festes p € U hat die Gleichung

Lyw = ki(p)w, w e R? i=1,2 (8)

einen 1-dimensionalen Losungsraum, falls p kein Nabelpunkt ist, d.h. k1 (p) < ka(p).
Mit dem GauBschen Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssystem sieht man, dass
in einer Umgebung von ¢ (wo k; < k) C'~2-Vektofelder A und A, gefunden werden
konnen, die (8) losen.
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(b) Wegen K(q) = ki(q)k2(q) < 0 ist g nicht Nabelpunkt von X. Normiere A, Ay aus
(a), so dass I(A;, A;) =1, i =1,2. Dann folgt

IT(cos pAj + sin p Ay, cos pA; + sin As) = cos? pk; + sin? pks.
In einer Umgebung von ¢ gilt K(p) = ki(p)ka(p) < 0, so dass wir dort ¢ :=
arctan (1 / —%) definieren kénnen. Fiir die C'~2-Vektorfelder gilt dann
By =cospAq +sinpAs, By = cospA; + sinpAs

gilt dann I1(B;, B;) = 0 und By, Bs sind linear unabhingig, da ¢ > 0.
O

6.3 Satz. Seien U C R? offen, qo € U und Ay, Ay : U — R? C'-Vektorfelder mit
A1(q0), A2(qo) linear unabhingig. Dann 3e > 0 und C'-Diffeomorphimus

0 :(—€€) X (—€,€) =V CU mit ¢(0,0) = qo

so dass

o

)
oo (s.1) ~ A1 o (s, )

,87;0(3,75) ~ Ag 0 (s,t) ¥(s,1) € (—€,¢)2.

v ~w heifft, es existiert A # 0 mit w = \v.
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Lemma. Sei U C R? offen, qo € U und A : U — R? C' mit | > 1 und A(qo) # 0.
Dann existiert einen Umgebung V C U von qo und h € CY(V,R): h(q) = 0 und Vg € V:
Dh(q) # 0 und Dh(q)(A(q)) = 0.

Beweis des Lemmas. Existenz und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof iiber gew. DGL:
Je > 0: fiir alle p in einer Umgebung von ¢q existiert genau eine Losung 3, : (—e€,€) = U
der DGL

B,(t) = A(Bp(t)) mit Anfangswert (3,(0) = p.

Fiir eine beliebige C!-Kurve o mit a(0) = go, o/(0) linear unabh. von A(q), setzen wir
P(8,t) = Ba(s)(t) insbesondere also $(0,0) = B4, (0) = qo-

Die differenzierbare Abhingigkeit der Losung der DGL von ihren Anfangswerten (Picard-
Lindelof) zeigt, dass @ ebenfalls C! ist. ¢ hat die Eigenschaft

%(3’ t) = Bl (t) = ABags) (1) = A(@(s, 1))

also insbesondere 22(0,0) = A(@(0,0)) = A(go). AuBerdem %2(0,0) = o/(0).

Damit folgt es existiert € (0, €) klein, so dass @ : (—n,7)2 — V C U ein C'-Diffeomorphismus
ist (Satz iiber lokale Umkehrbarkeit). Setze (1, n) = 1 = ¢~ L.

Betrachte nun h = 1 : V. — R. Da 9 ein Diffeomorphismus ist, folgt Dh(q) # 0 Vq € V.
AuBlerdem

hop(s,t) =s = t+— hop(s,t)=s=const bzgl. t = Dh(p(s,t)) %:(s,t) =0.

=A(P(s:t))

= Dh(q)(A(q)) =0Vqe V. O]

Beweis von Satz 6.3. Wahle hi,he : V — R wie in dem Lemma fiir jeweils Ay und Ay
(A1 — hg, AQ — hl), und setze h = (hl, hg)

Da A;(p), A2(p) lin. unabh. Vp € V und da Dh;(p) # 0 # Dha(p) Vp € V, folgt
Dhyi(Ay1) =: XA :V — R\{0}, Dha(Az) =: . : V. — R\{0}.
Mit h = (hq, ha) folgt dann
Dh(Ay) = Aex, Dh(A3) = pes.

Also ist h ein lokaler Diffeomorphismus in ¢q.

Sei nun ¢ die lokale Umkehrung von h in einer Umgebung V von go. Dann folgt

Dip(er) = (Dh) " (er) = Ai@Al o Diplea) = (D) (e2) = - i a0,

Da g—i = Dy(eq) und %—f = Dyp(e2), folgt die Behauptung. O
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6.4 Folgerung. X : U - R3 C'-FS, 1 >3, undq € U.
(a) Ist q kein Nabelpunkt von X, so existiert ein C'=3-Diffeomorphismus.
©:U — oU) CU mit q e o)
undfdr)?:Xogo gilt:ﬁzO und m = 0.
(b) Ist K(q) < 0, so_eaistiert ein C'=3-Diffeomorphimus ¢ : U — oU) c U mit
q € oU) und fir X =X oy giltl =0 und n = 0.

Beweis.  (a) Wihle A;, Ay wie in Lemma 6.2 und wende den vorigen Satz an. Dann
existiert also eine Umparametrisierung ¢ : U — U wie dort. Fiir X = X o ¢ folgt
dann

ﬁ = f(ei,ej) = I(AZ,A]) =0 falls ¢ 75]
da A;, A; HKR (Eigenvektoren von L) sind, und

771, = Tl(ei,ej) = ZEII(AZ,AJ) = :thI(Az,AJ) =0 falls ¢ ;é ]

(b) Analog.
U

Bemerkung. Aus F=m=0 folgt, dass I und I Diagonalgestalt bzgl. e, ez haben.
Daraus folgt e1, e2 sind die HKR von X in p fiir alle p € U. Alle Kurven s ~ (s,tp) und
t +— (so,t) (bzw. Thre Bildkurven unter X) sind also Kriimmungslinien. Man nennt diese
Parametrisierung deshalb ” Kriimmungslinienparameter”.

Analog: falls [ = 71 = 0 folgt II(ey,e1) = I1(eg,e2) = 0, d.h. die Koordinatenlinien sind
Asymptotenlinien. Man nennt diese Parametrisierung deshalb ” Asymptotenlinienparame-

7

ter”.

6.5 Satz. X : U — R? C*-FS mit K = 0. Sei ¢ € U und H(q) # 0. Dann existiert ein
Diffeomorphismus ¢ : U — (p(U) c U mit q € Lp(U), so dass gilt

X op(s,t) = X(s,t) = c(s) +tV(s)
wobei c,v : I — R3 mit det(/, V, V') = 0. (X(U) ist Teil einer Regelfiiche).

Beweis. Wegen K(q) = ki(q)k2(¢) = 0 und H(q) = 3 (ki(q) + k2(q)) # 0 ist ¢ kein
Nabelpunkt von X.

6.4Satz= 0. E.sei F =0=mund k1 = EEO
Wir wollen zeigen, dass dann die Kr.-linien &, (u) := X (u,v) (zur HK k; = 0) auf einer
Geraden verlauft.
ON 0X ON 0X
Aus —m = (G5, =0 =G gt =0

folgt wegen (NN, %) =0:

o _

ou
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Aus —m = (%—JX, %—5) =0, (%—]X,N> = 0 folgt wegen 0 = F' = (%—5, %—f):
ON _ 0x
ov ov’

Es folgt A = —ko und somit

ON 9X, . 0X ox
ov’ ov' "N ou’ v

) =kG = k=5 #0.

Also:
92X 09X 1 02X ON 1 90X 9 ON

90! T TR e B0 T ou B e
Wegen 0 = F = (%—f, %—f> und 0 =1 = <‘9;T)§,N> folgt daraus & = %QT)Q((-,U) ~ %—)lf = al,
d.h. & x & = 0. Somit verschwindet die Kriimmung der Kurven &, = X (-,v) und sie
verlaufen somit auf Geraden nach Fakt 1.19, d.h.

X(ot,0) = X(uo,0) + Fu0) o 0, 0) (0= (10, 0)

) =0.

fiir eine Funktion #(u, v) mit % # 0 (<= X regulér).

Die Abbildung ¥(u,v) := (v,t(u,v)) ist also in einer Umgebung von ¢ ein Diffeomorphis-
mus und fiir ®(s,t) = ¥=1(s,t) (mit s = v) gilt:
> X
X(s,t) =X o ®(s,t) = X(up, s) —}—ta—(uo,s) .
SN—— ou
=e(s) —V(s)
O

Bemerkung. Wir wissen bereits, dass det(¢/,V,V’) = 0 genau die Regelflichen mit K =
0 kennzeichnet (genannt: ”Torsen”). Der Satz besagt also, dass eine nicht-nabelsches
Flachenstiick mit K = 0 lokal eine Torse ist.

Wir erhalten folgende ”typischen” Fillen, wobei die ” atypischen” Falle genau die Punk-
te auf X betrifft die isolierte Nabelpunkte von X sind:

1. V(s),V'(s) linear unabhéngig = Ja,b: I — R: ¢ = aV +bV".
la. a(s) =b/(s) = (V) = = c(s) — b(s)V(s) = const. = P € R3.
= X(s,t) =P+ (t+b(s))V(s) Kegel.
1b. a(s) # V/(s). Definiere neue Leitkurve ¢(s) = ¢(s) — b(s)V(s).
= X(s,t) = &(s) + (t + b(s))V (s)
wobeli @ = = bV =0V = (a = V)V ~ V.

= X liegt auf der Tangentfléiche von & X (s,t) = &(s) + a(i)__%
—_———

linear in ¢
(X (s,t) Tangententfliche von ¢ < X (s,t) = ¢(s) + tc'(s).)

d(s).
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2. V(s),V'(s) linear abhiingig in einer Umgebung von sg.
V' =pV und 0.E. |[V| =1 =V = const.
= X(s,t) = c(s) + tV liegt auf einem (verallgemeinerten) Zylinder.

6.6 Folgerung. X : U — R3 C4-FS mit K = 0. Dann ex. eine offene, dichte Teilmenge U
vonU:NYq e U IV C U offen mitq € V, so dass X (V') entweder auf einer Tangentenfliche,
oder auf einem Kegel, oder auf einem Zylinder (das schliefit den Fall einer Ebene ein) liegt.

Beweis. U = Uy U Uz, U U U Uy wobei
Up ={q €U :II =0 auf einer Umgebung von ¢}

Ui={qeU:II;# 0 und in einer Umgebung von ¢ triff Fall ¢ = 1a, 1b,2 ein}.

U ist eine dichte Teilmenge von U, vgl. mit Anwesenheitsblatt 11. O

7 Hauptsatz der Fliachentheorie und Theorema Egregium

Notation: X = X (u',u?) OX _ x,; X . Xijy 9ij = (Xi, Xj).

» Oul O Puioud
a i .. _ .
Gijk = oo, (99) = (95)7", 95 == Ny, hyj = II(ei, e5) = —(Ni, X;) = (N, Xy5).

7.1 Satz (Strukturgleichungen). X : U — R? regulires C?-Flichenstiick. Dann gilt
1. Xij =7 TL X + hiN
2. Ny = — Zi:1 212:1 hag™ Xk

wobei die Funktionen Féj : U — R durch

2
3. Tl = 5 301 9% (9ikg + 9kjii — 9ij)

gegeben sind.

Bemerkung. Die Funktionen Féj, 1 < 4,7,0 < 2, heiflen Christoffelsymbole von X. Da
Féj = I‘;i handelt es sich um 6 (i.a. verschiedene) Funktionen.
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Beweis. 1. (X;j, N) = h;;. Die Christoffelsymbole I‘éj werden dann durch 1. definiert
(die Koeffizienten von Xj;; bzgl. der Basis X1, X2, N) und erfiillen

2
(Xij, Xi) = ZF X0, Xe) = Thgw (%)

3. Beniitzt man g;,; = auj (Xi, Xi) = (Xij, Xp) + (Xjg, Xi), so ergibt (x) 6 lineare
Gleichungen fiir die Funktionen Fij, wobei die Koeffizienten des Gleichungssystems

aus den g;; und den g;; bestehen. Explizit rechnet man:

Gikj + Grji — Gije = (Xijs Xi) + (Xi, Xij) + (X, Xj) + (X, Xij) — (X, Xj) — (X, Xij)

2
()
= 2(X;j, Xg) = 2 E I} guk-
=1

Wir multiplizieren diese Gleichung mit ¢*", und summieren iiber k = 1,2 = 3.

2. Aus Satz 5.12 folgt DN(q) = —DX(q) - L,. Es folgt N; = — Y2_, LF X} AuBerdem
gilt LF =37 hyg*. = 2.
O

7.2 Folgerung. Sei U C R? offen, zusammenhdngend und X,)N( : U — R3 req. C?-FSe
mit I = I und II = II. Dann existiert eine orientierungserh. Isometrie F' des R3 mit
FoX=X.

Beweis. Sei gy € U. Wegen I, = fqo, existiert eine Isometrie F, so dass F o X (go) = X (q)
und (F o X)i(qo) = Xi(qo), i = 1,2, gilt.

Wir ersetzen X durch F o X und kénnen ab jetzt X (g0) = X (qo) und X;(qo) = Xi(qo) fiir
i = 1,2 annehmen. Insbesondere auch N(go) = N(qo).

Zu q € U wilen wir eine C'-Kurve a = (a!,a?) : [0,1] — U mit a(0) = go und a(l) =
g. Die Strukturgleichungen liefern nun ein System gewohnlicher, linearer DG fiir die 3
Vektorfunktionen X; o, N o

2 2 2
(Xioa) =) (Xipoa)(ab) = (Th 0 a)(@¥) (X0 @) + Y (hig o @) (") N o
k=1 kl=1 k=1
2 2
(Noa)':Z(N o) Z hio ) (g o a)(a?) (X} 0 )

.
Il

1 1,0, k=

Das sind 9 gew. lineare DGL fiir die 9 Komponentfunktionen von X; o o, ¢ = 1,2, und
Noa.

Wegen g¢;; = g;; und h;; = hw erfullen die X; o a, N o« das gleiche System und haben
wegen X;(go) = Xi(q0), N(qo) = N(qo) die gleichen Anfangswerte fiir t = 0.

Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes von Picard-Lindelof liefert X; o a(t) = X; o a(t)
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(und N o a(t) = N o a(t)) fiir alle ¢t € [0,1], und insbesondere X;(¢q) = X;(q) fiir ein
beliebiges g € U. B B B
Da U zshg. ist, folgt X — X = const. und wegen X (qo) = X(qo): X = X. O

7.3 Satz. Flir jedes C3-FS X : U — R3 gilt:
(1) Gauf$ Gleichungen:

(2) Gleichungen von Codazzi und Mainardi:

> (Tl = iy ) + b = b = 0.
=1

Beweis. Differenzieren von 1. in Satz (7.1) und benutzen von X, = Xjp;:
2 2
Xije = Z I} X+ Z T} Xk + hijeN + hij Ny

2 2
= Z ( ik T ZFUFnk> X — Z hijhkng"le + <Z F%hnk + hij,k) N

n=1 l,n=1 n=1
Vertausche nun j mit k: X, — X5, =0 < (1) und (2). O

Bemerkung. Die Gleichungen von Gaufl und Codazzi-Mainardi miissen also fiir I und I7
erfiillt sein, damit ein FS X existiert, so dass I und I1 dessen 1. und 2. Fundamentalform
sind.

7.4 Satz (Theorema Egregium, Gau 1827). Die Gaufsche Kriimmung eines C3-FS ist
aus der 1. Fundamentalform (g;;) berechenbar durch:

2 2
det Z <Flll,2 — T+ ( tlhe — Frfzrﬁn)) gi2-
n=1

=1

Beweis. Multipliziere die Gauf§ Gleichung mit g;,,, und summiere iiber [.

2

2
= hijhim = hikhjm =) (Féj,k ~ Lo+ ( IS F?kFLJ')) Gim
n=1

=1

Setze dann i = j = 1 und & = m = 2. Die linke Seit ist dann einfach det(h;;). Es folgt, die
rechte Seite geteilt durch det(g;;) ist die Gauf Kriimmung. O

Bemerkung. Die urspriingliche Formel von K bendtigt 2 Ableitungen von X. In vorigem
Satz benotigt man 3 Ableitungen von X.
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Bemerkung.

GroBlen der Inneren Geometrie eines | Groflien der dufleren Geometrie eines
FS, d.h. GroBen, die nur von (g;;) | FS, d.h. Groflen, die von (g;;) und (h;;)
abhéngen abhéngen

Léange von Kurven Weingartenabbildung

Winkel

Hauptkriimmungen und Haupt-

kriimmungsrichtungen
Flacheninhalt

Asymptotenrichtungen

GauBlsche Kriitmmung

Mittlere Kriimmung

Geodatische

7.5 Satz. Sei U C R? offen und einfach zusammenhingend und seien fir i,j = 1,2
Funktionen g;; € C?(U,R) und h;; € C*(U,R) gegeben, so dass gilt

1. gij = gji, hij = hji, (gij) positiv definit und

2. Die Gleichungen von Gauf$ und Codazzi-Mainardi sind fir die nach Satz (7.1) 3.
aus den (g;;) berechneten Christoffelsymbolen Ffj erfillt.

Dann ezistiert bis auf Isometrie genau ein C3-Flichstick X : U — R3, dessen 1. und 2.
Fundamentalform die gegebenen g;; und h;j sind.

Beweisidee. Die Eindeutigkeit folgt aus Folgerung (7.2).

Sei a : [0,1] — U Kurve von a(0) = go nach a(1) = g.

Die Stukturgleichungen 1. und 2. ergeben ein System gewdhnlicher partieller DGL fiir zu
findende Funktionen f; := Xjo0aq, fo:= Xs0aq, f3:= Noa:

(X;0a) Zxﬂoa Z I oa(t)X;oa(t)(e?) (t)+ ) hijoalt)N o a(t)(o?) (t)

Jl=1 j=1

(Vo= 3 hug'; o a(t)a) ().
3k l=1

Picard-Lindelof = Es existiert fiir gegebene AWe X (qo), X2(go) und N(go) genau eine
Losung fi = X10a,fo =Xoo0a,fs=Noa«a

Gaufl und Codazzi-Mainardi, U einfach zshg. = X;(a(1)), X2(a(1)), N(a(1)) héngen nur

von ¢ = (1) und nicht von der Wahl von « ab.

Es folgt: es existieren X, X9, N : U — R3. Da X3 = Xo und U einfach zusam-
menhingend = 3 X : U — R? wie gesucht. O
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8 Riemannsche Metriken und Geodéatische

8.1 Definition. Sei U C R? offen. Eine Riemannsche Metrik g auf U ist eine Abbildung,
die jedem ¢ € U ein Skalarprodukt g, zuordnet.

g heiBt CF, falls fiir alle 1 < i,j < 2 die Funktionen g;; : U — R, g;j(q) := gq(e;,€;),
k-mal stetig differenzierbar sind (wobei e; = (1,0),e2 = (0,1) € R?).

Beispiele. 1. X : U — R3 regulires C*1-FS. Dann ist ¢ = IX eine C*-Riemannsche
Metrik auf U.

2. U= H =R x (0,00) obere Halbebene, gg(q) = v%éij wobei ¢ = (u,v), d.h.

-2
H (v 0
Jup) = ( 0 U_2>

bzw. gg U)(w,z) = 5 (w, 2) fiir w,z € R? und (u,v) € H.

(H, g") heiflt oberes Halbebenen-Modell der hyperbolischen Ebene.

Bemerkung. Es gibt kein FS X in R3, das diese Riemannsche Metrik als 1. Funda-
mentalform besitzt (Satz von Hilbert).

Bemerkung. Alle Groflen, die wir fiir FSe definiert haben und die nur von der 1. Funda-
mentalform abhéngen, konnen fiir Riemannsche Metriken definiert werden:

1. Die g-Lénge einer Kurve « : [a,b] — U:

b
@)= [ \faale (O, )

2. Der g-Flacheninhalt einer mefibaren Teilmenge R C U”

A9(R) = / /R Jdet(gyy)dudo.

3. Die Christoffelsymbole von g¢: Féj = %Zizl(glk(gik,j + Gkji — Yijk)-
4. Die Gaufische Kriimmung.

8.2 Definition. Sei g eine Riem. Metrik auf U, g Riem. Metrik auf U. Eine Isometrie von
(U, g) nach (U, ) ist ein Diffeomorphimus ¢ : U — U, so dass fiir alle (¢,v) € U x R? gilt:

9o(q)(Dp(q)v, Dp(q)v) = g¢(v,v).

Beispiele. 1 Ist X = )Z o fiir ein Diffeomorphismus ¢ : U — U , S0 ist ¢ eine Isometrie
von (U, I) nach (U, I).
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2. Die Fuklidische Metrik in Polarkoordinaten.
Sei ¢ : (0,00) x (0,27) = R*\Rsq x {0}, ¢(r,0) = (rcosf,rsinf).

=v _0
Wir berechnen Do(r,6) = (COSO —rsinf

sinf rcosf ) - Es folgt

- - - 10
Igo(rﬁ) (617 61) =1, Iga(r,@) (61; 62) =0, Lp(r,&) (627 62) - T27 also I(p(r,e) - <0 T2> :

3. Eine allgemeine Riem. Metrik g auf U wird keine Isometrien ¢ # idy von (U, g) nach
(U, g) besitzen.

Die hyperbolische Ebene besitzt jedoch sehr viele solcher Isometrien:

L O) sind die Abbildungen ¢ : H — H

Fiir H = R x (0,00) C C und g :1<0 :

(u,v) v?2

mit ¢(z2) := ‘Zgig fiir alle (Z Z) € S1(2,R) Isometrien von (H, g7).

Beweis. (a) Alle ¢ wie oben sind Diffeomorphismen von H. Das folgt, da die Ab-
bildung A = <Z Z — (pa: H = H) mit pa(2) := Zjig eine ” Gruppenope-

ration”von SI(2,R) auf H ist, d.h. es gilt fir A, B € SI(2,7Z):

PACPYB = PAB-

Insbesondere ngl =Q-1.
(b) Fiir alle z = u +iv € H, w € R? ~ C gilt:

1

H / 2 2
D D =— .
AuBerdem g (w,w) = Iml(z)2]w|2. Zu zeigen ist also |¢/(z)| = II%‘P((ZZ))). Wir
a(cz+d)—c(az+b ad—c
berechnen SOI(Z) = —i(_cz)er;Q ) - (chrb)b2 = (chlrb)Q’
(az +b)(cz + d) 1 _ _
Im(p(z)) =Im o 1 dP = o d|2Im(aczz + bd + adz + bcz)
1
= m(ad — bC)ImZ = ‘SOI(Z)HHIZ

O]
(H,g™) ist ein Raum freier Beweglichkeit. D.h.
Y(q,w), (¢, w) € H x R? mit gf(w, w) = g»qg(w w) existiert eine orientierungserh. Isome-

8.3 Folgerung. Die hyperbolische Ebene (H, g
trie  von (H,g") mit p(q) = g, Dp(q)w = w.

Bemerkung (Wichtige Bemerkung). Ist ¢ : (U, g) — ((7,@) Isometrie, so gilt
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1. Ist a: [0,1] = U, so gilt LI(a) = LI(p o a).

Dies folgt direkt aus der Definition einer Isometrie.

2. Ist R C U meBbar, so gilt A9(R) = A9(p(R)).

Dies folgt aus der Transformationsformel.

3. K=Ko.
Falls g die 1. Fundamentalform eines F'S haben wir das bereits gezeigt. Der allgemeine
Fall erfordert eine lingere, aber triviale, Rechnung.

Bemerkung. Aus 3. und der der Folgerung 8.3 folgt, dass die Gaufische Kriimmung der
hyperbolischen Ebene konstant ist.

Ziel: Wir suchen nach Kurven in (U, g) deren g-Lénge minimal ist bei festgehaltenen
Endpunkten. Da die g-Lénge sich beim einer Umparametrisierung der Kurve nicht &ndert
und da regulidre Kurven stets nach Bogenldnge parametrisiert werden kénnen, betrachten
wir im Folgenden nach g-Bogenlédnge parametrisierte Kurven.

8.4 Definition. Sei g eine Riem. Metrik auf U C R? und ap : [a,b] — U. ag heifit
Geoditische von (U, g), falls gq, ) (ag(t), ap(t)) = const. ist und falls jede Variation « :
[a,b] x (—€,€) = U (C1) von ag(t) = a(t,0) mit a(a,s) = ap(a) und a(b, s) = ag(b) gilt

d
— L9(ay) = 0.
dsls=0 (Oé )

Ist g die 1. FF eines FS X : U — R3 und « eine Geodiitische von (U, g), so heifit &g = Xoag
Geodétische auf X.

8.5 Satz. a = (a',a?) ist genau dann eine Geoditische von (U, g), wenn

2
(@) + 3" Tioalad)(ah) =0, i=12 (x).
jk=1
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Bemerkung. 1. Die i.a. nichlineare gew. DG zweiter Ordnung (x) fiir die gesuchten
Funktionen (a!,a?) heit DG der Geoditischen, oder Geodétischengleichung, von
U, 9)-

2. Die Variationscharakterisierung der Gedétischen (Definition 8.4) zeigt: Ist ¢ : (U, g) —
(U,q) eine Isometrie und erfiillt o = (a!, a?) die DGI (%), dann erfiillt p o o =: &

die ensprechende Gleichung ( ).

3. Der Satz von Picard-Lindelof zeigt: Zu jedem (¢, w) € U x R? existiert € und genau
eine Geodétische « : (—¢,€) — U mit a(0) = ¢ und o/ (0) = w. Explizit gelost werden
kann die Gleichung (x) aber nur in Ausnahmeféllen, z.B. fiir die hyperbolische Ebene
(H, g)-

Beispiel (Triviales Beispiel). Falls g11 = goo = 1 und g2 = 0 (Euklidische Metrik) =
Ffj =0Vi,j,k = () wird zu ()" =0 = a(t) = «(0) + ta'(0).

Beweis. Sei a(t,s) = (al(t,s),a?(t,s)), as(t) := a(t,s). Dann

1
2

b . .
e = [ | Sty ead@iial) | @

2]
Sei gao(t)(ao( = ¢? = const. Dann folgt
d 2
75| Z (gijx © @)(Dac®)(D1a’)(D1ad) + 22 (gij 0 @)(DaD1a’)(D1a?) | (t,0))dt.
o Zj k=1 7]
Wegen Dsa(a, s) sa(b, s) = 0 gilt:

0 = gi; o a(b, s)Daa (b, s) D10’ (b, s) — gij © a(a, s)Daa’(a, s) D1 (a, s)

= / Dl(gz] o) OéDQOdiDlOéj)(t, S)dt
a

b 2
— / (gij oaDyD1a'Dic? + gij o aD1 Do’ Do + Zgijvk o aDlakD1a3D20/> (t, s)dt.
a k=1

Setzt man die 2. Formel in die 1. Formel ein und benennt in der Summe Zi’ jx den Index
k um in ¢ und den Index ¢ um in k, erhélt man

1 b2 ‘ 2 ‘ 2
g [ — t, . J
| ey =1 / S| e | Sgoapipied + 3

d 1 ,
d— <gij,k — 29jk7i> ©) oleoﬂDlak (t, O)dt
j=1 gk=1

Fiir die Christoffelsymbole gilt 2 212:1 gilfé-k = Gijk + Gkij — Gjki>» Wobel g r + g j sym-
metrisch ist in k und j. Es folgt

2

1 . .
Z <9ij,k - 29jk,i> oaDia!Dia = Z (gilré'k) oaDia? Dia”.
Jik=1 gik,l
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Also folgt (nach weiterer Umbenennung eines Index, und zwar 2]2:1 gij © aD1Diad =
S i gaoaDiDial)

g — _ = i, . l l j k
7| L) = c/a Zl Do’ ;gzzoa DyDio + Ejk:ijoaDla Dia* | | (t,0).
- Vl = b

Gilt nun, dass %’ LI(as) = 0 fiir jede solche Variation, so muss dieses Integral fiir

sS=
jedes t € [a,b] — V(t,0), das in a und b verschwinden, gleich 0 sein. Daraus folgt fiir

a(t,0) = ap(t):
2

(ab)" + Zfék oap(a?)(af) =0 firl=1,2.
j7k
Ist umgekehrt dieser Ausdruck = 0, dann ist 4 |L9(ay) = 0.
Es bleibt zu zeigen, dass fiir Losungen der DGI gilt go(e/(t),a/(t)) = const. Dies folgt
aust 4 Ja() (& (t), /(1)) = 0, was sich aus der DG fiir Geodétische berechnen lasst. O

8.6 Folgerung. Sei X : U — R3 Flichenstiick mit 1. FF g. Dann ist o : [a,b] — U genau
dann Geoditische von g, wenn fiir & :== X o« gilt: & (t) und N oa(t) sind linear abhingig
fir alle t € [a,b].

Beweis der Folgerung.

!/

2
&"=(Xoa) = Z(oﬂ) Xjoa
j=1
2 2 2
= Z Iy 0 o) (o) Xjoa+ Z(o/)”XZ- oa+ Z hij o a(a") (a?) N o a.
irj k=1 i=1 ij=1
=0 =II,(a/,a’)

Bemerkung. Insbesondere erhalten wir auch

d d,
dt

Beispiel. Sei x € S? und w € R mit (z,w) = 0 und |w| = 1. Dann ist die Geoditische
& auf S? mit &(0) = 0 und &'(0) = w gegeben durch &(s) = cos(s)z + sin(s)w € S?

Al

(GroBkreissegment auf S?). Es folgt &” = —& ~ N o a.

8.7 Satz. Die geoditischen von (H,g") = (R x (0, 00), u%(, -)) verlaufen auf Halbkreisen
oder Halbgeraden in H, die senkrecht auf der x-Achse R x {0} aufsetzen. Jede Geoddtische
kann auf ganz R definiert werden.
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Beweis. Zunichst t € R + a(t) = (0,e!) € H ist eine Geodétische von (H,g"): Die Iso-
metrie I(u,v) = (—u,v) von g7 bilded die Geoditische mit AWen ¢ = (0,1) und w = (0,1)
auf eine Geodétische mit den gleichen AWen ab, also wegen der Eindeutigkeitsaussage im
Satz von Picard-Lindelof auf sich selbst. Also verlauft diese Geodétische in der Fixpunkt-
menge {0} x (0,00) C H von I. Da die Kurve a(t) = (0,¢€') in {0} x (0, 00) verlduft und
gf( H (/(t),d/(t)) = const = 1 erfiillt, ist a die gesuchte Geoditische.

Wir wissen V(q,w) € H xR? mit g (w, w) = 1 3 ¢4 cine Isometrie von H mit p4(0,1) = ¢
und Do) <(1)> = w. Dann ist ¢ 4(0, ') die Geodétische mit AWen ¢ und w. Man kann

©4(0, e) explizit ausrechenen. Wichtig ist folgendes: Die Abbildung z € C — @a(z) =
%ig bilden die Menge der Kreise und Geraden in C in sich ab und erhalten Schnittwinkel.
Es gilt offenbar ¢ 4(R x {0}) = R x {0}. Also sind die Bilder von {0} x (0, c0) Halbkreise

oder Halbgeraden in H, die senkrecht auf der z-Achse stehen. O

Bemerkung. Ist a : R — H eine Geodétische bzgl. g/ und ist ¢ € H\a(R), so existieren
oo-viel gH-Geoditische durch ¢, die a nicht schneiden und nicht parallel zu « sind, ” H
erfiillt Euklid’s Parallelaxiom nicht”.

8.8 Satz (Fermi Koordinaten). Sei g eine Riemannsche Metrik auf U C R? und go € U.
Dann ezistiert eine offene Menge V.. C U mit qo € V und eine Isometrie ¢ : (U,g) —
(Vi glv) mit

- 1 0 - -

G= (0 L ) 522(0,1) = 1 und Gp1(0,1) = 0.
g22

1

0
Segment einer Koordinatenlinie s — (s, tg) kiirzeste Verbindung bzgl. g seiner Endpunkte.

8.9 Satz. Sei g = ( gO > Riem. Metrik auf U C R2. Dann ist jedes in U enthaltene
22

Beweis. Sei ag : [a,b] — U, ap(s) = (s, o) ein solches Segement und o = (al, a?) : [a, b] —

U eine beliebige Kurve mit a(a) = ag(a) und a(b) = ag(b). Dann gilt
b 1
L) = [ (@) + gm0 alt)e?) (1) dt
ab b
> [ () (t)|dt = / (a')(t)dt = o' (b) — a'(a) = L(ap).

AuBerdem gilt Gleichheit genau dann, wenn (a?)’ = 0, also a? = to. O

8.10 Folgerung. Sei g eine Riem. Metrik auf U C R? und « : [a,b] — U Geoditische
von g. Dann ezistiert ein € > 0, so dass gilt: Ist [a,b] C [a,b] und b—a < ¢, so ist O‘|[?iZ]

die (bis auf Umparametrisierung) einzige kiirzeste Verbindung von a(a) nach a(b).

Beweis. Seit so € [a,b] und ohne Einschrinkung o/(sg) = (1,0). Dies ist méglich, nachem
wir (U, g) und « ersetzten durch (U = ¢~ 1(U), ) mit g4(-,-) = gy(q)(De(q)-, Dp(q)-) und
a = ¢ toa wobei p:R? = R2 ¢(p) = a(sg) + A(p — a(sp)), wobei ¢ die Euklidische
Bewegung ist, so dass ¢(a(sg)) = a(sg) und Dp(a(sg))er = Ae; = /(so) (A € SO(2)).
Wir withlen Fermi-Koordinaten in einer Umgebung V' von a(sp) und fiir € > 0 klein genug
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ist a(t) € V Vt € [—¢,¢]. Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Satz von Picard-Lindel6f
muss a(s) = (s — so, o) fiir eine ¢y € R sein. Aus dem vorigen Satz folgt, dass af_ ist
die Kiirzeste zwischen ihren Endpunkten.
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8.11 Lemma. Die Gaufische Kriimmung K einer Riem. Metrik der Form g wie oben

: N o/ VA 7Y
berechnet sich als: K = —uﬁ.
gL 2
Beweis. Das Theorema Egregium ergibt K = —%922’11 9(2;22)22(922’1) . O

8.12 Folgerung (Satz von Minding). Je 2 Riem. Metriken der gleichen konstanten Gaujs-
schen Krimmung sind lokal isometrisch.

Beweis. Aus dem vorigen Lemma folgt, dass die beiden Metriken in Fermi-Koordinaten
iibereinstimmen, da s — \/g22(s,t) die eindeutige Losung von

(Vg22)11 + K\/g22 =0 mit +/g22(0,) =1, y/g22,1(0,2) =0

ist, d.h.
cos? (VK s) falls K > 0,
ggg(s,t) =41 falls K = 0,
cosh?(\/|K[s) falls K < 0.

O]

Bemerkung. Ist zusitzlich « : ¢ — (0,¢) nach Bogenldnge parametrisierte Geodétische,
d.h. g22(0,t) =1, g22.1(0,¢) = 0 und ist K > 0 bzw. K < 0 in einer Umgebung von «, so
folgt aus dem vorigen Lemma:

g22(s, 1) < cos?(VKs) <1 falls K > 0,
g22(s,t) > cosh?(/|K|s) > 1 falls K < 0.

D.h. die im Beweis zum Satz {iber Fermi-Koordinaten betrachteten ”Parallelkurven”t —
Bi(s) von « sind kiirzer bzw. linger also a.

Beweis Fermi Koordinaten. Wahle o : (—0,9) — U regular mit «(0) = go und fiir t €
(—0,0) Geoditische B; = Bi(s) : (—€,€) — U mit 5;(0) = «(t), gp, (5, 5) = 1 und
Jar) (@ (t), 4(0)) = 0.

Wihlen wir 3/(0) so, dass o/(t), 8;(0) positiv orientiert ist, so ist

v:(—€€) x (=6,0) = U, ¢(s,t) = B(s),

differenzierbar und mindestens C*~2, falls g und o C* sind.

Genauer: Sei V : (—e¢,€) — R2 CF, so dass (o/(t), V(t)) = 0 und det(c/(t), V(t)) > 0, und
B¢ die Losung von (%) mit 3:(0) = a(t) und £;(0) = V. Aus dem Satz Picard-Lindelof folgt
dann, dass ¢ wie oben C*2.

Da D;1p(0,0) = £4(0) und D2p(0,0) = o/(0) linear unabhéingig, kénnen wir wegen dem
Satz {iber die lokale Umkehrbarkeit annehmen, dass ¢ ein Diffeomorphismus von (—e¢, €) x
(—0,9) = U nach V ist (verkleinere § und e gegebenenfalls).
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Die Metrik § auf U ist nun durch die Bedingung charakterisiert, dass ¢ : (U, ) — (U, 9)
eine Isometrie sein soll, d.h. es soll gelten

g(s,t) (eiv ej) = Gy(s,t) (D@(Sa t)ei’ D(,D(S, t)ej)'

Wir definieren g durch die letzte Gleichung. Nach Konstruktion ergibt sich

1= g5,(5)(Bi(3), Bi(5)) = Ges,py (€1, €1) und 0 = go1) (B;(0), @/ (£)) = Geo,p) (€1, €2).

Zu zeigen ist g1 2 = 0, d.h. die Parallelkurven ¢t — ¢(s,t) = B;(s) von a(t) = 5¢(0) im
Abstand |s| die Geodétischen s +— f;(s) g-orthogonal schneiden: Da ¢ eine Isometrie ist,
sind die Koordinatenlinien 5 : s — (s,t) g-Geodétische, d.h. es gilt

B+ Z Iy o B) (BY) = (3" +Th((BY))%, i=1.2.
k=1
Gleichzeitig gilt (8') =1, (31)” = 0 und (B2)’ = 0. Also folgt
f%l =0= f%l
Wegen I'l, = 5 LS GG + G — gi1y) und giy = 1 erhalten wir
0 =T} = — det(3i;) "' G12012.1

Also %(512)2 = ((g12)?)1 = 0. Zusammen mit §12(0,¢) = 0 folgt daraus gio = 0.

Die Eigenschaft g22(0,t) = 1 erhalten wir, wenn «a nach Bogenlinge parametrisiert ist, und
eine &hnliche Rechnung wie oben zeigt auch g221(0,¢) = 0, wenn o Geodétische ist. [

9 Der Satz von Gaufl-Bonnet

9.1 Lemma. Seia(t) = (al(t),a?(t)) Geoditische von g = (é g() ), Ja) (/' (1), /(1)) =
22
1. Sei 0(t) stetig (= differenzierbare) Winkelfunktion mit
1

o/ (t) = cosO(t)er + sin () ——=e>.
g22 0 a(t)

Dann gilt: 0" = —(\/g22)1 0 a - ((?)).
Bemerkung. Beachte, dass o/(t) = p(t)e1 +1(t)

o(t)2 + ()% =1, also (p, ) € SL.
Auflerdem (o/(t),e1) = cosf(t), d.h. § sind die Winkel unter denen die Geodétische a die
Schar der Geodétischen s — (s, ) schneidet.

/ / —
——0 Dann g, (/(t), /() =1 =

Beweis. Aus cos0(t) = gou(a/(t),e1) = (a')'(t) folgt —sinf - ' = (')”. Ein Rechnung
mit Hilfe der Strukturgleichungen zeigt: I'}; = 0, I'l, = 0, so dass die DGI der Geodiitischen
impliziert:

(a")" +Tyo0a((0?))? =0

75



wobei F%Q = —%g22’1.
Also gilt sin 00’ = —(al)” = —1go21 0 a((a?)')%. Andererseits
. 1
SINO(t) = o) (o (1), ———==€2) = V/g22 0 a(t)(a*)'(2).
g2z © (1)

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt die Behauptung. O

9.2 Definition. Sei U C R? offen, g Riemann. Metrik auf U. Ein geoditisches Polygon in
U ist ein kompaktes Gebiet G C U (das die abgeschlossene Hiille der Menge seiner inneren
Punkte ist), so dass OG aus einfach geschlossenen, stiickweise geodétischen Kurven besteht.

9.3 Lemma. Sei g = <1 0> Riem. Metrik auf U C R?> und G C U geodiitisches

0 g2
Polygon mit zusammenhdngendem Rand. Dann gilt

k k
/ KdAS =2 =Y Bi=> Bi+(2-kmr
G i=1 i=1

wobei B € (—m,m) die Aufien winkel (bzgl. g) in den k Eckpunkten von 0G sind, bzw.
Bi =7 — B; € (0,27) die Innenwinkel.

Beweis. Sei «: [a,b) — JG bijectiv, so dass G links von « liegt, und Ja =t) < t; < -+ <
tr, = b eine Zerlegung von [a, b], so dass af Geodétische sind Vi = 1,. .., k.

Wir approximieren a durch C'-Kurven af, so dass A, vetime = Q[ 4eti—e Tl alle
i=1,...,k. Es existieren Winkelfunktionen 0 mit 6¢(a) = 0 und

1
V92200
Fiir ¢ — 0 konvergiert 6 gegen eine Winkelfunktion 6 fiir o/(t) so dass gilt o/(t) =
cosO(t)e; + sin(t) \/5121270&62 falls t € [ti—1,t;) Vi=1,...,k, und

0(t:) = lim Oy, vy + B Vie{1,k—1}.

titit1)

(@) (t) = cos O(t)eq + sin O°(t)

Mit dem Hopfschen Umlaufsatz gilt

k k
2 = 0°(0) = > (0°(ti — €) — 0(ti1 + €))+ > _ (0(tis1 +€) — 0(ti1 — €)).
i=1 =1
=K (0(t)—0(ti-1)) =3k B

Dann folgt

/KdAg:/ K det(gij)duldu2 = —/ (7"922)11\/922du1du2 = —/(\/922)11du1du2
G G

G V92 G
b k t; k k
_ / (Vg22)1 © a(t)(?) (t)dt = Z/ 0'(t)dt = (0(t:) — 0(ti-1)) =2m = > _B;.
a i=1 Yti-1 i=1 i=1
O
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Eulercharakteristik

Der Satz von Gau-Bonnet gibt einen Zusammenhang zwischen der Geometrie (Kriitmmung)
und einer topologischen Invariante, der Eulercharakteristik. Diese Invariante soll jetzt fiir
Gebiet G C R? mit stiickweise glattem Rand, oder allgemeiner fiir 2-dim. Untermgften,
eingefiihrt werden.

9.4 Definition. Sei G ein kompaktes Gebiet in R? mit glattem Rand OG (oder eine
Untermannigfaltikeit des R?) und G = Uf: 1 G eine Zerlegung von G in einfach zusam-
menhéngende kompakte Gebiete mit stiickweise glattem Rand. Bezeichnet E die Anzahl
der Kanten und V' die Anzahl der Eckpunkte dieser Zerlegung, so ist

X(G)=F—-E+V

die Eulercharakteristik von G. Dabei bedeutet Zerlegung, dass G; N G; aus gemeinsamen
Kanten und Eckpunkten von G; und G; besteht (oder G; N G; = ). Jede Kante soll 2
Eckpunkte als Rand haben, also keine geschlossenen Kanten.

Beispiel. G = S?, 0G = (. S? wird z.B. durch 2 GroBkreise in 4 Geodétische (einfach-
zusammenhiingende) Zweieck zerlegt. Es folgt F =4, E =4,V =2 = x(S?) = 2.

Die Zahl F — E + V héngt nicht von der Zerlegung ab, also ist x(G) wohldefiniert,
wobei wir voraussetzen, dass es solche Zerlegungen wirklich gibt. Unah&ngigkeit von der
gewihlten Zerlegung folgt aus

1. Die Summe F' — E + V éndert sich nicht, wenn man die Zerlegung G = |J, G;
verfeinert, indem man zusétzliche Eckpunkte und Kanten einfiihrt.

2. Je 2 Zerlegungen von G besitzen einen gemeinsame Verfeinerung.

Bemerkung. Aus der Definition ist klar, dass x(G) = x(G) falls eine Diffeomorphismus
¢ : G — (G existiert.

9.5 Satz (Satz von Gauf-Bonnet fiir Polygone). Sei g eine Riemannsche Metric auf
U CR? und G C U ein geoditisches Polygon mit Aufenwinkeln 3;, 1 <i < k. Dann gilt

k
/ KdA? +Y " 8; = 2mx(G),
G i=1

Beweis. G ist kompakt. = Es existieren endlich viele offene Mengen U; C U mit G C |J, U;,
so dass fiir g auf U; Fermi-Koordinaten existieren.

Wir setzen ohne Beweis voraus, dass wir eine Zerlegung G = Ule G; finden kénnen, so
dass gilt

1. jedes G ist einfach-zusammenhéingendes geod. Polygon, und

2. Jedes Gj ist in einem der U; enthalten.
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k; bezeichnet die Anzahl der Eckpunkte (= Kanten) G und ﬂ_f , 1 <1 < kj, die Innenwin-

kel von Gj.
= /KdAg— / KdAY =) Zﬂj = (%).
Jj= =1

V™ bezeichnet die Anzahl der Eckpunkte der Zerlegung, die in G° = G\JG liegen, V* =
V — V. Analog zerlegen wir E = E® 4+ E%. Dann gilt B¢ = V% = k.

Da sich die Innenwinkel der G; an einem inneren Eckpunkt zu 27 ergénzen, an einem
dufleren zum entsprechenden Innenwinkel von G, gilt

1

k;

k
S =omvin e S5
=1

=1 \i=1

Weiter gilt k; = F; und Zle k; = 2E™ 4 E° da jede Innenkante zu genau 2 der Gebiete
G gehort. Setzt man diese Identitdten in (*) ein, so folgt

k
/KdAg—Zw(F E+V)—27rV“+7rEa+ZBZ—27TX = (7w - Bi).
=1

=1

Anwendungen

e Ist K >0 (<0), so ist die Winkelsumme in jedem geoditischen Dreieck > 7 (< ).

Beweis. Satz von GB fir G = A (geod. Dreieck) (x(A) = 1) = [ KdA9 =
2m — i (m = Bi) = i, Bi - -

e Ist ¢ € U und ist A; eine Folge von geod. Dreiecken, die gegen g konvergieren (d.h.
A; C By, (q) mit r; | 0) so gilt

(Bi+B5+py) —m
K(g) = lim =&,

Beweis. Ve > 0 Jig € N, so dass fiir ¢ > ig gilt
(K(q) —e)A(A;) < / KdA9 < (K(q) + €)A(A).
O

Dies ist eine innergeometrische Deutung der Gaulkriimmung als infinitesimaler Win-
kelexzess von geod. Dreiecken.
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9.6 Satz (Satz von GauB-Bonnet fiir Untermannigfaltikeiten in R3). Sei M 2-dimensionale
kompakte Untermannigfaltikeit des R® (ohne Rand). Dann gilt

/ KdA = 2mx(M).
M

Akzepiert man, dass M sich in endlich viele, einfach zusammenhéngende geod. Polygone,
auf denen man Fermi-Koordinaten einfithren kann, zerlegt werden kann, so ist der Beweis
eine einfache Version des Beweises fiir geod. Polygone.
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