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Aufgabe (11-1). Zeigen Sie, daß das Auswahlaxiom aus dem Zornschen Lemma
folgt. (4)

Hinweis. Sei x eine Menge von nicht–leeren Mengen. Betrachte eine maximale
partielle Auswahlfunktion.

Aufgabe (11-2). Für eine Menge A von Ordinalzahlen sei supαPA α das Supre-
mum von A, also die kleinste obere Schranke von A in On. Wir definieren auf
Addition, Multiplikation und Exponentiation von Ordinalzahlen durch folgende
Rekursionsvorschriften: (λ ist immer eine Limeszahl)

α` 0 “ α α` pβ ` 1q “ pα` βq ` 1 α` λ “ sup
βăλ

α` β

α ¨ 0 “ α α ¨ pβ ` 1q “ pα ¨ βq ` α α ¨ λ “ sup
βăλ

α ¨ β

α0 “ 1 αβ`1 “ αβ ¨ α αλ “ sup
βăλ

αβ

Zeigen Sie den Satz über die Cantorsche Normalform: Jede Ordinalzahl läßt
sich auf eindeutige Weise schreiben als

ωα1 ¨ n1 ` . . .` ω
αk ¨ nk

für natürliche Zahlen ni ą 0 und Ordinalzahlen α1 ą . . . ą αk.

(4)

Aufgabe (11-3). Zeigen Sie, daß es eine kleinste Ordinalzahl ε0 gibt mit ωε0 “
ε0. Zeigen Sie, daß sich jede Ordinalzahl unterhalb von ε0 durch einen Ausdruck
beschreiben läßt, der sich aus der Konstanten 0 und den Funktionen x` y, x ¨ y
und ωx aufbaut. (4)

Hinweis.
εÑ ωε Ñ ωpω

ε
q Ñ ωpω

pωεq
q Ñ ωpω

pωpωεqq
q Ñ . . . .

Aufgabe (11-4). Eine Menge heißst erblich endlich, falls sie Teilmenge einer
endlichen transitiven Menge ist. Wir definieren: V0 :“ H, Vn`1 :“ PpVnq
und Vω :“

Ť

nPω
Vn. Zeigen Sie:

1. Jedes Vn ist endlich, transitiv und Vn P Vn`1.
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2. a P Vω ðñ a ist erblich endlich.

(4)

Hinweis. Zeigen Sie für die Rückrichtung, dass jedes Element einer erblich
endlichen Menge wieder erblich endlich ist. Versuchen Sie dann eine Induktion
über die Anzahl der Elemente einer endlichen transitiven Menge.

Aufgabe (11-5, komplementär). Sei n ě 2 eine natürliche Zahl. Definiere die
Funktion Sn : N Ñ N durch Snp0q “ 0 und Snpxq “

ř

iăkpn ` 1qSnpiqai, wobei
x “

ř

iăk n
iai, ai ă n, die n–adische Darstellung von x ist. Eine Goodsteinfolge

ist eine Folge x0, x1, . . . von natürlichen Zahlen, die die Rekursionsvorschrift
xn`1 “ Sn`2pxnq´ 1 erfüllen. Beweisen Sie den Satz von Goodstein:

Für jede Goodsteinfolge existiert ein n mit 0 “ xn “ xn`1 “ . . ..

(4 Bonuspunkt)

Hinweis. Definieren Sie S1n : N Ñ ε0 durch S1np0q “ 0 und S1np
ř

iăk n
iaiq “

ř

iăk ω
S1
npiqai. Setze F pnq “ S1n`2pxnq. Wenn xn ­“ 0, ist F pn` 1q ă F pnq.
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