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Aufgabe (11-1). Zeigen Sie, daf das Auswahlaxiom aus dem Zornschen Lemma
folgt. (4)

Hinweis. Sei x eine Menge von nicht-leeren Mengen. Betrachte eine maximale
partielle Auswahlfunktion.

Aufgabe (11-2). Fiir eine Menge A von Ordinalzahlen sei sup,¢ 4 & das Supre-
mum von A, also die kleinste obere Schranke von A in On. Wir definieren auf
Addition, Multiplikation und Exponentiation von Ordinalzahlen durch folgende
Rekursionsvorschriften: (A ist immer eine Limeszahl)

a+0=a«a at+(B+1)=(a+8)+1 a+A=supa+f
B<A
a-0=q« a-B+1)=(a-8)+a« a-A=supa-f
B<A
a’ =1 P =0l oz)‘zsupozﬁ
B<A

Zeigen Sie den Satz {iber die Cantorsche Normalform: Jede Ordinalzahl lifst
sich auf eindeutige Weise schreiben als

W g+ W g

fiir natiirliche Zahlen n; > 0 und Ordinalzahlen oy > ... > «.

(4)

Aufgabe (11-3). Zeigen Sie, daf es eine kleinste Ordinalzahl & gibt mit w® =
€g. Zeigen Sie, daf sich jede Ordinalzahl unterhalb von €y durch einen Ausdruck
beschreiben 14#t, der sich aus der Konstanten 0 und den Funktionen x + y, = -y
und w® aufbaut. (4)

Hinweis.

(@)

€ (w€)
€ — wf — w®) 5 W) — ...

Aufgabe (11-4). Eine Menge heifsst erblich endlich, falls sie Teilmenge einer
endlichen transitiven Menge ist. Wir definieren: Vg := &, V,y1 = B(V,)
und V,, := |J V,,. Zeigen Sie:

new

1. Jedes V,, ist endlich, transitiv und V,, € V,,11.



2. a€V, < a ist erblich endlich.

(4)

Hinweis. Zeigen Sie fiir die Riickrichtung, dass jedes Element einer erblich
endlichen Menge wieder erblich endlich ist. Versuchen Sie dann eine Induktion
iiber die Anzahl der Elemente einer endlichen transitiven Menge.

Aufgabe (11-5, komplementér). Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Definiere die
Funktion S,,: N — N durch S,,(0) = 0 und S,,(z) = 3,_, (n + 1)%®a;, wobei
xr =, _.n'a;, a; <n,die n-adische Darstellung von x ist. Eine Goodsteinfolge
ist eine Folge zg,x1,... von natiirlichen Zahlen, die die Rekursionsvorschrift
Tnt1 = Spya(x,) = 1 erfiillen. Beweisen Sie den Satz von Goodstein:

Fiir jede Goodsteinfolge existiert ein n mit 0 = z,, = xpy1 = .. ..
(4 Bonuspunkt)

Hinweis. Definieren Sie S),: N — ¢y durch S,,(0) = 0 und S,,(>,_, nla;) =
Y wSn@Da,. Setze F(n) = Sl o(x,). Wenn z,, + 0, ist F(n+1) < F(n).



