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Geben Sie am Ende Der Klausur Thre Losungen einschlieflich dieses
Deckblatts ab. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen und Ihre
Matrikelnummer.
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Punkte erreicht




Aufgabe 1. (/ Punkte)

R = (R,0,1,+,—,-) sei ein kommutativer Ring. Driicken Sie die folgenden
Eigenschaften von R durch jeweils eine Lr—Aussage aus.

a) Jedes nicht-konstante Polynom aus R[X] vom Grad < 3 hat eine Nullstelle.
b

Jede Summe von von zwei Quadraten ist wieder ein Quadrat.

C

d

R hat genau 3 Elemente

)
)
)
) R ist nullteilerfrei.

Losung:

a) Jedes nicht-konstante Polynom aus R[X] vom Grad < 3 hat eine Nullstelle.

Vao - Vag(zy # 0V ag # 0V oy # 0 = JyXo + 31y + 22y° + 23y° = 0)

b) Jede Summe von von zwei Quadraten ist wieder ein Quadrat.

Vo Voo dyy? = 23 + 22
¢) R hat genau 3 Elemente

Jzq JzoFas( \/ i T ANVy /\ Yy =x;)

1<i<j<3 1<i<3
d) R ist nullteilerfrei.

Vz1V9:2((1:1 7£ 0A T2 7é O) — T1 -T2 7& 0)

Aufgabe 2. (6 Punkte)
Sei L = {<} mit zweistelligem Relationszeichen <. Betrachte die Axiome fiir
eine (reflexive) partielle Ordnung;:

Ve z<zx
Ve,y x<yAy<z—zx=y
Ve,y,2 <yANy<z—oax<z
Zeigen sie, dafs die Axiome unabhéngig sind: keins folgt aus den zwei anderen.
Losung;:

Wir nennen die Axiome (i), (ii), (iii).
Man betrachte (z.B.) die Struktur A = (A4, <4) mit:

A ={0,1,2}, <= {(0,0), (1,1),(2,2),(0,1), (1,2)}.

Dann sieht man leicht, dass A die Axiome (i) und (ii) erfiillt, aber nicht (iii).



Man betrachte (z.B.) die Struktur A = (4, <4) mit:
A={0,1}, SA: {(0,0),(1,1),(0,1),(1,0)}.

Dann sieht man leicht, dass A die Axiome (i) und (iii) erfiillt, aber nicht (ii).
Man betrachte (z.B.) die Struktur A = (A4, <*) mit:

A={0},<A=9.

Dann sieht man leicht, dass A die Axiome (ii) und (iii) erfiillt, aber nicht (i).

Aufgabe 3. (/ Punkte)
Betrachte die Struktur V' = ({0, 1,2}, <). Geben Sie ein Aussage an, die V bis
auf Isomorphie charakterisiert.

Losung:

Sei ¢ die Aussage von Aufgabe 1.c. und sei ¥ die Konjunktion der Aussagen
(1),(ii),(iii) von Aufgabe 2.

Man betrachte die Aussage:

o Apsi ANVzVy(e <y Vy < x).

Es ist klar, dass die Modellen der Aussage sind genau die Lineare Ordnungen
mit genau drei Elementen und dass diese sind genau die {<}-Strukturen, die zu
V &quivalent sind.

Aufgabe 4. (/ Punkte)
Welche der folgenden Formeln sind allgemeingiiltig? (Begriinden Sie die Antwort).
1. Va3yR(z,y) — FyVzR(z,y)

2. (P(e) AV (P(@) = P(f(x))) > P(F(f(c))
Losung:
1. Va3yR(z,y) — FyVzR(x,y)
Nicht allgemeingiiltig. Sei A = (A4, R*) die Struktur mit A = N und
RA =<, die ibliche Ordnung auf N. Dann ist es klar dass
A= Va3yR(z, )
und
A [ JyVzR(x, y).

Also,
A Va3yR(x,y) — JyVaR(x,y)



2. (P(e) AV (P(@) = P(f(x))) > P(F(f(c))
Allgemeingiiltig. Sei A = (A, PA, fA, c¢A) eine beliebige { P, f, c}-Struktur.

Man nehme an, dass
Ak (P(c) AVz(P(z) — P(f(i@)))a

und zeige, dass dann A = P(f(f(c))).

Zunéchst hat man, dass A = P(c). Und aus A |= Vz(P(z) — P(f(x))),
folgt durch Ersetzung der Variable x durch die Terme f(c) und f(f(c)),
dass A |= (P(c) = P(f(c))) und A = (P(f(c)) = P(f(f(c)))). Man sieht
dann leicht, dass daraus folgt A = P(f(f(c))).

Aufgabe 5. (4 Punkte)
Sei Q der Korper der rationalen Zahlen. Zeige, dalt es einen zu Q elementar
dquivalenten Korper K gibt, der ein transzendentes Element ¢ enthélt. Das
heifit f(t) # 0 fir alle f € Z[X]\ {0}.
Losung: Sei c eine Konstante, die nicht in L gsyg ist. Man betrachte die Menge
Y aller Lping U {c}-Aussage
f(e) #0

mit f(X) € Z[X] \ {0}.

Man merke, dass jede endliche Teilmenge von Th((Q,+,-,—,0,1)) U X ein
Modell hat. Das ist einfach weil jede nicht-null Polynom in Z[X] hat nur endlich
viele Nullstellen in @Q, also kann man fiir jede endliche Teilmenge eine passende
Interpretation @ fiir ¢ in Q finden, so dass (Q, +, -, —, 0, 1, c?) ein Modell davon
wird.

Nach dem Kompaktheitssatz folgt dann, dass Th((Q,+,-,—,0,1)) U X ein
Modell (@, +, -, —,0,1,c%) hat. Es ist dann klar, dass der Kérper (Q, +, -, —,0,1)
elementar #quivalent zu (Q,+, -, —,0,1) ist und c¢? € Q transzendent ist.

Alternative Losung: Wegen des Kompaktheitssatzes (oder Lowenheim-Skolem)
gibt es ein Kérper (Q,+, -, —,0,1), der elementar dquivalent zu (Q, +,-,—,0,1)
ist und unabzéhlbar ist. Weil jede nicht-null Polynom in Z[X] hat nur endlich
viele Nullstellen in ¢ und es nur abz&hlbar viele Polynomen in Z[X] gibt, ist die
Menge aller algebraische (d.h. nicht transzendente) Elemente in () abzdhlbar.
Also hat () transzendente Elementen.

Aufgabe 6. (/ Punkte)
Sei L = Ly N Ly. Fiar ¢« = 1,2 sei T; eine L;-Theorie und 7; [ L die Menge
alle L-Aussagen, die aus T; folgen. Zeigen Sie mit Hilfe des Interpolationssatzes:
Ty UT, ist genau dann konsistent, wenn (73 [ L) U (T, | L) konsistent ist.
Losung:
(=) Klar.



(<) Man nehme an, dass Ty UT5 inkonsistent ist. Dann, nach dem Kompak-
theitssatz, gibt es ¢1,dots, ¢, € T} und ¢y, ..., ¥, € Ty, so dass die Menge

{¢17d0t87¢na wla ety wm}

inkonsistent ist. Seien ¢ = A ¢; und ¥ = A ;.

Die inkonsistenz impliziert dann dass die Aussage ¢ — — allgemeingiiltig
ist. Wegen des Interpolationssatzes, existier eine L-Aussage x, so dass = ¢ — x
und E x = % (d.h. =9 — —x). Dann sieht man leicht dass y in (77 | L) ist
und —y in (T | L) ist. Also ist (71 [ L) U (T2 | L) inkonsistent.

Aufgabe 7. (2 Punkte)
Geben Sie eine Skolemnormalform fiir die folgende Aussage an:

JaVy (R(z,y) — 325(y, 2))

Losung;:
Zunéchst bringt man die Formel in Prenexnormalform:

JaVy3z(=R(z,y) V S(y,2))
Dann hat man eine Skolemnormalform:

Vy(=R(c,y) V S(y, f(y)))

wobei ¢ eine neue Konstante und f ein neues Funktionsymbol sind.

Aufgabe 8. (/ Punkte)
Zeigen sie |C| = |R].

Losung;:

Man merke dass |C| = |R?|, weil es klar ist, dass x+yi — (z, y) eine Bijektion
zwischen C und R? definiert. Wir haben auch in den Ubungsaufgaben gezeigt
dass es eine Bijektion zwischen R und P(N) gibt, also auch zwischen R? und
(P(N)2.

Also gentigt es zu zeigen, dass |P(N)| = |P(N) x P(N)|. Das ist bestétigen
von der folgende Bijektion von P(N) nach P(N) x P(N),

1 1
A (51ANGLS(ANTU] - 1)),
wobei G die Menge aller gerade Zahlen und U die Menge aller ungerade Zahlen
sind.

Aufgabe 9. (4 Punkte)
Zeigen Sie, daft das Auswahlaxiom aus dem Wohlordnungssatz folgt.

Losung: Sei x eine Menge nicht leerer Mengen. Aus dem Wohlordnungssatz
folgt, dass die Menge Uz eine Wohlordnung < besitzt. Man definiere eine Auswahlfunk-
tion f : © — V durch: fiir alle z € x, f(z) := kleinstes Element von z in der



Ordnung <. Eben, man merke: z € z impliziert z C Uz). Und, weil < ist eine
Menge, kann man f durch eine Formel (mit < als Parameter) definieren; daraus
folgt das f eine Menge ist.

Aufgabe 10. (4 Punkte)
Der Satz von Lob sagt: Wenn ZFC + Bew("¢7) — ¢, dann ZFC - ¢. Zeigen
Sie, dafs daraus (fiir geeignetes ¢) der zweite Godelsche Unvollstindigkeitssatz
folgt.

Losung;:

Man betrachte eine Formel ¢ = Jz—x = z, die immer Falsch ist. (...)

Aufgabe 11. (4 Punkte)
Zeichnen Sie das Flufidiagramm einer Registermaschine, die in der |-Darstellung
die Summe zweier Zahlen berechnet.

Aufgabe 12. (10 Punkte)

a) Was sind die zwei Regeln des Hilbertkalkiils?

b) Formulieren sie den Satz von Herbrand im Speziallfall nur einer Variablen:
Sei ¢(x) eine quantorenfreie Formel in einer Sprache L, die mindestens eine
Konstante enhdlt. Dann ist x¢(x) genau dann allgemeingiiltig, wenn. ..

¢) Was ist das Vereinigungsmengenaxiom von ZFC?
d) Was ist eine rekursive Funktion?

e) Was sind die Axiome des Systems Q? (Hinweis: Das sind sechs Axiome mit
den rekursiven Definitionen von +, -, <).



