
سورحذف
ͬ پدیابرایشدهنوشته ͺوی

خانͬمحسن

١٣٩۵فروردین٢۶

ͬ هایازیͺͬسور»«حذف است.مدلها)نظریه ی(درریاضͬمنطقدربررسͬموردجبریويژگ
ͬ کند)حذفراسورها(یااستسورحذفدارایTتئوریِ معادلͬآنپیمانه˄ بهفرمولͬهرهرگاهم
باشد.داشتهسوربدون

٢درجه ˄معادله ˄یͷنداشتنیاداشتنریشهکننده ˄تعیینفرمولسور،حذفازملموسͬمصداقِ
است:حقیقͬاعداددر

(R,+, ., <, 0, 1) |= ∃x ax2 + bx+ c = 0 ↔
(a ̸= 0 ∧ b2 − 4ac ≥ 0) ∨ (a = 0 ∧ b ̸= 0) ∨ (a = b = c = 0)

براینخست،کرده ایم.ذکرادامهدرراآنهاازبرخͬکهدارداهمیتگوناگوندلایلبهسورحذف
ͬ کند:آسان ترراتعریف شدنͬمجموعه هایمطالعۀکهاین باشد،سورحذفدارایTتئوریاگرم

تعریف  شدهمجموعه هایاستکافͬتنهاآن،مدلهایدرشدنͬتعریفمجموعه هایبررسͬبرای
رامدلهاجبریمطالعه ˄سور،حذفکهایندومبͽیریم.نظردررااتمͬفرمولهایبول̞ͬترکیباتبا

ͬ کند.ساده زیرساختاریMاگرآن،ازM,Nمدلِهربرایآن گاهباشد،سورحذفدارایTاگرم
Mدرپارامتربااولمرتبه ˄جمله˄  هریعنͬاست،NازمقدماتͬزیرساختاریMآن گاهباشد،Nاز

تئوری،یͷبودنِکاملبررسͬکه،اینسوماست.درستنیزMدرآن گاهباشد،درستNدراگر
آندرکهاستتئوری   ایکامل،تئوریِازمنظوراست.آسان ترآن،پذیرفتنسورحذف صورتدر
اثباتبرایتصمیم پذیرروندیاگررواینازاست.شدنͬاثباتآننقیضیاداده شدهجملۀهر

باشد،داشتهسورحذفکهحالتͬدرنیزتئورییͷبودنتصمیم پذیراثباتباشیم،داشتهسورحذف
تئوریهابرخͬبرایملموسجبریتوصیفآوردنفراهمسور،حذفاهمیتچهارمیناست.آسان تر

تولیدمدلیاساختاربررسͬمثال،برایاست.مدلنظریه ˄ وجبرمیانپیوندکردنبرقراربدینسانو
کهتئوری ایدرشده،دادهمجموعۀیͷجبریبستارِبررسͬیاشده،دادهمجموعه ˄ یͷتوسطشده

بسته ˄میدانهایمانندجبری،مثالهایدرنکتهایناست.آسان ترمراتببهباشد،داشتهسورحذف
ͬ آید.چشمبهراحت ترجبریبسته ˄میدانهایوحقیقͬ  م
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تعریف١
ͬ کند»حذفرا«سورهایااست»،سورحذف«دارایLزبانِدرTتئوریِ فرمولِهربرایهرگاهم

ϕ(x̄) ∈ Lͬمانندسوربدونفرمولψ(x̄) ∈ Lکهشودپیدا

T |= ∀x̄ ϕ(x̄) ↔ ψ(x̄).

ͬ توانراψسورِبدونفرمولمنطقͬ،مقدماتͬروشهایبهبنا صورتبهم
∧

i

∨
j ψijیا

∨
i

∧
j ψij

است.اتمͬفرمولیͷنقیضیااتمͬفرمولψijͬهرآندرکهگرفتنظردر
مدلِهربراییعنͬباشد.«زیرساختار˂کامل»هرگاهاست،سورحذفدارایTتئوریمعادلا˟
M |= TزیرساختارِهروA ⊆ MِتئوریDiag(A) ∪ TزبانِدرLAͬافزودنباکه(زبان

منظورباشد.کاملتئوریِیͷباشد)آمدهدستبهTتئوریِزبانبهAعنصرِهرازایبرایثابت
درکههمان گونهرو،اینازاست.Aدرپارامترباسورِبدونجمله هایهمه ˄مجموعۀDiag(A)از

M,NوباشدسورحذفدارایTاگرشد،اشارهمقدمه |= TوM ⊆ Nآن گاهM ⪯ N.
«زیرساختار˂کاملدارد.نامبودن«مدل˂ کامل»ویژگͬ،اینواقعدرنیست.برقرارگفتهاینعکسولͬ

دارایفقطفرمولͬبافرمول،هربودن«معادلبابودن»«مدل ˂ کامل˂واستسور»«حذفمعادلبودن»
است.معادلوجودی»سورهای
ͬ پذیردسورحذفTتئوریِنیز سوربدونفرمولهایباآندرکاملͬتایپهراگروتنهااگرم

,aهربرایدیͽر،بیانبهشود.تعیینکاملا́تایپآن bزیرمجموعۀهروهیولامدلدرAمدلاز
qftp(a/A)اگرهیولا، = qftp(b/A)آن گاهtp(a/A) = tp(b/A)ازمنظورکه؛qftp(a/A)

ͬ کند.برآوردهراآنهاaکهاستAدرپارامترباسوربدونفرمولهایهمه ˄مجموعه ˄ م

مثالها٢
زبانͬبهینه ترینعموماًزبانایناست.اهمیتحائزِمعقول»«زبانیͷدرتنهاسور،حذفداشتن
ͬ هایکهاست باتئوری ایهرباشد،بخواهداینجزاگرکند.بیانبتواندراتئورییͷجبریویژگ

ͬ شود.سورحذفدارایزبان،بهسوردارایفرمولهربرایمحمولکردناضافه واضح تربیانبهم
,ϕ(x̄فرمولِهربرایاگر ȳ)محمولpϕجمله˄ وزبانبهرا∀x̄[∃ȳϕ(x̄, ȳ) ↔ p(x̄)]تئوریبهرا

ͬ رسیم.سورحذفدارایتئورییͷبهبیفزاییم، م

,+,N)به ظاهر سادۀساختار١ِ. ., 0, 1, ͬ کند.حذفراسورها(> اینبرایسورحذفمسأله ˄نم
کردهثابتراآنگودلکهاستحساببرایپئانواصولبودنناکاملمسأله ˄هم ارزِساختار،

شمارش پذیربازگشتͬزیرمجموعه ˄یͷوجودمسألۀمعادلمسألهایندیͽر،بیانبهنیزاست.
ͬ ̞زیرمجموعه هایواقعدرنباشد.بازگشتͬکهاستNاز(آر.ای) Nشمارش پذیرِبازگشت

,x̄p(y∃فرمولهایباکههستندآنهایی دقیقاً x)شوندتعریف ͬ چندجمله ای یpͷآندرکهم
,N[X̄در Y باشد.[

بیانبهپرسبرگر،حساباست.سورحذفدارایپِرِس˂بِرگ˼ر»«حسابِپئانو،حسابِبرخلاف٢ِ.
,+,Z)ساختارکامل̞تئوریِازکهاستحسابیساده , 0, 1, pn, ͬ آیددستبه(> درکهم
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حسابسورحذفتأمل برانگیزِنتیجۀاست.ZازnZزیرمجموعه یpnمحمولِتعبیرِآن
,+,Z)خلافبرکهاستاینپرسبرگر است،گودلناتمامیتقضیه ˄دشواریهایگرفتارکه(.
,+,Z)ساختارِ کهاستسادهاصل بندییͷدارایپرسبرگرحساباست.تصمیم پذیر(>

,+,Z)ترتیبی̞جمع̞ͬگروهویژگیهای ͬ کند.بیانهاpnتعبیرِهمراهبهرا(> م

,+,R)ساختارِکامل̞تئوری٣ِ. ., 0, 1, ͬ کندحذفراسورها(> سور،حذفاین(تارسͺͬ).م
ساختار،اینکاملتئوریِکهایننخستدارد.پیدربااهمیتͬتوپولوژیͷوجبرینتایج
درکههستندمیدانهاییحقیقͬ،بسته ˄میدانهایاست.حقیقͬبسته ˄میدانهایتئوریدقیقاً

مجموع1−آنهادرکهباشندنداشتهجبری ایتوسیعهیچونباشدمربعاتمجموع1−آنها
ازواست«کامل»جبری،بسته ˄میدانهایبرایزیراصل بندیسور،حذفبهبناباشد.مربعات

,+,R)ساختارِکامل̞تئوریِمدلهایدقیقاًبسته جبریمیدانهایرواین ., 0, 1, هستند.(>
است.تصمیم پذیرو«مدل کامل»زیر،تئورینیز

,+,R)کهکندبیانکهاصولͬ• ., 0, 1, <)ͷاست.مرتبمیدانی
ریشه اند.دارایفرددرجه˄ باچندجمله ای هایکهکنندبیانکهاصولازمجموعه ای•
نیست.مربعاتمجموع1−کهبͽویدکهاصلͬ•

است.دیͽریعنصرمجذورآنقرینه ˄یاعنصرهرخودِکهکندبیانکهاصلͬ•

دقیقاًجبری،بسته یمیدانهایدرسوربدونفرمولهایباشدنͬتعریفمجموعه های
شوند:تعریفزیرگونه یبهکهآنهایییعنͬهستند.شبه جبری»«مجموعه های

{x̄|
∧

i=1,...,n fi(x̄) > 0 ∧
∧

i=1,...,n gi(x) = چندجمله هاییgiوهاfiآندرکه{0
دستبهرامحورهارویمجموعه هاتصویروجودیسورهایکهآنجاازهستند.R[X̄]در

ͬ دهند، میدانهای«درکهاستگفتهاینمعادلواقع،درجبریبسته یمیدانهایسورِحذفم
دراست.شبه جبریمجموعه اینیزخودشبه جبری،مجموعه ˄هرتصویرهرجبری، بسته ی
گرفت.پیشقضیهایناثباتبرایتارسͺͬبودراهبردیسور،حذفواقع،

«کمینۀمیدانهااینکهاستاینجبری،بسته یمیدانهایبرایسورحذفنتیجه هایدیͽراز
اجتماعͬآنها،درمتغیریͷباشدنͬتعریفمجموعه هاییعنͬ(اُمینیمال).هستندترتیبی»
مجموعه هایسلولͬ،تقسیمقضیه ˄بهبناروایناز( وهستندبازبازه هایونقطه هاازمتناهͬ
ساختار،اینترتیب کمینگͬهستند).سلولهاازمتناهͬاجتماعͬبزرگتر،ابعاددرشدنͬتعریف
ͬ کند.برقرارتویولوژیومدلنظریۀمیانسودمندیارتباط م

کمتریِوضربوجمعوحقیقͬ»تحلیلͬتوابع«جرمبهمراهRحقیقͬبسته ˄میدانتئوری۴.
x̄∃صورتبهفرمولͬمعادلآندرفرمولͬهریعنͬاست،مدل کاملشده،تحدید ϕ(x̄, ȳ)

خانوادۀFبااگردیͽر،بیانبهدریز)دِنْ(و̮ن ْاست.سوربدونفرمولϕͬآندرکهاست
,1−]بسته ˄بازه ˄بهشدهمحدودحقیق̞ͬتحلیل̞ͬتوابعهمه ی تابعDباودهیم،نشانرا[1

|x/y|جاهرکهراتقسیمشدۀتغییرداده ˄ ≤ ساختارِتئوریِاست،شدهتعریفباشد1
(R, 0, 1, {f}f∈F , D)کند.حذفراسورها ͬ م
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ͬ توانراحتͬسور بهحذفنتیجه ˄در است.ترتیبیکمینۀیادشده،ساختارکهدادنشانم
قضیۀبرایمدلͬنظریۀاثباتͬکهاست،اینساختارایندرسورحذفدیͽراهمیتنیز

ͬ آورد.فراهم«گاب˂رییِلُف»هندس̞ͬ زیر˂تحلیلͬمجموعۀهرمͺملگابرییلف،قضیه ˄بربنام
مجموعه هایتصاویرِگرفتنبازیرتحلیلͬ،مجموعه هایاست.زیر˂تحلیلͬمجموعه ایRدر

ͬ آیند.دستبهمحورهارویشبه تحلیلͬ مجموعه هاییدقیقاً شبه تحلیلͬ،مجموعه هاینیز،م
Ranساختارِدرکههستند = (R, 0, 1, {f}f∈F ͬ شوند.تعریفسوربدون( م

,+,C)ساختارکامل̞تئوری۵. .,−, 0, ͬ کندحذفراسورها(1 اینتئوری(رابینسون).م
نتیجۀ دراست.صفرمشخصه ˄باحقیقͬبسته ˄میدانهایتئوریبامعادلرو،اینازساختار،

باجبریبسته ˄میدانهایتئوریواستمدل˂ کاملجبریبسته ˄میدانهایتئوریسور،حذف
ͬ تواندp(کهpمشخصه ˄ است.کاملباشد)نیزبی نهایتم

ͬ دهد.دستبهخوشایندیجبرینتایجنیزجبریبسته ˄میدانهایدرسورحذف واقعدرم
ͬ گویدکهاست«شُوالͬ»قضیه ˄معادلمیدانهاایندرسورحذف مجموعه ˄هر«تصویرم

مجموعه هایاست».ساخته شدنͬمجموعه ایچندجمله اینگاشتیͷتحتساخته شدنͬ
زاریسͺͬبسته  ˄مجموعه هایمتناه̞ͬبولͬترکیباتجبری،بسته ˄میدانهایدرساخته شدنͬ

میدانیͷدرسوربدونفرمولهایبا«تعریف شدنͬ»مجموعه هایآنهادیͽر،بیانبههستند.
تعریفدوبارهچندجمله ای، نگاشتهایتحتآنهاتصویرکهاستطبیعͬجبریند.بسته ی
است.ساخته شدنͬرواینازوبدون سو ر تعریف شدنͬ،سور،حذفبهبناوشدنͬ،

ریشه هایقضیه ˄برایآسانͬاثباتآن)ازنتیجه شوندهمدل کاملͬواقع(درسورحذفنیز
ͬ آورد.فراهم(نول ا˚شت˼ل˼ن˂ سʿتز)هیلبرت جبری،بسته ˄میدانهایدرقضیه،اینبهبنام

چندجمله ایهایحلقه˄ دررادیͺالایده آلهایبایͷ به یͺندتناظردرزاریسͺͬبسته ˄مجموعه های
متناظر.

یعنͬهستند.بسیار کمینه آنهاکهاستاینجبری،بسته ˄میدانهایدرسورحذفدیͽرِنتیجه ˄
مͺملشیاخود˂یاKازشدنͬتعریفزیرمجموعه ˄هرباشد،جبریبسته ˄میدانیKͷاگر

ͬ توانرامجموعهاین(یعنͬاستمتناهͬ کرد).تعریفتساوینمادِباتنهام

Rexpساختارِتئوری۶ِ. = (R,+, ., 0, 1, exp)ͷ؛استمدل ˂کاملتئوریی(ͬͺویل)ͬیعن
استاینتأمل برانگیزنکتۀاست.سوروجودیدارایتنهاکهداردمعادلͬآندرفرمولهر
قضیه˄ ازقضیهاینبنابراینواستنشدهگرفتهنظردرمحدودنمایی،تابعجاایندرکه

ͬ شود.نتیجهRanبرایون دِن دریز است.ترتیب کمینهتئوریاینسور،حذفبهبنانیزنم
اینشانوئلحدساست.تصمیم پذیرتئوری،اینباشد،درستشانوئل»«حدساگر

,λ1اگرکهاست . . . , λn ∈ CرویRمیدانِتعالͬمرتبه ˄آن گاهباشند،«خطͬ»مستقل
Q(λ1, . . . , λn, e

λ1 , . . . , eλn)،حداقلn.تئوریِتصمیم پذیریاستRexpِسوالͬمورد
است.بودهتارسͺͬاز

کاملتئوری،(اینباشدحقیقͬ»بسته ˄میدانهایازچͽال«زوجهایتئوریTکنیدفرض٧.
بسته ˄میداندوNوMاگروتنهااگراستTازمدلͬ(M,N)زوجدیͽربیانبهاست).
Lorزبانِدرحقیقͬ = {+, .,−, 0, 1, بازه ˄هریعنͬباشد؛چͽالMدرNوباشند{>
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ͬ توانراتئوریاینباشد.Nدرنقطه ایدارایباشند،Mعناصرِآنسردوکهباز تئوریِم
همه ˄ازمتشͺلحقیقͬبسته ˄میدانRalgازمنظورآندرکهدانست(R,Ralg)ساختارِکامل̞

کمتریوضربوجمعهمراهبهمیداناینیعنRͬبالایِخط˼واستQرویجبریعناصر
LorزبانِدرTتئوریِیͷ.وصفرو ∪ {p}آندرکهpͷمحمولͬنمادیͷظرفیتͬی

زبان،ایندرفرمولͬهراست:این چنینسوریحذفدارایاست،)N(کوچͺترمیدانِبرای
x̄∃صورتبهفرمولهاییازبولͬترکیبیمعادل ∈ p ϕ(x̄, ȳ)آندرکهاستϕ ∈ Lor.
مجموعه ˄هراست:خوش رفتارتوپولوژیͷلحاظازولͬنیستکمینهترتیبیادشده،تئوری

درهاست.بازه ازمتناهͬاجتماعͬباشد،شدنͬتعریف(R,Ralg)ساختاردرکهRازباز
هرنیزاست.شدنͬتعریفRخودِدرساختار،ایندرشدنͬتعریفبازمجموعۀهرواقع

Rnاززیرمجموعه
algاشتراکِباشد،شدنͬتعریفساختارایندرکهRalgزیرمجموعه ایبا

Xچونزیرمجموعه ایهرنیزباشد.شدهتعریفLorدرفرمولͬباکهاستRازXnچون
I1به گونه ˄تجزیه ایباشدتعریف شدنͬساختارایندرکهRاز ∪ . . .∪ Inهرآندرکهدارد
Iiیاͷزیرمجموعه ˄بازِبازه ˄یXیااستͷیاواست،نقطهیͷکهاستبه گونه ایبازبازه ˄ی

X ∩ IوXc ∩ IدرIالͽدرشدنͬتعریفمجموعه هایبرایگفتهاینمشابهاست.چ
ساختارایندرNنتیجهدرمͺمل ˂چͽال).وچͽالسلولͬ(تجزیه ˄استبرقرارنیزبالاترابعاد

ساختارهایدرناتمامیت،دشواری هایازبودناماندربرایامراینونیستشدنͬتعریف
دارد.اهمیتمدلͬنظریه ˄

خارج قسمتͬمیدانِواصلͬمیدانِمشخصۀآندرکهجبریِبسته یارزیابی ̞میدانهایتئوری٨.
v(x)دوظرفیت̞ͬمحمولبامیدانهازباناجتماعازآمدهدستبهزبانِدراست،شدهتبیین ≤
v(y)،کندحذفراسورها ͬ (رابینسون).م

ͬ تر،حالتدر بهزاویه ای،مؤلفۀدارایهنسل̞ͬجبری)بسته ˄لزوماً(نهارزیابی̞میدانهایکل
,K)گونۀ k,Γ, v, ac)سه بخش̞ͬزباندرراL = LK ∪ Lk ∪ LΓ ∪ {v, ac}مطالعه

ͬ کنند ارزیابیهاست.گروهوخارج قسمتͬمیدانواصلͬمیدانبرایبخشسهحاملکهم
vنمادباارزیابینگاشت : K → Γنیزاست.شدهدادهنشانac : K → kنگاشت

resکانون̞ͬنگاشتکهاستضربیگروههمومرفیسمیͷزاویه ای،مؤلفه ˄ : R → R/m،
ͬ دهد.گسترش»Rیͺۀعناصرِ«رویرا ͬ توانزبانایندرم ارزیابیمیدانهایکهدادنشانم

میدانِازراسورهاخارج قسمتͬ،میدانبرایصفرمشخصه ˄باوزاویه ایمؤلفه ˄دارایهنسلͬ
ͬ کنند.حذف،Kیعنͬاصلͬ، ,K)ارزیابی̞میداندواگردیͽر،بیانبهم k,Γ, v, ac)و

(K ′, k′,Γ′, v′, ac′)کهبدانیموباشیمداشتهΓ ≡ Γ′بخش پذیرِآبلͬگروهدوعنوان(به
kوتاب)بدونِ ≡ k′آنگاهمیدان)دوعنوان(به(K, k,Γ, v, ac) ≡ (K ′, k′,Γ′, v, ac).

تئوریمثال،برایدارد.ارزیابیمیدانهایبراینیززیادیخوشایندتبعاتسورحذف
ͬ کمینالمشخص،مشخصه ˄باجبریِبستۀمیدانهای ͬ مینیمال)س یعنͬاست.(س

دارند.درخت مانندساختاریآندرشدنͬتعریفمجموعه های
یͷهرخارج قسمتͬ،میدانوارزیابیهاگروهجبری،بستۀارزیابی̞میدانهایدرنیز

باشندتعریف شدنͬساختارکلدرکهراآنهااززیرمجموعه هایییعنͬهستند.«ثابت ˂نشانده»

۵



ͬ توان تعریفزبانبقیه˄ ازکمͷ گیریبدونومیدانساختارِخودِدریاگروه،ساختارخودِدرم
دارایوصفرخارج قسمت̞ͬمشخصۀدارایهنسلͬارزیابی̞میدانهایدرباره ˄نکتهاینکرد.

است.درستنیزموضعͬمؤلفۀ

حذف سوربررسͬبرایمعمولروشهای٣
دارایپیچیده ˄فرمولیͷبرایفرمولها،دستکاریباومستقیمروشبهسوربدونمعادلکردنپیدا
ͬ ترینهموارهسور ͬ تواندسورحذفآزمودنراهعمل چندیندارایزبانکهوقتͬویژهبهباشد،نم

جبری»«محͺهایازگرفتنکمͷباراسورحذفعموماًپیجیده اند.بسیارفرمولهاواستبخش
ͬ آزمایند.زیر م

M0,M1مدلِدوهربرایاگرتنهاواگراستسورحذفدارایTتئوری١ِ. |= Tهرو
Aماننداین دوازمشترکزیرساختارِ ⊆M0,M1فرمولِهرϕ(x, ā)فرمول هایازعطفͬکه

واستزبان)رابطه هایوترم هاونقیضوتساویکمͷباشدهساخته(فرمولهایاتمͬ
ͬ آیند،Aازآندرāپارامترهای باشیمداشتهم

M0 |= ∃x ϕ(x, ā) ⇔M1 |= ∃x ϕ(x, ā).

یͷکهاینبرایشد،اشاره سورحذفتعریفدرکههمان گونهبرگشتͬ.ورفتراژمانهای٢.
بدهند.دستبهآنهاسوربدونتایپهایراعناصرکاملتایپهایبایدبپذیرد،سورحذفتئوری
āوباشنداشباعبسیارمدلهاییM2وM1کنیدفرض ∈M1وb̄ ∈M2.اولیۀمهارتهایبا
ͬ توانمدلͬنظریه ˄ qttpM1(ā)کهدادنشانم = qftpM2(b̄)اززیرساختاریاگرتنهاواگر
M1کهāکندتولیدراآن ͬ ͬ کند،تولیدراآنb̄کهM2اززیرساختاریبام باشد.ایزومرفم

ͬ کنیمیادآوری tpM1(ā)نیزاست.سوربدونتایپنشانگرqftpکهم = tpM2(b̄)هرگاه
ͷکهباشیمداشتهجزئͬمقدماتͬنگاشتیāبهراb̄.ببرد

وجودM2وM1زیرساختارهایمیانایزومرفیسمهایازبرگشتͬ»ورفت«راژمانیͷهرگاه
شدهتولیدساختاروM1درāتوسطشدهتولیدساختارمیانایزومرفیسمکهباشدداشته
tpM1(ā)آن گاهباشد،آنهامیاندرM2درb̄توسط = tpM2(b̄).

معادلند:همبازیرموارددقیق تر،بیانبه

است،سورحذفدارایTتئوریِ•

ͬ کنند،تعیینکاملا́سوربدونتایپهایراTتئوریِدرکاملتایپهای• م

āوباشندTازهم اندازه اشباعوبه اندازه اشباعمدلِدوM2وM1هرگاه• ∈ M1و
b̄ ∈M2،بوسیله ˄شدهتولیدساختاراگرآنگاهāدرM1توسطشدهتولیدساختارباb̄

ͬ توانراایزومرفیسماینباشد،ایزومرفM2در وM1میانِمقدماتͬنگاشتیͷم
M2.گستراند
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āوباشندTاز‐اشباعωمدلِدوM2وM1هرگاه• ∈ M1وb̄ ∈ M2،آنگاه
M2درb̄توسطشدهتولیدساختارباM1درāبوسیله ˄شدهتولیدساختاراگر

cهربرایباشد،ایزومرف ∈ M1بتوانd ∈ M2تولیدساختارکهکردپیدارا
,āبوسیلۀشده cدرM1توسطشدهتولیدساختارباb̄, dدرM2باشد.ایزومرف
dهربراینیز ∈ M2بتوانc ∈ M1شدهتولیدساختارکهیافتچنانرا

,āتوسط cدرM1توسطشدهتولیدساختارباb̄, dدرM2توجهباشد.ایزومرف
nهربراییعنͬاست؛نامتناهͬبرگشتͬ،ورفتفراروندِاینکهکنید ∈ Nهرگاه

⟨ā, c1, . . . , cn−1⟩ ≃ ⟨b̄, d1, . . . , dn−1⟩هربرایآن گاهcnدرM1مانندعنصری
dn ∈M2کهشودپیدا⟨ā, c1, . . . cn−1, cn⟩ ≃ ⟨b̄, d1, . . . dn−1, dn⟩،براینیزو

cnمانندعنصریM2درdnهربرای ∈M1کهشودپیدا⟨ā, c1, . . . , cn−1, cn⟩ ≃
⟨b̄, d1, . . . , dn−1, dn⟩،

fوباشندTازاشباعهم اندازهوبه اندازهمدلدوM2وM1هرگاه• : ⟨ā⟩ →
⟨b̄⟩ͬآنگاهآندو،ازشدهتولیدمتناهیاًساختاردومیانایزومرفیسمfدرͷراژمانی

Fچونمجموعه اییعنͬشود.واقعبرگشتͬورفت = {fi : M1
i → M2

i از{
داشتهM2وM1ازلزوماً همه ˄ زیرساختارها)(نهزیرساختارهاییمیانایزومرفیسمهایی

gهرگاهکهباشدویژگͬاینداراینیزوباشدبرداشتهدرراfکهباشیم ∈ Fو
c ∈ M1چوننگاشتͬآنگاهh ∈ Fکهباشیمداشتهgستراندراͽوبcدامنه اشدر

gهرگاهنیزباشد. ∈ Fوd ∈M2چوننگاشتͬآن گاهh ∈ Fکهباشیمداشتهgرا
باشد.بˀردشدرbوبͽستراند

برآورد،رازیرشرطدوکهباشدثابتیͷحداقلدارایزبانͬدرکاملتئورییTͷاگر٣.
ͬ کند.حذفراسورهاTآن گاه م

Aهربرای• |= T∀ͷمدلِیM |= TکهشودپیداAهربرایودربرداردراN |= T

همانAͬرویNدرMنشاندنِنگاشتوبنشیندNدرMباشد،دربرداشتهراAکه
باشد.

Mمدلِهربرای• ⊆ NازTعنصرِهروn ∈ Nوسیله ˄بهشدهتولیدساختارM,n

Mروینشاندننگاشتاینگونه ایبهنشاندMازمقدماتͬگسترشیͷدربتوانرا
باشد.همانͬتابعاین

ͬ کند:حذفراسورهاآن گاهبرآورد،رازیرجبریشرطدوTتئوریِاگر م

•Tهربراییعنͬباشد.جبریاولیه ˄مدلدارایA |= T∀ͬمانندمدلM |= Tو
fمانندنشاندنͬ : A → Mمدلِهربرایکهگونه ایبهشوندیافتN |= Tهرو
gنشاندنِ : A→ Nͬچوننشاندنl :M → Nکهشودپیداg = l ◦ f.

M,Nهرگاه• |= TوM ⊆ N،سورِبدونفرمولِهربرایϕ(x̄, y)هروm̄ ∈M

Nاگر |= ∃y ϕ(m̄, y)آنگاهM |= ∃y ϕ(m̄, y).

است).آمدهادامهدر(تعاریفمعادلندهمبازیرموارد۴.
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است.سورحذفدارایTتئوریِ(آ)

دارای)Tازعمومͬسوربانتیجه های(همه ˄∀Tتئوریواستمدل کاملTتئوریِ(ب)
است.پیوندیویژگͬ

سورحذفبهنزدیͷمفاهیم۴

بودنکامل۴ . ١
ͬ خوانند«کامل»راTتئوریِ باشدکاملTاگرشود.نتیجهTازآنِنقیضیاجمله  ایهرهرگاهم

Mو |= Tآن گاهTکامل̞تئوریِباth(M)ایهریعنͬاست.هم ارز ͬ مدلهایازیͺͬدرکهویژگ
Tرمدلهایهمۀدرباشد،برقرارͽر،بیانبهبود.خواهدبرقرارنیزدیͽاگردیTوباشدکامل

M,N |= Tآن گاهM≡ Nیعنͬ؛MوNهستند.مقدماتͬهم ارز
ͬ توانباشد،کاملTهرگاه مدلراآنووبرگزیدآناندرکاربرایراآنازبزرگبسیارمدلͬم

تئوریهایدرعموماًتایپهابررسͬنیزدانست.هیولامدلاززیرمدلͬرامدلهاهمۀوخواند«هیولا»
ͬ پذیرد.صورتهیولامدلدروکامل م

نشاندهمقدماتͬدیͽر،مدلهایسایردرکهباشدداشتهمدلͬوباشدسورحذفدارایTاگر
میدانهایوحقیقͬبسته ˄میدانهایمانندتئوریها،ازبسیاریبودنکاملاست.کاملTآنگاهشود،
ͬ شود.ثابتنکتهاینکمͷباجبری،بستۀ م

مدلهربرایاگروتنهااگراستسورحذفدارایTتئوریِگفتیم،تعریف درکههمان گونه
M |= TزیرساختارِهروA ⊆MِتئوریT ∪Diag(A)ͷباشد.کاملتئوریی

بودنمدل˂ کامل۴ . ٢
ͬ ایولͬنیستندکاملتئوریهاازبسیاری «مدل کامل»راآنکههستندداراکامل بودنبهنزدیͷراویژگ

ͬ خوانند.بودن م
ͬ خوانندمدل ˂کاملراTتئوریِ Mمدلِهربرایهرگاهم |= TِتئوریT ∪Diag(M)زباندر

LMͷازمنظورباشد.کاملتئورییDiag(M)دردرستسورِبدونجمله هایهمۀمجموعۀM

آمدهدستبهTتئوریِزبانِبهMعنصرِبرایثابتافزودنباکهاستزبانLMͬازمنظورواست
اگریعنͬباشد؛وجودیبستۀآنازمدلهراگروتنهااگراستمدل کاملTتئوریِدیͽر،بیانبهباشد.

M |= Tوϕ(x̄, ȳ)ͷوباشدسوربدونفرمولیM ⊆ N |= Tهربرایگاهآنm̄ ∈Mداریم
N |= ∃x̄ ϕ(x̄, m̄) ⇔ M |= ∃x̄ ϕ(x̄, m̄).ر،بیانبهنیزͽتئوریِدیTاستمدل کامل

Mمدلِدوهربرایاگروتنهاگر ⊆ N |= TباشیمداشتهM ⪯Nیعنͬ؛Mͬازمقدماتͬزیرمدل
N.تئوریِباشدTداشتهوجودیسورفقطبامعادلͬآندرفرمولͬهراگروتنهااگراستمدل کامل

x̄∃گونه ˄بهمعادلȳͬآزادِمتغیرِبافرمولهردیͽربیانبهباشد. ϕ(x̄, ȳ)آندرکهباشدداشتهϕ
است.سوربدونفرمولͬ
برآوردهمقدماتͬگسترشیͷدرتایپهر(یعنͬاستمقدماتͬمفهومͬ«تایپ»کهآنجااز

ͬ شود) حذفTاگراست.نیازهیولامدلدرآنتایپهایبررسͬبرایتئورییͷبودنمدل کاملبهم
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است.مدل ˂کاملباشد،داشتهسور

مدلͬهمپای۴ . ٣
ͬ هایراحت ترِبررسͬبرای ͬ توانناکامل،تئوریهایویژگ وجودصورتدرراآنهامدلͬ»«همپایم

Tتئوریِاست.مدل ˂کاملکهکردبررسͬ ͬ خوانیمTتئوریمدلͬ»«همپایرا′ Tهرگاهم مدل ˂کامل′
∀Tوباشد = T ′

نتیجهTازکهاستعمومͬسورباجمله هایهمه ˄مجموعه ˄∀Tازمنظور.∀
ͬ شوند. ∀Tدیͽر،بیانبهم = T ′

TازمدلیͷبهبتوانراTازمدلهریعنͬ∀ ازمدلهروگستراند′
T وجود،صورتدرولͬنیست،موجودهمیشهلزوماًتئورییͷمدلͬهمپای.Tازمدلیͷبهرا′

یͺتاست.
کلاسͬآن،بسته˄ وجودیِمدلهایهمه ˄کلاساگروتنهااگراست،مدلͬهمپایدارایTتئوریِ

Mمدلِاست.مقدماتͬکلاساینتئوری ِ،Tمدل̞ͬهمپایواقعدرباشد.مقدماتͬ |= Tبسته˄ را»
ͬ خوانندوجودی» Mهربرایهرگاهم ⊆ N |= Tسورِبدونفرمولِهروϕ(x̄, m̄)آندرکه
m̄ ∈MباشیمداشتهN |= ∃x̄ ϕ(x̄, m̄) ⇔M |= ∃x̄ ϕ(x̄, m̄).

مدلͬمͺˀمˁل۴̞ . ۴

Tاگر باشد،است)آمدهزیردرکهگونه(همانپیوندی»«ویژگͬدارایTوباشدTمدل̞ͬهمپای′
Tآن گاه ͬ خوانیم.Tمدل̞ͬ»«مͺمل را′ است؛نزدیͷسورحذفداشتنبهتئورییͷمدلͬمͺمل ̞م

T(جهانͬاصل بندیِباتئورییͷمدل̞ͬمͺمل̞کهروآناز = T∀(است.سورحذفدارای
Tنیز MهربرایوباشدTمدلͬهمپایاگروتنهااگراستTمدل̞ͬمͺمل ′ |= Tِتئوری

T ′ ∪Diag(M)زباندرLMͷباشد.کاملتئوریی

پیوندیویژگ۴ͬ . ۵
بتوانباشندمشترکزیرمدلͬدارایکهراآنمدلدوهرهرگاهاستپیوندی»«ويژگ̞ͬدارایTتئوریِ

f1وباشندTمدلِسهM0,M1,M2هرگاهدقیق تربیانبهزد.پیوندهمبه : M0 → M1و
f2 : M0 → M2آنگاهباشند،نشاندندوͷمدلِیNازTنشاندنِدووg1 : M1 → Nو
g2 :M2 → Nکهباشندموجودg1 ◦ f1 = g2 ◦ f2.

مقدماتͬحالتدر«پیوند»کهکنیدتوجهنخستدارد.نزدیͺͬرابطه ˄سورحذفباپیوندیویژگͬ
fiوباشندساختارسهM0,M1,M2اگریعنͬاست؛ممͺنهمیشه :M0 →M1برایi = 1, 2

giمقدماتͬنشاندنهایهمراهبهNساختارِیͷآنگاهباشند،مقدماتͬ»«نشاندندو : Mi → N

ͬ شوندپیدا g1کهم ◦ f1 = g2 ◦ f2.زیرمدلͬزیرمدلͬ،هرسور،حذفحضوردرکهآنجااز
ͬ توجیهسورحذفوپیوندیویژگͬمیانرابطه ˄استمقدماتͬ است.شدن

معادلند:همبازیرمواردواقعدر

است.سورحذفدارایTتئوری١ِ.
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ویژگͬدارای)Tازعمومͬسوربانتیجه های(همه ˄∀Tتئوریواستمدل کاملTتئوری٢ِ.
است.پیوندی

١٠


