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چͺیده

ساده ترینبهراسادگͬیعنͬمدلͬ،نظریه یمهممفاهیمازیͺͬکوشیده امیادداشتایندر

تئوریهایخانواده یاست.کردهمعرفͬشلاخبارنخستینراسادهتئوریهایبازنمایم.زبان

ͬ گیرد.نیزراثابتتئوریهایکهاستبزرگͬخانواده یساده، رابطه یساده،تئوریهایدردربرم

«تعدی»،«تقارن»،جملهازرامهمͬویژگیهایواستخوشرفتاریرابطه  ینافرکانناوابستگͬ

ͬ توانطرفͬازداراست.مدلها»روی«استقلالو«وجود» تئوری ایدراگرکهدادنشانم

ͬ هااینهمه یکهباشیمداشتهرابطه ای دقیقاًرابطه، آنواستسادهتئوری،آندارد،راویژگ

است.نافرکانناوابستگͬرابطه ی

کلاسدرپیش ترآمده اند.تنتوزیͽلرکتابهفتِفصلازنوشتار،اینمطالببیشترِ

نیزآنهاکهبودمکردهتهیهآنازیادداشتهاییوبودمشدهحاضرزیͽلردویمدلنظریه یدرس

همه یکوشیده امآندرنوشته ام.فراغتدرراجزوهاینشده اند.گذاشته شخصیموبͽاهدر

روانرامطالبکوشیده امکنم.بیانسادهاستممͺنتاراآنهاوکنماثباتخودمراقضیه ها

ͬ ترینهاوبنویسم تکرار،ازکند.دنبالرابحثهاآسودگͬبهخوانندهکهدهمتوضیحنیزراجزئ

کرده ام.سادهممͺنجایتاراهمه چیزونداشته امهراسͬهیچ

باشد.مدلنظریه یدانشجویانبرایمناسبیدستنامه ینوشتار،اینامیدوارم

آن.هیولایمدلMوباشدشماراکامل̞تئوری ِیTͷکهکرده ایمفرضجˀستاراینسرتاسردر

ͬ توانهموارهاست،کاملTوقتͬ به اندازه کهداردMمانندبزرگبسیارمدلͬکهکردفرضم

ͬ شوند.برآوردهآندرتایپهاهمه ییعنͬاست،اشباع کهNوMماننددیͽریمدلهرهمچنینم

بحثبهکهA,B,Cمانندمجموعه ایهرواستMازمقدماتͬزیرمدلͬشود،بحثͬدرباره اش

مانندچندتاییهرواستMدرbمانندعنصریهرواستهیولامدلِایناززیرمجموعه ایبیاید،

(b1, . . . , bn)عناصرِازMیلͺشود،گرفتهنظردرهیولامدلدرنیزتایپیهراست.شدهتش ͬ م

نوشت:خواهیمهموارهtpM(a/A)جایبهیعنͬباشد.آمدهتایپنمادگذاریدرآنازنامͬبی آنکه

tp(a/A).

ومتناهͬ(چهچندتاییهاوعناصرمیاناست،مدلنظریه یدرمعمولکههمانگونهنوشته،ایندر

نامتناهͬشایدکهمتغیرهاستازچندتاییهاییyوxازمنظورماننگذاشته ایم:نمادیفرقِنامتناهͬ)

,bازمنظورمانوباشند cتوانندنیزکهپارامترهاستازچندتاییهایی ͬ باشند.نامتناهͬم

٣



bنمادِ ≡A cͬکهیعن

tp(b/A) = tp(c/A). (∗)

ͬ توانمدلنظریه یازمقدماتͬدانشͬبا ͬ دهدرویوقتͬتنهاووقتͬ(∗)کهدادنشانم کهم

مطلباینبفرستد.cبهراbوکندحفظنقطه وارراAکهباشیمداشتههیولامدلازاتومرفیسمͬ

ͬ توانرا Mکهاینبهتوجهباوجزئͬایزومرفیسمهایازبرگشتͬورفتسامانه ییͷکمͷبام

کرد.ثابتاست،به اندازه اشباع

فرکیدنوشدنبخش١

ͬ آغازم.آنویژگیهایبرخͬبیانو١شدنبخشتعریفِبارابحث تعریفشدنبخشتعریفم

بͽیریم.خوآنباآن،ویژگیهایبرخͬکردناثباتباآن،بیانازپساستبهترواستپیچیده اینسبتاً

,ϕ(xکنیدفرض.١تعریفِ y)ͷوباشدفرمولیbͷجایبهاستقرارکهپارامتریy.بنشیند

ͬ گوییمپارامترها.ازباشدمجموعه ایAکنیدفرضهم چنین ,ϕ(xم b)مجموعه یرویAkبخش

ͬ شود، مانندِنامتناهͬدنباله ایهرگاهم

b0, b1, . . .

کهشودپیداپارامترهااز

bi ≡A b (∀i);

باشد:٢ناسازگارkفرمولها،اززیرمجموعه یو

{ϕ(x, bi)|i ∈ ω}.

ͬ گوییمباشد،موجودایkچنیناگرباشید.داشتهتوجهبالاتعریفدرkنقش̞به موردفرمولم

ͬ شود.بخشAروینظر م
١dividing

باشد.ناسازگارآنازعضویkزیرمجموعه یهریعن٢ͬ
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نتیجهتعریفازبی درنگباشیم.داشتهتعریفاینمصادیقازسادهمشاهده یچنداستبهتر

ͬ گیریم ,ϕ(xاگرکهم b)˂شود؛بخشپارامترهاازمجموعه ایهررویباشد،ناسازگارخود ͬ زیرام

ͬ توانکه گرفت.bبابرابرراهاbiهمه یم

biشرط˼باشد،Aدرخود˂bاگر ≡A bگوید ͬ بنابراینباشند.bبابرابربایدهاbiهمه یکهم

bاگر ∈ Aفرمولآنگاهϕ(x, b)رویصورتͬدرتنهاAشودبخش ͬ باشد.ناسازگارکهم

ͬ گویدمابهفشردگͬ) کمͷ(باتعریفشرطنقیضعکسطرفͬ،از ,ϕ(xاگرکهم b)رویA

دنباله یهربراینشود،بخش

b0, b2, . . .

آندرکه

bi ≡A b (∀i)

است:سازگارفرمولهااززیرمجموعه ی

{ϕ(x, bi)|i ∈ ω}.

,ϕ(xاگر b)مجموعه یرویAترمجموعه یهررویشود،بخشͺمانندکوچA′ ⊆ Aبخشنیز

ͬ شود؛ biازکهزیرام ≡A bتوانآسانͬبه ͬ biم ≡A′ bگرفت.نتیجهرا

,ϕ(xکنیدفرض b)رویAوشودبخشb′ ≡A b.آنگاهϕ(x, b′)روینیزAشود.بخش ͬ م

,ϕ(xشدنِبخششاهدi∈ω(bi)دنباله یکنیدفرضاست:روشنآنعلت b)دنباله ای(یعنͬباشد

ͬ کند).برآوردهراشدنبخشتعریفشرطکهباشد biآنگاهم ≡A b ≡A b′.ͬدنباله همینیعن

,ϕ(xشدنِبخششاهد b′)روینیزA.است

,ϕ1(xاگر b1)وϕ2(x, b2)رویAآنگاهشوند،بخشϕ(x, b1)∧ϕ(x, b2)روینیزAبخش

ͬ شود. ͬ اندازیمعقبکمͬراآنولͬنیستدشوارچنداننکتهایناثباتم خواهیمبداندیرتروم

,ϕ1(xدرباره یکهاستگفتنͬپرداخت. b1) ∨ ϕ2(x, b2)شایدیعنͬنیست.درستسخناین

ϕ(x, b1)وϕ2(x, b2)رویدوهرAرویفصلشانولͬشوندبخشAنیزاینبراینشود.بخش

جامعترِمفهومتعریفِانگیزه یفرمول،دوفصلنشدنبخشآورد.خواهیممثالͬبعدیصفحاتدر

کرده ایم.تعریفبعدیبخشهایدررافرکیدناست.«فُرکیدن»
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ازسازگارمجموعه ای(یعنͬجزئͬتایپیπ(x)ͷکنیدفرض.تایپها)شدن(بخش٢تعریفِ

ͬ گوییمباشد.پارامتر)بدونیاپارامتربافرمولهایی ͬ شودبخشAرویπم مانندفرمولπͬهرگاهم

ϕ(x, b)رویفرمول،اینکهدهدنتیجهراAشود.بخش ͬ م

ͬ کنیمادعا Aرویآنفرمولهایازعطفͬشود،بخشAرویπجزئ̞ͬتاپپِاگرکهم

ͬ شود؛بخش ,ϕ1(xمانندفرمولهایییعنͬم b), . . . , ϕn(x, b)درهمهπ،شوندپیداچنان ͬ کهم

ϕ1(x, b) ∧ . . . ∧ ϕn(x, b)رویAبرایاینکهعلتکهکنیدتوجهنخستشود.بخشbها

bکرده ایمفرضکهاستایننگذاشته ایماندیس = (b1, . . . , bn).اگرπ |= ϕ(x, b)آنگاه

,ϕ(xفرمولِکههستπازمتناهͬزیرمجموعه ای b)فرمولهایعطفِبنابراینواست،دادهنتیجهرا

بود.خواهدمامˀرادمتناهͬزیرمجموعه یاین

ͬ توانهمیشهآیا.٣پˀرسش̞ ͬ کندبخشکهراجزئͬتایپیͷم کهدادگسترشکاملتایپیبهنم

AرویπوباشدBپارامترهایمجموعه یباجزئͬتایپیπکنیدفرضدقیق،بیانبهنشود؟بخش

,ϕ(xکنیدفرضنشود.بخش)Bاز(زیرمجموعه ای b)ͬآندرکهباشدفرمولb ∈ B.شودآیا ͬ م

πیالزوماًکهگفت ∪ {ϕ(x, b)}یاπ ∪ {¬ϕ(x, b)}رویAشوند؟بخش ͬ درستاین(اگرنم

ͬ شودباشد، رسید).کاملتایپیبهسرانجامروشبدینوافزود،πبهراϕ¬یاϕازیͺͬم

ͬ شودبخشAرویوقتͬفقطووقتπͬجزئ̞ͬتایپکهگفتیم رویآنفرمولهایازعطفͬکهم

Aبنابراینشود.بخشͷکامل̞تایپِیp ∈ S(B)رویAشودبخش ͬ مانندآندرفرمولͬهرگاهم

ϕ(x, b) ∈ S(B)رویکهشودپیداAشود.بخش

ͬ شود.بخشآنرویشود،برآوردهAدرπجزئ̞ͬتایپِاگر.۴لم̧ نم

,ϕ(xکنیدفرضاثبات. b) ∈ πو(bi)کهباشددنباله ایbi ≡A b.کنیدفرضنیزa ∈ A

=|کهباشدعنصری ϕ(a, b).کهاینازbi ≡A bو|= ϕ(a, b)وa ∈ Aشودنتیجه ͬ برایکهم

=|داریم.iهر ϕ(a, bi).ͬیعنaمجموعه ی{ϕ(x, bi)}کند.برآوردهرا ͬ م

pکنیدفرض.۵نمادگذاریِ ∈ S(B)ͷوباشدکاملتایپیA ⊆ Bهیولامدلِدربنابراین؛

pکهداریمaمانندِعنصری = tp(a/B).اگرpرویAنویسم:نشود، بخش ͬ aم |⌣
d

A
B.

۶



باشد).شدنبخشهمانیادیوادینگیادآورکهگذاشته ایمخاطراینبهراانگلیسͬدیِ(حرف

ͬ تر،طوربه aنمادِکل |⌣
d

A
bͬیعنtp(a/Ab)رویAشود.بخش ͬ بͽیریماگردیͽر،بیانبهنم

p(x, y) := tp(ab/A)آنگاهa |⌣A
bͬیعنp(x, b) := {ϕ(x, b)|ϕ(x, y) ∈ tp(ab/A)}

ͬ شود.بخشAروی نم

هیولامدلِهمه یآن،پارامترهایمجموعه ییعنͬباشد؛جهانͬتایپیpکهکنیدفرض.۶مثال

pدیͽربیانبهیاباشد، ∈ S(M).کهکنیدفرضAگوییمباشد.پارامترهاازمجموعه ای ͬ تایپِم

pتایپیAازاتومرفیسمهایهمه یهرگاهاست،ناورداMبهMکهAکنند،حفظنقطه واررا ͬ pم

σاگردیͽر،بیانبهکنند.حفظرا ∈ Aut(M/A)وϕ(x, b) ∈ p،آنگاهϕ(x, σ(b)) ∈ A.باز

,ϕ(xاگردیͽر،بیانبه b) ∈ pوb ≡A cآنگاهϕ(x, c) ∈ p.گفتیمکههمانگونهb ≡A cمعادل

ببرد.cبهراbکهشودیافتAنقطه وارِحافظ˼اتومرفیسمͬکهاستاین

ͬ کنیمادعا ͬ شود.بخشAرویpناوردایAرویجهان̞ͬتایپِکهم تناقض،بهرسیدنبراینم

,ϕ(xمانندفرمولͬتعریف،بهبناشود.بخشAرویpکهکنیمفرض b) ∈ pرویکههست

Aشود.بخش ͬ پیداi∈ω(bi)دنباله یپساست.هیولامدلدرپارامتریbپارامترِکهکنیدتوجهم

ͬ شود biداریمiهربرایآندرکهم ≡A bکهاستچناندنبالهایننیزو{ϕ(x, bi)}i∈ωناسازگار

ͬ شودحاصلآنجاازنظرموردتناقضاست. ,ϕ(x}کهم bi)}i∈ωتواند ͬ ͬ دانیمباشد:ناسازگارنم م

pبنابرایناست.کاملتایپیpکه = tp(a/M)برایͷعنصرِیaازبیاید!ابرهیولامدلازکه

ͬ دانیمطرفͬ biهربرایکهم ≡A bنیزϕ(x, bi) ∈ pیعنͬ؛|= ϕ(a, bi).پسaکل̞ازبرآورنده ای

{ϕ(x, bi)}i∈ω.ازمتناهͬزیرمجموعه یهربنابرایناست{ϕ(x, bi)}i∈ωدرMشدنͬبرآورده

برآورد.رامجموعهاینکهداریمMدرعنصریرواینازواست، 

ͬ کند.کارهمفرکیدنبرایمثالهمین.٧مثال ببینید.را٣٣لم̧م

,ϕ(xکنیدفرض.٨تعریفِ b)ͷآندرکهباشدفرمولیbگوییمهیولاست.مدلدرپارامتری ͬ م

ͬ فُرکدAمجموعه  یرویفرمولاین ,ϕ1(xفرمولهایهرگاه٣۴م b1), . . . , ϕn(x, bn)داشتهرا
٣forks

ͬ کردم.ترجمه«چنیدن»یا«شاخه شدن»رافرکیدنبودبهتریا۴ چنیناینریاضͬدرکهواژه ایازشدندورامام

ͬ نمود.خردمندانهچنداناستجاافتاده نم

٧



کهباشیم

ϕ(x, b) |= ϕ1(x, b1) ∨ . . . ∨ ϕn(x, bn)

,ϕi(xهرو bi)رویAترتیبهمینبهشود.بخشͷمجموعه ییπ(x)رویفرمولهاازͷی

ͬ فرکدAمجموعه ی بخشAروییͷهرکهدهدنتیجهرافرمولچندازمتناهͬفصلͬهرگاهم

ͬ شوند. ͬ فرکدAرویکاملتایپیͷنیز،م بفرکد.Aرویکهباشدشاملرافرمولͬهرگاهم

⌣|ازجاایندرداریم.نیزفرکیدنبرای۵نمادگذاریبهشبیهنمادگذاری ای
fکنیم.استفاده ͬ م

موضوعکهساده،تئوریهایدرآورده ایم.فرکیدنوشدنبخشبرابریازنمونه هایی۵بخش̞در

درکرد.خواهیمثابتآیندهبخشهایدررامهمایناست.برقراربرابریایننیزجستارند،ایناصلͬ

بدوننیز۵بخش̞دررالمهمینآورده ایم.فرکیدنوشدنبخشبرابریدرباره یکوچͺͬلماینجا

آورده ایم.یادبهاثبات

مدلMͬکهبعلاوهکنیدفرضآن.اززیرمجموعه ایAوباشدمدلیMͷکنیدفرض.٩لم̧

|A|+تایپهرآنگاهباشد.اشباعp ∈ S(M)رویAشودبخش ͬ بفرکد.آنرویاگروتنهااگرم

ͬ شودنتیجهایناز مجموعهیͷرویآنفرکیدنِوشدنبخشآنگاهباشد،جهانͬتایپیpاگرکهم

داریمAوaهربرایدیͽر،بیانبههم معنیند.

a
d

|⌣
A

M ⇔ a
f

|⌣
A

M.

ͬ دانیماثبات. ͬ دهد.نتیجهرافرکیدنهمیشهشدنبخشکهم ͬ کنیمفرضبنابراینم دادهتایپم

ͬ خواهیموبفرکدشده ͬ شود.بخشهمچنینتایپاینکهبͽیریمنتیجهآنازم Aرویpاگرم

,ϕ1(xفرمولهایبفرکد، b), . . . , ϕn(x, b)شوندپیدا ͬ pکهم |= ϕ1(x, b) ∨ . . . ∨ ϕn(x, b)و

,ϕi(xازیͷهر b)رویهاAشوند.بخش ͬ ͬ توان(زیراگرفته ایمیͺͬرافرمولهاهمه یپارامترم م

bکهکردفرض = (b1, . . . , bn).(نخستͷپارامترِاگرباشیم:داشتهسادهمشاهده ییbدرM

pکهآنجاازآنگاهباشد، ∈ S(M)ازاست،کاملتایپیp |= ϕ1(x, b) ∨ . . . ∨ ϕn(x, b)نتیجه

ͬ شود ,ϕi(xازیͺͬکهم b)درهاp.داماگرزیراکهاستͺدرهیچp،پارامترِازآنجاکهنباشندbدر

M،هرنقیضاستͷدریpعبارتِنتیجهدروبود،خواهدp |= ϕ1(x, b) ∨ . . . ∨ ϕn(x, b)

ͬ تواند ͬ شودنتیجهاستpدرهاϕiازیͺͬکهاینازباشد.برقرارنم ͬ شود.بخشAرویpکهم م
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bکنیمفرضپس ̸∈M.کهاینازp |= ϕ1(x, b)∨ . . .∨ϕn(x, b)شودنتیجه ͬ فرمولͬکهم

ψ(x,m)مانند ∈ pکههستψ (x,m) |= ϕ1(x, b) ∨ . . . ∨ ϕn(x, b).وm ∈ M.آنجااز

ͬ شود.برآوردهآندرAmرویbتایپِاست،اشباع+|A|اندازه یبهMکه ′bعنصرِیعنͬم ∈M

ͬ شودپیدا کهم

b′ ≡Am b.

,ϕ(xهرگاهکردیم،اشارهشدنبخشتعریفازبعدکههمانطور b)رویAوشودبخشb′ ≡A b

ͬ توانسادگͬبهآنگاه ,ϕ(xکهدیدم b′)روینیزAشود.بخش ͬ ,ϕi(xهربنابراینم b
Aروی(′

ͬ شود.بخش ͬ شود.دنبالقبلبندِمانندبحثبعد،بهاینجاازم م

است:برقرارنیزفرکیدنبرایگفتیموکردیمثابتشدنبخشبرایراپایینلم

ͬ فرکد.Aرویpآنگاهباشد،ناورداAوجهانͬتایپیpاگر.١٠لم̧ نم

qکنیدفرضاست:همینتکرارِنیز٣٣لم̧اثبات. |= ϕ1(x, b)∨ . . . ϕn(x, b)رویکدامهرکه

Aشوند.بخش ͬ دادیمنشانقبلا́باشند.آندرهاϕiازیͺͬبایداستجهانͬتایپیqکهآنجاازم

ͬ شود،بخشناوردا،تایپیͷکه ͬ توانندهاϕiازهیچͺدامیعنͬنم شوند.بخشنم

برآورده مجموعه ایدرکهتایپهاییوهستندناورداکهتایپهاییکهکرده ایمثابتجااینتا

ͬ شوند، ͬ شوند،برآوردهیاناوردایندآنبرکهمجموعه ایرویم ͬ فرکند.م ازدستهدوایننم

ناورداآنرویشود،برآوردهمجموعه ایدرتایپیاگرکهکنیدتوجهنخستمهمند.بسیارتایپها

ͬ شوند،برآوردهدرمدلͬکهتایپهایینیز،کرد.خواهیمثابتبحثادامه یدرراایناست. م

ͬ شوند.برآوردهمتناهیاًمدل،یͷدرکهآنهاییندشریͷ ارثتایپهایشریͷ ارثد.تعریفایده ی م

ͬ فرکند.نیزتایپهااینکهدیدخواهیمادامهدر نم

است)شدهاشارهبدانزیرلمدر(کهناورداییلاسͺارتعریفآورده ایم.راقوی ترلمͬزیردر

اینباهست.بخشهمانخواندنبهنیازلم،ایناثباتفهمیدنبراینیزاست.آمده٧بخشدر

نکرده ایم.خودداریلمایناثباتنوشتنازپیوستگͬ،حفظبرایحال
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ͬ فرکدAرویآنگاهباشد،Aرویناوردالاسͺاروجهانͬتایپیpاگر.١١لم̧ فرکیدنکه(گفتیمنم

هممعنیند).جهانͬتایپهایبرایشدنبخشو

تعدادکهناورداوهم ارزیاسترابطه  ایناوردایی،لاسͺارکهکردخواهیمثابت٧بخشدر

این چنینهم ارزیِرابطه هایهمه یاشتراکناوردایی،لاسͺارواقع،دراست.کراندارآنکلاسهای

کلاسدرباشند،بازنشناختنͬدنباله ییͷعضوکهعنصریدوهرکهدادخواهیمنشاننیزاست.

ͬ شوند.واقعرابطه اییͷ چنیندریͺسانͬ ͬ دهیمنشانبعدی،بخشهایدرکهایندیͽرم کهم

ͬ توانراشدنبخششاهددنباله ی خواهیمتعریفرامفهومایننیزگرفت.نظردربازنشناختنͬم

ͬ یابد.ادامهزیرصورتبهاثباتنکته،سهایندانستنباکرد. م

pکنیدفرضاثبات. ⊢ ϕ1 ∨ . . . ∨ ϕnازکدامهروϕiرویهاAͬشوند.بخشͺازیϕiباید

ͬ کنیمفرضاست.کاملوجهانͬتایپیpزیراباشد،pدر ϕ1م ∈ p.کنیدفرض(bi)دنباله ای

Aͬشدنِبخششاهدوبازنشناختنϕ1.کهاینازصورتایندرباشدϕ1(x, b0) ∈ pتوضیحͬبهبنا

ͬ گیریمنتیجهآمد،پیشبنددرکه ,ϕ1(xداریمiهربرایکهم bi) ∈ p.ͬیعن{ϕ1(x, bi)}سازگار

است.شدنبخشبامتناقضاینالبتهواست؛

Aکنیدفرض.١٢حقیقت ⊆ B.اززیرزیرمجموعه یآنگاهS(B)است:باز

{p ∈ S(B)| pرویAفرکد ͬ م }

pاگریعنͬ ∈ S(B)رویA،مانندفرمولͬآنگاهبفرکدϕ ∈ pرویداریمA.فرکد ͬ هرپسم

qتایپِ ∈ S(B)رویباشد،فرمولاینشاملکهA.فرکد ͬ (کهpتایپِاز[ϕ]بازِهمسایͽͬپسم

مجموعه یاززیرمجموعه ایدربردارند)راϕکهاستکاملتایپهایهمه یمجموعه یتعریف،طبق

است:بستهS(B)اززیرزیرمجموعه یدیͽربیانبهاست.بالادریادشده

{p ∈ S(B)| pرویA.فرکد ͬ نم }

بهآیندهبخشهایدرپرداخته ایم.شدنبخشوفرکیدنازدیͽریویژگیهایبه۶بخش̞در

بود.خواهندکارگشابسیارادامهدرکهپرداختخواهیممعلوماتͬجمع آوری
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شلاخلمواستانداردلمبازنشناختنͬ،دنباله های٢

ازدنباله،درقرارگیریشانترتیببهبستهرااعضاشانکههستنددنباله هاییبازنشناختنͬ،دنباله های

ͬ گوییمدیͽر،بیانبهبازنشاخت.نتوانهم برایهرگاهاستبازنشناختنͬدنباله ایi∈ω(ai)دنباله یم

,i1هر . . . , in ∈ ωِتایپtp(ai1 , . . . , ain)تایپبهتنهاi1, . . . , inزبانِدرL = {<,=}

رانکتهدوآنازپیشولͬکرده ایم،بیاندقیق ترراتعریفزیردرباشد.داشتهبستگDLOͬدر

ͬ شویم.یادآور ͬ گوییموقتͬکهایننخستم دنبالهکهنیستاینمنظورمانبازنشناختنͬ»«دنباله یم

ͬ توانرا ͬ ترِعبارتکوتاه شده یبازنشناختنͬ»«دنباله یبازشناخت.نم اعضایاز«دنباله ایطولان

یادآوریاست.صادقنیزدنباله هااینانگلیس̞ͬعنوانبراینکتهایناست.ازهم بازشناخته نشدنͬ»

راخوانندهداده اند.گسترشنیزآرایه هابهدنباله هاازرابودنبازنشناختنͬمفهومکهاستایندوم

نظریه ی«یادداشتهایعنوانتحتخودازدیͽرییادداشتبهبازنشناختنͬآرایه هایباشدنآشنابرای

ͬ دهم.ارجاعزیرپیونددرمدلͬ» م

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/khani/NTP2freiburg.pdf

کهباشددنباله ایi∈I(ai)کنیدفرضباشد.خطͬترتیبیͷ(>,I)کهکنیدفرض.١٣تعریفِ

یAͷکهکنیدفرضهمچنیناست.Iآناندیسمجموعه یپیداست،نمادگذاریازکههمان گونه

ͬ گوییمباشد.پارامترمجموعه ی همه یهرگاهاستبازنشناختنͬدنباله ایAرویi∈I(ai)دنباله یم

باشند:برقرارزیرشرایط

ai ≡A a0 ،i هربرای

ai0ai1 ≡A a0a1 ،i0 < i1 هربرای
...

ai0ai1 . . . ain ≡A a0a1 . . . an ،i0 < i1 < . . . < in هربرای
...

ͬ آیدذهنبهکهپرسشͬنخستین پاسخ،دارند.وجودهمیشهدنباله هاییچنینآیاکهاستاینم

ͬ توانهیولا،مدلدارایتئوریِهربرایاست.بله کرد.پیداهیولامدلدربازنشناختنͬدنباله ایم
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ͬ گوید.بیشترچیزیزیردراستاندارد،لم ͬ توانهموارهلم،اینبربنام پیدابازنشناختنͬدنباله ایم

استاندارد،لمبیانازپیشبرآورند.رادلخواهدنباله ییͷموستوفسͺͬاهغنتایپاعضایشکهکرد

ͬ کنیم.معرفͬراموستوفسͺͬ»«اهغنتایپِمفهوم م

ازباشدمجموعه ایAوباشددنبالهیi∈Iͷ(ai)کنیدفرض.موستوفسͺͬ)اهغن(تایپ١۴تعریفِ

EMباراآنکهAرویi∈I(ai)موتسوفسͺ̞ͬاهغنتایپپارامترها.
(
(ai)i∈I/A

)
ͬ دهیم،نشان م

است:زیرشرحبهآندرفرمولهرشمولملاککهi∈ω(xi)متغیرهایباجزئͬاستتایپی

,ϕ(x0اگر• . . . , xn)ͷدرپارامترباباشدفرمولیAباشیمداشتهو

∀i0 < i2 . . . < in ∈ I |= ϕ(ai0 , . . . , ain)

,ϕ(x0آنگاه . . . , xn) ∈ EM
(
(ai)i∈I/A

)
.

ͬ تواننیست.کاملتایپیلزوماًدنباله،یͷموستوفسͺͬاهغنتایپِ تنهاتایپاینکهدادنشانم

ͬ گویدزیردراستانداردلمباشد.بازنشناختنͬدنباله،کهاستکاملصورتͬدر ͬ توانهموارهکهم م

برآورد.راشدهدادهدنباله ییͷموتسوفسͺͬاهغنتایپکهکردپیدابازنشناختنͬدنباله ای

پارامترها.ازباشدمجموعه ایAوباشددنبالهیi∈Iͷ(ai)کنیدفرض.استاندارد)(ل˼م١۵̧حقیقت

ͬ شودپیداjω(bj)ماننددنباله ایآنگاه کهم

است.بازنشناختنAͬرویj∈ω(bj)دنباله ی١.

ͬ کند.برآوردهراEM((ai)i∈I/A)جزئ̞ͬتایپj∈ωِ(bj)چندتایی٢̞. م

ترتیبیͷ(>,I)اندیس̞مجموعه یآندرکهباشددنبالهیi∈Iͷ(ai)اگرلم،اینبهبناپس

ͬ شودپیداj∈ω(bj)ماننددنباله ایآنگاهباشد،پارامترمجموعه ییAͷواست،خطͬ کهم

•(bj)j∈ωرویAͬاست،بازنشاختن

,ϕ(xهرگاه• y)ͷوباشدتک  متغیرهفرمولیc ∈ Aͷبرایوباشدپارامترهاازچندتاییی

iهر ∈ Iباشیمداشته|=ϕ(ai, c)،داریمآنگاهϕ(b0, c).
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,ϕ(x0هرگاه• . . . , xn)ͬفرمولn + cوباشدمتغیره1 ∈ Aͬوپارامترها،ازمختصات

i0هربرای < . . . < in ∈ Iباشیمداشته|= ϕ(ai0 , . . . , ain−1 , c)،داریمآنگاه|=

ϕ(b0, . . . , bn, c).

چناننیزAوباشدفوقشرحبهدنباله ایi∈I(ai)اگرکهاستاینحقیقت،اینازدیͽریمعادلبیان

cوگفته ایمبالادرکهباشد ∈ A،ماننددنباله ایآنگاه(bj)j∈ωشودپیدا ͬ بازنشناختنAͬرویکهم

=|اگرکهاستویژگͬایندارایو ϕ(b0, . . . , bn, c)آنگاهi0 < . . . < in ∈ Iشوندپیدا ͬ کهم

ϕ(ai0 , . . . , ai0).

نیازمنداستانداردلمبه کار گیریدرکهاستاینشیوه،چندبهراحقیقتاینکردنمبیانعلت

یͺسانͬتایپهاaiهمه یآندرکهباشدچنان،i∈I(ai)اولیه مان،دنباله ایاگرلمایندردقتیم.

ͬ آوریمدستبه)(bj)(ماننددنباله ایآنگاهباشند،داشتهAروی jهربرایآندرکهم ∈ ωداریم

bj ≡A aiتایپیعنͬ؛aiشود.حفظها ͬ «هربرایباشد،متفاوتتایپهایدارایهاaiاگرولͬم

ϕ(x)داریمفرمول»، ∈ tp(bj)اگرتنهاواگر|= ϕ(ai)هربرایi.ͬآمده،دستبهدنباله یدریعن

تایپ هایبرایگفته،همیننیستند.اولیهدنباله یتایپهایبابرابربوضوحولͬیͺساننداعضاتایپهای

nهرپساست.صادقنیزمتغیره ͬ فرمول)یͷحول(یعنͬموضعͬبودنبازنشاختنͬنوعازویژگ

داشت.خواهدنیزدومدنباله یباشد،داشتهاولیهدنباله یکه

دنباله ایبهلمایناعمالبااست.بازنشاختنͬدنبا له هایآوردندستبهبرایدیͽریلمشلاخ،لم

ͬ رسیم لماینشرطکهبودبایدبهوشولͬاست.موجوداولدنباله یدرآنعنصرهرتایپکهم

پرکاربردتکنیͷدوزیردرشلاخ،لمبیانازپیشباشد.بزرگبسیاراولیه ماندنباله یکهاستاین

آورده  ایم.راآسانلمیͷنیزومعادلالبتهو

ͷکنیدفرض.١۶تکنیI = (ai)i∈ωرویبازنشناختنͬدنباله ایAوباشدbشدهدادهعنصری

استانداردلمکمͷباولͬاست.بازنشناختنAbͬرویدنباله،اینبͽویدکهنداریمدلیلͬهیچباشد.

ͬ توان Iدنباله ییͷم ′ |= EM(I/Ab)رویکهکردپیداAbͬجمله هایاست.بازنشناختن

Iدنباله ی EM(I/A)ازآنجاکهولͬمتفاوتندIدنباله یجمله هایبا′ ⊆ EM(I/Ab)کهاینازو

IرویAͬشودنتیجهاست،بازنشناختن ͬ i∈ω(b′i)کهم ≡A (bi)i∈ω.کنیدفرضσͬاتومرفیسم

ͬ کند.تضمینراهم ارزیاینکهباشدهیولامدلاز σ(Iآنگاهم ′) = Iرویبازنشناختنͬدنباله ای
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σ(Ab) = Aσ(b).هربرایبنابرایناستbدنباله یاست،شدهدادهمابهکهIرویA̧اجتماع

ͷازکپییbرویAͬاست.بازنشناختن

گرفته ایم.کاربهرابالاتکنیͷایده یهماناساساًنیززیرتکنیͷدر

ͷکنیدفرض.١٧تکنیϕ(x, b)رویAوشودبخشA ⊆ C.مانندعنصریآنگاهb′ ≡A b

ͬ شودیافت ,ϕ(xکهم b′)رویCشود.بخش

,ϕ(xکهاینازاثبات. b)رویAشودبخش ͬ ͬ شودنتیجهم IبازنشناختنA̞ͬرویدنباله ییͷکهم

,ϕ(xواستbشاملکهداریم I)کنیدفرضاست.ناسازگارI ′ |= EM(I/C).آنگاهI ′ ≡A I

Iو Iضامن̞اتومرفیسمσکنیدفرضاست.بازنشناختنCͬروی′ ≡A I
اتومرفیسمͬیعنͬباشد؛′

IبهراIکه ͬ برد.′ ͬ کنیم:اعمالوضعیتکلبهراآنم ,ϕ(xکهاینازم b)رویAشودبخش ͬ م

ͬ شودنتیجهاست،آنضامنIو ,ϕ(xکهم σ(b))رویCشودبخش ͬ Iوم است.آنضامن′

σ(b)کهاستمشخصهمچنین ≡A b.گیریم ͬ ′bم = σ(b).

ͬ گیریم.کاربهراایدههمیندیͽربارزیرلمدر م

IکهداریمAشاملM̞مدلِیͷآنگاهباشد.Aرویبازنشناختنͬدنباله ایIکنیدفرض.١٨لم̧

است.بازنشناختنͬنیزآنروی

کهباشددنباله ایi∈ω(a′i)وباشدAشامل̞دلخواهمدلیMͷکنیدفرضاثبات.

(a′i)i∈ω |= EM((ai)i∈ω/M).

داریمبنابراین

(a′i)i∈ω ≡A (ai)i∈ω

i∈ω(a′i)رابطه یدرکهکنیدتوجهاست.بازنشناختنMͬرویi∈ω(a′i)نیزو ≡A (ai)i∈ωدو

ͬ دهدنتیجهرابطه اینوگرفته ایم،نظردرنامتناهͬچندتاییهایراطرف مدلازاتومرفیسمیͷکهم

ͬ برد.i∈ω(ai)بهراi∈ω(a′i)واستناورداAرویهستσمانندهیولا رویi∈ω(a′i)کهآنجاازم

Mͬاست،بازنشناختنσ((a′i)i∈ω) = (ai)i∈ωرویσ(M)ͬنیزاست.بازنشناختنσ(M)ͬمدل

.Aشاملاست
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پیداJماننددنباله ایAپارامترِمجموعه یهروIدنباله یهربرایکهدیدیماستانداردلمدر

ͬ شود JواستبازنشناختنAͬرویکهم |= EM(I/A).آورده ایم،زیردرراآنکهشلاخ،لمدر

ͬ بینیم ͬ توانیمباشیم،داشتهباندازه  بزرگدنباله ایاگرکهم آنتایپهایمیانازبازنشناختنͬدنباله ایم

بͺشیم.بیرون

بیانويژگͬباλکاردینالِیͷآنگاهباشد.پارامترمجموعه ییAͷکنیدفرض.شلاخ)(لم١٩لم̧

ͬ شود:پیداادامهدرشده |I|هرگاهم = λو(ai)i∈Iماننددنباله ایآنگاهباشد،دلخواهدنباله ای

(bj)j∈ωکهشودیافت

.١(bj)j∈ωرویAͬاست،بازنشناختن

nهربرای٢. ∈ ωِعناصرi0 < . . . < in ∈ Iشوندیافتچنان ͬ کهم

b0, . . . , bn ≡A ai0 . . . ain.

هست؟شلاخلمواستانداردلمازآمدهبدستدنباله هایمیانفرقͬچه.٢٠پˀرسش̞

ͬ توانآیا.٢١پˀرسش̞ اززیردنباله ایواقعدرi∈ω(bi)آمده یبدستدنباله یکهگفتشلاخلمدرم

است؟i∈I(ai)اولیه یدنباله ی

اکید.مˀرل̞ͬدنباله هایتعریف،دوبامˀرلͬدنباله های٣

ͬͺاست.مستقلپیشینشاناعضایازعنصرشانهرکهدنباله هاینداثباتهامان،درمهمابزارهایازی

ͬ توانداستقلالاین تعبیرآننوع̧ازمˀرلͬدنباله ایرادنباله تعبیر،درهروباشدداشتهتعبیریهرم

ͬ خوانند. ͬ ترینتنهااینجادرم ͬ دنباله هاییعنͬداریم؛ لازمرادنباله هانوعاینمقدمات دررا.مˀرل

ͬ شناسانند.معادل)نوعͬ(بهتعریفدوبارامˀرلͬدنباله هاینوشتارگان، دویهربخش،ایندرم

برایکهدادخواهیمنشاننیزکرده ایم.ثابترادیͽریازیͺͬشدننتیجهوآوردهراتعریفهااین

دنباله هایآنازپسآزمود.مˀرلͬدنباله ییͷباتنهارااستکافͬرانکردنبخشساده،تئوریهای

ͬ کنیممعرفͬباختصاررااکیدمˀرلͬ ͬ کنیماشارهبدینوم نیپ،تئوریهایدرشدنبخشدرآنهاکهم

ͬ کنند.بازیراسادهتئوریهایدرشدنبخشدرمˀرلͬدنباله هاینقش م
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ͬ گوییمپارامتر.مجموعه ییAͷوباشدجهانͬتایپیpکهکنیدفرض.٢٢تعریفِ دنباله یم

(ai)i∈ωرلͬدنباله ایˀدرمpرویA،دهند:رویهمبازیرشماره هایهرگاهاست

ما)نمادگذاری(دریعنͬبرآورد؛راpتایپِهاaiازکدامهر١.

ai |= p.

باشد.بازنشناختنAͬرویi∈ω(ai)دنباله ی٢.

iهربرای٣. > داشته باشیم0

ai
f

|⌣
A

{a0, . . . , ai−1}.

ͬ شودپیدامˀرلͬدنباله ییͷهمیشهجهانͬ،تایپِیͷدرآیاکهبپرسیمخودازاستطبیعͬ یام

نوعͬنیزارثدربودنشریͷاست.مثبتارثشریͷجهانͬتایپهایبرایسوالاینپاسخخیر.

ͬ دهد.نتیجهرانافرکاناستقلالکهتایپهاستگسترشدراستقلال بخشدرشریͷ ارثدرباره یم

ͬ گوید.اینازترکلͬچیزیزیرلمنوشته ایم.تفصیلبه۴ جهانͬتایپیqهرگاهزیر،لمبهتوجهبام

ͬ شود.پیدامˀرلͬدنباله ییͷآندرآنگاهباشد،ناورداAو هرگاهکهکهکرده ایمثابت٣٢لم̧درم

دیدخواهیم(بعداًناورداست.Aرویتایپآنآنگاهشود،برآوردهمتناهیشبخشهرAدرتایپی

ͬ توانتایپیهردرساده،تئوریهایدرکه نیپتئوریهایدرنیز.۶٩قضیه یکرد،پیدامˀرلͬدنباله م

ͬ توانتایپیهردر کرد.)پیدامˀرلͬاکیداًدنباله ایم

بسازیدگونه ایبهراi∈ω(bi)دنباله یباشد.Aرویناورداجهان̞ͬتایپیqͷکنیدفرض.٢٣لم̧

برآورد:رازیرشرطهایکه

•b0 |= q|A

•b1 |= q|Ab0

•...

•bn |= q|Ab0...bn−1.
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•...

است.مˀرلqͬدرAروییادشده،دنباله یآنگاه

ایندیͽرواست،بازنشناختنAͬرویدنباله اینکهایننخستکرد.ثابتبایدراچیزدواثبات.

biداریمiهربرایکه |⌣
f

A
b0 . . . bi−1.

biفرضبهبناiهربرایزیراهمتایپند.Aرویهاbiهمه یکهکنیدتوجهنخست |= q|A.

tp(bi/A)یعنͬ = q|A.دهیمنشاناستقراباحال ͬ i0هربرایکهم < . . . < inداریم

tp(bi0 . . . bin/A) = tp(b0 . . . bn/A).هربرایکهاستایناستقراءفرضi0 < . . . < in−1

bi0داریم . . . bin−1 ≡A b0, . . . , bn−1.کنیدفرضσͬتضمینرارابطه اینکهباشداتومرفیمس

bi0بهراآنکند. . . . binکنیم:اعمال ͬ م

bi0 . . . bin ≡A b0 . . . bn−1σ(bin).

کهاستایندهیمنشاناستماندهکهچیزیتنها

b0 . . . bn−1σ(bin) ≡A b0 . . . bn−1bn.

کهدادنشانبایدمنظوراینبرای

tp(σ(bin)/b0 . . . bn−1A) = tp(bn/b0, . . . , bn−1A).

,tp(bin)/b0داریم . . . , bn−1A) = tp(bn/b0, . . . , bn−1A).،فرضبهاگرزیراin > nگاهآن

binتایپq|Ab0...bin−1آورد.را ͬ b0بهتایپاینمحدودشده یپسبرم . . . bn−1آورد.نیزرا ͬ برم

ͬ آورد.نیزbnفرضبهبناراتحدیداین برم

q|b0...bn−1بنابرایناست.ناورداσتحتqطرفͬاز = σ(q)|b0,...bn−1.کهراآنچهاین،و

ͬ خواهیم ͬ دهد.نتیجهم م

ͬ خواهیمکهچیزیدومین یعنͬاست.مستقلشده،یاددنباله یکهاستایندهیمنشانم

tp(bi/Ab0 . . . bi−1)رویA.فرکد ͬ tp(bi/Ab0داریمنم . . . bi−1) = q|Ab0...bi−1
بهبناو

ناورداAجهانͬ،تایپیͷاگرکهکردخواهیمثابت٣٣لم̧دراست.ناورداAرویqفرضمان،

ͬ فرکد.Aرویباشد، نم
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ͬ کنیم.تکرارتایپها»«ضرببامشابهͬبه گونه یرابالاروند م

pفرضاًباشند،جهانͬتایپدوq(y)وp(x)کنیدفرض.٢۴تعریفِ = tp(a/M)وq =

tp(b/M)آندرکهaوbرویتایپهاایندویهرکنیدفرضهمچنینآمده اند.ابرهیولامدلازͷی

⊗p(x)تایپِباشند.ناورداAمجموعه ی q(y)متغیرِدوباجهانͬتایپیxوyصورتبهکهاست

ͬ شود:تعریفزیر م

(c, d) |= p(x)⊗ q(y) ⇔ (d |= q(y)) و (c |= p ↾Md).

کاراینازاستبهترعموماًکرده ایم.استفادهتایپهانمایشدرهیولامدلازبالاتعریفدر

چندانابرهیولامدلازگفتنسخنوباشدهمه چیزشاملاستقرارهیولامدلزیراکرد،اجتناب

ͬ رسد.نظربهزیبا ͬ توانرابالاتعریفاین،بهنظرنم همچناننوشت.نیززیرساده ترِصورتبهم

p(x)تاپپِباشند.Aرویناورداوجهانͬتایپدوq(y)وp(x)کهکنیدفرض ⊗ q(y)تایپی

ͬ شود:تعریفزیرصورتبهDمجموعه یهربهآنتحدیدکهاستجهانͬ م

(c, d) |= p(x)⊗ q(y) ↾D⇔ (d |= q(y) ↾D) و (c |= p ↾Dd).

ͬ شوم:یادآوراثباتبدونتایپدوضربدرباره یرانکته چند لزوماًتایپدوضربکهایننخستم

مثلااست.تحقیقموضوعخوداستجابه جاییضرباینزمانͬچهاینکهبررسͬنیست.جابه جایی

ضرباینشود)برآوردهآنازفرمولمتناهͬتعدادهرMمدلیͷدر(یعنͬباشدارثشریqͷاگر

است.جابجایی

است.ناورداAروینیزخودناوردا،Aرویتایپدوحاصل ضربهمچنین

,c)وقتͬکهاستاینمهم ترهمه ازنکته یاما d)تایپازبرآورنده ایp(x)⊗ q(y)،آنگاهباشد

dازنوعͬبهcادامه یازپیشکرده ایم.ثابت٢٣لمدرکهاستهماناساسانکتهایناست.مستقل

ͬ گیریم.نظردررامرلͬدنباله هایدومتعریفکار م

ͬ خوانیمpناوردایAرویجهان̞ͬتایپِدرAرویمˀرلͬدنباله ایراi∈ω(ai)دنباله ی.٢۵تعریفِ م

هرگاه

(ai)i∈ω |= p(ω)(xi)i∈ω|A.
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pnازگرفتنحدازهستند،i∈ω(xi)آنمتغیرهایکهp(ω)تایپ = p⊗ p . . .︸ ︷︷ ︸
nبار

ͬ آید.دستبه م

ͬ دهد.دستبهرا٢۴تعریف٢٣لمبهبنا٢۵تعریف نیپتئوریهایدرکهکنیدتوجهنیزم

ͬ توان تایپدوqوpاگردیͽربیانبهشناساند.مرلیشاندنباله هایکمͷباراجهانͬتایپهایم

p(ω)|AوباشندناورداAجهانͬ = q(ω)|Aآنگاهp = q.

ادامه یباتعریفاینآورده ایم.رااکید)نافرکدنباله های(یااکیدمˀرلͬدنباله هایتعریفزیردر

ͬ تواندخوانندهواستبی ارتباطسادهتئوریهایدرباره یبحثمان نیزکند.خودداریآنخواندنازم

تئوریهایدرمرلͬدنباله هایونیپتئوریهایدراکیدمرلͬدنباله هاینقشهایتشابهبه٢٩لمدر

کرده ایم.اشارهساده

pتایپ.٢۶تعریفِ = tp(a/B)رویراAخوانیماکیداًنافرکان ͬ جهانͬگسترشدارایهرگاهم

Mکهطوریبهباشدtp(a∗/M)مانند |⌣
f

A
a∗وa∗ |⌣

f

A
M.ر،بیانبهͽهرگاهدیA ⊆ B

ͬ گوییم pم ∈ S(B)رویAًهرگاهاستنافرکاناکیداpدارایͷجهان̞ͬگسترشیp′،باشد

Bهربرایبه طوری که ⊆ Cهروa′ |= p′|CباشیمداشتهC |⌣
f

A
a′.،گوییمنیز ͬ bوaم

ͬ نویسیمودارندAروینافرکاناکیداًاستقلال aم |⌣
st

A
bهرگاهtp(a/Ab)ͬنافرکاناکیداًتوسیع

ͬ خوانیماکیداًمˀرلͬراi∈ω(ai)دنباله یباشد.tp(a/A)از ⌣|بهنسبتهرگاهم
stͬرلˀباشد.م

دنباله ییͷآنگاهارث،شریͷوجهانͬتایپیpوباشدسادهتئورییTͷاگر•.٢٧حقیقت

ͬ شود.پیداpدرمˀرلͬ م

bکنیدفرض• ∈ MوM |= TوTͷآنگاهباشد.نیپتئوریِیͷنافرکدنباله یی

bاکیدِ = b0b1, . . ͬ شود.پیداMروی. تایپدراکیدمرلͬدنباله ییͷدنباله،اینبهم

tp(b/M).گویند ͬ م

ͬ پی دوتئوریهایدرباره یبالاحقیقتآیا.٢٨پˀرسش̞ است؟برقرارنیزان ت

سادهدرتئوریهایمˀرلͬدنباله هاینقشبهشبیهنقشͬنیپ،تئوریهایدراکیدمˀرلͬدنباله های

ͬ کنند.بازی تئوریهایدرمرلͬدنباله هایدرباره یکهرالمایناولقسمتکنید.توجهزیرلمبهم

کرده ایم.ثابتجˀستاراینادامه یدراست،ساده
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,ϕ(xفرمولباشد.سادهTکنیدفرض١..٢٩لم̧ b)مجموعه یرویAشود،بخش ͬ واگرم

,ϕ(xمجموعه ی،Iمانندbشاملمˀرل̞ͬدنباله یهربرایاگرتنها I)بنابراینباشدناسازگار)

است.)کافͬشاهدمˀرلͬدنباله ییͷتنهایافتننشدن،بخشبرای

,ϕ(xفرمولآنگاهباشد.نیپTکنیدفرض٢. b)مجموعه یرویAشودبخش ͬ وتنهااگرم

,ϕ(xمجموعه یباشد،داشتهبردرراbکهIاکیدمˀرلͬدنباله یهربرایاگر I)ناسازگار

است).کافͬاکیدمرلͬشاهدیͷیافتننیپتئوریهایدرنشدنبخشبرای(پسباشد

ͬ برآورده شدنͬ،تایپهایناوردا،تایپهای۴ ارثشریͷمتناه

کهاستآنوقتباشیم.کردهتعریفراآنبی آن کهگفته ایمبسیارشریͷ ارثدرباره یاینازپیش

pجهانͬتایپکنیم.ارائه زیردرشریͷ ارثازمختصریتعریف ∈ S(M)ارثرا ͷرویشری

ͬ خوانیمMمدل شود:برآوردهMمدلِازعنصریتوسطآندرفرمولهرهرگاهم

∀ϕ(x, a) ∈ p ∃m ∈M |= ϕ(m, a).

آورده ایم.زیردرشریͷ ارثدرباره یرامهممشاهده یچند

pتایپهریعنͬاست.شریͷ ارثدارایMمدلِیͷرویتایپیهر١..٣٠قضیه ی ∈ S(M)

ͬ توانرا pجهان̞ͬتایپیͷبهم ∈ S(M)کهگستراندͷرویارثشریM.باشد

ناورداست.Mرویباشد،شریͷ ارثMرویpاگر٢.

ͬ فرکد؛آنرویباشد،ارثشریMͷرویpاگر٣. یعنͬنم

a
شریͷ ارث

|⌣
M

b⇒ a
f

|⌣
M

b

aبالادرکه |⌣
شریͷ ارث bͬیعنtp(a/bM)ͬارث ͷتایپازشریtp(a/M)هریعنͬاست؛

ͬ کند.برآوردهMدرعنصریراآندرفرمول م
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مفهوممیانارتباطبرقراریروشازاستفادهاول،مورداثباتاستانداردراهاول.مورداثباتاثبات.

pکنیدفرضاست.فیلترمفهوموتایپ ∈ S(M)مجموعه یباشد.شدهدادهتایپیFتعریف

است:Mزیرمجموعه هایازفیلتریͷپایه یزیر،درشده

F := {ϕ(M,a)|ϕ(x, a) ∈ p}.

داراست:رازیرویژگیهایکهاستMزیرمجموعه هایازگردایه ایفیلتر،پایه یازمنظور

است؛ناتهͬگردایهاین•

است.گردایهایندربازگردایه،ایندرمجموعه دوهراشتراک•

نیست.گردایهایندرتهͬمجموعه ی•

ͬ توانبنابراین فرافیلتریͷبهراآننیزوگرفتنظردررافیلترپایه یاینوسیله یبهشدهتولیدفیلترم

بهراpجهانͬتایپحالاست.شدهحاصلراهاینازکهباشدفرافیلتریFکنیدفرضگستراند.

ͬ کنیم:تعریفزیرصورت م

ϕ(x, a) ∈ p⇔ ϕ(M,a) ∈ F

aهربرای ∈ M.

مجموعه یاولا˟است.جهانͬتاپییواقعابالادرشدهتعریفتایپکهبیابیمتوجیهͬبایدنخست

,ϕ(xاگرزیرااست؛سازگاربالادرشدهتعریف a1), . . . ϕ(x, an)آنگاهباشندآندرϕ(M,ai) ∈

F.نتیجهدر
∩
ϕ(M,ai) ∈ F.نتیجهدر

∩
ϕ(M,ai) ̸= ,ϕ(xفرمولِهربرایثانیاً.∅ a)اگر

ϕ(x, a) ̸∈ pآنگاهϕ(M,a) ̸∈ Uنتیجه یدرϕ(M,a)c ∈ Uͬیعن¬ϕ(x, a) ∈ p.

,ϕ(xاگریعنͬاست؛شریͷ ارثpکهدهیمنشانبایدحال a) ∈ pآنگاه

∃m ∈M |= ϕ(m, a).

,ϕ(xاگراست.روشننیزاین a) ∈ pآنگاهϕ(M,a) ∈ Uبنابراینوϕ(M,a) ̸= همان گونه.∅

است.استانداردروشͬشریͷ ارث،یافتنبرایروشاینگفتم،نیزبالادرکه
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ͬ دهیمنشان٣٢لمدردوم:مورداثبات شود،برآوردهمتناهیاًمجموعه یͷرویتایپیاگرکهم

آنرویباشد،ناوردامجموعه ایرویتایپیکهداده ایمنشان٣٣لمدرنیزناورداست.آنروی

ͬ فرکد. نم

تعدادحقیقت،دراست.شریͷ ارثدارایتایپیهرکهگفتیمبالاقضیه یدراولمورددر

ͬ شودگاهͬاست.تحقیقموضوعخود˂تایپ،یͷبرایمتفاوتشریͷ ارثهای اساسبرراتئوریهام

اثباتبدونراسخناینمصداقدوزیرگزاره یدرکرد.طبقه بندیمدلهاشانشریͷ ارثهایتعداد

آورده ایم.

.٣١گزاره ی

pتایپِهراگرتنهاواگراستثابتTتئوریِ ∈ S(M)ارثͬدارایآندر ͷتاشریͺباشد.ی

pتایپِهراگرتنهاواگراستنیپTتئوریِ ∈ S(M)2حداکثردارایآندر|M |+|T شریͷ ارث|

باشد.

ͬ شود،برآوردهمتناهیشبخشهرAدرکهباشدجهانͬتایپیpاگر.٣٢لم̧ ناورداAرویpآنگاهم

است.

,ϕ(xکنیدفرضاثبات. b) ∈ pوb′ ≡A b.خواهیم ͬ ,ϕ(xباشیمداشتهم b′) ∈ p.چنیناگر

,ϕ(x¬آنگاهنباشد، b′) ∈ p.درعنصریبنابراینAمانندداریمaکه|= ¬ϕ(a, b′) ∧ ϕ(a, b).

′bکهآنجااز ≡A bگیریمنتیجه ͬ =|کهم ¬ϕ(a, b)است.تناقضاینو

ͬ فرکد.آنرویباشدAرویناورداجهانͬتایپیqͷاگر•.٣٣لم̧ نم

ͬ شودبرآوردهAرویمتناهیشبخشهرکهباشدتایپیqاگر• ͬ فرکد.Aرویqآنگاهم نم

pازنافرکانتوسیعqͬباشد،آنگاهMمدلیͷرویpتایپازارثͬشریqͷاگربنابراین•

است.

ͬ کنیم.ثابتفقطرااولͬجاایندرنوشته ایم.قبلارادومͬاثباتاثبات. کنیدفرضم

q |= ϕ1(x, b) ∨ . . . ∨ ϕn(x, b)رویکدامهرکهAشوند.بخش ͬ جهانͬتایپیqکهآنجاازم
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ͬ شود،بخشناوردا،تایپیͷکهدادیمنشانقبلا́باشند.آندرهاϕiازیͺͬبایداست یعنͬنم

ͬ توانندهاϕiازهیچͺدام شوند.بخشنم

هریعنͬباشد.q|Mبرایارثͬشریqͷکنیدفرض.ارث)شریͷازمهمͬ(ويژگ٣۴ͬمشاهده

,ϕ(xوباشدهیولامدلدرعنصریbاگرشود.برآوردهMدرqازمتناهͬبخش b)ͬدرفرمولq،

aهربرایاگرآن گاه ∈ Mباشیمداشته|= ϕ(a, b)داریمآن گاهϕ(x, b) ∈ q.اینغیردرکهزیرا

,ϕ(x¬صورت، b) ∈ qکهجاآن ازوqدرMشود،برآوردهمتناهیشبخشهر ͬ Mدرعنصریم

,ϕ(x¬کهداشتخواهیم b) ∈ qاست.فرضمانخلافاینوبرآورد،را

شدنبخشوفرکیدنبرابری۵

هستند.دستاینازثابتوسادهتئوریهایمعادلند.همباشدنبخشوفرکیدنتئوریهابرخͬدر

تئوریهایهم ارزند.همبامدل هارویبرتنهاشدنبخشوفرکیدنمفهومتئوریها،ازدیͽربرخͬدر

ͬ پی دو چنیند.ان آی پیتئوریهایوان ت

نشانسادهتئوریهایبرایشدنبخشوفرکیدنبرابریتنهاآینده)بخشهایدر(ونوشتهایندر

است.شدهداده

بخشMرویπ(x)جزئ̞ͬتایپ ِآن گاهآن،ازمدلMͬوباشدنیپتئورییTͷاگر.٣۵حقیقت

ͬ شود بفرکد.آنرویاگرتنهاواگرم

بخشAرویπ(x)جزئ̞ͬتایپآنگاهپارامتر،مجموعه ییAͷوباشدسادهTاگر.٣۶حقیقت

ͬ شود بفرکد.آنبراگرتنهاواگرم

ͬ گفتکهآورده ایمیادبهرا٩لم̧زیردر اشباع،مدلیͷرویتعریف شدهتایپهایبرایکهم

معادلند.فرکیدنوشدنبخش

AوباشدمدلیMͷکنیدفرض.٣٧لم̧ ⊆ MکنیدفرضنیزوMͬمدل|A|+باشد.اشباع

aآنگاه |⌣
d

A
Mاگرتنهاواگرa |⌣

f

A
M.ͬتایپِهریعنp ∈ S(M)رویAشودبخش ͬ اگرم
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ͬ شودنتیجهاین(ازبفرکد.آنرویاگروتنها وشدنبخشآنگاهباشد،جهانͬتایپیpاگرکهم

داریمAوaهربرایدیͽر،بیانبههم معنیند.مجموعهیͷرویآنفرکیدن

a
d

|⌣
A

M ⇔ a
f

|⌣
A

M.)

فرکیدنوشدنبخشویژگ̞ͬچندوشدنبخشبرایملاکچند۶

ͬ آزمایند.آنمستقیمتعریفباراشدنبخشعموماً دنباله هایوبازنشناختنͬدنباله هایباکهحالنم

ͬ توانیمشده ایمآشنامˀرلͬ دهیم.ارائهفرکیدنوشدنبخشبرایساده تریملاکهایم

,ϕ(xفرمول.٣٨لم̧ b)پارامترِمجموعه یرویAشودبخشاگروتنهااگر ͬ i∈ω(bi)دنباله ییͷکهم

کهشودپیدا

•(bi)i∈ωرویAͬباشد.بازنشناختن

•b0 = b.

,ϕ(x}فرمولِمجموعه • bi)}i∈ωباشد.ناسازگار

شاهدراشدنبخشکهدنباله ایگفته ایمکهایننخستکنید:توجهبالالمدرنکته چندبه

ͬ توانددنبالهاینکهایندومباشد.بازنشناختنͬاست تعریفخلافبراینکهسومشود.شروعbبام

کهاست(بدیهͬباشدناسازگارkدنباله مانکهباشدموجودنیزkمانندعددیکهنگفته ایماصلͬ،

است).موجودعددیچنین

,ϕ(xفرمولِبنویسیم.همرابالاتعریفنقیضعکسنیستبد b)رویAبخشاگروتنهااگر

ͬ شود bمانندbباآغازشوندهبازنشناختنAͬرویدنباله یهربرایکهنم = b0, b1, . . جزئ̞ͬتایپ.

{ϕ(x, bi)}i∈ωباشد.سازگار

,ϕ(xکنیدفرض.٣٨لم̧اثباتِ b)رویAدنباله ایشدن،بخشتعریفِبهبناآنگاهشود.بخش

ͬ شودپیداi∈ω(bi)مانند biداریمiهربرایکهم ≡A bمانندعددینیزوkشودپیدا ͬ کهم
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{ϕ(x, bi)}i∈ωͷجزئ̞ͬتایپِیkزینبرایدیدیم،قبلبخشدرکهطورهمانباشد.ناسازگارͽجای

ͬ توانهمیشهبازنشناختنͬ،دنباله ییͷباi∈ω(bi)دنباله یکردنِ بناکرد.استفادهاستانداردلمازم

ͬ شودپیداi∈ω(b′i)مانندAِرویبازنشناختنͬدنباله ایلم،اینبه کهم

(b′i)i∈ω |= EM((bi)i∈ω/A).

ͬ دانیم biداریمiهربرایکهاستویژگͬایندارای،i∈ω(bi)اولیه مان،دنباله یکهم ≡A b.بناپس

ͬ شود.منتقلآنموستوفسͺͬاهغنتایپِبهویژگͬاینموستوفسͺͬ،اهغنتایپتعریفبه یعنͬم

داریمi∈ω(b′i)دنباله یدر

b′i ≡A b ∀i ∈ ω.

,ϕ(x}کهدادنشانبایدنیز b′i)}i∈ωتایپویژگیهایبههمگفته،ایناثباتبرایاست.ناسازگار

,ϕ(x}کهداریمkمانندعددیکهنکتهاینبههموداریمنیازموستوفسͺͬاهغن bi)}i∈ωͷتایپی

i1هربراییعنͬاست.ناسازگارkجزئ̞ͬ < . . . < ikداریم

∀x¬[ϕ(x, bi1), . . . ϕ(x, bik)].

ͬ شود.موستوفسͺͬاهغنتایپواردنیزاست)شدهنوشتهبالادرکهگونه ای(بهویژگͬاینپس م

i1هربراینیزi∈ω(b′i)دنباله یدریعنͬ < . . . < ikمجموعه ی{ϕ(x, b′i)}i≤kاست.ناسازگار

هماینشود.شروعbخودِبادنبالهکهاستایناست،ماندهاثباتشکهحͺمازقسمتͬتنها

ͬ شود.برآوردهراحت کهگفتیمم

b′i ≡A b ∀i ∈ ω.

بویژه،پس

b′0 ≡A b

ͬ شودپیداهیولامدلازاتومرفیسمͬیعنͬ ͬ کندحفظراAکهم ͬ رساند.bبهراb′0وم تصویرم

بوده ایم.آندنبالبهکهاستدنباله ایایزومرفیسم،اینتحتi∈ω(b′i)دنباله ی
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بالاست.لم̧ازتعمیمͬبعدیلم

ͬ شودبخشاگروتنهااگرAمجموعه ییͷرویπجزئ̞ͬتایپِیͷکهگفته ایمقبلا́ عطفͬکهم

,π(xکنیدفرضشود.بخشAرویآنفرمولهایاز b)جزئͬتایپی(یعنͬباشدجزئͬتایپی

جزئͬتایپاینباشد).نیزنامتناهͬاستممͺنbکهاستbهمهآنفرمولهایپارامترهایکه

ͬ شودبخشAروی عطفِهربرایو،bشاملI̞بازنشناختن̞ͬدنباله یهربرایاگروتنهااگرنم

ψ1(x, b) ∧ . . . ∧ ψn(x, b)باشد:سازگارزیرمجموعه یآن،فرمولهایاز

{ψi(x, d)}i≤n,d∈I

باشد:سازگارفرمولهااززیرمجموعه یاگروتنهااگرفشردگͬ،بهبناو

{ψ(x, d)}ψ∈π(x,b),d∈I .

Iاگر = (bi)i∈ω،نمادِبارابالامجموعه ی∪
i∈ω

π(x, bi)

ͬ دهند.نشان ͬ کنیم.خلاصهزیرلمدرراشدگفتهبالادرآنچهم م

,π(xجزئ̞ͬتایپِ.٣٩لم̧ b)مجموعه یرویAشودبخش ͬ دنباله یهربرایاگروتنهااگرنم

Iبازنشناختن̞ͬ = (bi)i∈ω̞شاملb،باشد:سازگارزیرمجموعه ی

π(x, I) :=
∪
i∈ω

π(x, bi) = {ψ(x, d)}d∈I,ψ(x,b)∈π(x,b).

aداریمرو،ازاین |⌣
d

A
bتعریفِبااگروتنهااگرπ(x, b) = tp(a/Ab)،دنباله یهربرای

I = (bi)i∈ω̞شاملbمجموعه ی∪
i∈ω

π(x, bi) = {ψ(x, d)}ψ(x,y)∈LA,|=ψ(a,b),d∈I

باشد.سازگار
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برای′AaرویIآنگاهباشد،Aرویبازنشناختنͬدنباله ییIͷاگرکهدیدیم١۶تکنیͷدر

ͷیa′ ≡A aبهکهیافته ایماینمشابهشرطͬزیر،لمدراست.بازنشناختنͬنیزa |⌣
d

A
bمنجر

ͬ شود. م

معادلند.همبازیرموارد.۴٠لم̧

.١a |⌣
d

A
bر،بیانبه؛ͽدیtp(a/Ab)رویAشود.بخش ͬ نم

,b0b1هرگاه٢. . . .ͷرویبازنشناختنͬنامتناه̞ͬدنباله ییAکهباشدbعنصریبردارد،درنیزرا

′aمانند ≡Ab aشودپیدا ͬ باشد.بازنشناختنͬ′Aaرویدنباله اینبه طوری کهم

′aدرbبهبایدشد،گفتهبالادرآنچهبهبنا ≡Ab aکرد.توجه

کرده ایم.رهاراآنواستآسان١به٢اثباتاثبات.

کنیدفرضقبل،لمبهبنانیز،باشد.bشامل̞وبازنشناختنͬدنباله ایIکنیدفرض٢.به١اثباتِ

a′′ |= {ψ(x, c)}c∈I,ψ(x,y)∈LA,|=ψ(a,b).

′′aکهاستروشن ≡Ab aزیرا)b ∈ I.(کنیدفرضI ′ |= EM(I/Aa′′).کهکنیدتوجه

است:شدهدرجبالااهغن موستوفسͺͬتایپدرزیراطلاعات

∀ψ(x, y) |= ψ(a, b) ⇒ ∀c ∈ I |= ψ(a′′, c). (∗)

کهاستروشننیز

I ′ ≡σ
A I

Iو σ(Iبنابرایناست.بازنشناختنͬ′′Aaروی′ ′) = IرویAσ(a′′)ͬاینتنهااست.بازنشناختن

σ(a′′)کهدهیمنشانکهاستمانده ≡Ab a.ِاعمالσکندایجاببالا،در(∗)به ͬ کهم

∀ψ(x, y) |= ψ(a, b) ⇒ ∀σ(c) ∈ σ(I) |= ψ(σ(a′′), σ(c)).

bکهآنجااز ∈ σ(I)شودنتیجهبالاعبارتاز ͬ کهم

∀ψ |= ψ(a, b) ⇒|= ψ(σ(a′′), b),

٢٧



ͬ خواهیم.کهاستهماناینو م

Iکنیدفرض.۴١پˀرسش̞ = a0a1 . . aوباشدAرویبازنشناختنͬدنباله ای. |⌣
f

A
I.دهیدنشان

Iماننددنباله ای ′ ≡A Iشودپیدا ͬ ͬ شودشروعa0باهمآنکهم است.بازنشناختنAaͬرویوم

,I1اگرکهدهیدنشانمشابها.۴٢پˀرسش̞ . . . , Inوباشنددوبه دوبازنشناختنͬدنباله هایی

a |⌣
f

A
I1 . . . In،دنباله هایآنگاهI ′1, . . . , I

′
nشوندیافت ͬ آغازینعنصرودوبه دوبازنشناختنیدکهم

Iهر ′iآغازین̞عنصرباIiͬͺواستیI ′1, . . . , I
′
nرویAa.دوبه دوبازنشناختنید

یعنͬاست؛چپازتعدیخاصیتدارایشدنبخش.۴٣لم̧

a
d

|⌣
A

b ∧ c |⌣
Ab

b⇒ ac |⌣
A

b.

aدیدیم،قبلقضیه یدرکههمانطوراثبات. |⌣A
bهرگاهکهاینبااستمعادل(bi)i∈ωدنباله ای

′aعنصرِیͷآنگاهدربردارد،راbکهباشدAرویبازنشناختنͬ ≡A aشودپیدا ͬ دنبالهاینکهم

aحالاست.بازنشناختنͬ′Aaروی |⌣
d

A
bوc |⌣Aa

bیرید.فرضراͽخواهیمب ͬ فرض،اینازم

ac |⌣
d

A
bکنیدفرضمنظور،اینبرایکنیم.ثابتراI = (bi)i∈ωرویبازنشناختنͬدنباله ایA

′a′cعنصرِبایدباشد.bشامل ≡A acرویدنبالهاینکهبیابیمچنانراAa′c′ͬباشد.بازنشناختن

aشرط˼از |⌣
d

A
bگیریمنتیجه ͬ ′aعنصرِکهم ≡A aشودپیدا ͬ ′AaرویIیاد شده یدنباله یکهم

′aکهباشداتومرفیمسσͬکنیدفرضاست.بازنشناختنͬ ≡A aبنابرایناست.کردهتضمینرا

I ′ = σ(I)رویبازنشناختنͬدنباله ایAa.بهبناحالاستc |⌣Aa
bͷعنصرِیc′ ≡Aa cداریم

Iدنباله یکه ′cضامن̞اتومرفیسماگرحالاست.بازنشناختنͬ′Aacروی′ ≡Aa cبهراI اعمال′

Iدنباله یبهکنیم، ͬ رسیم′′ Iدنباله یطرفͬازاست.بازنشناختنAacͬرویکهم دواعمالبا′′

یعنͬاست.آمدهدستبهIبهاتومرفیسم

I ′′ ≡A I.

Iبالا،عبارتدر Iکههستاتومرفیمسͬبنابراینگرفته ایم.نظردرنامتناهͬچندتاییدوراIو′′ ′′

ͬ دارد.نگهدست نخوردهراAوبردمIͬبهرا Iکهاینازباشد،σاتومرفیسمایناگرم Aacروی′′
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ͬ شودنتیجهاستبازنشناختنͬ Iکهم = σ(I ͬ توانپساست.بازنشناختنͬσ(Aac)روی(′′ م

′a′cگرفت = σ(ac).

کرده ایم.بیاناثباتبدونزیرلمدررانکتهایندارد.همفُرکیدنراچپازتعدی

است.چپازتعدیویژگͬداراینیزفرکیدن.فرکیدن)برایچپاز(تعدی۴۴لم̧

کهنیست)مهمآنپارامترهای(مجموعه یباشدفرمولهاازمجموعه یπ(x)ͷکنیدفرض.۴۵لم̧

ͬ شود.برآوردهمتناهیاAًدر ͬ فرکد.Aرویπآنگاهم نم

qتایپازشریͷ ارثͬوجهانͬتایپیpͷاگربالالمبربنا ∈ S(M)،آنگاهباشدpرویM

ͬ فرکد. باشد،مجموعه ایدربرآورده شدنͬمتناهیاًتایپیاگرکهکنیمتوجهنیزاینبهکهنیستبدنم

هست.نیزناوردامجموعه ،آنروی

,ϕ1(xفرمولصورتایندربفرکد.Aرویπ(x)کنیدفرضاثبات. b) ∨ . . . ϕn(x, b)آناز

ͬ شودنتیجه ,ϕi(xهرآندرکهم b)رویAشود.بخش ͬ نتیجهπازمتناهͬبخشͬازفرمولهااینم

ͬ شوند. ψ(x)فرمولِیعنͬم ∈ πکهداریمراψ(x) ⊢ ϕ1(x, b)∨. . .∨ϕn(x, b).فرمولِطرفͬاز

ψ(x)درAشود؛برآورده ͬ aمثلاً́م ∈ Aکند.برآوردهراآن ͬ ϕیͷبرایپسم ∈ {ϕ1, . . . , ϕn}

=|داریم ϕ(a, b).کنیمادعا ͬ ͬ تواندAرویϕاینکهم دنباله ایi∈ω(bi)اگرچراکهشود.بخشنم

biشرط˼ازباشد،بازنشناختنAͬروی ≡A bکهاینوa ∈ Aشودنتیجه ͬ iهربرایکهم < ω

=|داریم ϕi(a, bi).بنابراین{ϕ(x, bi)}i∈ωاست.سازگار

ͬ هایکهآورده ایملمسهادامه،در همچونرااینهااثباتبیانگرند.رافرکیدنازدیͽریویژگ

ͬ کنیم.واگذارخوانندهبهتمرینͬ م

بخشAرویπآنگاه،است.سازگارکهباشدAرویجزئͬتایپیπ(x)ͷکنیدفرض.۴۶لم̧

ͬ شود. aداریمAوaهربرایدیͽر،بیانبهنم |⌣
d

A
A.م،اینکهکنید(دقتͺفرکیدنبرایح

نامیدهگسترشپایه یاست،برقرارفرکیدندرحͺماینبرایشانکهمجموعه هایینیست.برقرار

ͬ شوند. است).برقرارهمیشهسادهتئوریهایدرویژگͬاینکهکنیدتوجههمچنینم
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AرویکهباشدBرویجزئͬتایپیπͷکنیدفرض.۴٧لم̧ ⊆ B.فرکد ͬ ͬ توانآنگاهنم راπم

نفرکد.AرویکهگستراندBرویpکامل̞تایپیͷبه

است.برقرارنیزبالالمعکس

Aکنیدفرض.۴٨لم̧ ⊆ BکنیدفرضوπرویجزئͬتایپیBوباشدA ⊆ B.اگرآنگاهπ

ͬ فرکد.Aرویπآنگاهنفرکد،Aرویکهباشدجهانͬتوسیعͬدارای هربرایاگردیͽر،بیانبهنم

C ⊇ BبتوانπرویکاملتایپیبهراCرویکهگستراندA،آنگاهنفرکدπرویA.فرکد ͬ نم

ضخیمفرمولهایمعادل،تعریفهایلاسͺار،قویتایپهای٧

شناساند.خواهیمتفضیلبهبخشایندررازیررابطه های

.١a ≡ls bیعنͬ؛aوbرویAاریهم ارزͺربیانبههستند.لاسͽارتایپدیͺلاسaوbروی

Aاست.برابر

.٢ncA(a, b)ͬیعنaوbدردوهرͷبازنشناختن̞ͬدنباله ییIرویAشده اند.واقع

.٣πA(a, b)ͬیعنͷمدلِیMشاملAوͷدراتومرفیسمیAut(M/A)کههستaبهرا

b.برد ͬ م

aکهکردخواهیمثابتادامهدرنیز، ≡ls
A bرابطه یمتعدیبستارncAرابطه یمتعدیبستارنیزو

πA.کهدادخواهیمنشاننیزاستa ≡ls
A bاگرتنهاواگرE(a, b)هم ارزیرابطه هایهمه یبرای

ناوردا.Aرویکراندارِتعریف شدن̞ͬ)لزوماً(نه

ͬ آغازیم:رابحث ͬ دانیمم aکهم ≡A bکهباشیمداشتههیولامدلازاتومرفیمسͬاگروتنهااگر

Aوکندحفظنقطه وارراaبهراb.ارناورداییزیردرببردͺرالاس ͬ یادآوریبهلازمکرده ایم.معرف

کرده ایم،ثابتادامهدرکهولͬ،همان گونهنیست؛ذکرشده،رابطه یتعمیم̧لاسͺارناوردایی،کهاست

aازآنگاهباشد،مدلیMͷاگر ≡M b،̞اریِهم تایپیͺلاسa, bشود.نتیجه ͬ ۵م

است.ناورداییتعمیمناوردایی،لاسͺارکهبودمنوشتهاشتباهبهپیشین،نسخه هایدر۵
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راAرویMلاسͺارِقویاتومرفیسمهایگروهباشد.پارامترمجموعه ییAͷکنیدفرض

ͬ دهندنشانAutf(M/A)با ͬ کنند:تعریفچنینراآنوم کهاستگروهͬAutf(M/A)م

ͬ کنندتولیدAut(M/M)گروههایهمه یراآن بنابرایناست.AشاملمدلMͬآندرکهم

gاگر ∈ Autf(M/A)آنگاهg(a) = bمدلهایاگروتنهااگرM1, . . . ,Mn شامل̞همهAو

fiاتومرفیسمهای ∈ Aut(M/Mi)کهشوندیافتچنانb = fn(fn−1(. . . (f1(a) . . به.(((.

g(a)بهتر،بیان = bمتناه̞ͬدنباله یاگروتنهااگرa = a0, . . . , an = bشودیافتچنان ͬ کهم

aiکهباشیمداشتهAشاملMi̞مدلِیiͷهربرای ≡Mi
ai+1.

ͬ گوییم.۴٩تعریفِ نگاشتͬاگرهستندAروییͺسانلاسͺارقویتایپِدارایbوaچندتاییهایم

ͬ برد.bبهراaکهباشیمداشتهAutf(M/A)در م

aباهستند،Aروییͺسانلاسͺارقویتایپدارایbوaکهرااین ≡ls
A bدهیم.نشان ͬ درم

ͬ کنیم.معرفͬمفهوماینمعادلِچندینادامه م

,πA(xرابطه ی y)کنید:تعریفچنینچندتاییهامیانراπA(a, b)اگروتنهااگرͷمدلیM

بالادرکهگونههمانببرد.bبهراaکهAut(M/M)دراتومرفیسمیͷوباشیمداشتهAشامل

aرابطه یگفتیم ≡ls
A bرابطه یمتعدیبستارπA(a, b).ترینیعنͬاستͺمتعدیرابطه یکوچ

باشیم.داشتهلمبصورترااینبͽذاریداست.رابطهاینشامل

ls≡رابطه ی.۵٠لم̧
Aرابطه یمتعدیبستارπA.یعنͬاستa ≡ls

A bاگرتنهاواگرͷدنباله یی

aمتناه̞ͬ = c0 . . . cn = bآندرکهباشیمداشتهπA(ci, ci+1).

,ncA(aرابطه ی.۵١تعریفِ b)کنیم:تعریفچنینرا ͬ هستندرابطهایندارایbوaعنصرِدوم

دنباله ییͷاگردیͽربیانبهشوند.واقعAرویبازنشناختنͬنامتناه̞ͬدنباله ییͷرویدوهراگر

IبازنشناختنAͬروینامتناهͬ = b0b1, . . b0آندرکهباشیمداشته. = aوb1 = b.

,ncA(aرابطه ی.۵٢لم̧ b)توانیعنͬاست.شدنͬتعریفتایپرابطه ای ͬ نامتناهͬعطفͬباراآنم

کهاستموجودi∈I{ϕi}چونفرمولهاازخانواده اییعنͬکرد؛تعریففرمولهااز

ncA(a, b) ⇔
∧

ϕi(a, b).
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کهکردخواهیمثابتادامهدر

ncA(a, b) ↔
∧

ضخیمفرمولͬ θ(x,y)

θ(a, b).

کنیم.تعریفراضخیمفرمولهایبایدنخست

,θ(xفرمولِ.۵٣تعریفِ y)درپارامترباͷیمجموعهیAدنباله یهیچهرگاهخوانیممͬضخیمرا

ͬ ای آنبرایکهنشودیافت(ci)مانندنامتناه

|= ¬θ(ci, cj) i < j هرگاه

نامتناهͬدنباله یهربرایبیان،دیͽربهنیزوندهد.دستبهنامتناهͬزنجیریθ¬هرگاهدیͽر،بیانبه

iعنصردوبتوانciمانند < jباشیمداشتهآنهابرایکهکردپیدا

|= θ(ci, cj).

داریماست؛شدنͬتعریفتایپncAرابطه ی.۵۴قضیه ی

ncA(a, b) ↔
∧

ضخیمفرمولͬ θ(x,y)

θ(a, b).

,ncA(aباشیمداشتهکنیدفرضنخستاثبات. b)یعنͬ؛a, bرویبازنشناختنͬدنباله ایآغازگرA

=|داریمAدرپارامترباθضخیم̧فرمولبرایدهیمنشانخواهیممͬباشند.i∈ω(ci)مانند θ(a, b).

=|باشیمداشتهکنیدفرض ¬θ(a, b).دنباله یکهآنجااز(ci)i∈ωرویAͬبرایاست،بازنشناختن

iهر < j < ωداریم|=¬θ(ci, cj)فرمولبودنضخیمناقض̞این؛θ.است

=|باشیمداشتهθضخیم̧فرمولِهربرایکنیدفرضحال θ(a, b).ͬدنباله ایخواهیمم

,aباکهبیابیمAرویبازنشناختنͬ bشود.آغاز

,aکهکنیدتوجه bآغازگرͷروییدنبالهیAاگرتنهاواگربازنشناختنیندͷدنباله یی(ci)i∈ω

کهشودپیدا

iهربرای < jباشیمداشتهcicj ≡A ab (∗)
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iهربرایکهاینشود،پیدادنباله ایچنیناگرنیست:دشوارچندانگفتهاینتوجیه < jداریم

cicj ≡A ab،̞ͬاهغنتایپدرͺباتوانمͬشود.مͬلحاظآنموستوفسͷدنباله ایاستانداردلمکم

اعمالاوتومرفیسمͬحاصلدنباله یبهبایدسپسبرآورد.راموستوفسͺͬاهغنتایپاینکهیافت

,aبادنبالهشدنآغازضامنکهکرد b.شود

باشد.داشتهرا(∗)ویژگͬکهگشتنi∈ω(ci)ماننددنباله ایدنبالبهاستبسنده پیش،بندبهبنا

است:زیرحͺممعادلبرآوردرا(∗)کهدنباله ایوجودادعا:

θفرمولِهربرای ∈ tp(ab/A)مانندایدنباله(ci)کهشودیافت|= θ(ci, cj)هربرایi < j. (∗∗)

شود.مͬثابتآسانͬبهفشردگͬلمکمͷباادعا.اثبات

است.ناضخیمفرمول،آننقیضtp(ab/A)درفرمولهربرایکهگویدمͬ(∗∗)دیͽربیانبه

یعنͬ

θ ∈ tp(ab/A) ⇒ نیستضخیم ¬θ

θ¬آنگاهباشدضخیمθ¬اگرθفرمولِهربراییعنͬ ∈ tp(ab/A).ͬفرمولِهربراییعنθاگرθ

θآنگاهباشد،ضخیم ∈ tp(ab/A).،داریم.قضیهفرضدرکهاستهماندقیقاً(∗∗)پس

داریم.نیازنیزدیͽرتعریفچندآنازپیشکرده ایم.بیان۵٧لمدرراncوls≡میانرابطه ی

,E(xکنیدفرض y)ͷگوییمباشد.هیولامدلدرهم ارزیرابطه یی ͬ استناورداAرویEم

′a′bوباشندکلاسیͷدرbوaاگرشود:چنینهرگاه ≡A abآنگاهa′وb′درنیزͷکلاسند.ی

σوaEbاگردیͽربیانبه ∈ Aut(M/A)آنگاهσ(a)Eσ(b).

ͬ گوییم داشتهآنکلاسهایتعدادبرایبالاییکرانهرگاهاستکراندارEهم ارزیِرابطه یم

باشد.κازکمترEکلاسهایتعدادکهباشیمداشتهκمانندکاردینالͬیعنͬباشیم.

معادلند:EناوردایAهم ارزیِرابطه یبرایزیرموارد.۵۵لم̧

است.کراندارEهم ارزیِکلاسهایتعداد١.

داریمباشد،بازنشناختنAͬدنباله ایi∈ω(ai)هرگاه٢.

|= E(a0, a1)
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Mمدلِهربرای٣. ⊃ Aهروa, b،اگرa ≡M bآن گاهaEb.

هربرایآندرکهباشیمداشتهaiبازنشناختنA̞ͬرویدنباله ییͷکنیدفرض٢.به١اثباتِاثبات.

i < jباشیمداشته¬E(ai, aj).ͬعنصرهرکلاسبامتفاوتکلاسͬدردنبالهاینعنصرهریعن

ͬ توانکهآنجاازگاهآنباشد.Eدردیͽر کردفرضبزرگاندازههر بهرابازنشناختنͬدنباله یاینم

است.بی کرانEکلاسهایتعداد

aکنیدفرض٣.به٢اثبات ≡M b.دهیمنشان ͬ کهاستموجودcمانندعنصریکهم

ncM(a, c)وncM(c, b).م٢موردِبهبناباشد،درستایناگرͺشود.اثباتح ͬ م

ͬ خواهیم =|باشیمداشتهϕضخیم̧فرمولهربرایکهکهبیابیمcچونعنصریم ϕ(a, c)و

|= ϕ(c, b).ثابتاستکافͬفشردگͬ،بهبناواستضخیمضخیم،فرمولهایعطفکهآنجااز

=|داریمϕضخیم̧فرمولِهربرایکهکنیم ∃xϕ(a, x) ∧ ϕ(x, b).کهجاآنازϕͬضخیمفرمول

ͬ شودیافت(ai)نامتناه̞ͬدنباله یهیچاست، iهربرایکهنم < jباشیمداشته¬ϕ(ai, aj).

مدلیMͷکهآنجاازداریم.ویژگͬاینباi<n(ai)ماکزیمالِدنباله ییͷهیولا،مدلدربنابراین

ͬ رسدبدوهیولامدلازویژگͬایناست، کهداریم(ai)ماکزیمالِدنباله ییMͷدررواینازوم

iهربرای < jباشیمداشته¬ϕ(ai, aj).درماکزیمالدنبالهاینکهجاآنازMمدلدرنیزو

ͬ تواناست،هیولا iیͷبرایبنابراینافزود.راbیاaآنبهنم < nداریمϕ(a, ai).جاآنازنیز

aiکه ∈Mوa ≡M bداریمϕ(ai, b).فرمولکهکنید(توجهϕکرده ایم).فرضمتقارنرا

ازعنصریآنازکلاسͬهردرباشد،هیولامدلرویهم ارزیرابطه ییEͷاگر١.به٣اثبات

Mزیرااستموجودنیز)Mͬرابطه،اینکلاسهایتعدادپسهیولاست).مدلازمقدماتͬزیرمدل

است.کراندار

است.آمدهزیرلمدرنیزلاسͺارقویتایپهایبرایدیͽرمعادلتعریف

ls≡.۵۶لم̧
Aکراندارهم ارزیِرابطه هایهمه یاشتراکAاست.ناوردا

ls≡کهداده ایمنشانقبلا́اثبات.
AمتعددیبستارπA.پساست≡ls

Aͷهم ارزیرابطه ییA

ͬ کند،صدقبالالمدر٣شرطدررابطهایننیزناورداست. اشتراکپسهست.نیزکراندارپسم

یEͷاگرکهکردیمثابتبالادرنیزاست.آناززیرمجموعه ایکراندارهم ارزیرابطه هایهمه ی
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,πA(aازآنگاهباشد،کراندارهم ارزیرابطه ی b)شودنتیجه ͬ ,E(aم b).ͬهم ارزیرابطه یهریعن

است.πمتعددیبستارشاملکراندار

ͬ کنیم.بیانراls≡وncمیانرابطه یبعدیلمدرنیز م

ls≡رابطه ی.۵٧لم̧
Aرابطه یمتعدیبستارncA.یعنͬاستa ≡ls

A bمتناه̞ͬدنباله یاگروتنهااگر

a = a0, . . . , bnهرآندرکهشودپیداaiوai+1درͷرویدنباله ییAͬبازنشناختنIiواقع

شده اند.

ͬ شود.ثابت۵۵لمدردومموردازاستفادهباوقبل،لممشابهاثبات. م

آورده ایم:رابخشاینمطالبازخلاصه ایزیردر

یͺیند:زیرمفاهیمهمه ی

•a ≡ls
A b.

M⊃A{Aut(M/A)}گروههایبوسیله یشدهتولیدگروهیعنͬAutf(M/A)در•

ببرد.bبهراaکهاستموجودعنصری

•ͷمتناه̞ͬدنباله ییa = c0, c1, . . . , cn−1, cn = bآندرکههستci ≡Mi
ci+1و

ls≡دیͽر،بیانبه.AشاملاستمدلMiͬهر
Aرابطه یمتعدیبستارπA(x, y)است

,xکهباشیمداشتهAشاملمدلͬکهاستبرقراروقتͬکه yباشند.همتایپآنروی

•ͷمتناه̞ͬدنباله ییa = c0, c1, . . . , cn−1, cn = bهرآندرکههستci, ci+1در

ͷرویدنباله ییAͬربیانبهشده اند.واقعبازنشناختنͽدی≡ls
Aرابطه یمتعدیبستار

ncA(x, y)آنطͬکهاستx, yرویبازنشناختنͬدنباله ایکنندهشروعA.هستند

,E(aداریمEمانندناورداAکراندارِهم ارزیرابطه یهربرای• b).ͬیعن≡ls
Aاشتراک

رابطه هاست.)این(کوچͺترینرابطه هاست.اینهمه ی
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سادگ٨ͬ

ͬ تواناست.طبیعͬاعدادازمتناهͬدنباله هایهمه یمجموعه  یω<ωازمنظور درختͬراω<ωم

ωدارایدرختریشه،اینرویسپسوداردقرار{0}دنباله یدرختاینریشه یدرکرد.تجسم

شاخه هاایناست.شاخه

00, 01, 02, 03, 04, . . .

ͬ یابد:انشعابωدرختدوبارهگره هااینازیͷهررویسپسهستند. م

000, 001, 002, 003, 004, . . .

010, 011, 012, 013, 014, . . .

020, 021, 022, 023, 024 . . .

ͬ دهد.راطبیعͬاعدادازنامتناهͬدنباله ییͷدرختایندر«مسیر»هر ازمنظورزیر،تعریفدرم

(as|s ∈ ω<ω)ͬگره یهردرکهاستدرختsپارامترِآندرasهررویطبیعتاًاست.نشستهas

as0as1انشعابهای . . sهرداریم.را. ∈ ωωتوانِبهنهکهکنید(دقت< ω(ͷایندررامسیری

ͬ نمایاند.درخت م

ͬ گوییم.۵٨تعریفِ ,ϕ(xفرمولِم y)عددِبه(نسبتk(ͬهرگاهدارددرختͬویژگͷدرختِی

(as|s ∈ ω<ω)کهباشیمداشتهپارامترهااز

sهربراییعنͬباشیم؛داشتهناسازگاریkگره،هررویانشعابهایدر١. ∈ ω<ωمجموعه ی

باشد:ناسازگارزیر

{ϕ(x, asi)}i∈ω.

sمسیرِهربراییعنͬباشیم.داشتهسازگاریافقͬ،غیرمسیرِهردر٢. ∈ ωωزیرمجموعه ی

,ϕ(x}باشد:سازگارفرمولهااز aσ)|σ ⊆ s, σ ∈ ω<ω}.ر،بیانبهͽدنباله یهربرایدی
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,i0نامتناه̞ͬ i1, i2, . . باشد:سازگارزیرمجموعه یطبیعͬ،اعداداز.

{ϕ(x, a0), ϕ(x, a0i0), ϕ(x, a0i0i1), ϕ(x, a0i0i1i2), . . .}.

ͬ خوانیم،سادهراTتئوریِ ,ϕ(xفرمولهیچآندرهرگاهم y)باشیم.نداشتهدرختͬخاصیتبا

,ϕ(xفرمولِاگر y)توانباشد،پارامتردارایدارد،درختͬخاصیتکه ͬ همه یبهراآنپارامترم

تعریفدربنابرایناست.درختͬخاصیتدارایبی پارامتریفرمولکهکردفرضوچسباندگره ها

ͬ کند.بازینقشͬفرمولهابودنبی پارامتریاپارامتربابالا، نم

ͬ دهیم:توجهزیرساده یمشاهده یبهبحث،ادامهازپیش م

کنیدفرضنامتناهͬ.تئورییTͷوباشدپارامترمجموعه ییAͷکنیدفرض.۵٩مشاهده

I = (bi)i∈κͷاندازه یبهکاردینالͬلحاظازآناندیسمجموعه یکهباشدهیولامدلدردنبالهی

κ > 2(|T |+|A|)آنگاهاست.بزرگIمانندزیردنباله ایI ′ = (ai)i∈ωهمه یآندرکهداردaiها

همتایپند.Aروی

T|2بابرابرAرویمتفاوتتایپهایتعدادحداکثراثبات. |+|A|همه یزیرمجموعه های(تماماست

T|2ازبیشهردردرپسپارامتر).بافرمولهای |+|A|دنباله یازعنصرIحداقلͷتایپباری

ℵ0داریمداریمنیزداریم.تکراری × 2|T |+|A| < κ.ͬحداقلیعنℵ0ظاهردنبالهدرتکراریتایپ

ͬ شود. م

,ϕ(xفرمولِ.۶٠لم̧ y)بهنسبتدرختͬویژگͬدارایkمجموعه یهربرایاگرتنهاواگراست

,ϕ(x}اولا˟کهشودپیداi∈ω(bi)نامتناه̞ͬدنباله ییA،ͷپارامترِ bi)}i∈ωبرایثانیاًوباشدسازگار

iهر ∈ ωِفرمولϕ(x, bi)مجموعه یرویA ∪ {bj|j < i}بهنسبتkشود.بخش

ͬ توانفشردگͬ،قضیه یبهبناآنگاهباشد.درختͬویژگͬدارایTکنیدفرضاثبات. شاهدِدرختِم

براییعنͬکرد.فرضبزرگاندازه ایهربهارتفاعنظرازهموپهنانظرازهمرادرختͬویژگͬ

ͷیκوͷیκ′ < κماننددرختͬبزرگند،بسیارکاردینالهاییدوهرکه(as)s∈κ<κ′فرمولͬو

,ϕ(xمانند y)شودپیدا ͬ ,ϕ)زوجکهم (as)s∈κ<κ′ دلخواه˼مسیریͷاست.درختͬویژگͬشاهد(

٣٧



s ∈ κκ
Iبͽیرید:نظردرختایندررا′ = (aσ)σ⊆s.دنباله یکنیممͬادعاIͬشدهخواستهویژگ

,ϕ(x}درختͬ،ویژگͬبهبنانخستدارد.راقضیهدر aσ)}σ⊆sروشبهبناکهایندوماست.سازگار

σهربرایساخت، ⊆ sگره˼درمسیر،ایندرσتعدادk′کههستعنصر{ϕ(x, aσi)|i < κ′}

ͬ تواناست،شدهفرضبزرگباندازه′κکهآنجاازاست.ناسازگارkبهنسبت حداقلکهکردفرضم

ωرویآنهاازتا{aσ′|σ′ ⊆ σ}باaσ0.کهشاهدنداینهاهمتایپندϕ(x, aσ0)روی{aσ′|σ′ ⊆ σ}

ͬ شود.بخشkبهنسبت قضیه،درشدهخواستهدنباله یبهشبیهدنباله ایکهداده ایمنشانواقعدرم

ͬ شود.پیدادلخواهبزرگاندازه یهرباولͬ م

ͬ خواهیمباشد.شدهیادویژگͬبادنباله ایϕهمراهبهi∈ω(ai)کنیدفرضعکس.جهت م

ͷدرختِی(bs)s∈ω<ωبهمراه˼کهبسازیمϕͬبهنسبترادرختͬویژگkریشه یدرباشد.شاهد

b0بͽیریددرخت، = a0.دانیم ͬ ,ϕ(xکهم a1)رویa0شود.بخش ͬ j∈ω(a1j)کنیدفرضم

jهربرایباشد.شدنبخشاینشاهد ∈ ωیریدͽبb0j = a1j.رادرختاولطبقه یاینجاتا

ͬ دانیمهمچنینساخته ایم. ,ϕ(xکهم a2)رویa0a1شود.بخش ͬ شاهدj∈ω(a2j)کنیدفرضم

jهربرایباشد.شدنبخشاین ∈ ωیریدͽبb00j = a2j.رویبنابراینb00انشعابتوانستیم

ͬ دانیمساختبهبناهستیم.b01رویانشعابهایدنیالیهحالبزنیم. b01کهم ≡b0 b00.کنیدفرض

ͬ کنیماعمالهاb00jبهراآنباشد.بالارابطه یضامنσاتومرفیسم شدنِبخشبرایشاهدیوم

ϕ(x, b01)رویb0آوریم.بدست ͬ ͬ زنیم.انشعابنیزb0jهررویترتیبهمینبهم طبقه هاینیزم

,ϕ(xشدنبخشکمͷباترتیب،همینبهواستقرابارادرختبالاتر an)رویa0, . . . an−1و

ͬ سازیم.اتومرفیسهاتحتآنتصویر ͬ ماندتنهام بدستدرختدرمسیرهاهمه یکهدهیمنشانم

,ϕ(xهماناولمسیرسازگارند.آمده ai)ردلخواهمسیرهراست.سازگارفرضبهبناکهاستͽدی

نخستجمله یnتصویرآننخستجمله یnهرچوناست؛متناهیاً سازگاربͽیریم،نظردرکهرا

رواینازوسازگارندمتناهیاًمسیرهاهمه یبنابرایناتومرفیسهاست.از) (ترکیبیتحتaiدنباله ی

سازگارند.مسیرهاهمه ی

موضعͬمشخصه یویژگͬدارایآندرفرکیدناگرتنهاواگراستسادهTکامل̞تئوری.۶١قضیه ی

pکامل̞تایپهربراییعنͬباشد؛ ∈ S(B)ͷزیرمجموعه ییAازBکهشودیافت|A| ≤ |T و|

pرویA.ر،بیانبهنفرکدͽپارامترِمجموعه یهربرایهرگاهدیBعنصرهروaͷزیرمجموعه یی
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A ⊆ Bکهشودپیدا|A| ≤ |T aو| |⌣A
B.

Aزیرمجموعه یهربرایکهشوندپیداaعنصروBپارامترِمجموعه یکنیدفرضاثبات. ⊆ B

|A|که ≤ |T aباشیمداشته| ̸ |⌣A
B.بنابراینb0 ∈ Bفرمولِوϕ0شوندپیدا ͬ ,ϕ0(xکهم b0)

ͬ شود.بخشk0عددِیͷبهنسبتتهͬمجموعه یروی پیداk1عددوϕ1فرمولِوb1عنصرِنیزم

ͬ شوند ,ϕ(xکهم b1)رویA = {b0}بهنسبتk1شود.بخش ͬ ماننددنباله ایترتیبهمینبهم

(bi|i < |T ͬ شودیافت(+| ,ϕ(xآندرکهم bi)روی{b0, . . . , bi−1}بهنسبتkiشود.بخش ͬ م

T|ازمنظورماناست.اوردینالدنباله،یͷاندیسمجموعه یتوضیح: استاوردینالͬ+|

T|ازکاردینالͬلحاظازکه T|2کاردینالِاوردینالͬتایپکهاوردینالͬمثلااست.بزرگتر| |

iننوشته ایمکهاینعلتباشد. ∈ 2|T اوردینالِهربرایاوردینالͬلحاظازکهاستاین|

2κداریم:κنامتناه̞ͬ = κ.

میانِدرϕمانندِفرمولͬاست،بزرگتربسیارتئوریماناندازه یازدنباله ایناندازه یکهآنجااز

{ϕi}i<|T ,ϕ)زوج̧کههستند(ki)میاندرkمانندعددیو+| k)حداقلωاست.شدهتکراربار

ͬ شودپیدادنباله مانازj∈ω(bj)دنباله یزیریعنͬ ,ϕ(xهرآندرکهم bj)رویb0, . . . , bj−1نسبت

ͬ شود.بخشkبه است.Tسادگ̞ͬناقضاین۶٠لم̧بهبنام

i∈|T(bi)دنباله یی۶٠ͷلم̧بهبنانباشد.سادهTکنیدفرضعکس.جهت فرمولͬو+|

,ϕ(xمانند y)مانندعددیوkهرکهداریمϕ(x, bi)رویb<iبهنسبتkشودبخش ͬ وم

,ϕ(x}نیز bi)|i ∈ |T Bبͽیریداست.سازگار{+| = {bi|i ∈ ∥T کنیدفرضو{+|

a |= {ϕ(x, bi)|i ∈ |T Aزیرمجموعه یهربرایکهاستمعلوم.{+| ⊆ Bبا|A| ≤ |T |

ͷعنصرِیb ∈ Bشودپیدا ͬ ,ϕ(xکهم b)رویAشود.بخش ͬ کهاستمعلومهم چنینم

ϕ(x, b) ∈ tp(a/B).ͬهربراییعنA ⊆ Bاندازه یبا|A| ≤ |T aداریم| ̸ |⌣A
Bاینو؛

ͬ خواستیم.کهاستهمان م

Tتئوریِیͷدرشدنبخشکهگفتیمکردیم.تعریفراموضعͬمشخصه یویژگͬبالادر

مدلدرaعنصرِهروBپارامترِمجموعه یهربرایهرگاهاستموضعͬمشخصه یویژگͬدارای
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Aتئوریمان)اندازه یازکمتراندازه یبا(یعنͬکوچͷِنسبتاًزیرمجموعه ییͷهیولا، ⊆ Bپیدا

کهشود

a
d

|⌣
A

B.

آورده ایم.موضعͬمشخصه یویژگͬبرایمعادلͬبیانزیرقضیه یدر

یͷاگرتنهاواگراستموضعͬمشخصه یویژگ̞ͬدارایشدنبخشTتئوریِدر.۶٢قضیه ی

pتایپِهروMمدلهربرایکهشودپیداκکاردینالِ ∈ S(M)اززیرمجموعه ایMمانندAبا

|A| ≤ κکهباشیمداشتهpرویAربیانبهنشود.بخشͽدی

∃κ ∀M |= T ∀a ∈ مدل هیولا ∃A ⊆M

(
|A| ≤ κ ∧ a

d

|⌣
A

M

)
.

ساده۶١Tبهبناآنگاهنباشد.موضعͬمشخصه یویژگ̞ͬدارایTدرشدنبخشکنیدفرضاثبات.

ͬ توانرواینازونیست ,ϕ(xآندرکهکردپیدا+i<κ(bi)دنباله ییκͷکاردینالِهربرایم bi)

ͬ شود.بخشkعددِیͷبهنسبتb<iروی ͬ خواهیمم تایپیͷوMمدلِیͷکهدهیمنشانم

p ∈ S(M)شوندپیداگونه ایبه ͬ اندازه یازMاززیرمجموعه ایهیچκکاردینالِهربرایکهم

نشود.بخشآنرویpکهنشودپیداκازکمتر

,ϕ(xکهاینازبͽیرید.نظردرراپیشبنددرشدهیاددنباله یκشده یدادهکاردینالبرای b1)

ͬ شودبخشb0روی ͬ گیریمنتیجهم b′1مانندعنصریکهم ≡b0 b1مانندمدلͬوM1شاملb0

,ϕ(xکهدارندوجود b′1)رویM1شود.بخش ͬ ͬ کنیم:مراجعه١٧تکنیͷِبهاین،اثباتبرایم م

ͬ کنیمفرضکهبدین صورت ͬ یابیم.تکنیͷاینازاستفادهباراb′1وباشدb0شامل̞مدلM1ͬکهم م

ͬ توانترتیباینبه ,b0شاملراM2مدلم b
′
1,M1عنصرِهمراهبهb′2 ≡b0b1 b2کهیافتϕ(x, b2)

ͬ شود.بخشM2روی ͬ تواناستقرا)(بامشابهبحثͬبام دنباله ایو+i∈κ(b′i)عناصرِازدنباله ایم

M0مدلهایاز ≤ M1 ≤ . . b′iکهیافتگونه ایبهرا. ∈ Mjهربرایi < jنیزوϕ(x, b′i)

jبرایMjروی < iیریدکند.بخشͽبM =
∪
Mi.باͷمدلͬنظریه یمقدماتͬشیوه هایکم

ͬ توان Miازیͺͬدرκازکمتراندازه یازMاززیرمجموعههراست.TازمدلMͬکهدیدم

ͬ افتد.ها ͬ دانیمم بخشAرویرواینازوMiرویباندازه بزرگiیͷبرایbiیͷتایپِکهم
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ͬ شود. ,ϕ(xهمه یکهباشدS(M)درتایپیpکنیدفرضم b′i)همانتایپاینبردارد.درراها

بوده ایم.پی اشدرکهاست

مدلدرaعنصرهروهیولامدلازBزیرمجموعه یهربرایکهدادیمنشان۶١قضیه یدر

Aزیرمجموعه ییͷهیولا، ⊆ Bشودپیدا ͬ |A|کهم ≤ |T aو| |⌣
d

A
B.نشانبعدقضیه یدر

ͬ دهیم کهدادخواهیمنشانآیندهبحثهایدروانگهͬاست.درستقویترحͺمͬفرکیدن،برایکهم

لمͬقضیه،بهپرداختنازپیشمعادلند.همبافرکیدنوشدنبخشمفهومدوساده،تئوریهایدر

ͬͺآورده ایم:راکم

,ϕ(xکنیدفرض.۶٣لم̧ b)رویAمانندعنصریصورت،ایندرشود.بخشb′ ≡A bگونه ایبه

ͬ شودپیدا ,ϕ(xکهم b)رویAb′شود.بخش

,ϕ(xشدنبخششاهدبازنشناختن̞ͬدنباله یIکنیدفرضاثبات. b)رویA.کنیدفرضباشد

I ′ |= EM(I/Ab).صورتایندرI ≡σ
A I Iو′ رویIپساست.بازنشناختAbͬروی′

Aσ(b)ͬهمینیعنͬاست؛بازنشناختنIشدنبخششاهدϕ(x, b)رویAb′آندرکهاست

b′ = σ(b).

pوباشدسادهTکنیدفرض.۶۴قضیه ی ∈ S(A)آنگاهکامل.باشدتایپیpرویA.فرکد ͬ نم

هروهیولامدلدرaعنصرهربرایآنگاهباشد،سادهTتئوریِاگردیͽر،بیانبه

aداریمهیولا،مدلازAزیرمجموعه ی |⌣A
A.

ͬ کنیمفرضاثبات. فرمولهایازدنباله یͷفرضاینکمͷباوشودبخشAرویtp(a/A)کهم

{ϕ(x, ai)}کنیمپیدا ͬ ,ϕ(xهرآندرکهم ai)رویa<iشرحکهبه گونه ایبدینسان، وشود،بخش

ͬ تواندTکهرسیدخواهیمنتیجهاینبه۶٠لم̧بهبناداد،خواهیم باشد.سادهنم

aفرض̞از ̸ |⌣A
aشودنتیجه ͬ کهم

tp(a/A) |= ϕ1(x, b) ∨ . . . ∨ ϕn(x, b) (∗)
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,ϕi(xهرواستهیولامدلدرعنصریbآندرکه b)رویAشود.بخش ͬ ϕiازیͺͬحداقلنیز،م

,ϕ(xیͺͬآنکهکنیم(فرضها b)(باباشدtp(a/A)دراستسازگار)نقیضصورت،اینغیر

ͬ شودنتیجهتایپاینازیͷ،هر فرمولͬفشردگͬبهبناهمچنینبود).خواهد(∗)ناقض̞اینوم

,ψ(xمانند a′) ∈ tp(a/A)شودپیدا ͬ کهم

ψ(x, a′) |= ϕ1(x, b) ∨ . . . ∨ ϕn(x, b)(∗∗).

,ϕ(xکهگفتیم b)باtp(a/A)رویواستسازگارAشود.بخش ͬ اعمالرا)۶٣(لم̧پیشینلم̧م

ͬ کنیم:  ′bمانندعنصریم ≡A bشودپیدا ͬ ,ϕ(xکهم b)رویAb′شود.بخش ͬ کهاینازم

b′ ≡A bشودنتیجه(∗∗)ازو ͬ ,ψ(xکهم a′) |= ϕ1(x, b
′) ∨ . . . ∨ ϕn(x, b′).ͬفرمولͬیعن

,ϕ1(xمیاندر b
′), . . . , ϕn(x, b

ͬ شودپیدا(′ ͬ کنیمفرضاست.سازگارtp(a/A)باکهم اینم

نوشته ایم).اولراψکهکنید(توجهداریم:رازیر(دوعضوی) دنباله یکنونتاپسباشد.ψفرمول،

ψ(x, b′), ϕ(x, b)

ͬ هایدارایبالادنباله ی است:زیرویژگ

,ϕ1میانازآندرفرمولهر١. . . . , ϕnمتفاوتند).آنهاپارامترهای(البتهاستشدهانتخاب

.٢ψ(x, b′) ∪ ϕ(x, b) ∪ tp(a/A)است.سازگار

.٣ϕ(x, b)رویAb′شودبخش ͬ ,ψ(xوم b′)رویAشود.بخش ͬ م

,ϵi(x)ماننددنباله ایبهرونداینادامه یبا bi))i∈ωرسیم ͬ دارد:رازیرویژگیهایکهم

,ϵi(xهر١. y)ͬمیانازفرمولϕ1, . . . , ϕn.است

,ϵi(xهر٢. bi)رویb<iشود.بخش ͬ م

tp(a/A)خانواده ی٣. ∪ {ϵi(x, bi)}i∈ωاست.سازگار
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ͬ شودنتیجهاولشماره یاز ,ϕ1میاندرفرمولیͷکهم . . . , ϕnدنبالهایندرباربینهایتکههست

ͬ دهددستبهدنباله ایآنها،پارامترهایهمراهبهفرمولاینتکرارهایاست.شدهتکرار بهبناکهم

است.سادگͬناقض۶٠لم̧

Aکنیدفرض.۶۵لم̧ ⊆ Bوπ(x)ͷرویجزئͬتایپیBرویکهباشدA.فرکد ͬ ایندرنم

ͬ توانراπ(x)صورت pمانندکاملتایپیͷبهم ∈ Sx(B)رویکهگستراندA.فرکد ͬ نم

سادگͬ)بهنیاز(بدوندیͽربیانبه

∀A ⊆ C ⊆ B ∀a [a |⌣
A

C ⇒ ∃b ≡C a b |⌣
A

B]

ϕ(x)کنیدفرضاثبات. ̸∈ π(x).کنیمادعا ͬ ϕ(x)یاکهم ∪ π(x)رویAفرکد ͬ یاونم

¬ϕ(x) ∪ π(x).رویاینهاهردویکنیمفرضA.صورتایندربفرکند

π ∪ ϕ |= ϕ1 ∨ . . . ϕn

π ∪ ¬ϕ |= ψ1 ∨ . . . ψn

ͬ شود.بخشAرویψiهروϕiهرو پسم

π ∨ (ϕ ∨ ¬ϕ) |= (ϕ1 ∨ . . . ϕn) ∨ (ψ1 ∨ . . . ψn).

یعنͬ

π |= (ϕ1 ∨ . . . ∨ ϕn) ∨ (ψ1 ∨ . . . ψn)

ͬ شود.بخشAرویπیعنͬاینو م

π(x)اگرکهکنیدتوجهحال ∪ ϕ(x)رویAبابنابرایناست.سازگارآنگاهنشود،بخش

نشود.بخشAرویکهرسیممͬکاملتایپیبهπبهفرمولهااین چنینافزودن
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درکهدیدخواهیمزیرلمدرگستراندیم.کاملتایپبهرافرک نکنندهجزئͬتایپیͷقبل،لمدر

ͬ توانسادهتئوریهای بزرگͬپارامترمجموعه یرویکاملتایپیبهرافرک نکنندهکاملتایپیͷم

نفرکد.نیزکهگستراند

pوباشدسادهTکنیدفرض.۶۶نتیجه ی ∈ Sx(A)ͷهربرایآنگاهباشد.دلخواهتایپی

B ⊇ Aتوان ͬ pتایپیͷبهراpتایپم ∈ Sx(B)رویکهگستراندA.نفرکد

Aهروaهربرایباشد،سادهتئورییTͷاگردیͽر،بیانبهوجود)(ویژگͬ ⊆ B

ͬ توان کهیافتbمانندعنصریم

b ≡A a و b |⌣
A

B.

pهرکهکردیمثابت۶۴قضیه یدراثبات. ∈ Sx(A)رویA.فرکد ͬ pتایپنم ∈ Sx(A)را

ͬ توان Bرویجزئͬتایپِیͷم ⊇ A.رویجزئͯتایپهرکردیمثابت۶۵لمدرپنداشتBرا

ͬ تواننفرکدAرویکه نفرکد.AرویکهگستراندBدرپارامترباکاملتایپیبهم

ͬ خوانیمAرویمستقلراi∈I(ai)دنباله ی.۶٧تعریفِ aiباشیمداشتهiهربرایهرگاهم |⌣A
a<i.

شود).مقایسه٣بخش̞درمˀرلͬدنباله یتعریف(با

بهIازباشندزیرمجموعهدوJ,KوباشدAرویمستقلدنباله ایi∈I(ai)کنیدفرض.۶٨لم̧

کهگونه ای

∀j ∈ J ∀k ∈ K j < k.

آنگاه

(ak)k∈K
d

|⌣
A

(aj)j∈J

ͬ کنیم.واگذارخوانندهبهشدن،بخشبرایتعدیویژگ̞ͬبهارجاعبارالمایناثباتاثبات. م
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کهدادیمنشاننیزکردیم.بررسͬراآنهاوجودشرایط˼ومعرفͬرامˀرلͬدنباله های٣بخشدر

ͬ شود.پیدامˀرلͬدنباله ییͷهمیشهناورداجهانͬتایپیͷدر ͬ بینیمبعدلمدرم تایپیهردرکهم

ͬ تواننفرکدکه ͬ توانتایپیهردرباشد،سادهTاگرآن،نتیجه یدرکرد.پیدامرلͬدنباله ایم یͷم

کرد.پیدامˀرلͬدنباله ی

.۶٩لم̧

aکنیدفرض١. |⌣A
B.آنگاهͷدنباله ییI = (ai)i∈ωشودپیدا ͬ کهم

•ai ≡A a.

•IرویBͬاست.بازنشناختن

•IرویAͬرلˀاست).مستقلوبازنشناختنͬآنروی(یعنͬاستم

pهربرایباشد،سادهTاگر٢. ∈ S(A)ͷرلͬدنباله ییˀرویمAشودپیدا ͬ عناصرشکهم

pآورند.را ͬ برم

aکنیدفرضاول.قسمتاثباتاثبات. |⌣A
B.کنیدفرضa0 = a.توان۶۵لم̧بهبناآنگاه ͬ م

a1کهیافتچنانراa1عنصر ≡A a0وa1 |⌣A
Ba0.شودنتیجهدومعبارتاز(نیز ͬ کهم

a1 |⌣Aa0
B(.توانروند،اینادامه یبا ͬ درکهرسیدi∈I(ai)به اندازه ی دلخواه بزرگِدنباله یبهم

aiآن ≡A aنیزوai |⌣Aa<i
B.مͬتنهاͺرویدنبالهبودنبازنشناختنͬاست،ماندهکهقضیهازح

B.توانشلاخ،لمازاستفادهبااست ͬ بازنشناختنBͬرویکهکردپیداراi∈ω(bi)ماننددنباله ایم

ͬ آیند.(ai)دنباله یازتایپهایشواست biویژگ̞ͬدنباله،اینم |⌣Ab<i
Bازنیزرا(ai)i∈Iارثبه

ͬ برد. م

ͬ شدآیا.٧٠پˀرسش̞ کرد؟استفادهاستانداردلمازشلاخلمبجایاثبات،پایاندرم

aداریمهموارهباشد،سادهTاگرکهگفتیمدوم.بخشاثبات |⌣A
A.اولبخشازحال

ͬ شود.نتیجهحͺمقضیه، م
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,π(xجزئ̞ͬتایپکهبودیمگفته b)رویAشودبخش ͬ Aرویدنباله یهربرایاگروتنهااگرنم

bبازنشناختن̞ͬ = b0, b1, . . مجموعه ی.
∪
π(x, bi) = {ϕ(x, bi)|ϕ(x, b) ∈ π}باشد.سازگار

دنباله هایهمه یبرایمحͷاینآزمودنجایبهباشد،سادهTاگرکهدیدخواهیمبعدقضیه یدر

کنیم.تحقیقAرویمˀرلͬدنباله ییͷبرایتنهاراآندرستͬاستکافͬبازنشناختنͬ،Aروی

,π(xوباشدسادهTکنیدفرض.٧١قضیه ی y)رویباشدجزئͬتایپیA.اگرb = b0, b1, . . .

کهباشدگونه ایبهوAرویمˀرلͬدنباله ای
∪
i<ω π(x, bi)آنگاهاست،سازگارπ(x, b)رویA

ͬ شود.بخش نم

شدنبخشچپازتعدیویژگͬوموضعͬمشخصه یويژگͬاثبات، ایناصلͬبازیͽراناثبات.

هستند.

توجهنکته بدیننخستباشد.قضیهدرشدهگفتهگونه یبهمرلͬدنباله ایi∈ω(bi)کنیدفرض

ͬ دهیم ͬ توانIخط̞ͬترتیبهربرایفشردگͬ،ازاستفادهباکهم یافتراi∈I(bi)مˀرل̞ͬدنباله یم

biآندرکه ≡A bو
∪
i∈ω π(x, bi)است.سازگار

biآندرکهباشدوارونمˀرلͬدنباله ایi∈I(bi)کنیدفرض ≡A bو
∪
i∈ω π(x, bi)سازگار

biکهگونهآنیعنͬوارون»«مˀرلͬباشد.است. |⌣A
b>i.کنیدفرض

c |=
∪
i∈I

π(x, bi).

است؛موضعͬمشخصه یخاصیتدارایشدنبخشباشد،سادهTوقتͬکهکرده ایمثابتقبلا́

′Bزیرمجموعه ییBͷوaهربراییعنͬ ⊆ Bشودپیدا ͬ |′B|م ≤ |T aو| |⌣
d

B′ B.یریدͽب

B = A ∪ {bi|i ∈ I}.موضعͬ،مشخصه یویژگͬبهبناi0 ∈ Iشودیافت ͬ کهم

c
d

|⌣
A∪{bi|i<i0}

{bi|i ∈ I}.

بنابراین

c
d

|⌣
A∪{bi|i<i0}

{bi|i ≤ i0}.
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J,Kلم)آنشرایط(تحتاگرکهگفتیم۶٨لمدر ⊆ Iکهباشندگونه ایبهJ < Kآنگاه

(ak)k∈K |⌣
d

A
(aj)j∈J.رلͬبهتوجه(باپسˀدنباله مان)بودنوارونم

(bi)i<i0
d

|⌣
A

bi0.

داریم:شدنبخشبرایچپازتعدیويژگͬبهبناحال (bi)i<i0 |⌣
d

A
bi0

c |⌣A∪{bi|i<i0}
bi0

⇒ c(bi)i<i0
d

|⌣
A

bi0

cپس |⌣
d

A
bi0.ازآنجاکهc |= π(x, bi0)یعنͬاینπ(x, bi0)رویAشود.بخش ͬ ازآنجاکهنم

bi0 ≡A bگیریمنتیجه ͬ ,π(xکهم b)رویAشود.بخش ͬ نم

مانندمرلͬدنباله ایهرگاهباشد.سادهTکنیدفرض.بالا)قضیه یازدیͽری(بیان٧٢ملاحظه ی

b = b0, . . ,ϕ(x}کهشودپیدا. bi)|i ∈ ω}آنگاهباشد،سازگارϕ(x, b)رویAشود.بخش ͬ نم

bمانندمرلͬدنباله ایاگرهمچنین = b0, . . کهشودپیدا.
∪
π(x, bi)آندروباشدسازگار

π(x, b) = tp(a/bA)،آنگاهa |⌣
d

A
b.ریبیاننیزͽهرگاهکهاستاینبالاینتیجهازدیTساده

,ϕ(xفرمولوباشد b)شاملمرلͬیدنبالههرآنگاهشود،بخشbاست.شدنبخشاینبرشاهدی

بازنشناختنAcͬرویIاگرباشد.AرویمرلͬایدنبالهIوباشدسادهTکنیدفرض.٧٣نتیجه ی

cداریمباشد، |⌣A
I.

Iکنیدفرضاثبات. = (ai)i∈ωوϕ(x, ai) ∈ tp(c/I)ͬرویکهباشدفرمولAشود.مͬبخش

یعنͬباشد؛شدنبخشاینبرشاهدیبایدIیدنبالهخودِگفتیم،نتیجهاینازپیشآنچهبربنا

,ϕ(xکهباشیمداشتهباید I)نچیزیچنیناست.ناسازگارͺکهآنجااززیرانیست،ممIرویc

=|واستبازنشناختنͬ ϕ(c, ai)،هربرایjداریم| = ϕ(c, aj).ͬیعنc |= ϕ(x, I).

اینزیردرمعادلند.همباشدنبخشوفرکیدنساده،تئوریهایدرکهگفته ایمبارهااینازپیش

کرده ایم.ثابتسرانجامراگفته
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,ϕ(xفرمولِباشد.سادهTکنیدفرض.٧۴گزاره ی b)پارامترِمجموعه یرویAشودبخش ͬ م

بفرکد.آنرویاگرتنهاواگر

ͬ دهدنتیجهرافرکیدنشدن،بخشکهایناثبات. است.مشخصمفهومدواینتعریفازم

,ϕ(xکنیدفرض b)رویAتعریف،بهبناپسبفرکد.ولͬنشود،بخش

ϕ(x, b) |= ψ1(x, b) ∨ . . . ∨ ψn(x, b)هرآندرکهψiرویAشود.بخش ͬ Tسادگ̞ͬبهبنام

ͬ شود.پیداAرویمˀرلͬدنباله ییtp(b/A)ͷتایپِدر۶٩لم̧و ,ϕ(xکهاینازم b)رویAبخش

ͬ شود ͬ شودنتیجهنم ,ψi(x∨م b)روینیزAشودبخش ͬ ,ψi(x∨}رواینازونم bi)}i∈ωسازگار

ͬ کنیمادعااست. jیͷبرایکهم ∈ {1, . . . , n}مجموعه ی{ψj(x, bi)}i∈ωفرضاست.سازگار

cکنید |= {∨ψi(x, bi)}i∈ω.هربرایگاهآنbiͷیj(i)کههستc |= ψj(i)(x, bi).آنجااز

j(i)(مثلا́j(i)ازیͺͬکبوتریلانه یاصلبهبنااست،متناهͬهاjتعدادکه = j′(بینهایتها

ͬ شود،ظاهربار ,ψj′(x}رواینازوم bi)}i∈ωاست.سازگار

,ψj(xمجموعه یbiمˀرل̞ͬدنباله ییͷبرایکهکردیمثابتکنونتا bi)اکنوناست.سازگار

,ψj(xفرمول٧١لم̧بهبنا b)رویAشود؛بخش ͬ است.اولمانفرضناقض̞اینونم

ͬ های٩ سادهتئوریهایدرفرکیدنویژگ

ͬ هایبرخͬپیش،بخشدر درراآنهاهمه یزیردرکردیم.اثباتسادهتئوریهایدررافرکیدنویژگ

آورده ایم.جمعقضیه ای

.ساده)تئوریهایدرفرکیدنویژگͬ(چند٧۵قضیه ی

aاگرتقارن:ویژگ١ͬ. |⌣A
bآنگاهb |⌣A

a.

داریمتعدی:ویͺنواییویژگ٢ͬ.

a |⌣
A

b ∧ c |⌣
aA

b⇔ ac |⌣
A

b
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Aهروaهربرایوجود.ویژگ٣ͬ. ⊆ Bتوان ͬ کهیافتbمانندعنصریم

b ≡A a و b |⌣
A

B.

زیرمجموعه ییaͷعنصرهروBپارامترِمجموعه یهربرایموضعͬ:مشخصه یویژگ۴ͬ.

A ⊆ Bشودیافت ͬ |A|کهم ≤ |T aو| |⌣A
B.

aداریممتناهͬ.مشخصه یویژگ۵ͬ. |⌣A
Bمتناه̞ͬزیرمجموعه یهربرایاگروتنهااگرbاز

Bباشیمداشتهa |⌣A
b.

aداریمهمواره۶. |⌣A
A.

Mکنیدفرضمدلها.رویاستقلالويژگ٧ͬ. |= Tکنیدفرضهمچنینو

b |⌣
M

B

c |⌣
M

C

B |⌣
M

C

b ≡M c

کهشودمͬیافتdمانندعنصریآنگاه

d ≡B b

d ≡C c

d |⌣
M

BC.

برایراتقارنویژگͬاستکافͬفرکیدن،برایمتناهͬمشخصه یویژگͬبهبناتقارن.ویژگͬاثبات.

متناهیند.bوaچندتایی هایکهکنیمثابتحالتͬ
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,p(xبͽیرید y) = tp(ab/A).دانیم ͬ aکهم |⌣A
bاگروتنهااگرp(x, b)رویAنشود،بخش

biکهکهشودپیداAروی(bi)مˀرلͬدنباله ییͷسادگͬ)به(بنااگروتنهااگر ≡A bو
∪
p(x, bi)

باشد.سازگار

bداریمنیز |⌣A
aاگراگروتنهاp(a, y)رویAاگروتنهااگرنشود،بخشͷرویدنباله ییA

,p(IکهشودپیداaشاملIمرلͬ y)باشد.سازگار

aکنیدفرضحال |⌣A
b.تایپدر۶٩لم̧بهبناtp(a/Ab)توان ͬ مانندAدرمˀرلͬدنباله ایم

IرویکهکردپیداAbͬرویدنبالهاینبودنبازنشناختنͬازباشد.بازنشناختنAbکهاینازو

|= p(a, b)شودنتیجه ͬ ,p(Iکهم y)زیرااست،سازگارb |= p(I, y).

ساده،تئوریهایدرتقارن،بهبناکرده ایم.ثابتشدنبخشبرایقبلاراچپازتعدیویژگͬ

است.برقرارنیزراستازتعدی

ͬ هاباقͬ رابعدیبخشکرده ایم.ثابتقبلͬبخشدررامدلهارویاستقلالویژگͬمͽرویژگ

داده ایم.اختصاصمدلهارویاستقلالویژگͬاثباتبه

سادهتئوریهایدراستقلالویژگ١٠ͬ

ͬ آغازیمکمͺͬقضیه یولمچندبارابخشاین بهمدلهارویاستقلالقضیه یاثباتباراآنوم

ͬ بریم.پایان م

aوباشدمدلیMͷکنیدفرض.٧۶لم̧ ≡M b.مانندعنصریآنگاهcکهشودمͬپیداncM(a, c)

,ncM(cو b).

=|داریمMرویϕضخیم̧فرمولِبرایکهدهیمنشاناستکاف۵۴ͬقضیه یبهبنااثبات. ϕ(a, c)

=|و ϕ(b, c).کهآنجاازϕایدنباله یهیچاست،ضخیم ͬ ͬ شودپیداi∈ω(ci)مانندنامتناه کهنم

iهربرای < jباشیمداشته¬ϕ(ci, cj).،ͬفشردگͬلمبهبنایعنͷبالایکرانیnطولبرای

مقدماتͬزیرمدلͬمدل،هرواست،مˀدلMکهآنجاازداریم.هیولا)مدل(دردنباله هاییچنین

ͬ شود.لحاظنیزMدرویژگͬایناست،هیولامدلاز ماننددنباله ایوnطبیعͬعددیͷیعنͬم

(ci)i<Nکهشودمͬیافت¬ϕ(ci, cj)هربرایi < jپیداویژگͬاینبابلندتراینازدنباله ایو؛
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افزود.آنبهتواننمͬراaکهشودمͬنتیجهاست،(ماکزیمال)بیشینالدنبالهاینکهاینازنشود.

=|یعنͬ ϕ(a, c0).کهآنجاازa ≡M bداریمچنینهم|= ϕ(b, c0).پسc0درکهاستعنصری

هستیم.آنپی 

مجموعهآنرویشود،برآوردهمتناهیشبخشهرمجموعه ایدرتایپیاگرکهداده ایمنشانقبلا́

ͬ شود.بخش ایناززیرنتیجه یدراست).بخش نشوندهگسترشیͷارثشریͷهربنابراین(ونم

کرده ایم.استفادهنکته

دنباله ایJدنباله یکنیدفرضباشد.Aرویبازنشناختنͬدنباله ایIکنیدفرض.٧٧نتیجه ی

J)کهباشدگونه ایبهوبی پایان + I)ͬنخستینشبخشکهدنباله ای(یعنJآنازپسواستI

ͬ شود)آغاز است.مˀرلAJͬرویIآن گاهاست.بازنشناختنAͬرویم

Iکنیدفرضاثبات. = (ai).ͬکهدهیمنشانخواهیممai |⌣AJ
a<i.بایدمنظوراینبرای

ͬ شود.بخشAJرویtp(ai/AJa<i)کهدادنشان کهدهیمنشانبایدمنظوراینبراینیز،نم

tp(ai/AJ)رویAJشود؛بخش ͬ ,ϕ(xمانندفرمولͬاگرزیرانم ā,−−) ∈ tp(ai/AJa<i)

āآندرکهشودبخشAJرویکهباشیمداشته ∈ a<i،بودنِبازنشناختنͬبهبناآن گاهJ + I

ͬ توان بدستtp(ai/AJ)درفرمولͬبدینسانوکردجایͽزینJدنباله یازعناصریباراāپارامترِم

ͬ شود.بخشAJرویکهآورد م

مͬرافرمولاینکهاستاینعلتشود.مͬبرآوردهAJدرتایپ،ایندرϕفرمولِهرنیز،

,ϕ(xیگونهبهتوان abj1 . . . bjn)آندرکهنوشتa ∈ Aوbjkدنباله یازعناصریهاJ.هستند

Jکهآنجااز + Iͬهراست،بازنشناختنblدرJپانویس̞کهlفرمولاینباشد،بزرگاندازهبهآندر

کند.مͬبرآوردهرا

,ϕ(xوباشدسادهTکنیدفرض.٧٨لم̧ a)رویAباشیمداشتهونفرکدncA(a, b).آن گاه

ϕ(x, a) ∧ ϕ(x, b)روینیزA.فرکد ͬ نم

ͬ دانیماثبات. برایتنهاراحͺمپسمعادلند،همبافرکیدنوشدنبخشسادهتئوریهایدرکهم

ͬ کنیم.ثابتشدنبخش ͬ کنیمفرضآسانͬ،برایهمچنینم باشد.تهAͬکهم
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,nc(aاز b)شودنتیجه ͬ bوaآناولجمله ی هایکهداریمIمانندبازنشناختنͬدنباله ایکهم

ͬ کنیمپیداچنانراJبی انتهایدنباله یهستند. Jکهم + Iͬبهاثباتادامه یدرباشد.بازنشناختن

ͬ گردیمcعنصریͷدنبال =|برآورد:رازیرشرطهایکهم ϕ(c, a)∧ ϕ(c, b)و؛c |⌣ JI.واضح

است.تماماثباتشودپیداcاگرکهاست

ͬ توانبودنسادهبهبنا =|کهیافتچنانcمانندعنصریم ϕ(c, a)وc |⌣ Ja.ازc |⌣ Ja

ͬ شودنتیجه (تحتکپییͷروی)Iدنباله یجمله(ازJaشاملبازنشناختͬدنباله یهرکهم

ͬ کنیمفرضکردهجایͽزینکپیآنباراcپساست.بازنشناختنcͬازاتومرفیسم)  cکهم |⌣ Jaو

Iرویcͬداریمپساست.بازنشناختن|= ϕ(c, a) ∧ ϕ(c, b).

ͬ شودنتیجهقبللماز cداریم٧٣لمبهبناپساست.مرلJͬرویIکهم |⌣J
I.بهبناحال

cازتعدی،ویژگͬ |⌣ Jوc |⌣J
Iگیریمنتیجه ͬ cکهم |⌣ JIخواستیم.کهاستهماناینو؛ ͬ م

بهوبازنشناختنͬدنباله ایi∈ω(bi)کنیدفرضباشد.دلخواهتئورییTͷکنیدفرض.٧٩لم̧

ͬ شودپیداcمانندعنصریصورتایندرباشد.بازنشناختنab0ͬرویi≥1(bi)کهباشدگونه ای م

,nc(ab0که cb1).

ͬ کنیمپیداچنان(ai)دنباله ییͷنخستاثبات. باشیمداشتهiهربرایکهم

ab0b1 . . . ≡ aibibi+1 . . . .

ͬ گیریمنتیجهقضیهفرضوبالاشرطازبͽیرید.نظردررا(aibi)دنباله یحال jهربرایکهم > i،

bjbj+1دنباله ی . . دنباله یموستوفسͺͬاهغنتایپدرویژگͬایناست.بازنشناختنaiͬروی.

(aibi)شود.لحاظ ͬ (dici)اگربنابراینم |= EM(aibi)آنگاه

d0c0c1 . . . ≡ a0b0b1 . . .

ͬ آید،دستبه(cidi)دنباله یبهبالارابطه یضامناتومرفیسماعمالباکهدنباله ای دنباله ایم

.cb1شͺلبهدومجمله یواستab0آناولجمله یکهاستبازنشناختنͬ
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aهرگاهکهکردیمثابتقبلا́ |⌣
d

A
bشامل̞بازنشناختن̞ͬدنباله یهرآن گاهباشد،برقرارbروی

ͷیa′ ≡bA aͬکنیدفرضاست.بازنشناختنa |⌣b
b′.کنیدفرضنیزnc(b, b′)یعنͬ؛ͷی

Iبازنشناختن̞ͬدنباله ی = b, b′, b2, . . گفتیم،بنداینابتدایدردرآنچهبربناباشیم.داشته.

,′bدنباله ی b2, . . ′aآندرکهاست،بازنشناختنͬ′baروی. ≡σ
bb′ a.اعمالِباσبهIدنباله ی

I ′ = b, b′, b′2, . . ͬ آیددستبه. ,′bآندرکهم b′2, . . لمبهبناحالاست.بازنشناختنabͬروی.

ͬ شودپیداcمانندعنصریپیش، نتیجه یپسشود.واقعبازنشناختنͬدنباله ییͷدر′cbوabکهم

کردیم.اثباترازیر

aباشیمداشتهوباشدسادهTکنیدفرض.٨٠نتیجه ی |⌣b
b′وnc(b, b′).مانندعنصریآنگاهa′

ͬ شودیافت ,nc(abباشیمداشتهکهم a′b′).

,ϕ(xاگر.٨١نتیجه ی a) ∧ ϕ(x, b)رویAونفرکدnc(b, b′)وa |⌣Ab
b′،آنگاه

ϕ(x, a) ∧ ψ(x, b′)روینیزA.فرکد ͬ نم

MوباشدسادهTکنیدفرض.ساده)تئوریهایدرمدلهارویاستقلال(ویژگ٨٢ͬقضیه ی |= T.

کنیدفرضهمچنین

b |⌣
M

B

c |⌣
M

C

B |⌣
M

C

b ≡M c

کهشودمͬیافتdمانندعنصریآنگاه

d ≡B b

d ≡C c

d |⌣
M

BC.
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ͬ کنیمادˁعااثبات. ∪tp(b/B)قضیه،اینشرایطتحتکهم tp(c/C)رویM.فرکد ͬ ایناگرنم

ͬ شود:نتیجهآسانͬبهقضیهحͺمباشد،درستادعا جزئͬتایپیهمچونراtp(b/B)∪tp(c/C)م

ͬ گیریم.نظردرB∪Cروی tp(d/B∪C)کامل̞تایپیͷبهبهگسترشͬدارایجزئͬتایپاینم

ͬ فرکدMرویتایپاینکهاست ͬ ایتایپ(هرنم ͬ یابدگسترشکاملتایپیبهنفرکد،کهجزئ م

dداریمپسنفرکد).نیزآنکه ≡B bوd ≡C cوd |⌣M
BC.عااثباترویادامه،درˁمتمرکزاد

ͬ شویم. م

ͬ خواهیم ∪tp(b/B)درفرمولͬهیچکهکنیمثابتم tp(c/C)رویM.فرکد ͬ فرمولهاینم

ϕ(x, b′) ∈ tp(b/B)وψ(x, c′) ∈ tp(c/C)یرید.نظردرراͽخواهیمب ͬ دهیمنشانم

{ϕ(x, b′), ψ(x, c′)}رویM.فرکد ͬ bکهداریمفرضهادرنم |⌣M
Bوc |⌣M

C.داریمپس

b |⌣M
b′وc |⌣M

c′زیرا)b′ ∈ Bوc′ ∈ C.(داریمفرضهابهبنانیزc′ |⌣M
b′.

a′′cکهبͽزینیدچنانرا′′aعنصرِ ≡M b′bوa′′ |⌣Mc
c′b′b.

ͬ دانیمفرضهابهبنا:′′aیافتنروش bکهم ≡M c.کهکنیمفرضxکهباشدعنصری

x |= {ϕ(x, c)| |= ϕ(b′, b)}.اگرa′′ ≡Mc x.آنگاهa′′c ≡Mc b
′b.وجودویژگͬبهبناحال

ͬ توان ′′aکهیافتگونه ایبه را′′aم ≡Mc xوa′′ |⌣Mc
c′b′b.

,aهربرایساده.تئوریهایدروجودویژگͬیادآوری b, Aعنصرa′شودپیدا ͬ کهم

a′ ≡A aوa′ |⌣A
b.

′′aداریم:حال |⌣M
cc′bb′.

′′aکهگفتیمعلت: |⌣Mc
c′b′b.دهیمنشانزیر(درنیزو ͬ ′′aداریمکه)م |⌣M

c.ایناز

ͬ گیریمنتیجهزیر)درشده(یادآوریتعدیویژگͬبهبنادو ′′aکهم |⌣M
cc′bb′.

′′aکهاینعلت |⌣M
c.دهیمنشانبایدtp(a′′/Mc)رویM.فرکد ͬ نشانبایداینبراینم

ͬ فرکد.Mرویتایپایندرϕ(x,mc)هیچکهدهیم (زیرا.ϕ(b′,mb)آنگاهϕ(a′′,mc)اگرنم

a′′c ≡M b′b(.ͬکهدهیمنشانبایدیعنϕ(x,mb)رویM.فرکد ͬ زیرااستدرستایننم

b′ |⌣M
b.
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bتعدی:ویژگͬ |⌣A
aوb |⌣Aa

cاگرتنهاواگرb |⌣A
ac.

,′cدنباله یکرده ایم،ثابتکنونتاآنچهبهبناوفرضهابهبنا c, a′′دنباله یوc′, b′, a′′هر

ͷروییM.عناصرمستقلندͷتوانرامستقلدنباله یی ͬ مستقلهمچناندنبالهوکردجابه جام

ͬ ماند. بنابراینم

c |⌣
M

c′a′′(∗)

و

c′ |⌣
M

a′′b′.(∗∗)

,ϕ(xفرمولِ(∗)بهبنا a′′) ∧ ψ(x, c′)رویMفرکد ͬ شدهواقعtp(c/c′a′′)درفرمول(ایننم

ͬ کنیمادعا.)′′aانتخابنحوه یوفرضهابهبنااست، ,ϕ(xفرمولِکهاینازکهم a′′) ∧ ψ(x, c′)

ͬ فرکدMروی ͬ تواننم ,ϕ(xکهگرفتنتیجهم b′) ∧ ψ(x, c′)رویM.فرکد ͬ نم

ͬ شویم.متمرکزادعاایناثباترویادامهدر م

,ϕ(xفرمولِاست:گونهبدینروپیشوضعیت a′′) ∧ ψ(x, c′)رویMفرکد ͬ ونم

c′ |⌣M
a′′b′دانیمنیزو ͬ ′′aداریمانتخاب،نحوه یبهبناکهم ≡M b′.دیدیم٧۶نتیجه یدر

ͬ شودپیداعنصریباشند، همتایپمدل، یͷرویعنصردواگرکه راncرابطه یتعدیکهم

ͬ شودپیداeمانندعنصریبنابراین،کند.برقرارآندومیان ,′′ncM(aکهم e)وncM(b′, e).بهبنا

̞ͬ وجود، ′cکهایناز،۶۶ویژگ |⌣M
a′′b′شودنتیجه ͬ fکههستfمانندعنصریکهم ≡Ma′′b′ c

′

fو |⌣Ma′′b′
e.کنیمفرضپس ͬ ′cکهم |⌣Ma′′b′

e.کنیمادعاحال ͬ ,ϕ(xکهم e) ∧ ψ(x, c′)

ͬ فرکد.Mروی ′cازنتیجهایننم |⌣Ma′′
eوnc(a′′, e)کهاینوϕ(x, a′′)∧ψ(x, c′)،فرکد ͬ نم

ͬ شود.حاصل٨١نتیجه یبهبنا م

′cکهاینازحال |⌣Ma′′
b′وc′ |⌣Ma′′b′

eشودنتیجهتعدیو ͬ ′cکهم |⌣Ma′′
eb′آنازو

ͬ شودنتیجه ′cکهم |⌣Me
b′.

′cکهایناز |⌣Me
b′کهاینوϕ(x, e) ∧ ψ(x, c′)فرکد ͬ ,nc(eونم b′)شودنتیجه ͬ کهم

ϕ(x, b′) ∧ ψ(x, c′)رویM.فرکد ͬ نم
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̱ͬوکیمقضیه ی١١ پیل˼

ͬ بریم.پایانبهپیلͬوکیمقضیه یباراسادهتئوری هایدرباره یبحثمان Tاگرقضیه،اینبهبنام

ͷآندروباشدتئورییͷهایکهباشیمداشته□رابطه یی ͬ قضیهدرکه(همان گونهمشابهͬویژگ

هماندقیقاً□واستسادهTآن گاهباشد،داشتهنافرکاناستقلالرابطه یویژگیهایبااست)آمده

است.نافرکاناستقلالرابطه ی

وaچندتایی هایمیانرابطه ای□آندروباشدکاملتئورییTͷکنیدفرض.٨٣قضیه ی

ͬ هایکهباشدA,Bمجموعه های سادهTتئوری ِصورتآندرداراست.رازیردرشدهبیانویژگ

□یعنͬاست؛فرکانناوابستگ̞ͬرابطه یهمان□رابطه یواست = ͬ های.⌣| :□رابطه یویژگ

.σ(a)□σ(A)σ(B)آنگاهa□Abاگریعنͬاتومرفیسمها.تحتناوردایی١.

.b□Aaآن گاهa□Abاگریعنͬتقارن؛٢.

.a□ABCوa□ABاگرتنهاواگرa□ABCیعنͬیͺنوایی.وتعدّی٣.

داشتهBازbمتناه̞ͬزیرمجموعه یهربرایاگرتنهاواگرa□ABیعنͬمتناهͬ؛مشخصه ی۴.

.a□Abباشیم

زیرمجموعه ایBوaهربرایکهباشیمداشتهκکاردینالِیͷیعنͬموضعͬ؛مشخصه ی۵.

|′B|کهشودپیداBاز′Bمانند < κوa□B′B.

′aکهشودپیدا′aچندتایی̞،BوAمجموعه هایوaچندتایی̞هربراییعنͬوجود؛۶. ≡A a

.a′□ABو
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وباشدمدلMهرگاهمدلهارویاستقلال٧.

a′□Ma

b′□Mb

a′□Mb
′

a ≡M b

کهشودیافتcعنصرگاهآن

c ≡Ma′ a

c ≡Mb′ b

c□Ma
′b′.

ͬ دهیمنشاننخستباشند.شدهدادهبالاشرحبه□رابطه یوTتئوریکنیدفرضاثبات. کهم

aآنگاهa□Abاگر |⌣
d

A
b.

رویتایپاینکهدهیمنشانکهاینبرایبͽیرید.نظردرراtp(a/Ab)وa□Abکنیدفرضپس

Aشودبخش ͬ bکه(bi)بازنشناختنA̞ͬرویدنباله یبرایکهدهیمنشانبایدزیریادآوریبهبنانم

اجتماعدربردارد،را
∪
p(x, bi)کهجاآناست؛سازگارجزئͬتایپهایازp(x, y) = tp(ab/A).

ͬ شودبخشAرویtp(a/bA)کهکرده ایمثابت Aدنباله یهربرایاگرتنهاواگرنم

مجموعه یbشامل(bi)بازنشناختنͬ
∪
p(x, bi) = {ϕ(x, bi)| |= ϕ(a, b)}باشد.سازگار

,p(xگرفته ایم b) = tp(a/bA).

ͬ کشانیم.AشاملمدلیͷبهAپارامترِمجموعه یازرابحثادامه،در یͷیعنͬم

ͬ کنیمپیداAشاملMمدل ͬ دهیمنشانوم کهم
∪
p′(x, bi)کهجاآناست،سازگار

p′(x, y) = tp(ab/M).
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ͬ شودپیداAشاملMمانندمدلͬ.٨۴ادˁعای اینیعنͬاست؛آنرویمرلͬـ□دنباله ای(bi)کهم

.bi□Mb<iداریمiهربراینیزواستبازنشناختنMͬرویدنباله 

ͬ توان.٨۵ادˁعای .a□Mbکهکردفرضم

ͬ دهیم.ادامهاین گونهرااثباتبالا،ادعایدوبودندرستفرضبا برایراaiعناصرِاگرم

i ∈ ωکهکنیمپیداچنانaiبرآورنده ی
∪
j≤i p

′(x, bj)،مباشدͺخواهداثباتفشردگͬبهبناح

ͬ یابیم.زیرترتیببهرااین چنینعناصرشد. م

a0بͽیرید = a.داریم|= p′(a0, b0).کنیدفرضa′1ازبرآورنده  ایp(x, b1).داریمباشد

a′1□Mb1, (∗1)

,p′(a′1ازوa□Mbادعابهبنازیرا b1)شودنتیجه ͬ a′1b1کهم ≡M ab.رابطه یکهاینبهبناحال

ͬ گیریمنتیجهاست،ناوردا□ .a′1□Mb1کهم

کهگفتیمدومادعایدر

a0□Mb0 (∗2)

اولادعایدرو

b0□Mb1. (∗3).

,1∗بهبناحال ∗2, ͬ شودپیداa1عنصریͷمدلهارویاستقلالویژگͬازکمͷ گیریباو3∗ کهم

a1□Mb0b1

نیزو

a1 ≡Mb1 a
′
1

و

a1 ≡Mb0 a

=|یعنͬ p(a1, b0) ∪ p(a1, b1).

ͬ تواناستقرابارابالابحث ͬ توانترتیببدینودادادامهم ,a0م a1, . . aiکهیافتچنانرا.

ازبرآورنده ای
∪
j≤i p

′(x, bj)نیزوباشدai□Mb≤i.
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ͬ کنیم.ثابترا٨۵و٨۴ادعاهایادامهدر م

□برایموضعͬمشخصه یویژگͬدرکهباشدکاردینالκͬکنیدفرضاول.ادعایاثبات
i∈κ(bi)دنباله یبهراi∈ω(bi)دنباله یاست.شدهاشارهبدان ∪ bκگسترانیم ͬ Aرویکهم

شاملمدلیͷرویAرویبازنشناختنͬدنباله یهرکهکرده ایمثابتقبلا́ است.بازنشناختنͬ

Aͬکنیمفرضپساست.بازنشناختن ͬ AوباشدبازنشناختنM0ͬروی(bi)دنباله یم ⊆ M0.

ͬ توانرواینازواستبازنشناختنMb0ͬرویi≥1(bi)دنباله یحال یͷرویبازنشناختنͬراآنم

M1مدل ⊇M0b0توانروش،همینباگرفت.نظردر ͬ بدستچنانرامدلهااز(Mi)دنباله یم

b<iوباشدبازنشناختنMiͬرویb≥iکهآورد ⊆ Mi.بهراموضعͬمشخصه یویژگͬحالbκ

مجموعه یو
∪
Mi ∪ b<κکنیم.اعمال ͬ jاوردینالویژگͬ،اینبنابرم < κشودپیدا ͬ کهم

bκ□Mj
bj≤l<κ.یریدͽبM = Mjدنباله یوbj, bj+1, . . اینکنید.اولیهدنباله یجایͽزینرا.

bκ□Mjو(bi)دنباله یبودنبازنشناختنͬازدارند،رانظرموردویژگͬدنبالهاینعناصرکه
bj≤l<κ

ͬ شود.نتیجه م

ͬ دانیم.٨۵ادعایاثبات ͬ شودپیداچنان′aعنصروجود،ویژگͬبهبنا.a□Abکهم ′aکهم ≡Ab a

ͬ گیریم.نظردرaجایبهراعنصراین.a′□AbMو از.a□Abوa□AbMکرده ایمفرضپسم

ͬ شودنتیجهتعدیویͺنواییویژگͬبهبنادواین .a□Mbکهم

ͬ های□رابطه یوTاگرکهکرده ایمثابتکارجایاینتا آن گاهباشند،داشتهراشدهیادهویژگ

ͬ شودنتیجه a□Abاز aکهم |⌣
d

A
b.کنیمثابتادامهدر ͬ aازاینچنان،تئوریِیͷدرکهم |⌣

d

A
b

ͬ شود.نتیجهa□Abنیز م

تئورییͷبودنسادهمعادلشرطکهکردیمثابتپیش ترکنیدتوجهنکته،ایناثباتازپیش

زیرمجموعه ایaعنصرِهروMمدلهربرایکهشودپیداκمانندکاردینالͬکهاستاینکامل

|B|کهشودپیداMازBمانند < κوa |⌣B
M.برقرار□رابطه یبرایویژگͬاینفرضها،بهبنا

است.شدهثابتنیزTسادگ̞ͬبرسد،پایانبه⌣|و□بودنمعادلاثباتاگربنابرایناست.

aهرگاهدهیمنشانکهاستایناست،ماندهاثباتازآنچه |⌣A
bآن گاهa□Ab.باͷویژگ̞ͬکم

ͬ توانλکاردینالِهربرایوجود، biکهساختچنانراi<λ(bi)دنباله یم ≡A bوbi□Ab<i.
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ͬ توانباشد،باندازه  بزرگλاگر Aرویکهیافتچنانراi∈κ(b′i)دنباله یشلاخ،لمکمͷبام

b′0وباشدبازنشناختنͬ = bکنیمیادآوریباشد.مستقل□دنبالهایننیزو ͬ ویژگͬشاهدκکهم

aکهآنجاازاست.□برایموضعͬمشخصه ی |⌣A
bدنباله یو(b′i)i∈κرویAͬوبازنشناختن

′aمانندعنصری۴٠لم̧بهبنااست،bشامل ≡Ab aشودپیدا ͬ بازنشناختنͬ′Aaرویدنباله اینکهم

Aمجموعه یباشد. ∪ {b′i|i < κ}یرید.نظردرراͽبرایموضعͬمشخصه یویژگͬبهبناب□
i0عنصر < κشودپیدا ͬ کهم

a′□A{b′i|i<i0}{b
′
i|i < κ}.

ͬ توان نوشتم

a′□A{b′i|i<i0}b
′
i0
b′i0+1 . . . .

b′i0□A{b′i|iکهکرده ایمفرضنیز.a′□A{b′i|i<i0}bi0یͺنواییویژگͬبهبنا < i0}.ویژگͬبهبناپس

a′□Abداریمتعدی
′
i0.دانیمنیز ͬ a′b′i0کهم ≡A a′b′0دنباله ی(زیراb′iرویAa′ͬبازنشناختن

a□Abداریمرواینازواست)،

بحثخلاصه ی١٢

درمعادلا˟نشود.پیدادرختͬ»«ویژگͬبافرمولͬهیچآنهادرکههستندتئوریهاییساده،تئوریهای

ͬ شودیافتkمانندعددیهیچو(ai)دنباله یهیچوϕفرمولهیچتئوریهااین ,ϕ(xهرکهنم ai)

,ϕ(xفرمولاگرساده،تئوریهایدرشود.بخشkبهنسبتa<iروی b)مجموعه یرویAبخش

درمهمبسیارنکته یاینبود.خواهندشدنبخشاینشاهدbشاملمرلͬدنباله هایهمه یشود،

تقارنویژگͬدارایفرکانناوابستگͬرابطه یسادهدرتئوریهایکهایناثباتجملهازاثباتهابسیاری

ͬ شود.استفادهاست ناوابستگͬرابطه یومعادلندهمبافرکیدنوشدنبخشسادهتئوریهایدرم

دوتاییرابطه ایآندرکهباشیمداشتهتئوری ایاگراست.مدلهارویاستقلالویژگͬدارایفرکان

واستسادهتئوریآنگاهآنباشد،سادهتئوریهایدر⌣|رابطه یویژگیهایمشابهویژگیهایدارای

بود.خواهدفرکانناوابستگͬرابطه یهمانرابطه،آن
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نمایه
a |⌣

dB،٧

۴٨مدلها،رویاستقلال

١٩نافرکان،اکیداً

۴شدن،بخش

٣٧ساده،تئوری

١٢موستوفسͺͬ،اهغنتایپ

٣٠لاسͺار،قویتایپ

٧جهانͬ،

١١بازنشناختنͬ،دنباله های

۴۴مستقل،دنباله ی

١۶مˀرلͬ،دنباله ی

ͷ٢٠ارث،شری

١٨تایپها،ضرب

٣٢ضخیم،فرمول

٧فُرکیدن،

۵۵پیلͬ،وکیمقضیه ی

١٢استاندارد،لم

١٣شلاخ،لم

۴٨متناهͬ،مشخصه ی

۴٨موضعͬ،مشخصه ی

٧ناوردا،

٣٠لاسͺاری،هم ارز

۴٨وجود،

تئوری هایدرمدلهارویاستقلالویژگͬ

۵٣ساده،

٣۶درختͬ،ویژگͬ

̞ͬ مشخصه ی ٣٨موضعͬ،ویژگ

٣١لاسͺارِ،قویاتومرفیسمهایگروه

۴٨تعدی،ویͺنوایی
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