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Kapitel 1

Die jordansche Normalform

Im Folgenden sei K ein Kérper.

1.1 Eigenvektoren und -werte

Definition 1.1. Zwei Unterrdume U und W eines K-Vektorraumes V' liegen transversal zuein-
ander, falls UNW = {0y }. Wenn U und W transversal liegen, schreiben wir U & W fiir den
Unterraum U + W und bezeichnen es als die direkte Summe von U und W. Allgemein ist eine
Familie (U;);e; von Unterraumen von V' transversal, falls fiir jedes i aus I die Unterrdume U;
und . p (3 Us transversal zueinander liegen. Wir schreiben dann die direkte Summe €p,; U;

fiir den Unterraum .., U;.

Bemerkung 1.2. Die Familie (U;);c; von Unterrdumen des K-Vektorraumes V' ist genau dann

transversal, wenn fiir alle natiirlichen Zahlen m > 1, Indizes i4,...,1,, aus I sowie Vektoren
Up, ..y Uy aus Vomit uj aus Uy, fiir 1 < j <m, gilt

m

Zuj:()v = U1 =...=1Uy, =0y

j=1

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass die Familie (U;);c; transversal ist. Gegeben Vektoren
Uy, - - -, Uy, Wie oben mit Oy = uy + ... + u,y,, beweisen wir induktiv {iber m, dass alle Vektoren
Ui, ..., U, Null sind. Fiir m = 1 ist die Behauptung trivial. Angenommen nun, dass m > 1,
beachte, dass

UL+ .o F Uy = —Upy, in U, N Z U; = {0y} liegt

icl
iim
und somit u,, = 0y = uy + ... + Up,_1. Induktiv folgt u; = ... = u,,_1 = Oy, wie gewiinscht.
Fiir die Riickrichtung sei v ein Vektor aus U; N 3~ 5y Ui- Wegen der [Skript LAI, Be-
merkung 1.47] ldsst sich v fiir verschiedene Indizes i1,...,iy aus I\ {j} als v =u; + -+ un

schreiben, mit u; in U;,. Also
u + -+ un + (—v) =0y

Aus unserer Annahme (mit m = N + 1) folgt v = 0y, wie gewiinscht. O



Lemma 1.3. Gegeben eine transversale Familie (U;);cr von Unterrdumen des K- Vektorraumes
V' und Basen B; von U; fiir jedes i aus I, ist Uiel B, eine Basis der direkten Summe @iel U,.
Beweis. Beachte, dass |J,.; B; immer ein Erzeugendensystem des Unterraumes ) ., U; ist
(auch wenn die Familie nicht unbedingt transversal liegt). Wir miissen also nur zeigen, dass
die Elemente aus |J,.; B; (beziiglich einer festen Aufzdhlung) linear unabhéngig bleiben. Wir
nehmen also Indizes iy, ..., i, aus I, sowie fiir 1 < j < m Vektoren v;1,...,v;;,, aus B;, und
Skalare A 1, ..., A;,, derart, dass

T1 Tm
g NirkVigk + -+ g ik Vi = Oy
k=1 k=1

Weil das Element u; = 37" A\, yvi 5 in U;, liegt, folgt uy = ... = u,, = Oy aus der Bemerkung
J k=1 "5 J J

. Da jede Teilmenge von B;; linear unabhéngig ist, schlielen wir daraus, dass die Skalare

Aij1 = ... = Aijr; = Og fiir jedes 1 < j < m, wie gewiinscht. O

Definition 1.4. Gegeben einen Endomorphismus F': V' — V des K-Vektorraumes V', ist der
Skalar A aus K ein Figenwert von F, falls es einen Vektor v # Oy mit F(v) = v gibt. Dieser
Vektor v ist ein Eigenvektor zum Eigenwert .

Beachte, dass ein nicht-trivialer Vektor nicht Eigenvektor zu verschiedenen Eigenwerten sein
kann.

Definition 1.5. Gegeben einen Endomorphismus F' : V' — V des K-Vektorraumes V' und
einen Skalar \ aus K, ist der Figenraum zu X\ die Menge

V)\:{UEV’F(’U):)\U},

Der Eigenraum zu A ist klarerweise ein Unterraum des Vektorraumes V. Beachte, dass A
genau dann ein Eigenwert von F' ist, wenn dimg V) # 0.

Bemerkung 1.6. Fiir einen Endomorphismus £ : V. — V des K-Vektorraumes V ist die
Familie der Eigenrdume (V)) ek transversal.

Beweis. Wir benutzen die Charakterisierung aus der Bemerkung Seien also A,..., A\,
verschiedene Elemente aus K sowie u; Vektoren aus V), derart, dass Z?lo u; = 0y. Wir beweisen
induktiv iiber m > 1 aus N, dass jedes u; der Nullvektor ist. Fiir m = 1 ist es trivial, also sei
ohne Beschriankung der Allgemeinheit m > 1. Wir wenden F' an und erhalten die Gleichung
Yoo Aiu; = F(0y) = Oy. Insbesondere ist

m m m—1
=0 =0 =0

Weil jeder Eigenraum ein Unterraum ist, liegt der Vektor (A\; — A;,)u; in V), und wir folgern
induktiv, dass (A\; — Ap)u; = Oy. Aus \; # A, folgt nun u; = Oy fiir jedes 1 < i < m — 1.
Insbesondere ist u,, auch der Nullvektor, wie gewiinscht. O



Bemerkung 1.7. Der Skalar ) ist genau dann ein Eigenwert vom Endomorphismus F': V — V|
wenn der Endomorphismus A - Idy —F' nicht injektiv ist. Fiir endlichdimensionale Vektorrdume
V ist dies dquivalent dazu, dass A - Idy —F nicht surjektiv ist, wegen [Skript LAI, Rangssatz
2.34].

Wenn A die Darstellungsmatrix von F’ beziiglich einer Basis B des n-dimensionalen Vektor-
raumes V ist, dann hat A-1d,, —F' die Darstellungsmatrix \-Id,, — A beziiglich der Basis B. Ins-
besondere ist A genau dann ein Eigenwert von F', wenn die Determinante det(A-1d,, — A) = Ok.

Definition 1.8. Fiir einen Endomorphismus F' : V' — V des n-dimensionalen K-Vektorraumes
V' mit Darstellungsmatrix A beziiglich einer Basis B von V ist

Xp(T) =det(T-1d,, — A)
das charakteristische Polynom von F'.

Auf Blatt 11 der Vorlesung Lineare Algebra I haben wir mit Hilfe der Produktformel
[Skript LAT, Proposition 3.12] gesehen, dass das charakteristische Polynom unabhéngig von
der Wahl der Basis B (und somit unabhéngig von der Darstellungsmatrix) ist. Aus der Leibniz
Formel [Skript LAI, Aufgabe S. 56| folgerten wir in jenem Blatt, dass das charakteristische
Polynom von F' normiert vom Grad n ist:

Xp(T)=T" + by T 4+ by

Der konstante Koeffizient by des charakteristischen Polynoms gleicht (—1x)™ det(A), und —b,,_4
entspricht der Spur der Matrix A = (a;;), wodurch

Spur(A) = Z Qi
i=0

insbesondere nicht von der Wahl der Basis abhingt: Ahnliche quadratische Matrizen haben
dieselbe Spur.

Korollar 1.9. Der Skalar A ist genau dann ein Eigenwert vom Endomorphismus F eines nicht-
trivialen endlichdimensionalen Vektorraumes V', wenn X eine Nullstelle des charakteristischen
Polynomes ist.

Insbesondere besitzt der Endomorphismus nur endlich viele Figenwerte, wegen des Korollars

[A.7 im Appendiz A.
Im Folgenden ist V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Proposition 1.10. Fiir einen Eigenwert X des Endomorphismus F :V — V' kann die Dimen-
sion dimg V) héchstens die Vielfachheit ord\(X ) (siehe Korollar [A.¢] im Appendiz[A]) von A

sein.

Den Wert ord, (X ) nennen wir die algebraische Vielfachheit, wobei der Wert dimg V) die
geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A ist. Insbesondere ist die algebraische Vielfachheit
eine obere Schranke der geometrischen Vielfachheit.



Beweis. Sei k = dimg V. Wir miissen nur zeigen, dass (T — \)* das charakteristische Polynom
X #(T) teilt. Wihle eine Basis {v1, ..., v} des Eigenraumes V) und ergénze sie zu einer Basis
B = {v1,..., U, Vks1,-.-,0,} von V. Sei A die Darstellungsmatrix von F' beziiglich B. Das
charakteristiche Polynom von F' ist dann gegeben durch

Xp(T) =det(T-1d,, — A).
Weil die Vektoren v; im Eigenraum zu A liegen, d.h. F(v;) = Av; fiir 1 < i < k, hat die Matrix
A die Form:
= (05 5)
wobei B sowie die Nullmatrix 0,,_; quadratische Matrizen der Gréfle n — k sind. Insbesondere
ist

T—)\)Idk *

J— . -_— = (

) = (T —\)"det(T-1d,_;,— B),

wegen der Kistchenregel [Skript LAT, Korollar 3.20]. Insbesondere teilt (T — A\)* das cha-
rakteristische Polynom X .(T'), wie gewiinscht. Beachte, dass wir nicht folgern kénnen, dass k
genau dem Wert ordy X, entspricht, weil A eine Nullstelle des Polynoms det(7 - Id,,_; — B)
sein konnte. [l

1.2 Diagonalisierbarkeit

Im Folgenden seien K ein Korper und F': V — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen
K-Vektorraumes V.

Definition 1.11. Der Endomorphismus F' : V' — V ist diagonalisierbar, falls V' = @, Vi
oder dquivalent dazu, wenn V' eine Basis aus Eigenvektoren besitzt (wegen des Lemmas .

Weil V' endlichdimensional ist, ist es auch dquivalent dazu, dass es eine Basis B von V' derart
gibt, dass die Darstellungsmatrix von F beziiglich B (im Definition- und im Bildbereich) eine
Diagonalmatrix ist.

Eine quadratische n x n-Matrix A ist diagonalisierbar, wenn der induzierte Endomorphismus
Fy : K" — K" diagonalisierbar ist, oder dquivalent dazu, wenn A dhnlich zu einer n x n-
Diagonalmatrix ist (siche [Skript LAI, Korollar 2.64]).

Aufgabe. Ist jeder Endomorphismus F' : V — V eines 1-dimensionalen K-Vektorraumes V'
diagonalisierbar?

Lemma 1.12. Der Endomorphismus F' :'V — V st genau dann diagonalisierbar, wenn

n = Z dimK VA

A Eigenwert von F

Beachte, dass die obige Summe wegen des Korollars [1.9 nur aus endlich vielen Summanden
besteht und somit wohldefiniert ist.



Beweis. Wir miissen lediglich feststellen, dass die direkte Summe &, genwert V\ Dimension

A Eigenwert von F'

hat, weil die Dimensionsformel [Skript LAI| Satz 2.16] gilt. O

Aufgabe. Ist die Matrix ((1) i) diagonalisierbar?
Korollar 1.13. Der Endomorphismus F : V — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn das
charakteristische Polynom X (T in (mdglicherweise nicht paarweise verschiedene) Linearfak-
toren

Xp(T) = (T =X)-- (T = An)
zerfallt und fiir jedes 1 < i < n die algebraische Vielfachheit von X\; gleich der geometrischen
Vielfachheit ist, d.h.
OI‘d)\i(XF) = dlIIlK V)W

Beweis. Wenn F' diagonalisierbar ist, besitzt V' eine Basis B von Eigenvektoren von F'. Seien
A1, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von F' und d; = dimg V). Fir alle 0 < j < k -1
setze d;- = ng ; d,, wobei die leere Summe Null ist, und ordne die Basis B so an, dass die
Vektoren Vi1, -V, eine Basis des Eigenraumes V), bilden. Die Darstellungsmatrix von
F beziiglich der Basis B ist in Diagonalform

A1
02@/ )\1
A2

[
AN

Ak

<
KN

2 Ak

und es folgt, dass das charakteristische Polyonom in Linearfaktoren zerfillt, in der Tat ist
Xp(T) = (T —M)% - (T — \p)%. Weil die Eigenwerte paarweise verschieden sind, gilt insbe-
sondere ordy, (X ) = d; = dimg V), wie gewiinscht.

Die andere Richtung folgt sofort aus der Proposition|l.10jund dem Lemma 1.3, weil der Grad
n des charakteristischen Polynom genau der Dimension des K-Vektorraumes V' entspricht. [

Etliche Resultate in diesem Abschnittes lassen sich induktiv beweisen. Hierfiir brauchen wir
die folgende Definition sowie das Hilfslemma, welches uns den Induktionsschritt ermdéglichen
wird.

Definition 1.14. Ein Unterraum U des Vektorraumes V' ist F-invariant, falls F(U) C U,
oder dquivalent dazu, wenn die Einschrénkungsabbildung F';; einen Endomorphismus von U
definiert.



Aufgabe. Sei \ ein beliebiges Element des Korpers K und U ein Unterraum von V. Zeige, dass
U genau dann F-invariant ist, wenn U invariant unter dem Endomorphismus F' — X - Idy ist.

Lemma 1.15. Ist U ein F-invarianter Unterraum von V, dann induziert F' einen wohldefi-
nierten Endomorphismus F : V/U — V/U auf dem Quotientenraum V /U (siehe [Skript LAI|
Proposition 2.41]) derart, dass

Xp(T) = XFy (T) - X#(T).
Beweis. Die Abbildung N

F: VU — V/U

v+U — F)+U

ist wohldefiniert, weil der Unterraum U invariant unter F' ist. Sie ist klarerweise linear, wegen
der Linearitdt von F' sowie der Vektorraumstruktur des Quotientenraumes. Weil das charakteri-
stische Polynom unabhéngig von der Wahl der Basis ist, wilhle eine Basis B = {vy,...,v,} von
V derart, dass {vy,..., v} eine Basis von U ist. Der Beweis des [Skript LATI, Korollars 2.43],
welches besagt, dass jeder Komplementéarraum von U zum Quotientenraum V/U isomorph ist,

liefert, dass die Kollektion der Nebenklassen {vy1 + U, ..., v, + U} eine Basis von V/U bilden.
Beachte nun, dass die Darstellungsmatrix des Endomorphismus F' beziiglich der Basis B

von der Form
A *
0,_r C

ist, wobei die k x k-Matrix A die Darstellungsmatrix der Einschrankung F';; beziiglich der
Basis {v1,...,v;} von U ist, da F(v;) in U liegt fir alle 1 < j < k.
Weil wegen der Késtchenregel

Xy (T) = det (T -1d,, - (On_k C) ) = det ( o ra O) -

= det(T - Idy — A) - det(T - Id,_ — C) = X (T) - det(T - Id,,_ — C),

miissen wir nur noch zeigen, dass C' die Darstellungsmatrix der Abbildung F beziiglich der
Basis {vg+1 + U, ..., v, + U} des Quotientenraumes V/U ist: Sei j in {k+ 1,...,n}. Wenn

F(Uj) = Z )\ijvia

1<i<n

SO ist
F(Uj+U):F(Uj)+U: Z )\ij(UZ'—i‘U),
k+1<i<n
wie gewiinscht. O]
Wir werden nun sehen, dass sich der Endomorphismus gut darstellen ldsst, wenn das charak-

teristische Polyonom in Linearfaktoren zerféllt, auch wenn die algebraischen und geometrischen
Vielfachheiten nicht iibereinstimmen.



Definition 1.16. Der Endomorphismus F' : V — V ist trigonalisierbar, falls es eine Basis B
von V' derart gibt, dass die Darstellungsmatrix von F' beziiglich B (sowohl im Definitions- als
auch im Bildbereich) in oberer Dreiecksform

Al k ... ... k
0 )\2 * *
0 0 :

ist.

Satz 1.17. Der Endomorphismus F' :' V — V ist genau dann trigonalisierbar, wenn das cha-
rakteristische Polynom Xy in Linearfaktoren zerfillt.

Insbesondere lisst sich jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen C-Vektorraumes
trigonalisieren.

Beweis. Wenn der Endomorphimus F' eine Darstellungsmatrix (beziiglich einer Basis B) in
oberer Dreiecksform besitzt, zerfillt das charakteristische Polyonom wegen der Késtchenregel
klarerweise in Linearfaktoren, also miissen wir nur die andere Richtung induktiv iiber die Di-
mension n = dimg V' > 1 beweisen. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial, weil jede 1 x 1-Matrix
bereits in oberer Dreiecksform ist. Beachte, dass hier dann auch jeder nicht-triviale Vektor ein
Eigenvektor ist.

Wir nehmen also an, dass n = dimg V' > 2. Das charakteristische Polynom X (7) zerfallt
in Linearfaktoren, d.h.

Xp(T) = (T =) (T = An).

Insbesondere ist A; ein Eigenwert von F' nach dem Korollar [[.9, Wihle nun einen Eigenvek-
tor v1 # Oy in V zu A; und setze U = Lin({v;}). Der Unterraum U hat Dimension 1 und
ist F-invariant, weil F(uv1) = (- A\1)vy = A (pwp). Da die Einschrankung F'y gerade der
Skalarmultiplikation mit A\; entspricht, ist Y F[U(T) =T — \.

Aus dem Hilfslemma folgt X (1) = X, (T) - X5(T) = (T = M) - X(T), wobei

F: VIU — VU
v+U — F)+U

ein Endomorphimus des Quotientenraumes V /U ist. Da Polynomringe Integritiatsbereiche sind,
erhalten wir

Xi(T) = (T =Aa)--- (T = o),
was in Linearfaktoren zerféllt. Beachte, dass dimg V/U = n — 1 < n, nach dem noetherschen
Isomorphiesatz [Skript LAI, Korollar 2.46]. W&hle induktiv eine Basis {vy + U, ... v, + U}

vom Quotientenraum V/U derart, dass sich F beziiglich der Basis {vo+U, ... ,v,+U} in oberer
Dreiecksform

AQ %k ... ... %
0 )\3 * s *
0 O '
0 0 A



darstellen ldsst. Wir miissen nur noch zeigen, dass die Familie {vy,...,v,} eine Basis von V'
bildet, da die dazugehorige Darstellungsmatrix von F' klarerweise in oberer Dreiecksform ist.
WEeil die Dimension von V' genau n ist, geniigt es zu zeigen, dass die Vektoren linear unabhéngig
sind. Seien die Skalare y, ..., p, derart, dass Y., w;v; = Oy. Dann

foUs + -+ Ly Uy, = — vy € U,

also gilt
po(va +U) 4 -+ + pin(vn +U) = 0y + U.

Es folgt po = ... = pu, = O und somit auch pu; = O, wie gewiinscht. [

1.3 Der Satz von Cayley-Hamilton

Im Folgenden seien K ein Kérper und F': V' — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen
K-Vektorraumes V.

Notation. Definiere rekursiv iiber m aus N die Abbildungen

F'=1dy und F" = Fo---oF fiir m > 0.
—_—

m-mal

Beachte, dass jede Potenz F™ ein Endomorphismus von V' ist.

Bemerkung 1.18. Fiir jeden nicht-trivialen Vektor v # 0y aus V muss die Familie { F™(v) }nen
linear abhéngig sein (weil V' endlichdimensional ist). Wihle also k& aus N minimal derart, dass

k—1
FHv) =) a;F(v)
=0
fiir ag, ..., a1 aus K. Beachte, dass k > 1.
Es lisst sich leicht zeigen, dass die Menge {v, F(v), ..., F*"1(v)} eine Basis des F-invarianten

Unterraumes U = Lin({ F™(v) } men) bildet. Insbesondere ist das charakteristische Polynom der
Einschrankung F';;; gleich

Xy (1) =TF —ap TV — . —a.
Ein solcher Unterraum ist ein zyklischer Unterraum (beziiglich F') der Ordnung k.
Definition 1.19. Gegeben ein Polynom P(T') = Z]‘D:() a;T7 mit Koeffizienten aus K definiert
PF): V. —» V

D
v > a;Fi(v)
i=0

den Endomorphismus P(F) = Zf:o a;F7. Wir ersetzen also jedes Monom 7Y durch den En-
domorphimus F7. Weil lineare Abbildungen unter Summen und Skalarmultiplikationen abge-
schlossen sind, ist P(F') wiederum ein Endomorphismus von V.

8



Aufgabe. Zeige induktiv tiber den Grad des Polynomes P, dass Q(F) o P(F) = (Q - P)(F)
(als Abbildung) fir jedes Polynom Q(7') mit Koeffizienten aus K. Insbesondere kommutieren
je zwei solche Endomorphismen, obwohl beliebige Endomorphismen von V' allgemein nicht
kommutieren miissen.

Satz 1.20. (Der Satz von Cayley-Hamilton) Der Endomorphismus X p(F') ist die Nullabbildung
auf V.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass X (F)(v) = Oy fiir alle v aus V. Ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass v # 0y,. Weil V' endlichdimensional ist, gibt es k aus
N minimal derart, dass

FF(v) = X_: a; F7(v)

fir agp, ..., ar—1 aus K, wie in der Bemerkung|1.18] Weil der Unterraum U = Lin({ F"(v) };nen)
invariant unter F ist, folgt aus dem Hilfslemma [1.15] dass

Xp(T) = XFy (T) - X#(T).

Beachte, dass X p  (F))(v) = Oy nach Wahl der Koeffizienten ay, ..., ax—1. Insbesondere ist

Xe(F)(©) = (X, (F) o X5(F)) (0) = (XG(F) 0 X, (F)) (v) = X(F)(Ov) = Oy,
wie gewiinscht. O]

Korollar 1.21. Fir eine n X n-Matriz A mit Koeffizienten aus K und charakteristischem
Polynom T™ + b, Tt 4 -« + by gilt

A"+ b, AV 4 by - Id, = 0,
wobei 0,, die Nullmatriz der Grofie n X n ist.

Wir kénnen nun ein normiertes Polynom kleinsten Grades derart wihlen, dass F' eine Null-
stelle (im Sinne der Definition [1.19)) ist. Dieses Polynom, genannt das Minimalpolynom von F,
enthélt bereits alle Informationen, um zu iiberpriifen, ob der Endomorphismus F’ diagonalisier-
bar ist.

Satz 1.22. Es existiert genau ein normiertes Polynom mp(T) mit Koeffizienten aus K derart,
dass mp(F) der triviale Endomorphismus von V' ist und fiir alle Polynome P(T) mit Koeffizi-
enten aus K

P(F) = 0gnaqvy <<= mp(T) teilt P(T) (als Polynome).

Das Polynom mp(T) heif$t das Minimalpolynom von F.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz des Minimalpolynoms: Nach dem Satz von Cayley-
Hamilton ist die Menge

P ={P(T) e K[T] | P(T) normiert und P(F) = Ogna(v)}

nicht leer. Wihle also ein Polynom mp(7') in P kleinsten Grades. Dann ist mp(F) der triviale
Endomorphismus von V' und wir miissen nur die letzte Aquivalenz zeigen: Eine Richtung ist

9



klar, denn wenn P(7T') ein Vielfaches von mp ist, schreibe P(T) = mp(T')-Q(T) fiir ein Polynom
Q(T) mit Koeffizienten aus K. Nach der vorigen Aufgabe ist

P(F)=mp(F) o Q(F) = Q(F) omp(F) = Q(F) 0 Ognav) = Opna(v),

wie gewiinscht. Wir nehmen nun an, dass das Polynom P(T") den Endomorphismus £ als Null-
stelle (im Sinne der Definition besitzt. Wenn P(T") das triviale Polynom ist, dann ist P(7T")
ein Vielfaches von mg(T), also kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass P(T) nicht-trivialen Fiihrungskoeffizient ap besitzt, wobei D = deg(P). Beachte, dass
P(F) genau dann trivial ist, wenn (ap' - P)(F) trivial ist. Wir kénnen also annehmen, dass
P(T) normiert ist. Insbesondere liegt P(7") in P, also deg(P) > deg(mp), wegen der Minima-
litdt des Grades des Minimalpolynoms. Mit Hilfe der Division mit Rest im Appendix [A]
schreibe
P(T) = mp(T) - Q(T) + R(T),

wobei Q(T') und R(T) Polynome in K[T] mit deg(R) < deg(mp) sind. Wir miissen nur noch
folgern, dass R(T') das Nullpolynom ist. Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass R(F') der triviale
Endomorphismus ist, denn wére R nicht trivial, konnten wir R normieren, was der Minimalitét
des Grades von mp(T') als Element in P widerspricht. Nun ist

Opnavy = P(F) = Q(F) omp(F) + R(F) = Opna(v) + R(F) = R(F),

wie gewiinscht.

Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass das Polynom m/-(T") die obigen Eigenschaften
besitzt. Insbesondere ist mu(F) = Ognav), also mu(T) = mp(T) - Q(T) fir ein Polynom
Q(T), welches normiert sein muss (weil mg(7T) und m/-(T) beide normiert sind). Analog ist
mp(T) =m/p(T) - H(T) fir ein normiertes Polynom H (7). Insbesondere ist

mp(T) = mp(T) - H(T) = mp(T) - Q(T) - H(T).

Da der Polynomring ein Integritatsbereich ist, folgt, dass Q(T') - H(T) das konstanten Polynom
1g = T° sein muss. Insbesondere sind sowohl Q(7') als auch H(T) konstant, und somit gleich
1 (weil sie normiert sind). Es folgt mp(T) = m'x(T'), wie gewiinscht. O

Korollar 1.23. Jede n x n-Matriz A iber K besitzt ein Minimalpolynom my(7T), das heifst,
ein normiertes Polynom mu(T) = T* + by 1T* 1 + -+ + by derart, dass

o die Matriz A* +by_1A*¥' 4+ ... 4+ by -1Id,, = 0,, und
e das Polynom m4 genau dann ein Polynom P(T) = Zio c; TP teilt, wenn

CDAD + -+ CoIdn = On

Lemma 1.24. Das charakteristische und das Minimalpolynom besitzen dieselben Nullstellen.
Insbesondere ist A genau dann eine Nullstelle von mp(T), wenn X\ ein Eigenwert von F' ist.

Beweis. Weil das Minimalpolynom mpg(T') das charakteristische Polynom X teilt, ist jede
Nullstelle von mg(T') eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Sei nun A eine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms. Insbesondere ist der Skalar A\ ein Eigenwert beziiglich F' und
es gibt einen Eigenvektor v # 0y zu .
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Wir wollen zeigen, dass mp(\) = Og. Mit Hilfe des Korollars schreibe
mp(T) = (T = NQ(T) +mp(X),

fir ein Polynom Q(7') aus K[T'| (es wird hier nicht verlangt, dass Q(A) # Ok). Aus dem Satz
folgt

Oy =mp(F)(v) =Q(F)(F(v) —A-v)+mp(A)-v=Q(F)(Oy)+mp(A) -v=mp(A) - v,
also mp(A) = Ok, weil v verschieden vom Nullvektor ist. O

Mit Hilfe des Minimalpolynoms kénnen wir ein Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit von
Endomorphismen (bzw. von Matrizen) liefern. Dafiir benétigen wir zuerst folgenden Hilfssatz.

Lemma 1.25. Wenn das Minimalpolynom in lauter verschiedene Linearfaktoren zerfillt, ist
V=Va®Im(F —\-1dy)
fiir jeden Figenwert .

Beachte, dass die obige Behauptung auch gilt, wenn A\ kein Eigenwert ist, denn in diesem
Fall ist Ker(F — A - Idy) der triviale Unterraum und somit F' — A - Idy ein Automorphismus
(hierfiir haben wir nicht gebraucht, dass mg(T') in lauter verschiedene Linearfaktoren zerfillt).

Beweis. Nach dem [Skript LAI, Rangssatz 2.34] miissen wir nur zeigen, dass die Unterrdume
Vy und Im(F — A-1Idy ) von V transversal liegen. Wir nehmen mp(7") = (T'— A\y) - - - (T'— A\x) an,
wobei A1, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte von F sind (nach dem Lemmal([1.24). Wenn k& = 1,
folgt aus mp(F') = Ogna(v), dass F'(v) = Ay - v fiir alle v aus V, also Im(F" — A, - Idy) = {0y }.
Die Behauptung folgt in diesem Fall trivialerweise.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist & > 2. Setze R(T) = (T — Xo) - -+ (T' — \), dann
mp(T) = R(T) - (T — A\1). Sei nun

vin Vy, NIm(F — Ay - Idy),

also F'(v) = Ay -v und es gibt einen Vektor w aus V mit v = (F — Ay - Idy)(w) = F(w) — Ay - w.
Wir miissen zeigen, dass v = 0y. Mit Hilfe der Division mit Rest schreibe

R(T) = Q(T) - (T = A1) + R(M),

fiir ein Polynom Q(7) mit Koeffizienten aus K. Beachte, dass der Skalar R(\;) # Ok, weil die
Eigenwerte alle verschieden sind. Nun ist

R(F)(v) = Q(F) o (F' = M 1dy)(v) + R(M) - v = Q(F)(0v) + R(A1) - v = R(\) - v.
Andererseits ist
R(F)(v) = R(F) (F = A - 1dy)(w)) = R(F)o(F=AIdy)(w) = mp(F)(w) = Opnav)(w) = Ov,
und somit folgt v = 0y, wie gewiinscht. O]

Satz 1.26. Der Endomorphismus F' : V. — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn das
Minimalpolynom myg in lauter verschiedene Linearfaktoren zerfdllt.
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Beweis. =—>: Wenn F' diagonalisierbar ist, schreibe
Xr(T) = (T =) - (T = A)™,

wobei Ay, ..., \; die verschiedenen Eigenwerte von F' sind und d; = dimg V), fiir 1 < ¢ <
k nach dem Korollar [1.13, Um zu zeigen, dass das Minimalpolynom mpg(T") in verschiedene
Linearfaktoren zerfillt, geniigt es zu zeigen, dass die Einsetzung von F' in das Polynom

P(T) = (T — M) (T = )

den Nullendomorphismus auf V' liefert: In diesem Fall teilt mp(7") das Polynom P(T"), aber
sie sind beide normiert und haben denselben Grad (weil sie dieselben Nullstellen haben), also
P(T) = mp(T), wie gewiinscht.

Da V die direkte Summe der Eigenrdume ist, geniigt es zu zeigen, dass die Einschriankung
von P(F) auf den Eigenraum V), trivial ist. Sei also v ein Vektor aus dem Eigenraum V).
Beachte, dass

P(F)(U):(F—>\1'Idv)o---O(F—Ak'Idv)(U):
=(F—=X-Ildy)o---o(F—=X\_1-Idy)o(F—=Xy1-Idy)o---o(F =X -Idy)o (F =\ - Idy)(v) =
(F—=A-Idy)o--o(F —X_1-Idy) o (F — Xy1-Idy) oo (F — XA - Idy)(0y) = Oy,

und somit gilt die Behauptung.

<—: Wir nehmen nun an, dass mp(T) = (T'— \1) - - - (T — A\x), wobei A1, ..., Ay die verschie-
denen Eigenwerte von F' sind (nach dem Lemma . Wir zeigen induktiv iiber n = dimg V/,
dass V' die (direkte) Summe der Eigenrdume Vy,,..., V), ist, siche Bemerkung Der Fall
n = 1 folgt sofort (siehe die Aufgabe vor Lemma , also sei ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit n > 2. Falls k£ = 1, folgt aus mp(F) = Ogna(v), dass V' =V, und wir sind fertig.

Wir nehmen also an, dass £ > 2. Nach dem Lemma [1.25] ist

V=V, @Im(F — A - Idy).

Weil F' einen Eigenvektor zum Eigenwert \; besitzt, ist V), nicht trivial und somit hat der
Unterraum W = Im(F — Ay - Idy) Dimension hochstens n — 1. Wir werden zeigen, dass die
Einschriankung von F' auf W einen Endomorphismus von W derart definiert, dass das entspre-
chende Minimalpolynom das Produkt

(T'=A2) -+ (T = M)

ist. Nach der Induktionsannahme ist W die direkte Summe der entsprechenden Eigenrdume
und somit folgt die Behauptung auch fiir V.

Um zu zeigen, dass W invariant unter F ist, sei w ein Vektor aus W. Dann ist w = F(v)—A;-v
fiir ein v aus V und

F(w)=F(F(v) — M\ -v)=F*©) =\ - Fv) = (F — A\ - 1dy)(F(v))

liegt klarerweise in W, wie gewiinscht.
Wir miissen nur noch das Minimalpolynom von F’ = Fy : W — W bestimmen. Hierfiir

setzen wir R(T) = (T — Xa) - - (T — M), also mp(T) = R(T) - (T — A1), und betrachten den
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Endomorphismus R(F”") von W. Jeder Vektor w aus W lasst sich als w = (F — A - Idy)(v) fiir
einen Vektor v aus V' schreiben. Wegen

R(F')(w) = R(F)((F = A - 1dy)(v)) = (R(T) - (T = A1) (F)(v) = mp(F)(v) = 0v = Ow,
teilt mp (1) das Polynom R(T'). Schreibe also
R(T) = Mg - H

fir ein normiertes Polynom H mit Koeffizienten aus K. Wir zeigen nun, dass mp(7") das Poly-
nom mg (T)- (T — \p) teilen muss. Es geniigt zu zeigen, dass der von mpg/ (T')- (T — A1) induzierte
Endomorphismus trivial auf V' ist: Fiir v aus V ist w = (T'— A1) (F)(v) = (F — A1 - Idy)(v) ein
Element aus W, also

mpr - (T = A)(F)(v) = mp (F)(w) = mp (F')(w) = 0w = Oy,

wie gewiinscht.
Es folgt, dass mp(T") das normierte Polynom mg (T) - (T'— A1) teilt und somit

mp(T) - (T = X)) = Q(T) - mp(T),

fiir ein Polynom Q(7") mit Koeffizienten aus K. Beachte, dass Q(7") auch normiert sein muss.
Nun ist

mp(T) - (T —=X) =Q(T) - (T = \i)--- (T = \) =

=Q(T)-R(T) - (T = ) = Q(T) - H(T) - mp(T) - (T = \).

Da Polynomringe Integritiatsbereiche sind, folgt, dass das normierte Polynom Q(7T) - H(T') das
konstante Polynom 1g = T sein muss und somit Q = H = 1k. Insbesondere zerfillt das
Minimalpolynom

von F' = Fy in Linearfaktoren. Nach der Induktionsannahme ist F';;y diagonalisierbar, also
k
W =W,
=2
Da W), fir 2 <7 < k ein Unterraum von V), ist, folgt

k k k
V:VM@W:VM@@WM CV)\l@@V)\i:@VAl Cv
=2 =2 =1

und wir schlieflen, dass F' diagonalisierbar ist, weil V' die direkte Summe der Eigenrdume ist.
O
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1.4 Nilpotente Endomorphismen

Im Folgenden seien K ein Kérper und F': V' — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen
K-Vektorraumes V.

Bemerkung 1.27. Weil V' endlichdimensional ist, muss es fiir die steigende Kette
Ker(F) c Ker(F?) c Ker(F*) C ... C Ker(F") C ...

eine natiirliche Zahl m derart geben, dass Ker(F™) = Ker(F™"!). Beachte, dass der kleinst-
mogliche solche Wert hochstens n ist.
Es ldsst sich leicht induktiv iiber k aus N zeigen, dass Ker(F™) = Ker(F™*). Ferner ist

V = Ker(F™) & Im(F™)

fiir den kleinstmoglichen solchen Wert m: Analog zum Beweis von miissen wir nur zei-
gen, dass Ker(F™) und Im(F™) transversal zueinander liegen. Nun, wenn der Vektor v im
Durchschnitt Ker(£™) N Im(F™) liegt, schreibe v = F™(w) fiir einen Vektor w aus V. Da

Oy = F™(v) = F*™(w),

liegt der Vektor w im Unterraum Ker(F?™). Nach unserer Annahme ist Ker(F?™) = Ker(F™)
und somit v = F(w) = 0y, wie gewiinscht.

Beachte, dass in der obigen Situation die Einschrankung von F auf den Unterraum Ker(F™)
(welcher offensichtlich F-invariant ist) der triviale Endomorphismus ist. Diese Beobachtung mo-
tiviert den folgenden Begriff.

Definition 1.28. Der Endomorphimus F' : V' — V ist nilpotent, falls es eine natiirliche Zahl
m so gibt, dass F™ der triviale Endomorphismus auf V' ist.

Die kleinstmogliche solche Zahl m > 1 ist der Nilpotenzindex oder -grad des nilpotenten
Endomorphismus F'.

Eine n x n-Matrix A ist nilpotent, falls die von A induzierte Abbildung F : K* — K"
nilpotent ist, oder dquivalent dazu, wenn es eine natiirliche Zahl m so gibt, dass

A" = A... A
——

m-mal
die Nullmatrix ist.
Nilpotenz lasst sich mit Hilfe des charakteristischen Polynoms untersuchen.
Proposition 1.29. Folgende Aussagen sind fiir den Endomorphismus F :'V — V' dquivalent:
(a) Der Endomorphismus F' ist nilpotent (vom Nilpotenzindex m).

(b) Fiir jeden Vektor v aus V' gibt es eine natirliche Zahl m, derart, dass F™ (v) = Oy.
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(c) Es gibt eine Basis B von V' derart, dass die Darstellungsmatriz von F beziiglich B in
strikter oberer Dreiecksform

0
0 O * *
0 O
0 0 O

18t.
(d) Das charakteristische Polynom von F ist X z(T) =T".

(e) Das Minimalpolynom von F ist mp(T) =T™ fiir eine natirliche Zahl m, welche dann der
Nilpotenzindex ist.

Beweis. Die Implikation (a) = (b) ist trivial (setze m, = m).

Wir beweisen nun die Implikation (b) = (¢) induktiv tiber n = dimg V. Falls n = 1, ist
V = Lin({v}) und F™ ist klarerweise trivial auf dem erzeugten Unterraum Lin({v}).

Wir nehmen also n > 2 an. Sei v # 0y in V und wiéhle m,, kleinstmoglich mit F™ (v) = Oy,
also vy = F™~1(v) # Oy.

Insbesondere ist U = Lin({v; }) klarerweise F-invariant (weil F' trivial auf U ist). Nach dem
Hﬂfslemma- 5| induziert F' einen Endomorphismus F : V/U — V/U, welcher auch die Eigen-
schaft (b) erfiillt. Aus dem noetherschen Isomorphiesatz [Skript LAT, Korollar 2.46] folgt, dass
V/U Dimension n — 1 besitzt und wir finden induktiv eine Basis {vo+ U, ..., v, + U} vom Quo-
tientenraum V /U derart, dass die Darstellungsmatrix von F beziiglich dieser Basis in strikter
oberer Dreiecksform ist. Wie im Beweis von Satz schliefen wir, dass die Darstellungsmatrix
von F beziiglich der Basis {vy,vs,...,v,} in strikter oberer Dreiecksform ist.

Die Implikation (¢) == (d) folgt klarerweise aus der Késtchenregel. Die Implikation (d) =
(e) ist trivial, weil alle Teiler von 7™ von der Form a-T" sind, mit a aus K und r eine natiirliche
Zahl. Aus den Eigenschaften des Minimalpolynoms mg(7) = T™ folgt, dass F™ der triviale
Endomorphismus auf V' und somit F' nilpotent (vom Index m) ist, was die Richtung (d) = (a)
liefert. [l

Lemma 1.30. Seiv # Oy ein Vektor derart, dass F*(v) = Oy fiir eine natiirliche Zahl k, welche
kleinstméglich mit dieser Eigenschaft beziiglich v ist. Dann ist U = Lin({v, F(v),..., F¥"1(v)})

ein zyklischer F-invarianter Unterraum der Dimension k mit Basis {F*~(v),..., F(v),v}. Die
Darstellungsmatriz von Fy beziiglich dieser Basts ist

0 1 0 0

0 0 1 0

Ny = : :

0 01

0 . 0
Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass die Familie {v, F'(v), ..., F*"!(v)} linear unabhéngig ist.

Gegeben Skalare Ag, ..., A\r_1 aus K mit

k
> NF(v) =0y,
=0
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schlieflen wir nach sukzessivem Anwenden von F' (von F k=1 his F ), dass \g = ... = A1 = Ok,
weil der Vektor F¥~1(v) nicht trivial ist. O

Definition 1.31. Eine Basis {vy,...,v,} des Vektorraumes V' ist adaptiert beziiglich des En-
domorphismus F : V — V| falls F(v;) = 0y und

fir 2 <j <n.

Beachte, dass der Endomorphimus F' nilpotent sein muss, wenn V' eine adaptierte Basis
beziiglich F' besitzt, weil F™ der triviale Endomorphismus auf V' ist. In der Tat ist fiir den
Vektor v = A\jv; + ...+ A\,v, aus V das Bild

F"(Z Aj“j) =Y A F(v;) = 0y,
s j=1

weil die Basis adaptiert ist.
Wir kénnen nun die Riickrichtung des obigen zeigen: Ein nilpotenter Endomorphismus be-
sitzt immer adaptierte Basen.

Satz 1.32. Wenn V' nicht trivial ist und der nilpotente Endomorphismus F :'V — V  Nilpo-

tenzindex m > 1 besitzt, kann jede Basis des Unterraumes U von V', welcher transversal zu

Ker(F™ 1) liegt, (bis auf Permutation) zu einer adaptierten Basis von V erginzt werden.
Insbesondere besitzt V' adaptierte Basen (beziiglich F).

Beweis. Die letzte Behauptung folgt aus der ersten mit U ein Komplementarraum zum Unter-
raum Ker(F™~1). Beachte, dass Ker(F™ 1) # V| weil m der Nilpotenzindex von F' ist. Somit
ist U nicht trivial und besitzt eine Basis.

Wir beweisen den Satz mit Hilfe mehrerer Zwischenbehauptungen induktiv iiber den Nil-
potenzindex m > 1. Falls m = 1 ist I’ der triviale Endomorphismus und somit jede Basis von
V' adaptiert. Wenn m > 1, beachte, dass die steigende Kette der Linge m

{0y} C Ker(F) C Ker(F?) C --- C Ker(F™ ) CV

echter Unterrdume von V' bezeugt, dass n > m > 1, nach der Bemerkung [1.27]).
Sei {uy,...,us} eine Basis von U und {vy,..., v} eine Basis von V' = Ker(F™ 1) C V =
Ker(F™). Da U und V' transversal liegen, ist die Vereinigung

{ug, ..., usy U{vy, ..., 05}

eine Basis der direkten Summe U @ V'. Erweitere diese Basis zu einer Basis von V mit der
Aufzihlung

{Ur, .o Ugy Ugy1y ey Upy UL, ooy Uk}

und betrachte den Unterraum W = Lin({uy,..., us, uss1,...,u.}), welcher U enthélt. Nach
Konstruktion ist W auch transversal zu V.

Behauptung 1. Die Menge {F(u1),. .., F(u,)} ist eine Basis des Unterraumes F (W), welcher
ein Unterraum von V' ist.
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Beweis der Behauptung 1. Fiir den ersten Teil miissen wir nur zeigen, dass die Einschrankungs-
abbildung F'y injektiv ist: Wenn w aus W im Kern von F' ist, dann liegt w auch in V’, also
w = Oy, weil W und V' transversal zueinander sind.

Es ist leicht zu zeigen, dass F(W) ein Unterraum von V' = Ker(F™ 1) ist, weil der Nilpo-
tenzindex von F' genau m ist. [Ben 1

Der Unterraum V"’ ist klarerweise F-invariant. Insbesondere definiert die Einschrinkungsab-
bildung F'\y einen Endomorphismus Fy @ V! — V', welcher nilpotent vom Index m — 1 ist.
Um den Induktionsschritt anwenden zu konnen, miissen wir also zeigen, dass F'(W) transversal
zu Ker(Fy™2) liegt: Sei hierfiir v in F(W)NKer(F ™ %), also v = F(w) fiir ein Element w
aus W. Aus Oy = F™2(v) = F™ H(w) folgt, dass w in Ker(F™!) = V' liegt und somit muss
w = Oy und dann auch v = Oy.

Wir konnen also induktiv die Basis {F(u1),..., F(u,)} bis auf Permutation zu einer adap-
tierten Basis

{v], ..., v}

von V' beztiglich F',y ergénzen. Die Elemente aus {uy, ..., u, } kénnen wir so permutieren, dass
F(u;) = vgj mit 1 <1; < ... <14, < k. Um eine Basis von V zu gewinnen, brauchen wir noch
r viele neue passende Vektoren, da r + k = n. Sei nun {vy,...,v,} die Folge, welche wir aus
der Basis {vy,...,v,} gewinnen, indem wir fiir 1 < j < r nach jedem Vektor vj = F(u;) den
Vektor u; auflisten.

Behauptung 2. Die Familie {v|,... v, } bildet eine adaptierte Basis von V beziglich F und
erginzt (bis auf Permutation) die urspringliche Basis {uy, ..., us} von U.

Beweis der Behauptung 2. Es ist offensichtlich, dass die Familie die Basis {uy, ..., us} ergénzt.
Da V=W @ V' die direkte Summe von V' und W ist, ist die Familie

{vg, ... o0} ={uy, ... u U {op, .00}

eine Basis von V. Wir miissen nur noch zeigen, dass die Basis mit der angegebenen Aufzihlung
F-adaptiert ist: Der erste Vektor vy ist gleich v und somit ist F'(v;) = F(v]) = Oy. Aus der
Konstruktion ist die Basis adaptiert an allen Stellen aufler moglicherweise an der Stelle direkt
nach dem Vektor u;. An dieser Stelle kommt der alte Vektor vgj 41 vor. Wenn F (vz’-j 41) = Oy
ist, sind wir fertig. Ansonsten ist F'(v; ;) = v; , weil die Basis {v],..., v} } adaptiert beziiglich
F{V/ ist. Nun ist

F (Uz,‘]-+1) =v
also liegt u; — v; 4 in Ker(F) C V. Daraus folgt, dass der Vektor u; aus W in V" liegt, was
widerspricht, dass W und V' transversal zueinander sind. [Ben 2

]

Aufgabe. Sei N, die k x k-Matrix aus dem Lemma Zeige, dass die von Ny induzierte
lineare Abbildung nilpotent ist. Was ist ihr Nilpotenzindex?

{j - F(“])?

7

Satz 1.33. Wenn der nilpotente Endomorphismus F :V — V eine adaptierte Basis B besitzt,
st die Matrizdarstellung von F' beziiglich B von der Form

Ny, 0 - 0
0 Ni --- 0
0o .- N,

17



fiir Teilmatrizen (oder Blécke) Ny, ..., Ny. wie im Lemma derart, dass n = 7" kj.
Ferner ist der Nilpotenzindex von F' das Maximum der k;’s.

Insbesondere lisst sich jeder nilpotente Endomorphismus beziiglich einer geeigneten Basis
als Blockmatriz

01 — 0
0~ 0
o
0
01 — 0
0 -~ 0
o
0
darstellen.
Beweis. Fir die F-adaptierte Basis B = {vy,...,v,} sei 1 < i3 < iy < ... < i, < n eine

aufsteigende Aufzéhlung der Menge

{je{l,....n—1} | F(vj41) =0y }.

Definiere nun
11, falls j =1

kj = ij — ij—l) falls 1 <] <r
n—1i,, falls j=r

Beachte, dass die Menge {v1,...,v; } einen Block der Lange k; definiert. Dementsprechend ist
{Vi,+1, ..., v;,} ein Block der Liange ks und so weiter. O

Bemerkung 1.34. Es folgt aus dem Beweis des Satzes dass die Anzahl der Blocke der
Grofle s genau der Differenz

(dimg Ker(F*) — dimg Ker(F*~")) — (dimg Ker(F*™") — dimg Ker(F*))

entspricht, weil die Elemente aus Ker(F7) \ Ker(F?~!) Blécke der Gréfie mindestens j bestim-
men, nach dem Lemma [1.30

1.5 Die Jordan’sche Normalform

Wir werden in diesem Abschnitt sehen wie wir die Beschreibung nilpotenter Endomorphismen
anwenden konnen, um eine vollstédndige Charakterisierung von Endomorphismen F' : V — V
eines n-dimensionalen K-Vektorraumes V', deren charakteristisches Polynom in Linearfakto-
ren (moglicherweise nicht paarweise verschieden) zerfillt, anzugeben. Solche Endomorphismen
lassen sich eindeutig als Summe eines diagonalisierbaren Teils und eines nilpotenten Teils schrei-
ben.
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Definition 1.35. Fiir einen Skalar A aus K ist der Hauptraum zum Wert \ die Menge

V(A = | Ker((F - x-1dy)¥),

k>0
wobei (F — A -Tdy)F = (F — A-Idy) o0 (F — A~ Idy) mit (F — A -Idy)? = Idy.
k—‘nrlal

Beachte, dass jeder Hauptraum ein Unterraum ist, da die Kette von Unterrdumen
{0y} = Ker((F — A-1dy)°) € Ker((F —A-1dy)!) € -+ € Ker((F — A-Idy)*) € ---

aufsteigend ist. Ferner ist V() invariant unter F'— \-Idy und somit auch (F' — p-Idy )-invariant

(siehe die Aufgabe nach der Definition [1.14) fur alle p aus K.

Bemerkung 1.36. Analog zu der Bemerkung folgt, dass V(A) = Ker((F — X-Idy)™) fiir
m kleinstmoglich mit

Ker((F — X-1dy)™) = Ker((F — X - Idy)" ).

Ein solches m muss existieren, weil V' endlichdimensional ist.
Insbesondere ist der Hauptraum zu A genau dann trivial, wenn \ kein Eigenwert von F' ist.
Somit ist der Raum ), , V(X) nur eine endliche Summe nicht-trivialer Hauptraume.

Lemma 1.37. Fir Skalare A # u aus K definiert (die Finschrinkung von) F'— X\ -1dy einen
Automorphismus auf V().
Insbesondere ist die Familie der Hauptrdume {V (\)}rex transversal und somit

DV =EBvN.

AeK AeK

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (F' — X - Idy )y, einen Automorphismus von V() definiert.
Beachte hierfiir zunéchst, dass die Einschrénkung (F'— A-Idy )y () einen Endomorphismus des
Hauptraumes V'(u) definiert. Nach dem [Skript LAIl Rangssatz 2.34] miissen wir nur zeigen,
dass die Abbildung (F' — X - Idy )y, injektiv ist. Sei also v # Oy aus V(p) und wihle £ > 1
aus N kleinstmoglich derart, dass v in Ker((F — p - Idy)*) liegt. Dann ist

O # (F = - 1dy )1 (v) = (A — )™ (F = X 1dy )" (v — o) =
— (A=) MF — - 1dy) (o — F(0) + F(v) — o

A=) HF = p-1dy)* o (A - Tdy —F)(v) + (A = p) T (F — - Tdy)*(v) =
= (A—p) Y F—p-Idy)* o (A Idy —F)(v) +0y = (A—p) H(F—p-Idy)* o (A 1dy —F)(v)
und somit (F' — X\ -Idy)(v) = —(A - Idy —F)(v) # Oy, wie gewiinscht. Weil die Komposition
von Automorphismen wiederum ein Automorphismus ist, ist die Einschrankung jeder Potenz
(F — X -1dy)* auch ein Automorphismus von V (), falls p # .
Wir zeigen als letztes, dass die Familie {V(A)} ex transversal ist und benutzen hierfiir

die Bemerkung Betrachte also paarweise verschiedene Skalare Aq,...,\,, und Vektoren
Uy, ..., u mit u; aus V(N;) fiir 1 < i < m derart, dass

U1+...+Um:0V.
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Wir miissen zeigen, dass u; = --- = u,, = Oy. Induktiv kénnen wir annehmen, dass wir die
Behauptung fiir alle Werte m’ < m bereits gezeigt haben. Schreibe nun u; =), <i<m —Ui- Da
—u; im Hauptraum V'();) liegt, finde eine Potenz (F' — \; - Idy)" mit

(F — >‘j . Idv)kj(—uj‘) = Ov.

Weil die Potenzen miteinander kommutieren (siehe die Aufgabe nach der Definition [1.19)) folgt,
dass

(F—Aymyﬁ%»uqﬁuxmlma%mm)_(F—ATMVV%»HNF—Amyhy%(:}: —w>__

2<i<m

= (F_AQ'IdV>k2O' . O(F—Amldv)km<—U2)+ : —|—<F—/\21dv)k2o . O(F—)\mldv)km(—um) =

:OV+...+OV:0V_
~— —

m—1
Da u; aus V(A;) kommt und A\; # A; fiir 2 < j < m, schlieBen wir u; = Oy und dann
Uy + -+ Uy = Oy

Aus der Induktionsannahme iiber m folgt jetzt us = --- = u,, = Op. Somit ist die Familie
{V(M\)}rex der Hauptrdume transversal. O

Proposition 1.38. Fiir jeden Skalar A aus K entspricht die Dimension des Hauptraumes V ()
der algebraischen Vielfachheit ord\(X ) von A beziiglich F'.

Beweis. Wir miissen die Behauptung nur zeigen falls A ein Eigenwert von X . ist. Schreibe also

Xp(T) = (T =X)"-Q(T)
mit & = ord\(X ) > 1 und Q(A) # Ok. Der Beweis folgt sofort aus der folgenden Behauptung.

Behauptung. FEs ¢ibt einen F'-invarianten Unterraum U von V' der Dimension k und eine
Basis By = {u1,...,ux} von U derart, dass die Einschrinkungsabbildung Fy eine Darstel-
lungsmatriz in oberer Dreiecksform

beziiglich By besitzt.

Wir zeigen zuerst, warum die obige Behauptung den Beweis liefert. Mit der obigen Dar-
stellungsmatrix fiir £y folgt, dass XF[U(T) = (T — Nk, also (F — X -Idy)k(u) = 0y fiir alle
u aus U, nach dem Satz von Cayley-Hamilton [I.20] Insbesondere ist U eine Teilmenge des
Hauptraumes V() und somit dimg V' (X) > k. Wir miissen zeigen, dass dimg V' (\) = k, oder
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fquivalent dazu, dass U = V/(A). Nach dem Hilfslemma induziert F' einen Endomorphismus
F:V/U = VU mit

X (T) - X5(T) = Xp(T) = (T =N QT).

Da Polynomringe Integritatsbereiche sind, folgt X #(7") = Q(T") und somit ist A kein Eigenwert
des Endomorphismus _
F: ViU — v/iu
v+ U — F)+U

so der Hauptraum zu A von F ist trivial.
Gegeben nun v in V(A), gibt es eine natiirliche Zahl m mit (F' — A - Idy)™(v) = Oy. Aus

(F—=X-Tdyyy)o---o(F =A-Tdyp)(v+U) = (F—X-Tdy)(v) + U =0y + U

~

~
m-mal

folgt v+ U = Oy + U und somit ist v in U, wie gewiinscht.

Beweis der Behauptung. Sei u; # 0y ein Eigenvektor des Figenwerts A von F. Falls k = 1
sind wir fertig, weil der eindimensionale Unterraum Lin({u,}) klarerweise F-invariant ist. Wir
nehmen also k& > 1 an. Setze U; = Lin({u; }) und schreibe

Xr(T) = XFrU1 (T) - X#(T),
mit _
F: V/U1 — V/U1
v+U; — F(U)+U1

Insbesondere ist Xz(T) = (T — A\)* ' - Q(T) und somit ist die geometrische Vielfachheit

ordy(X#) = k — 1. Wir finden also induktiv iiber k einen F-invarianten Unterraum U von
V/U; der Dimension k — 1 zusammen mit einer Basis By = {us + Uy, ..., up + U } derart, dass

die Darstellungsmatrix (a;;) von F .7 die gesuchte Form hat. Fiir 2 < j < k ist also

F(’Uj) + U1 == ﬁ(u]) == )\(UJ + Ul) + Z aij(ui + Ul)

2<i<j

Dies bedeutet, dass es einen Skalar a;; in K gibt mit

F(’Uj) = )\Uj + Z Q5 Uy -

1<i<j

Analog zum Ende des Beweis von Satz lasst sich zeigen, dass {u,us,...,ux} linear un-

abhéngig ist und somit der klarerweise F-invariante Unterraum U = Lin({u,...,us}) die
Dimension k hat. Die Darstellungsmatrix von F'; ist in der gewiinschten Form, nach der Wahl
der ay;’s. Ogen.

O
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Satz 1.39. (Jordansche Normalform & Zerlegung von Jordan-Chevalley)

Fulls das charakteristische Polynom des Endomorphismus F : V. — V in Linearfaktoren
(méglicherweise mit Wiederholungen) zerfillt, ist V die direkte Summe @, V() der nicht-
trivialen Hauptrdume der verschiedenen Eigenwerte Ay, ..., A\ von F'.

Insbesondere lisst sich F' durch eine geeignete Basis als Blockmatriz

A 0 - 0
0 Ay -+ 0
0 --- Ay

darstellen, wobei jede Teilmatriz A; von folgender Form ist

A1 0
i 0
-1
A
A 1 0
i - 0
Ai - .1
Ai

N 1 — 0
A o 0
T

A

Ferner lasst sich F' eindeutig als F' = G + H schreiben fiir einen diagonalisierbaren Endo-

morphismus G (mit Figenwerten Ay, ..., \x) und einen nilpotenten Endomorphismus H derart,
dass Go H = Ho(G.

Der groite A;-Block in der obigen Darstellungsmatrix von F' hat die Groe ordy, (mp), wobei
mp(T) das Minimalpolynom von F ist. Es gibt genau

(dimg Ker((F — X; - Idy)*) — dimg Ker((F — X; - Idy)* ™)) —
(dimg Ker((F — X; - Idy)**') — dimg Ker((F — A; - Idy)*))
viele \;-Blocke der Grofle s.
Beweis. Falls das charakteristische Polynom X, in Linearfaktoren zerfillt, schreibe
Xp(T) = (T =)™ - (T = )™,

wobei Aq,..., A, die verschiedenen Eigenwerte von [’ sind. Insbesondere ist n = deg X =
ri + .-+ 4+ r,. Nach der Proposition hat fiir 1 < i < k der Hauptraum V'()\;) genau
Dimension r;. Weil die Familie {V(\;)}1<i<x transversal ist (nach dem Lemma [1.37), hat der
Unterraum @le V(A;) die Dimension 7y + - -+ 4+ 1y = n, also ist V = @le V(\).
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Jeder Endomorphismus wird also durch die Einschrénkungen auf seine Hauptraume V' ()\;)
eindeutig bestimmt. Es gibt genau einen Endomorphismus G : V' — V derart, dass Gy (y,) =
Ai - Idy(y,). Klarerweise ist G diagonalisierbar und H = F — G ist nilpotent, weil H ()
nilpotent fiir jedes 1 < ¢ < k ist. Mit Hilfe des Satzes finden wir fiir jeden V();) eine
adaptierte Basis beziiglich H. Die Vereinigung dieser Basen liefert eine beziiglich H adaptierte
Basis von V. Beachte, dass die Elemente dieser Basis Eigenwerte von G sind und wir somit
die gewiinschte Darstellungsmatrix haben. Weil die Einschréinkung G'v(y,) Skalarmultiplikation
mit \; ist, kommutiert sie mit Hy(y,). Wegen der Linearitét kommutieren somit auch G und
H miteinander.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Zerlegung F' = G + H eindeutig ist. Hierfiir
nehmen wir an, dass F' = G’ + H' fiir zwei miteinander kommutierende Endomorphismen G’
und H’, wobei GG’ diagonalisierbar und H’ nilpotent ist. Es geniigt zu zeigen, dass G = G’
eindeutig bestimmt ist.

Nun lésst sich V' als direkte Summe der Eigenrdume V1, ..., V; zu den Eigenwerten pq, . . ., s
von G’ schreiben. Beachte, dass jeder Unterraum V; invariant unter F' ist: Gegeben v aus V;,
ist G'(v) = pyv, also

G'(H'(v)) =G o H'(v) = H o G'(v) = u;H'(v).

Das bedeutet, dass H'(v) in V; liegt und somit V; invariant unter F' = G’ + H' ist.

Sei V(15) der zum Wert p1; gehdrigen Hauptraum von F. Da G'}y; Skalarmultiplikation mit
pj ist, wirken die Einschrénkungen von F'—y;-Idy und F'—G" identisch auf V; (welcher invariant
unter F' ist!), also V; C V(). Insbesondere muss jeder Eigenwert j1; einer der Eigenwerte \;
sein. Bis auf Permutation folgt, dass V; C V(\;) fir 1 <1i <s. Aus

V=Va)@&---aVh)=Vie---aV,

folgt s = k und G’ ist einfach Skalarmultiplikation mit A; auf V();), genauso wie unsere
Abbildung G und somit ist G = G’, wie gewiinscht. O
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Kapitel 2

Dualitit und Paarungen

Im Folgenden sei K ein Kérper.

2.1 Dualriaume

Definition 2.1. Der Dualraum eines K-Vektorraumes V' ist der K-Vektorraum V* = Homg (V, K)
aller linearen Abbildungen F': V — K mit der Summe

VEx Ve — V*
(F,G) — F+G:V = K
v — Fv)+G(v)

und der Skalarmultiplikation

KxV* — V*
(ME) — AF: V. — K
v o= A F(v)

Elemente aus V* heiflen auch Funktionale oder Linearformen.
Wenn V' endlichdimensional ist, sind V' und V* isomorph, aber der Isomorphismus ist nicht
kanonisch, er hangt von der Wahl einer Basis von V' ab.

Definition 2.2. Sei B = (b;);cs eine Basis des K-Vektorraumes V. Die Dualbasis B* = (b})ier
zu B ist die Kollektion der linearen Abbildungen b7 : V' — K mit

. 1k, fallsi=j
bilb;) =0y = {OK sonst

Bemerkung 2.3. Das Symbol ¢;; heiit Kronecker-Delta.
Beachte, dass die lineare Abbildung b; durch die Wirkung auf den Basisvektoren eindeutig
bestimmt ist: Fiir v aus V' beliebig ist b} (v) die Koordinate von v beziiglich des Basisvektors b;.

Lemma 2.4. Die Dualbasis B* = (b});er zu der Basis B = (b;);cr bildet eine linear unabhingige
Familie des Dualraums V*.

Wenn V' endlichdimensional ist, so ist V* endlichdimensional und B* ist eine Basis von
V*. Insbesondere sind V und V* isomorph.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Familie B* = (b});c; linear unabhéngig ist. Seien also
i1,...,1, aus I und Aq,...,\, Skalare derart, dass das Funktional Z1gkgn Agbj, 2V — K die
Nullabbildung ist.

Fir 1 < j < nist Ok = (Q0,<pp Mbj)(bi;) = Aj und somit B* linear unabhéingig, wie
gewiinscht.

Wir nehmen nun an, dass V' endlichdimensional ist. Sei {b1,...,b,} eine Basis von V' und
{bj,...,b:} die entsprechende Dualbasis auf V*. Wir miissen nur noch zeigen, dass sich jedes
Funktional F' : V' — K als Linearkombination der b} schreiben ldsst. Setze \; = F(b;) fiir
1 < ¢ < n. Das Funktional

F— " b}

1<i<n
ist klarerweise Null auf jedem Basisvektor und somit die Nullabbildung. Es folgt, dass V* diesel-
be Dimension wie V' hat und somit sind diese beiden Vektorrdume (nicht unbedingt kanonisch)
isomorph. O

Lemma 2.5. Seien B und B' zwei Basen des endlichdimensionalen K-Vektorraumes V' und
A = (a;;) die Ubergangsmatriz von B' nach B. Fiir die entsprechenden Dualbasen B* und (B')*
des Dualraumes V* ist (*fA)~' die Ubergangsmatriz von (B')* nach B*.

Beweis. Schreibe B = {by,...,b,} sowie B" = {b},...,b,}. Wir wollen die Koordinaten des
Funktionales (b)* beziiglich {07, ...,b;} bestimmen:
(b;>* = Cljbi + -+ anb:;,
oder in symbolischer Notation
()" bi
: =C-|:
(0,)* o
mit C' = (¢;;). Nun ist b}, = aypb; + -+ - + aniby, fiir 1 <k <n, also

(b;)*(bw = 5jk = <Z Cijb:> (Z atkbt> = Z Z Cijatkb;(bt) =

1<i<n 1<t<n 1<i<n 1<t<n

= E E Cijatk5it: E CijQil, = g dki%‘,

1<i<n 1<t<n 1<i<n 1<i<n
wobei 'A = (d,) mit d,y = ay-. Wenn wir alle Werte fiir j und & einsetzen bedeutet es, dass
Id,=D-C
und somit C'= D~! = (*A)~!, wie gewiinscht. O

Trotz der fehlenden Kanonizitéit des [somorphismus zwischen V' und seinem Dualraum lésst
sich V' kanonisch als Unterraum in den zu V* dualen Raum V** einbetten. Wir werden im
néchsten Abschnitt sehen, dass dies allgemein aus der Existenz einer dualen Paarung folgt.

Lemma 2.6. Fir jeden K-Vektorraum V' existiert ein kanonischer Monomorphismus
p: V. — V™
v o, V= K
F — F(v)

25



Beweis. Beachte, dass ¢ wohldefiniert ist, weil ¢, fiir jeden Vektor v aus V' linear ist:
Po(AF + pG) = AF(v) + pG(v) = Apyo(F) + ppy(G).

Wir zeigen zuerst, dass ¢ linear ist: Seien also A und p aus K sowie v und w aus V. Fiir F
aus V* ist

P(Av + pw)(F) = F(Av + pw) = AF(v) + pF(w) = (Apy + ppw) (F) = (Ap(v) + pp(w)) (F).

Fiir die Injektivitdt von ¢ miissen wir also nur zeigen, dass ¢, : V* — K nicht trivial ist,
wenn v # Oy. Der Unterraum U = Lin({v}) besitzt einen Komplementdrraum W in V', also
V=U®W mit W # V. Also gibt es eine lineare Abbildung F': V' — K derart, dass Fy die
Nullabbildung ist und F'(Av) = A fiir Av aus U. Wegen ¢, (F') = 1x # Ok ist ¢, ist nicht trivial,
wie gewiinscht. O]

Korollar 2.7. Jeder endlichdimensionale K-Vektorraum V ist isomorph zum Bidualraum V**.

Aufgabe. Falls der K-Vektorraum V' die direkte Summe der Unterrdume U und W ist, so ist
V* kanonisch isomorph zu U* & W*. Wie wird der Isomorphismus definiert?

Definition 2.8. Fiir eine lineare Abbildung F': V — W ist
Fr: W — Vv
v o= YoF: V — K
v P(F(v)
die duale Abbildung.

Bemerkung 2.9. Es lasst sich leicht zeigen, dass F™* wiederum linear ist. Ferner ist
(F+G)=F"+G",
sowie
(AF)" = A\F™.
Die zur Identitéitsabbildung Idy duale Abbildung ist die Identitdtsabbildung Idy« auf V*. Ferner
ist
(FoG) =G o F*
fiir kompatible lineare Abbildungen
vSvEw
In der Sprache der Kategorien bedeutet dies, dass die Korrespondenz

{K — Vektorrdume} — {K — Vektorrdume}
V — 1%

einen kontravarianten Funktor definiert.
Aufgabe. Zeige mit Hilfe des Lemmas [2.6] dass F trivial sein muss, falls die duale Abbildung
F* trivial ist.

Schliefle daraus, dass gegeben endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W sowie eine

lineare Abbildung G : W* — V* eine lineare Abbildung F': V — W mit G = F* existiert.
Hinweis: Warum ist die Dimension des K-Vektorraumes Homy (V, W) genau dimg V' dimg W7
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Lemma 2.10. Fir lineare Abbildungen F : V. — W zwischen K-Vektorrdaumen gelten die
folgenden Aquivalenzen:

(a) Die Abbildung F' ist genau dann injektiv, wenn die duale Abbilldung F* : W* — V* surjektiv
15t.

(b) Die Abbildung F ist genau dann surjektiv, wenn die duale Abbilldung F* : W* — V* injektiv
15t.

Insbesondere ist der Homomorphismus F genau dann ein Isomorphismus, wenn F* einen Iso-
morphismus von W* nach V* definiert.

Beweis. Fiir (a) nehmen wir zuerst an, dass die lineare Abbildung F injektiv ist. Um zu zeigen,
dass F* : W* — V* ein Epimorphismus ist, sei ¢ ein Funktional aus V*. Wir suchen ein
Funktional § aus W* derart, dass F*(#) = v (als Abbildungen), oder dquivalent dazu,

fiir alle v aus V. Das heifit, dass die gesuchte Abbildung ¢ auf Im(F') eindeutig bestimmt ist.
Um 6 auf dem gesamten Vektorraum W zu definieren, wéhle einen zu Im(F") komplementéren
Raum Z in W, also W = Im(F) & Z.

Da F' injektiv ist, ldsst sich jedes Element w aus Im(F) fiir einen eindeutig bestimmten
Vektor v aus V' als F(v) schreiben. Wir definieren also

g: W — K

w +— P(v),wobei v der einzige Vektor aus V' so ist, dass
F(v) — w in Z liegt.

Aus der obigen Diskussion folgt, dass die Abbildung 6 wohldefiniert ist, weil W = Im(F) & Z
und es somit fiir jeden Vektor w aus W ein eindeutig bestimmtes Element w’ aus Im(F") gibt
mit w’' —w in Z.

Wir miissen nur zeigen, dass die obige Abbildung 6 linear ist: Gegeben Skalare A\; und A,
aus K sowie Vektoren w; und w, aus W, finde eindeutig bestimmte Vektoren v; und vy aus V
derart, dass w; — F'(v;) in Z liegt. Dann ist

)\1?1]1 + )\2?1)2 — F()\ﬂ)l -+ )\21}2) in Z,
wegen der Linearitdt von F' und somit
O(Awy + Agws) = Y(Av1 + Agvz) = M9p(v1) + Aot (v2) = M0(w1) + A20(w2),

wie gewiinscht.

Fiir die andere Richtung der Aquivalenz, nehmen wir nun an, dass F* : W* — V* surjektiv
ist. Um zu zeigen, dass F' injektiv ist, sei v ein Element von Ker(F'). Wenn v nicht der Nullvektor
wére, fanden wir leicht ein Funktional v : V' — K mit ¢(v) = 1x. Wegen der Surjektivitit von
F* gibe es ein Funktional 6 aus W* mit

0 (F(v)) = () # Oy,

was nicht moglich ist, weil F(v) = Ow.
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Fiir (b) nehmen wir zuerst an, dass F' surjektiv ist. Sei 6 ein Funktional in Ker(F™*), d.h.
o F :V — Kist die Nullabbildung. Wir wollen zeigen, dass 6(w) = Ok fiir alle w aus W.
Jeder Vektor w aus W lasst sich schreiben als w = F'(v) fiir einen Vektor v aus V' (es wird nicht
behauptet, dass v eindeutig bestimmt ist). Nun gilt

O(w) =0 (F(v)) = Ok,

also ist 6 die Nullabbildung, wie gewiinscht.

Fiir die andere Richtung nehmen wir als letztes an, dass F™* injektiv ist. Falls Im(F') # W,
wéhle einen Komplementarraum Z zu Im(F') in W. Da Z nicht trivial ist, besitzt Z eine Basis
C. Wir kénnen nun ein Funktional G : W — K so definieren, dass die Einschrankung von
G auf Im(F') trivial ist und G(w) = 1k fiir jeden Basisvektor w aus C gilt. Beachte, dass
F*(G) = GoF : V — K die Nullabbildung ist, nach unserer Konstruktion von G, und somit G
trivial sein muss, weil die Abbildung F* injektiv ist. Es folgt, dass C die leere Menge ist, also
Z = {0w}, wie gewiinscht. O

Lemma 2.11. Sei F' : V. — W eine lineare Abbildung zwischen den endlichdimensionalen
K- Vektorraumen V und W mit Darstellungsmatriz A beziglich der Basen {vy,...,v,} von V
und {wy,...,wy,} von W. Die duale Abbildung F* : W* — V* hat die Darstellungsmatriz *A
beziiglich der dualen Basen {wy,... ,w’} von W* und {v},...,v}} von V*.

Insbesondere ist der Rang von F™* gleich Rg(F') und die Determinante det(F*) = det(F).

Beweis. Fir A = (a;;) ist

F(’Uj) = Z Qg5 Wy fir 1 Sj <n.

1<i<m
Die Darstellungsmatrix X = (\;;) von F* beziiglich der Basen {wj,...,w},} von W* und
{vf,..., v} von V* wird durch die Identitdten

F*(w}) = Z Akivy, fir 1 <i <m,

1<k<n
bestimmt. Nun ist fiir 1 <57 <mn
F*(w;)(v;) = w] o F(v;) = wj ( > arjwr) = Y aywi(w,) = ay.
1<r<m 1<r<m
Andererseits gilt
a; = F*(w7)(v;) = ( > Aki”Z) (0) = > Mivi(vy) = Aji
1<k<n 1<k<n

und somit ist die Matrix X die transponierte ‘A von A, wie gewiinscht.
Die letzten zwei Behauptungen folgen sofort aus [Skript LAT, Satz 2.52 & Korollar 3.15].
[
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2.2 Duale Paarungen

Im Folgenden seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K.

Definition 2.12. Eine Abbildung ¢ : VxW — Kist bilinear, falls sie linear in jeder Koordinate
ist, das heifit,
P(Av1 4 Adgva, w) = Aip(v1, w) 4 Aaep(v2, w)

und
(v, Mwr + Aaws) = Ap(v, wr) + Aap(v, wy)

fiir alle Skalare \; und Ay aus K, Vektoren v, v; und vy aus V, sowie w, w; und ws aus W.
Beispiel 2.13. Die Abbildung ¢: V xV* — K ist klarerweise bilinear.
(v, F) +— F(v)

Bemerkung 2.14. Gegeben eine bilineare Abbildung ¢ : V x W — K und einen Vektor v aus
V', ist die Abbildung
ov,—): W — K
w = pv,w)

ein Funktional aus W*, weil ¢ linear in der zweiten Koordinate ist.

Proposition 2.15. Die Abbildung

O: {p:VxW K| bilinear} — {F:V — W* linear}
© — F,: V. — W
v e, o)

st eine Bijektion mit inverser Abbildung

ot {F:V = W* linear} — {p:V xW = K| ¢ bilinear}
F > op: VW — K
(v,w) = Fv)(w)

Beweis. Beachte zuerst, dass ¢ wohldefiniert ist, da F, : V' — W* linear ist, weil ¢ in der
ersten Koordinate linear ist. Dementsprechend ist ®~1 auch wohldefiniert, weil ¢ bilinear ist:

gpF()\lvl + )\2’1)2, "LU) = F()\lvl + )\21}2)(7.[}) = ()\1F(U1) + )\QF('UQ)) (UJ) =
= AlF(vl)(w) + )\QF(UQ)(U)) = /\1@]:(1)1, U}) + /\2QOF<U2, U))

und

er(v, \jwy + Aaws) = F(v)(Awy + Aaws) = A\ F(v)(wy) + Ao F(v)(we) =
= Aprp(v,w1) + Aapr (v, wa).

Es lisst sich sofort zeigen, dass ® und ®~! inverse zueinander sind, denn F,(v)(w) = ¢(v, w)
und @p(v,—) = F. O
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Definition 2.16. Ein duales Paar besteht aus zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen V' und
W zusammen mit einer bilinearen Abbildung ¢ : V' x W — K derart, dass die entsprechende
Abbildung F, = ®(¢) : V. — W* ein Isomorphismus ist.

Insbesondere ist dimg V' = dimg W* = dimg W, nach dem Lemma [2.4]

Aus dem Korollar folgt, dass die Vektorrdume V' und V* zusammen mit der bilinearen
Abbildung ¢ aus dem Beispiel ein duales Paar bilden, wenn V' endlichdimensional ist.

Wir werden nun eine Charakterisierung dualer Paare angeben, welche direkt aus der bilinea-
ren Abbildung gelesen werden kann. Hierfiir miissen wir den Rang einer bilinearen Abbildung
einfiihren. Im Folgenden sind die Vektorraume V' und W endlichdimensional.

Lemma 2.17. Gegeben Basen B = {vy,...,v,} von V und C = {wy,...,wy,} von W, sei
a;; =@, w;) firl <i<nund1l <j<m.

Die Abbildung ¢ wird durch die Matriz A = (a;j) eindeutig bestimmt. Falls B' eine andere
Basis von V und C' eine andere Basis von W ist, dann gilt fiir die entsprechende Matriz A’,
dass

A="T-A.8,
wobei T die Ubergangsmatriz von B’ nach B und S die Ubergangsmatriz von C' nach C' ist.

Insbesondere héngt der Rang der Matrix A nicht von der Wahl der Basen B und C' ab,
denn {(U~1) = ('U)? gilt fiir jede reguldre Matrix U. Wir bezeichnen diesen Wert als der der

Rang Rg(p) der Bilinearform . Die Matrix A ist die Darstellungsmatriz der Bilinearform ¢
beziiglich der Basen B von V und C von W.

Beweis. Gegeben v aus V und w aus W, schreibe v = 3, . \iv; sowie w = Y, ., pijw;.
Aus der Bilinearitéit folgt

21
e(v,w) = ( Z i, Z ujwj> = Z Z Niptip(vi,wi) = (Mg, ., A) - A= |

1<i<n 1<j<m 1<i<n 1<j<m L

Insbesondere wird ¢ durch A eindeutig bestimmt.

Wir nehmen nun an, dass wir neue Basen B’ = {v},... v/} von V und C' = {wf, ..., w,}
von W bekommen haben. Der Vektor v hat die Koordinaten (\},. .., \]) beziiglich B’, wobei
A A
=T
A N

Dementsprechend sind (p4, . .., u,) die Koordinaten von w beziiglich C” mit
1 1
=51
[hm [
Nun ist
1 1
o, w)=A,...; ) A+ =0\, N ) T-AS |
[ [
und somit ist T - A - S die Matrix von ¢ beziiglich der Basen B’ und C’. O
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Korollar 2.18. Gegeben eine Bilinearform ¢ : V. xW — K mait Darstellungsmatriz A beziiglich
der Basen B von V und C von W, sei C* die zu C' duale Basis aus W*. Die Darstellungsmatriz
der Abbildung F,, (wie in der Proposition beziiglich der Basen B von V und C* von W*
ist 'A.

Insbesondere ist (V, W, @) genau dann ein duales Paar, wenn dimg V' = dimg W = Rg(¢p).

Beweis. Um die Darstellungsmatrix von Fi, zu bestimmen, miissen wir die Koordinaten der
Bilder F,(v;) beziiglich der zu C' dualen Basis C* = {wf, ..., w},} bestimmen, also

Fo(vj) = Ay + - 4 Ay,
wobei F,(v;) = ¢(v;, —) : W — K. Nun ist
aji = @(vj, wi) = Fo(v)(wi) = (Ajwy + -+ + Amjuwr, ) (wi) = A

und somit ist *A die Darstellungsmatrix von F, beziiglich B und C*, wie gewiinscht.

Beachte, dass F, genau dann ein Isomorphismus ist, wenn dimg V' = dimg W* = Rg(F,) =
Rg(*A). Da dimg W = dimg W* und Rg(*A) = Rg(A), folgt die dquivalente Charakterisierung
dualer Paare. O]

Aufgabe. Es folgt aus dem obigen Korollar, dass (V,W, ) genau dann ein duales Paar ist,
wenn (W, V, ) es ist, wobei ¢ (w,v) = ¢(v,w).

Wias ist der Bezug zwischen der Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Basen C' von W
und B von V und der entsprechenden Matrix fiir ¢?

Lemma 2.19. Seien V und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume zusammen mit einer
bilinearen Abbildung ¢ : V- x W — K. Das Tripel (V,W,p) ist genau dann ein duales Paar,
wenn @ nicht-ausgeartet ust, das heift:

e Gegeben einen Vektor v aus V' derart, dass p(v,w) = Ok fir alle w aus W, ist v = 0y.
o Gegeben einen Vektor w aus W derart, dass o(v,w) = Ok fir alle v aus V', ist w = Oy .

Beweis. Wenn (V, W, ¢) ein duales Paar bildet, so ist (W, V, ¢°) ein duales Paar. Insbesondere
miissen wir nur den ersten Punkt zeigen, weil der andere fiir die Bilinearform ¢ folgt. Sei
also v in V mit (v, w) = Ok fiir alle w aus W, d.h. F,(v) ist die Nullabbildung. Da F,, ein
Isomorphismus ist, muss somit v der Nullvektor aus V' sein, wie gewiinscht.

Wir nehmen nun an, dass ¢ nicht ausgeartet ist und miissen zeigen, dass F,, ein Isomorphis-
mus ist. Nach dem ersten Punkt ist die Abbildung F,, injektiv, also dimg V' < dimg W* =
dimg W. Nach dem zweiten Punkt ist die Abbildung F,o» auch injektiv, also dimg W <
dimg V* = dimg V, und daher gilt Gleichheit. Insbesondere ist der Monomorphismus F,, ein
Isomorphismus wegen dem Rangsatz. O]

Aufgabe. Gegeben ein duales Paar (V,W,¢) sind die Basen B = {vy,...,v,} von V und
{wi,...,w,} von W dual zueinander, falls p(v;, w;) = d;;, wobei §;; das Kronecker-Delta ist.
Zeige, dass V und W Basen besitzen, welche dual zueinander sind.
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Proposition 2.20. Sei ¢ : VxW — K ein duales Paar. Fiir jeden Endomorphismus G : W —
W gibt es einen Endomorphismus G* : V' — V', genannt der zu G adjungierte Endomorphismus,
welcher durch das kommutative Diagramm

v LN {6
Gt ] BG*
v W

gegeben wird, wober G* : W* — W* die zu G duale Abbildung ist. Der zu G adjungierte
Endomophismus G* ist durch die Identitdt

o(v,G(w)) = o(G'(v),w) Yo €V Yw € W

eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir definieren G* : V. — V als G = F ' o G* o F,, weil die Abbildung F, : V — W*
ein Isomorphismus und somit invertierbar ist.

Wir zeigen zuerst, dass G* die obige Identitét erfiillt. Seien also v aus V und w aus W. Nun
ist F,(v) ein Element aus W*, also liegt G* o F,(v) in W*. Weil F,, ein Isomorphismus ist, gibt
es einen (einzigen) Vektor vy aus V' derart, dass Fi,(v;) gleich dem Funktional G* o F,(v) ist.
Aus der Definition des adjungierten Endomorphismus G* folgt nun v; = G*(v).

Somit ergibt sich

p(v,G(w)) = Fyp(v)(G(w)) = G o Fyp(v)(w) = Fo(v1)(w) = p(v1,w) = o(G'(v), w),

wie gewiinscht.
Wir zeigen noch, dass G durch die obige Identitdt eindeutig bestimmt wird. Sei hierfiir
G :V — V ein Endomorphismus derart, dass fiir alle v aus V' und w aus W

p(v,G(w)) = p(G1(v),w).
Aus der Bilinearitéit (und weil G* die obige Identitét auch erfiillt) folgt, dass
0(G1(v) — G*(v),w) = Ok fiir alle w aus W.

Da ¢ nicht-ausgeartet ist, muss G1(v) — G*(v) = Oy fiir alle v aus V und somit G; = G*, wie
gewiinscht. O]

Aufgabe. Seien im dualen Paar (V, W, ¢) zwei zueinander duale Basen B von V und C von
W gegeben. Wenn A die Darstellungsmatrix des Endomorphismus G : W — W beziiglich der
Basis C' ist, was ist die Darstellungsmatrix von G* beziiglich der Basis B?
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2.3 Orthogonalitit in dualen Paaren

Bemerkung 2.21. Betrachte das duale Paar (V, W) beziiglich der bilinearen Abbildung (oder
Form) ¢ : V. x W — K. Gegeben einen Unterraum U von V', definiere das orthogonale Kom-
plement U~ als die Menge

Ut ={weW | o(uw)=0gVu e U}.

Es lisst sich leicht zeigen, dass U+ ein Unterraum von W ist. Ferner gilt V4 = {0y}, weil
¢ nicht-ausgeartet ist, und {0y }+ = W wegen Linearitét.

Wenn wir orthogonale Komplementation zweimal anwenden, bekommen wir die Identitét:
(UH)t = U. Es ist klar, dass U C (U*)*. Falls es einen Vektor v in (U+)4\ U gibe, kénnten
wir ein Funktional H in V* so finden, dass Hy trivial ist, aber H(v) = 1x. Weil (W, V, )
auch ein duales Paar ist, gibe es einen Vektor w mit For(w) = H.

Fiir jedes u aus U wire H(u) = Ox = ¢ (w, u) = ¢(u, w) und somit w in U~*. Insbesondere
hétten wir p(v,w) = Ok, aber H(v) = 1g # Ok, was den gewiinschten Widerspruch liefert.

Wir werden nun zeigen, dass das orthogonale Komplement tatsdchlich eine Art Komple-
mentdrraum ist (obwohl er nicht im selben Vektorraum liegt).

Lemma 2.22. Gegeben ein duales Paar (V,W) beziiglich der Bilinearform ¢ : V x W — K,
bilden fiir jeden Unterraum U von V die Vektorrdume V/U und U+ ein duales Paar beziiglich
der bilinearen Abbildung
p: VIUxU+ — K
(v+U,w) — @v,w)

Insbesondere ist
dimg V = dimg U + dimg U™

Beweis. Beachte, dass die Abbildung ¢ wohldefiniert ist: Falls die Nebenklassen v + U und
v1 + U gleich sind, liegt die Differenz v — v in U, also ¢(v — v1,w) = Ok, weil w aus dem
Unterraum U+ kommt. Wegen der Linearitit gilt

(v +u,w) = @(v,w) = (v, w) + 0x = p(v, w) + v —v,w) = (v, w) =+ Uw).

Die Abbildung ¢ ist klarerweise bilinear, weil ¢ bilinear ist und die Vektorraumstruktur auf
dem Quotientenraum V/U kompatibel mit der Summe der Repréisentanten ist.

Nach dem Lemma miissen wir nur zeigen, dass ¢ nicht-ausgeartet ist: Eine Bedingung
ist klar, weil @(v+ U, w) = Ok fiir alle Nebenklassen v 4+ U bedeutet, dass ¢(v,w) = Ok fiir alle
Vektoren v aus V und somit w der Nullvektor sein muss.

Fiir die andere Bedingung sei nun v + U eine Nebenklasse derart, dass ¢(v + u, w) = Ok fiir
alle w aus UL. Dies bedeutet, dass v in (U+)+ = U liegt und somit v + U der Nullvektor im
Quotientenraum V/U ist.

Die letzte Behauptung folgt sofort, da dimg V/U = dimg V' — dimg U. O

Definition 2.23. Eine symmetrische Bilinearform auf dem K-Vektorraum V ist eine Bilinear-
form ¢ : V x V — K derart, dass ¢(v,u) = ¢(u,v) fiir alle v und u aus V.

Aufgabe. Zeige, dass eine Bilinearform genau dann symmetrisch ist, wenn ihre Darstellungs-
matrix A beziiglich der Basis B symmetrisch ist, das heifit, A = *A.
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Fiir symmetrische Bilinearformen ist der Begriff der Orthogonalitét zwischen Vektoren eine
symmetrische Relation: Der Vektor u ist orthogonal zum Vektor v, notiert mit v L v, falls
¢(v,u) = Ok, oder fiquivalent dazu, falls u in Lin({v})* liegt.

Im néchsten Abschnitt werden wir eine wichtige Klasse symmetrischer Bilinearformen un-
tersuchen: Skalarprodukte in euklidischen Rdumen.

34



Kapitel 3

Skalarprodukte

Im Folgenden sei K ein Kérper.

3.1 Euklidische Riaume

Definition 3.1. Fiir eine symmetrische Bilinearform auf einem K-Vektorraum V' der Dimension
n ist ihre assoziierte quadratische Form die Abbildung

Q:V - K
vo—= p(v,v)

Sei A = (a;;) die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Basis {vq,...,v,} von V. Wir
konnen jeden Vektor v aus V' durch seine Koordinaten (Aq, ..., \,) reprisentieren.
Mit dieser Identifikation ist

A1
Q(U) :(,0<U,U) = (>\17"‘7)‘n) “A- = Z aij/\i)\j.
M, 1<i,j<n
Der obige Ausdruck ist ein multivariables Polynom (in den Variablen Aq,...,\,), in dem nur

Monome vom Grad 2 vorkommen. Dies erklart, warum () quadratische Form heif3t.
Fiir den euklidischen n-dimensionalen Raum R™ mit dem Standardskalarprodukt

<(SL’1, s ;xn); <y17 s 7yn)> = Z TilYi
1<i<n
ist die quadratische Form gegeben durch
>
1<i<n

Bemerkung 3.2. (Polarisationssatz) Jede symmetrische Bilinearform iiber einem Korper mit
Charakteristik verschieden von 2 wird durch ihre quadratische Form eindeutig bestimmt, denn

Q(u + U) = @(ua u) + 90(1}7 U) + 290(% U)
und

Qu—v) = p(u,u) + ¢(v,v) = 2¢(u, v)
also p(u,v) = Qu+v)=Qu—v)/y,
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Fiir die folgende Definition bendétigen wir, dass der Grundkorper angeordnet ist. Daher
werden alle Vektorrdume in diesem Abschnitt Vektorrdume iiber dem Korper R der reellen
Zahlen sein.

Definition 3.3. Eine symmetrische Bilinearform ¢ : V' x V' — R auf dem R-Vektorraum V'
ist:

e positiv semidefinit, falls (v, v) > 0 fiir alle v aus V.
e negativ semidefinit, falls p(v,v) < 0 fur alle v aus V.
e positiv definit, falls (v, v) > 0 fiir alle v # 0y aus V.
e negativ definit, falls p(v,v) < 0 fiir alle v # 0y aus V.
e indefinit, falls keiner der obigen Félle eintritt.

Beachte, dass ¢ genau dann positiv (semi)definit ist, wenn die Bilinearform —¢ negativ
(semi)definit ist.

Beispiel 3.4. Das Standardskalarprodukt auf dem R-Vektorraum R"

R™ x R — R
((-Tl,---,l'n),(yl,---,yn)) = Z TilYi

ist positiv definit, weil die Summe von nicht-trivialen Quadraten echt positiv ist.
Die Bilinearform
R™ x R" - R
(@1, 2n)s (Y1, Yn)) = 21
ist positiv semidefinit, aber nicht positiv definit, falls n > 2.
Die Bilinearform
R? x R? — R
((z1,22), (y1,42)) = @1y — T2y
ist indefinit.

Definition 3.5. Ein euklidischer Raum ist ein R-Vektorraum V' zusammen mit einer posi-
tiv definiten symmetrischen Bilinearform, gennant Skalarprodukt, welche wir mit der Notation
(—, —) bezeichnen werden.

Lemma 3.6. (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung) Gegeben einen euklidischen Raum (V, (—, —)),
setze
[oll = v/ (v, v).

[{v, w)] < [Jol f|w]

Die Ungleichung

gilt fir alle v und w aus V.

Beachte, dass der Wert ||v|| eine reelle Zahl ist, weil das Skalarprodukt positiv semidefinit
ist.
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Beweis. Fiir beliebiges A aus R gilt
0 < (v = dw,v = Aw) = (v,0) + X*(w, w) = 2\ v, w) = [[o[|* + A [w|* = 2A(v, w).

Falls w = 0y, gilt die Behauptung des Lemmas trivialerweise wegen der Linearitéit der Biline-
arform. Sei also ohne Beschrankung der Allgemeinheit w # Oy. Weil das Skalarprodukt positiv
definit ist, gilt ||w|® = (w,w) > 0. Setze nun A = |jw||~> (v,w) in die obige Ungleichung ein,
also
2 -2 ) 2 —2
0 < ol + (v, w)* wl| ™ = 2{v,w)* w]| ™" = [Jv]|* = (v, w)* Jw] ",

oder dquivalent dazu
2 2
(v,w)* < JJoll* w]”.

Nun ziehen wir die Quadratwurzeln und folgern, dass
[ (v, w)| < JJof| fJw]l,
wie gewiinscht. ]

Definition 3.7. Ein R-Vektorraum V' ist normiert, falls er eine Abbildung ||—| : V — R,
gennant Norm, mit folgenden Eigenschaften besitzt:

e |lv]| > 0 fiir alle v aus V. Ferner ist
v =0 <= v=0y.
o || Av|| = |A]||v]| fiir alle v aus V und A aus R.

e Dreiecksungleichung: ||v + w|| < ||v]| + ||w]| fiir alle v und w aus V.

Beispiel 3.8. Die Abbildungen

||||OOl : R™ — R und ||||002 : R" — R
(xla"wxn) = z |x’b| (wlv"‘v‘rn) = sup |$Z|
1<i<n 1<i<n

sind Normen auf dem R-Vektorraum R". Des Weiteren definiert die Abbildung

fes / o

eine Norm auf dem R-Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [0, 1] — R.

Proposition 3.9. Jeder euklidischer Raum (V,(—, —)) ist ein normierter Raum beziglich der

euklidischen Norm
vl = v/ (v, v).

Beweis. Es ist offensichtlich, dass die obige Norm keine negativen Werte annimmt. Ferner ist
die Norm eines nicht-trivialen Vektors nicht Null, weil das Skalarprodukt positiv definit ist. Die
Kompatibilitdt mit dem Skalarprodukt ist auch klar.

Fiir die Dreiecksungleichung folgt aus

2 2 2 2 2
lv+wl” = (v +w,v+w) = [[v]*+ [wl” +2{v, w) < oll” + wl” + 2[jv]l [[v]] = (o] + [lw])?,

dass
v+ w|| < [v]] + [Jw]l,

wie gewiinscht. O]
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3.2 Orthogonalitidt und Orthonormalitit

Wie im Abschnitt 2.3 bereits eingefiihrt, konnen wir in jedem euklidischen Raum mit Hilfe des
Skalarproduktes iiber Orthogonalitdt sprechen. Im folgenden sei (V,(—,—)) ein euklidischer
Raum.

Definition 3.10. Zwei Vektoren v und w aus V sind orthogonal zueinander (bezeichnet mit
v L w), falls (v,w) = 0.

Lemma 3.11. (Der Satz von Pythagoras) Die Vektoren v und w sind genau dann orthogonal
zueinander, falls
2 2 2
[+ wl™ = [lo]]” + lw[]”.

Beweis. Beachte, dass
lv + wl|* = (v +w, v+ w) = [[v]|* + [[w]* + 2(v, w).

Insbesondere gilt
2 2 2
vlw = fv+wl]”=o]"+ vl

O
Aufgabe. Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt
IR UL
[l ]
fiir alle nicht-triviale Vektoren v und w aus dem euklidischen Raum (V) (—, —)). Daher gibt es

genau einen eindeutigen Wert 6 im Intervall [0, 7] derart, dass

(v, w)

cosf = .
[[v][ [[w]]

Der Wert 6 heifit der Winkel zwischen v und w.
Zeige, dass v und w genau dann orthogonal zueinander sind, wenn der Winkel zwischen
ihnen genau 7/2 betrégt.

Definition 3.12. Ein orthogonales System ist eine Familie ({v;};c;) nicht-trivialer paarweise
orthogonaler Vektoren aus V, d.h.

v; Lu; fir ¢ # 7.

Ein orthonormales System ist orthogonales System ({v;}icr) derart, dass jeder Vektor v; Norm
||vs]| = 1 hat.
Eine Orthonormalbasis (ONB) ist eine Basis von V', welche ein orthonormales System ist.

Es lésst sich leicht zeigen, dass jedes orthogonale System eine linear unabhéngige Familie
von Vektoren bildet.

38



Bemerkung 3.13. Gegeben eine Orthonormalbasis B = (b;);e; des euklidischen Raumes
(V,{—,—)), konnen wir die Koordinaten von Vektoren sowie die Darstellungsmatrizen von En-
domorphismen leicht berechnen: Gegeben einen Vektor v aus V', schreibe

v = Z )\sz,

i€l

fiir Skalare \; aus R mit \; = 0 fiir fast alle ¢ aus I (so ist die obige Summe endlich und somit
wohldefiniert). Dann ist das Produkt (v,b;) die j-te Koordinate A; von v beziiglich B.
Insbesondere ist die Darstellungsmatrix A = (a;;) des Endomorphismus F' : V. — V
beziiglich B leicht zu gewinnen, falls V' endlichdimensional ist. Denn der Eintrag a;; ist die
i-te Koordinate des Vektors F'(b;), also a;; = (F(b;), b;).
Des Weiteren ist das Skalarprodukt zweier Vektoren v und w aus V' genau die Summe

<U7 w> = Z<U7 bi><wv b2>a

iel
wegen der Bilinearitdat des Skalarprodukt.

Satz 3.14. (Gram-Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren) Seien fir eine natirliche Zahl
n > 1 linear unabhingige Vektoren vy, ..., v, aus dem euklidischen Raum (V,(—,—)) gegeben.
FEs gibt eine Orthonormalbasis {b1,...,b,} des Unterraumes Lin({vy,...,v,}). Falls die Vekto-
ren vy, ...,V bereits ein orthonormales System fiir k < n bilden, finden wir eine Orthonormal-
basis {b1,...,b,} mit b; = v; firl <i<k.

Insbesondere besitzt jeder nicht-triviale endlichdimensionale euklidische Raum eine Ortho-
normalbasis.

Beweis. Die letzte Behauptung folgt sofort aus dem Orthogonalisierungsverfahren, welches wir
nun induktiv iiber n beweisen. Fiir n = 1 ist v; # 0 und
U1

[l

hat klarerweise Norm 1 und spannt denselben Unterraum wie v; auf.

Wir nehmen nun an, dass das Verfahren fiir die natiirliche Zahl n bereits bewiesen wurde
und zeigen es fiir n + 1. Gegeben eine linear unabhéngige Familie {vy, ..., v,.1} von Vektoren,
sei {by,...,b,} eine Orthonormalbasis des n-dimensionalen Unterraumes Lin({v1, ..., v,}). Wir
definieren zuerst den Hilfsvektor

b;’H-l = Un+1 — Z (Unt1, bi)b;.

1<i<n

Beachte, dass b/, ; nicht der Nullvektor sein kann, weil sonst v,,4; im Unterraum Lin({vy, ..., v, })
wire, was der linearen Unabhéngigkeit der Familie widerspricht. Also b;,, ; # Oy und wir kénnen

ihn normieren durch

b/

n+1
; .
1041

bn+1 =
Aus der Konstruktion folgt, dass
Lin({b1,...,bpt1}) C Lin({v1, ..., vn41}).
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Wenn wir zeigen, dass die Vektoren by, ..., b, 1 paarweise orthogonal zueinander sind, muss
oben aus Dimensionsgriinden Gleichheit gelten. Wir miissen also nur noch zeigen, dass b,,,1 L b;
fir 1 <1 < n, oder dquivalent dazu, dass b/,,, orthogonal zu jedem b; ist. In der Tat gilt

B 0) = (a1, 0) = D (O, 0i) (bi by) = (U, by) — (W, ) 165117 = 0,

1<i<n

wie gewiinscht.

Wir nehmen nun an, dass die Vektoren vy, ..., v; orthonormal sind und zeigen induktiv
iiber 1 < i < k, dass v; = b;. Fiir © = 1 folgt es sofort aus dem Induktionsanfang fiir n = 1.
Angenommen nun, dass die Behauptung fiir alle i" < i gilt, miissen wir zeigen, dass v; 1 = b; ;1.
Zuerst betrachte den konstruierten Hilfsvektor

Vs = visr — Y (g1, by)b;.

1<j<i

Nach unserer Induktionsannahme ist b; = v; fir 1 < j <4, also (v;41,b;) = (vi11,v;) = 0 und
somit
r _
it1 — Vit1 — E (Vig1,05)0) = Vit
1<j<i

Da ;11 bereits normiert ist, gilt ;11 = v; 11, wie gewiinscht. O
Definition 3.15. Zwei Teilmengen A und B des euklidischen Raumes (V, (—, —)) sind ortho-

gonal (bezeichnet mit A L B), falls v L w fiir alle v aus A und w aus B.
Das orthogonale Komplement der Teilmenge A von V ist die Menge

At ={veV | {v} LA}

Die leere Menge sowie der triviale Unterraum {0y } sind orthogonal zu jeder anderen Teil-
menge von V. Aus der Linearitédt des Skalarproduktes folgt sofort die folgende Behauptung.

Lemma 3.16. A L B <= Lin(A) L Lin(B).

Aufgabe. Zeige, dass das orthogonale Komplement A+ der Teilmenge A der grofite Unterraum
von V ist, welcher zu A orthogonal ist.

Bemerkung 3.17. Die orthogonalen Komplemente von A und von Lin(A) stimmen iiberein:
Es ist klar, dass Lin(A)t in A+ enthalten ist. Aus A L At folgt Lin(A) L Lin(A+) und somit
Lin(A) L A, was die andere Inklusion liefert.

Proposition 3.18. Gegeben einen endlichdimensionalen Unterraum U des euklidischen Raum-
es (V,(—,=)), ist V die direkte Summe von U und seinem orthogonalen Komplement U~L.
Insbesondere ist U = (U+)*.

Beachte, dass das orthogonale Komplement U+ von U nicht unbedingt endlichdimensional
sein muss (gerade, wenn V' unendlichdimensional ist).

Beweis. Es lisst sich leicht zeigen, dass U und U~ transversal zueinander liegen (auch wenn U
unendlichdimensional wire). Wir miissen also nur zeigen, dass V = U + U+. Wenn U trivial
ist, gilt U+ = V und die Behauptung folgt.
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Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir also annehmen, dass U nicht trivial ist
und somit eine (endliche) Basis {b1, ..., b,} besitzt, welche mit Hilfe des Gram-Schmidt’schen
Orthogonalisierungsverfahren [3.14] orthonormal gewihlt werden kann.

Gegeben einen Vektor v aus V, liegt die Linearkombination

u = Z <U,bl>bz

1<i<n

in U. Wir miissen also nur noch zeigen, dass v — u in U* liegt, oder dquivalent dazu, dass
(v—wu,b;) =0 fiir alle 1 < j < n, nach dem Lemma [3.16{ Aus der Konstruktion folgt

(v —wu,bj) = (0,b;) = (u, bj) = (v,b;) = > (v,0:)(bi, bj) = (v, b5) — (v,;) [|bs]|* = 0,

1<i<n

wie gewiinscht.

Fiir die Gleichheit U = (U*)* beachte, dass U in (U4)* liegt, weil U orthogonal zum
Komplement U+ ist. Gegeben nun einen Vektor v aus (UL)t € V = U @ U*, schreibe v
eindeutig als v = u + w mit v aus U und w aus U*. Der Vektor w ist genau dann Null, wenn
v=1wuin U liegt. Es ist

w=1v—uin (U NU*+= {0y}

und somit (U+)+ C U, wie gewiinscht. O

Mit Hilfe der vorigen Proposition kénnen wir nun die orthogonale Projektion auf einen
(endlichdimensionalen) Unterraum definieren.

Bemerkung 3.19. Gegeben einen Unterraum U des euklidischen Raumes (V,(—,—)) und
einen Vektor v aus V, welcher in U @ U+ liegt (was fiir endlichdimensionale U immer der Fall
ist, nach der Proposition , sei u aus U derart, dass v — u orthogonal zu allen Vektoren aus
U ist, oder dquivalenz dazu, dass v — u in U liegt.

Der Vektor u wird von v eindeutig bestimmt (weil U und U+ transversal sind) und heifit
die orthogonale Projektion Pri;(v) von v auf V.

Aufgabe. Betrachte den Unterraum U = Lin({e;}) von R? mit dem Standardskalarprodukt.
Berechne fiir jeden Vektor (a,b) aus R? die orthogonale Projektion Pri;((a,b)).

Lemma 3.20. Fir einen Unterraum U des euklidischen Raumes (V,(—, —)) sowie Vektoren v
aus V und u aus U sind folgende Behauptungen dquivalent:

e Die orthogonale Projektion Prﬁ(v) st definiert und gleich u.

o [Yir alle uy aus U ist
v —wll = |lv—ul,

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn u; = u.

Beweis. Falls die orthogonale Projektion Pr{;(v) definiert ist, schreibe v = u 4 w mit w aus
UL, Fiir u; aus U ist

B1m
v —wy|” = (0 —ug, v —wy) = (u—uy +w,u—uy +w) = |ju—u|]*+ |Jw||®,
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weil w und u — u; orthogonal zueinander sind. Insbesondere ist [|v — uy||* > [|w|]* = ||v — |,
wie gewiinscht.
Des Weiteren gilt genau dann Gleichheit, wenn ||u — w1 || = 0, oder dquivalent dazu u = ;.
Wir nehmen nun an, dass
o=l > flo — u

fir alle u; aus U \ {u}. Da v = u+ (v — u), miissen wir nur zeigen, dass der Vektor v — u in
U+ liegt. Ansonsten gibt es einen Vektor u; aus U mit (v — u,u;) # 0, also u; # 0y. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit ist u; normiert. Weil der Vektor v’ = u + (v — w, u;)u; nicht
gleich u sein kann, ist

v —ul® < Jlo—/|* = [[(v = u) — (v — w,ug)us||* =
={((v—u)— (v —u,up)us, (v —1u) — (V—u,u)uy) =
— o=l + {0 — )2 el — 200 — 1 )0 — wy2) = o — wl® — {0 — 1, )2

Weil die reelle Zahl (v — u,u1)? echt positiv ist, folgt
lv = ul* < flo—ul® = (v = u,u1)? < [Jo—ul|?,

was den gewiinschten Widerspruch liefert. [

3.3 Unitidre Raume und Adjungierte Endomorphismen

Wenn wir den endlichdimensionalen Vektorraum C™ betrachten, induziert die Verkniipfung

Cr x C» — C
(@1, ), (Y1) = Do @y
1<i<n

keine Norm mit Werten im Korper R, weil fiir eine komplexe Zahl z der Ausdruck z* nicht
unbedingt reell sein muss. Jedoch ist |z|* = 2z eine reelle Zahl, wobei z = a — ib die komplex
konjugierte der komplexen Zahl z = a + ib aus C ist, siche [Skript LAI| Beispiel 1.38]. Diese
Uberlegung begriindet die folgende Definition.

Definition 3.21. Eine hermitesche Bilinearform (oder eine Sesquilinearform) auf einem C-
Vektorraum V ist eine Abbildung ¢ : V' x V' — C mit folgenden Eigenschaften:

e Die Form ¢ ist linear in der ersten Koordinate: Fiir alle \; und Ay aus C sowie vy, vy und
w aus V gilt

©(A101 + Agva, w) = Ap(v1, w) + Aap(va, w).
e Die Form erfiillt die hermitesche Symmetrie:

o(w,v) = p(v,w) fur alle v und w aus V.

Insbesondere ist die hermitesche Bilinearform semilinear in der zweiten Koordinate: Fiir alle
A1 und Ap aus C sowie v, wy; und wy aus V' gilt

o(v, \jwy + Agwy) = Xlga(v,wl) + ngo(v,wg).

Die hermitesche Bilinearform ist positiv definit, falls p(v,v) fiur alle v # 0y eine positive reelle
Zahl ist. Der Raum V' ist unitdr, falls er eine hermitesche positiv definite Bilinearform besitzt,
welche wir auch mit (—, —) und als Skalarprodukt bezeichnen werden.

42



Beispiel 3.22. Die Abbildung

CrxCn — C
((xlv"wxn)v(ylv'"ayn)) = Z ngl
1<i<n

ist ein Skalarprodukt auf dem C-Vektorraum C".
Bemerkung 3.23. Gegeben einen unitdren Raum (V, (—, —)), ist

(v 4+ Aw, v+ Aw) = (v,0) + A\ (w, w) + (A(w, v) + A, w>) = (v,v) + AP (w, w)+
+ ()\(w, v) + ANw, v>> = (v,v) + A} (w, w) + 2Re(A{w, v)),

wobei Re(z) der Realteil der komplexen Zahl z ist.

Insbesondere wird das Skalarprodukt von der assoziierten quadratischen Form Q(v) =
(v,v) eindeutig bestimmt (mit demselben Argument wie in der Bemerkung [3.2)). Des Weiteren
gilt auch die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung und somit ist V' ein normierter Vektorraum
beziiglich ||v]| = 1/ (v, v).

Mit Hilfe der obigen Uberlegung lassen sich alle Begriffe und Ergebnisse des vorigen Ab-
schnittes (Orthogonalitdt und Orthonormalitéit, sowie orthogonale Projektion und das Gramm-
Schmidt’sches Verfahren), bis auf den Begriff des Winkels zwischen zwei Vektoren, fiir unitére
Réume identisch zeigen.

Wir werden ab jetzt euklidische und unitdre Rdume gleichzeitig behandeln. Der Grundkorper
K kann also R oder C sein, abhéngig davon, in welcher Situation wir sind. Um die Schreibweise
zu vereinheitlichen, schreiben wir fiir einen Skalar A aus K

das komplex Konjugierte A, falls A aus C kommt.
A, falls A in R liegt.

Bemerkung 3.24. Gegeben einen euklidischen oder unitdren Raum (V,(—,—)) iiber dem
Korper K (beachte, dass K entweder R oder C ist, abhéngig davon ob der Vektorraum euklidisch
oder unitér ist) konnen wir folgenderweise eine konjugierte Skalarmultiplikation definieren: Fiir
A aus K und v aus V' setze

/\'konjU:/_\'U7

wobei - die urspriingliche Skalarmultiplikation des K-Vektorraumes V' bezeichnet. Die konjugier-
te Skalarmultiplikation definiert eine neue K-Vektorraumstruktur auf V' derart, dass sédmtliche
Begriffe wie Basen, Dimension und Endomorphismen erhalten bleiben, denn

V= E Ai konj Vi = U= E YRR
1<i<n 1<i<n

und
FX\ i v) = F(A-0) =X F(v) = X yonj F(v).

Bezeichne mit Vion; den Vektorraum V' beziiglich der konjugierten Skalarmultiplikation.
Beachte, dass im Fall eines euklidischen Vektorraumes Vion; (als Vektorraum) genau der Vek-
torraum V' ist. Im Fall eines unitdren Raumes sind zumindest die abelschen Gruppen (V,+)
und (Vionj, +) identisch.
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Lemma 3.25. Wenn der euklidische oder unitdre Raum V endlichdimensional ist, bilden V'
und Vion; ein duales Paar beziiglich des Skalarproduktes (—, —) : V' X Vipny — K.

Beweis. Nach dem Lemma miissen wir nur zeigen, dass (—, —) in der ersten Koordinate
nicht-ausgeartet ist, wegen der hermiteschen Symmetrie

(u, w) = (w, u).

Sei v aus V derart, dass die Abbildung (v, —) : Vignj — K trivial ist. Insbesondere ist |jv]|* =
(v,v) = Ok, also ||v|| = Ok und somit v = Oy, wie gewiinscht. O

Definition 3.26. Fiir einen Endomorphismus F' : V' — V eines endlichdimensionalen eukli-
dischen oder unitiren Raumes (V, (—, —)) ist sein adjungierter Endomorphismus F* : V — V
der durch die Identitat

(v, F(w)) = (F'(v),w), fiir alle v und w aus V

eindeutig definierte Endomorphismus, welcher nach Proposition [2.20[ und Lemma |3.25|existiert.
Beachte, dass die lineare Abbildung F" ein Endomorphismus von Vi ist, aber aus der vorigen
Diskussion induziert sie eine lineare Abbildung von V nach V (und wir identifizieren diese
Abbildung mit F*.)

Aufgabe. Sei U ein Unterraum des euklidischen oder unitdren Raumes (V, (—, —)). Zeige, dass
U genau dann invariant unter F ist, wenn U+ invariant unter F* ist.

Bemerkung 3.27. Die Darstellungsmatrix des zu F' adjungierten Endomorphismus F* : V —
V lasst sich leicht beziiglich einer Orthonormalbasis B = {by, ..., b, } berechnen: Gegeben einen
Vektor v aus V, schreibe
v = Z <U,bi>bi,
1<i<n
siehe Bemerkung |3.13| Dann ist

Fiv) = Y (v, F(b))b;.

1<i<n

Wir miissen nur zeigen, dass die obige Summe die definitorische Eigenschaften des adjungierten
Endomorphismus erfiillt, wegen der Eindeutigkeit der Definition des adjungierten Endomor-
phismus. Seien also v und w aus V' gegeben. Es ist

(X (W, FO)biw) = Y (0, Fb)(bw) = Y {w,bi) (v, F(b)) = Y (v, {w,bi) F(by)) =

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n
= <U’ Z <w7bZ>F(bl)> - <U7 Z F(<w7b1>b1)> = <U7F ( Z <w7b1>b1)> = <U7F(w)>>
1<i<n 1<i<n 1<i<n
wie gewiinscht.

Definition 3.28. Sei K entweder R oder C. Die adjungierte Matrix einer quadratischen Matrix
A = (a;5) aus My, (K) ist die n x n-Matrix A* = (¢;;) mit ¢;; = @j;.
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Bemerkung 3.29. Falls der Grundkorper K = R ist, folgt A* = ‘A. Allgemein gilt

det(A*) = det(A),

weil die komplexe Konjugation mit der Summe und dem Produkt kompatibel ist. Insbesondere
ist A genau dann regulér, wenn ihre adjungierte Matrix A* regulér ist.
Des Weiteren gelten die folgenden Identitdten fiir A und B aus M,,«,(K) sowie A aus K:

o (A%)" = A.

o (A+ B)*=A*+ B*.
o (A A =X A"

e (A-B)*=B*- A"

Korollar 3.30. Gegeben zwei Orthonormalbasen B = {by,...,b,} und C = {c1,...,c,} eines
endlichdimensionalen euklidischen oder unitdren Vektorraum (V, (—, —)) sowie einen Endomor-
phismus F : V. — V' mit Darstellungsmatriz A beziiglich der Basen B (im Definitionsbereich)
und C (im Bildbereich) von V st die Darstellungsmatriz des adjungierten Endomorphismus
F' .V — V beziglich der Basen C (im Definitionsbereich) und B (im Bildbereich) von V

genau die adjungierte Matriz A* von A.

Beweis. Beachte, dass der Eintrag a;; von A die i-te Koordinate des Vektors F'(b;) beziiglich der
Orthonormalbasis C' = {c1, ..., ¢, } ist, also a;; = (F(b;), ¢;), nach der Bemerkung|3.13| Aus der
hermiteschen Symmetrie und der definitorischen Eigenschaft des adjungierten Endomorphismus
F':V — V folgt

@i = (PO, ) = (5, F(bi)) = (F(cy) by,

was genau der i-ten Koordinate des Vektors F*(c;) beziiglich der Basis {by,...,b,} entspricht,
wie gewiinscht. O

3.4 Normale und Selbstadjungierte Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir den Bezug zwischen einem Endomorphismus F' des endlich-
dimensionalen euklidischen oder unitdren Raumes (V, (—, —)) und seinem adjungierten Endo-
morphismus F*! verstehen.

Der erste Schritt dieser Analysis betrachtet den Fall, in welchem die beiden Endomorphis-
men beziiglich Komposition (als Elemente des Ringes End (V') betrachtet) miteinander kommu-
tieren. In diesem Fall ist F' ein normaler Endomorphismus.

Im Folgenden ist K entweder R oder C und (V,(—,—)) ein n-dimensionaler euklidischer
oder unitdrer Raum (V, (—, —)).

Definition 3.31. Der Endomorphismus ' : V — V ist normal, falls F o F* = Fto F.
Lemma 3.32. Folgende Aussagen sind fir einen Endomorphismus F :V — V' dquivalent:

(a) Der Endomorphismus F ist normal.

(b) Fir alle v und w aus V' gilt



Beweis. (a) = (b) :

(F(v), F(w)) = (F'(F(0)),w) "™ (F(F!(v),w) = {w, F o F'{0)) =

= (F'(w), F'(v)) = (F'(v), F'(w)).
(b) = (a) : Wir miissen nur zeigen, dass fiir alle v und w aus V/
(F'o F — F o F")(v),w) = Oy,

oder dquivalent dazu
(F' o F(v),w) = (F o F'(v),w),

weil das Skalarprodukt nicht-ausgeartet ist. Nun

(Ft o F(v),w) = (F(v), F(w)) 2 (F'(v), F(w)) = (F(w), F/(v)) =

= Tw, F(F(0))) = (F(F'(v)),w) = (F o F'(v), w),
wie gewiinscht. =

Definition 3.33. Eine quadratische Matrix A aus M,,x,(K) ist normal, falls A - A* = A* . A.

Bemerkung 3.34. Der Endomorphismus F' : V' — V ist genau dann normal, wenn seine
Darstellungsmatrix A beziiglich einer Orthonormalbasis B von V' (sowohl im Definitions- als
auch im Bildbereich) normal ist, weil A*- A die Darstellungsmatrix von F*o F und das Produkt
A - A* die Darstellungsmatrix von F o F* beziiglich B ist.

Wir werden im Satz sehen, dass jeder normale Endomorphismus eines endlichdimensio-
nalen unitédren Vektorraumes diagonalisierbar ist. Zuerst untersuchen wir den Bezug zwischen
den Eigenwerten von F' und den Eigenwerten seines adjungierten Endomorphismus F*.

Proposition 3.35. Der Vektor v aus V' ist genau dann Eigenvektor des normalen Endomor-
phismus F' :'V — V beziiglich des Figenwertes A\, wenn v Eigenvektor des adjungierten Endo-
morphismus F*: V — V beziiglich des Eigenwertes X ist.

Insbesondere besitzen F und sein adjungierter Endomorphismus F*' dieselben Figenwerte,
wenn der Grundkorper R ist.

Beweis. Wir miissen nur die folgende Aquivalenz zeigen:
|F(v) = M| =0y <~ HFt(v) — S\UH = Oy.
Beachte, dass

(F(v),v) = (v, F(v)) = (F'(v),v) = (v, F'(v))

und somit
|F(v) = Mo||* = (F(v)=Xv, F(v) =) = (F(v), F(0))+A\ (v, v)— (A0, F(0)) + MF(v),v)) =
= (F'(v), F*(v)) + A\ {v,v) — (MF"(v),v) + Av, F'(v))) =
= (F'(v), F'(v)) + AM(v,v) — (Mv, F'(v)) + MF"(v),v)) =
= (F'(v) — Xo, F'(v) — M) = || F'(v) — Mol[*.
]
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Satz 3.36. Sei (V,(—,—)) ein euklidischer oder unitirer Raum der Dimension n > 1 und
F:V =V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom X (1) in Linearfaktoren
tber K zerfallt. Der Endomorphismus F' ist genau dann normal, wenn V' eine Orthonormalbasis
B aus Eigenvektoren von F' besitzt.

Insbesondere ist jeder normale Endomorphismus eines nicht-trivialen endlichdimensionalen
unitiren Raumes diagonalsierbar, nach dem Korollar[A.10,

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass F normal ist, also F'o F' = F'o F und zeigen die Existenz
der gesuchten Basis induktiv iiber n = dimg V' > 1. Fiir n = 1 ist es trivial, weil Eigenvektoren
nicht der Nullvektor sind und wir sie deshalb immer normieren kénnen (beachte, dass wir hier
nicht verwendet haben, dass F' normal ist).

Fir n > 2 sei A aus K ein Eigenwert von F' (ein solches \ existiert, weil X itber K in
Linearfaktoren zerfillt) und wihle einen Eigenvektor v zu A. Da v # Oy, kénnen wir by =
||v||_1 v setzen. Beachte, dass b; normiert und auch ein Eigenvektor zu A ist. Der Unterraum
U = Lin({b;})* hat Dimension dimg U = n — 1 nach dem Lemma und V ist die direkte
Summe von Lin({b;}) und U, wegen der Proposition [3.18 Da Lin({b;}) nach der Proposition
invariant unter F" ist, folgt, dass U invariant unter F' ist (siche die Aufgabe nach der
Definition [3.26). Analog ist U auch invariant unter F*.

Weil die Identitét

(F(wn), Flu)) = (F'(ur), F'(uz))
auch fiir alle u; und uy aus U gilt, siehe Lemma [3.32] folgt, dass die Einschriankungsabbildung
Fy normal ist mit adjungiertem Endomorphismus F*;;. Wegen der Induktionsannahme fin-
den wir eine Orthonormalbasis {bs, ..., b,} von Eigenvektoren von F'y in U. Klarerweise ist
{b1,..., by} eine Orthonormalbasis von U, welche aus Eigenvektoren von F' besteht.

Fiir die andere Richtung sei B = {by, ..., b,} eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von
F beziiglich der Eigenwerte Aq,...,\, (moglicherweise mit Wiederholungen). Es gibt genau
eine lineare Abbildung G : V' — V mit G(b;) = \;b; und klarerweise gilt GoF = FoG. Wir
miissen also nur noch zeigen, dass F'* = G' und somit F normal ist.

Nun ist jeder Basisvektor b; auch Eigenvektor zu F* mit Eigenwert ; nach der Proposition
[3.35] Somit stimmen F* und G auf den Basisvektoren iiberein. Es folgt F* = G, wie gewiinscht.

O

Wir untersuchen nun eine Sonderkollektion normaler Endomorphismen: Selbstadjungierte
Endomorphismen.

Definition 3.37. Ein Endomorphismus F' : V' — V des euklidischen oder unitédren Raumes
(V,(—,—)) ist selbstadjungiert, wenn F' = F' oder dquivalent dazu, falls

(v, F(w)) = (F(v), w)

fiir alle v und w aus V.
Eine quadratische n x n-Matrix A iiber K ist hermitesch, falls A* = A.

Beachte, dass eine reelle Matrix A genau dann hermitesch ist, wenn sie symmetrisch ist:
A ="'A. Folgende Bemerkung lisst sich leicht mit Hilfe des Korollars zeigen.

Bemerkung 3.38. Fiir endlichdimensionale Vektorraume V' ist der Endomorphismus F' : V' —
V' genau dann selbstadjungiert, wenn seine Darstellungsmatrix A beziiglich einer Orthonormal-
basis B (sowohl im Definitions- als auch im Bildbereich) hermitesch ist.

Klarerweise sind selbstadjungierte Endomorphismen normal.
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Satz 3.39. Flir einen selbstadjungierten Endomorphismus F .V — V des endlichdimensiona-
len euklidischen oder unitdren Raumes (V,(—,—)) gilt:

(a) Alle Eigenwerte von F sind reell.

(b) Gegeben Eigenvektoren v und w von F' zu verschiedenen Eigenwerten A und p, sind u und
w orthogonal zueinander.

Beweis. Sei A aus K ein Eigenwert von F und v # Oy ein Eigenvektor zum Eigenwert A, also
F(v) = Av. Nun ist

A ||U||2 = )‘<U7U> = <)‘U7U> = <F(U),U> = <Ft(v)’v> = <UvF(U)> = <U’)‘U> = HUH2

und somit liegt A = X in R, wie gewiinscht.
Fiir (b) betrachte

Mo, w) = (o, w) = (F(v), w) = (F'(v), w) = (v, F(w)) = (v, pw) = p{v, w).

Aus X\ # pu folgt, dass (v, w) = Ok, also sind v und v orthogonal zueinander, wie gewiinscht. [J

Korollar 3.40. (Der Spektralsatz) Jede symmetrische reelle quadratische Matrize ist diago-
nalisierbar. Jeder selbstadjungierter Endomorphismus eines endlichdimensionalen euklidischen
Raumes ist diagonalisierbar.

Beweis. Sei A = 'A aus M,,«,(R) und betrachte sie als Matrix iiber C mit entsprechender
linearer Abbildung F4 : C* — C", wobei wir C" als unitdren Raum betrachten (siehe Beispiel

3.27).

Die Matrix A ist hermitesch, also ist F4 selbstadjungiert und somit normal, nach der Be-

merkung

3.38 Das charakteristische Polynom X (7T') zerféllt in Linearfaktoren iiber C, wobei

der Satz [3.39 besagt, dass alle Eigenwerte von Fj4 reell sind. Aus dem Satz folgt, dass der
Vektorraum eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren der reellen linearen Abbildung

R™ — R”
T
(xlv 73771,) — A
1777,
besitzt, welche somit diagonalisierbar ist, wie gewiinscht. O

48



Kapitel 4

Transformationen der Ebene und des
Raumes

In diesem Abschnitt ist K der Kérper R oder C.

4.1 Hauptachsen

Satz 4.1. (Hauptachsentransformation) Sei (V,(—,—)) ein euklidischer oder unitirer Raum
der Dimension n = dimg V' > 1. Gegeben eine hermitesche Bilinearform ¢ : V x V — K, gibt
es eine Orthonormalbasis B = {by,...,b,} von V derart, dass die Darstellungsmatriz von ¢
beziiglich B in Diagonalform ist.

Die Basisvektoren der Orthonormalbasis B = {by, ..., b,} heien die Hauptachsen der Bili-
nearform .
Beachte, dass im Fall K = R die hermitesche Bilinearform ¢ : V' x V — K symmetrisch ist.

Beweis. Wihle eine Orthonormalbasis {v1,...,v,} von V und definiere den Endomorphismus
F: VvV — %4
v Z @(U7vi)vi
1<i<n

Wir zeigen zuerst, dass (v, F'(w)) = ¢(v,w) fiir alle v und w aus V. Beachte, dass

(0, F(0)) = (vi, > (v o)ue) = Y (v, 00) vy, v) =

1<k<n 1<k<n

= Y o, o0)du = vy, 0) = p(vi, vy),

1<k<n
also folgt fiir
v = Z Aiv; und w = Z iV
1<i<n 1<j<n
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aus der Linearitat, dass

) ={ Z A, Z 1 F(v;)) Z Aift i, F° Z Aiftjp(vi, v5)

1<i<n 1<j<n 1<4,5<n 1<4,5<n
= E Aigp(via E ijj) = E )‘igo(viv E , AV, w U w)
1<i<n 1<j<n 1<i<n 1<i<n

Daraus folgt, dass der Endomorphismus F' selbstadjungiert ist:

(v, F(w)) = ¢(v,w) = p(w,v) = (w, F(v)) = (F(v), w),

Aus dem Satz oder aus dem (Beweis von) Korollar (fir K = R) schliefen wir die
Existenz einer Orthonormalbasis B = {by,...,b,} von Eigenvektoren fiir F' beziiglich der Ei-
genwerte Ap, ..., A, (moglicherweise mit Wiederholungen). Des Weiteren sind die Eigenwerte
reell, aus dem Satz [3.39]

Die Darstellungsmatrix der hermiteschen Bilinearform ¢ beziiglich B ist in Diagonalform,
denn

©(bi, b) = (bi, F(by)) = (bi, Ajbj) = Nj(bi, bj) = Ajouj,

wobei §;; das Kronecker-Delta ist. Insbesondere sind alle Eintrége aufierhalb der Diagonale
Null. An der (4,7)-ten Stelle ist der Wert die reelle Zahl \; fir 1 <i <n. O

Beachte, dass der Hauptachsentransformationssatz einen anderen Beweis des Satzes der
Signatur von Sylvester liefert. Wir werden nun einen anderen Satz von Sylvester beweisen,
welcher ein Kriterium liefert, wann eine symmetrische Bilinearform positiv definit ist. Hierfiir
betrachten wir Hauptminoren der Darstellungsmatrix. Gegeben eine n x n-Matrix A = (a;)
iiber dem Korper K, ist ein Hauptminor der Matrix die Determinante

det

fiir eine Zahl 1 < k < n.

Satz 4.2. (Das Kriterium von Sylvester) Folgende Bedingungen sind dquivalent fir eine sym-
metrische Bilinearform ¢ : V x V — R eines endlichdimensionalen euklidischen Raumes V.

(a) Die Bilinearform ist positiv definit.

(b) Alle Eigenwerte der Darstellungsmatriz A von ¢ (beziiglich einer beliebigen Basis von V')
sind echt positiv.

(c) Alle Hauptminoren der Darstellungsmatriz A sind echt positiv, d.h.

det oo, >0 firallel<k<n.
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Beweis. (a) = (b): Mit Hilfe des Satzes[4.1]finden wir eine Orthonormalbasis B = {b1, ..., b,}
derart, dass die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Basis B in Diagonalform ist. Die
Eigenwerte der Darstellungsmatrix A sind gerade die Eintrage \; = ¢(b;, b;). Wegen b; # 0y ist
A > 0, weil ¢ positiv definit ist.

(b) = (a): Weil beide Bedingungen unabhéngig von der Wahl der Basis sind, kénnen
wir ¢ beziiglich der obigen Orthonormalbasis B = {b,...,b,} berechnen. Die Eigenwerte
Ai = ©(b;, b;) sind alle echt positiv. Gegeben einen beliebigen Vektor v aus V', schreibe

Es folgt, dass
p(v,v) = Z :u?)‘i > 0.

1<i<n
Ferner ist ¢(v,v) = 0 genau dann, wenn alle Eintrage 1 = ... = u,, = 0 sind und somit v = Oy,
wie gewiinscht.

(a) = (¢): Sei {vy,...,v,} eine Basis von V derart, dass die entsprechende Darstellungs-

matrix von ¢ die Matrix A ist. Fiir 1 < k < n, setze Uy = Lin({v1, ..., vx}).
Die Einschréinkung der Bilinearform auf U, hat die Teilmatrix

als Darstellungsmatrix. Aus der Richtung (a) = (b) folgt, dass die Einschrankung v, xu,
auch positiv definit ist. Also sind die Eigenwerte der obigen Teilmatrix, welche diagonalisierbar
ist, nach dem Spektralsatz[3.40] echt positiv. Somit ist die Determinante auch echt positiv, weil
sie das Produkt der Diagonaleintrage der d&hnlichen Diagonalmatrix ist.

(¢) = (b): Wir beweisen es induktiv iiber n = dimg V', wobei der Fall n = 1 trivial ist.
Wir nehmen also n > 2 an.

Beachte, dass die Determinante det(A) > 0 und somit kein Eigenwert der Matrix A, welche
diagonalisierbar ist, Null sein kann. Sei B = {by,...,b,} die obige Orthonormalbasis mit \; =
©(b;, b;). Wir nehmen nun an, dass nicht alle Eigenwerte \; echt positiv sind. Dann muss es also
mindestens zwei Indizes 7 # j derart geben, dass A; und A; beide echt negativ sind. Schreibe b;
und b; beziiglich der Basis {vy,...,v,}, also

b; = Z p(i)vg und b; = Z wr (7)o

1<k<n 1<k<n

und setze

) (a5), —1a(3)), falls pn ()2 + 1 (5)* > 0
(e, 8) = {(1,1), sonst.

Die Linearkombination 0 # w = ab; + b, liegt im Unterraum U = Lin({vy,...,v,—1}) und die
Einschrankung der Bilinearform auf U hat als Darstellungsmatrix die Teilmatrix

a1 s A1n—1

Ap—11 ' OGp—1n-1
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Alle Hauptminoren dieser Teilmatrix sind echt positiv und somit ist ¢« positiv definit, nach
unserer Induktionsannahme. Nun ist

0 < p(w,w) = a®p(b;, b;) + B2p(bj, b;) + 2aBp(b;, b;) = a?X; + B2\ + 0 < 0,

was den gewiinschten Widerspruch liefert. O]

4.2 Orthogonale Abbildungen

Im Folgenden ist K entweder R oder C und (V, (—,—)) ein n-dimensionaler euklidischer oder
unitérer Raum (V, (—, —)).

Definition 4.3. Ein Endomorphismus F' : V' — V ist orthogonal, falls
(v, w) = (F(v), F(w))
fiir alle Vektoren v und w aus V.
In der Literatur werden orthogonale Abbildungen unitdrer Rdume auch unitdr genannt.
Lemma 4.4. Folgende Bedingungen fir den Endomorphismus F 'V — V' sind dquivalent:
(a) Die Abbildung F' ist orthogonal.

(b) Der Endomorphimus F' bildet jedes orthonormale System zu einem orthonormalen System
ab.

(¢) Die Norm bleibt unter F' erhalten, d.h.
[1E )] = o]
fiir alle Vektoren v aus V.

Beweis. (a) = (b): Es ist offensichtlich, dass F' Orthogonalitét erhélt. Ferner ist das Bild eines
normierten Vektors wiederum normiert, denn

o]l = (v, 0) " E (Fv), Fw)) = | F@)]]°.

(b) = (c): Sei v aus V beliebig. Fall v = 0y, gilt die Gleichheit ||F'(v)|| = 0y = ||v|| trivia-
lerweise. Wenn v # Oy, ist [|v]| # Ox und somit bestimmt der Vektor ||v|| ™" v ein orthonormales
System der Grofie 1. Das Bild davon muss also normiert sein, also || F'( o]~ v)|| = 1k oder
dquivalent dazu || F'(v)| = [|v||, wie gewiinscht.

(¢) = (a): Gegeben zwei Vektoren v und w aus V, miissen wir zeigen, dass

(v, w) = (F(v), F(w)).

Wir beweisen die Behauptung mit Fallunterscheidung: Falls die Vektoren linear abhéngig sind,
kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass v # 0y und w = Av fiir ein
A aus K. Nun ist

(v,w) = Mo, v) = AJo]|” = M F(0)|* = ME(v), F(v)) = (F(v), A\F(v)) = (F(v), F(w)),
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wie gewiinscht.

Falls v und w linear unabhéngig sind, finde mit Hilfe des Gram-Schmidt’schen Orthogo-
nalisierungsverfahren eine Orthonormalbasis {b;, by} des Unterraumes Lin({v, w}). Dann
1st

v = )\1b1 + )\ng und w = Mlbl + ,ugbz
fiir Skalare \;, ; aus K mit ¢ = 1,2 und es gilt

(v,w> = )\1M1 + )\2/12.

Nun ist
F(v) = MF(by) + A2 F(by) und F(w) = py F'(by) + poF(bs).

Wenn wir zeigen konnen, dass F'(b;) und F(by) wiederum orthogonal zueinander sind, ist F
orthogonal, denn

(F(v), F(w)) = M [FO)° +Xappz [ F02)[1” + (M7z(F (br), F (b)) + Aafin (F (b)), F (b)) =
= A1 + Aotz + (M (F(br), F(b2)) + At (F(b2), F(b1))) =
= (v,w) + 0g = (v, w).

Nach dem Satz von Pythagoras ist fiir jedes £ aus K mit |£| =1

2 = ||by]* + [|€b21* = [|b1 + Ebol|? = |F (b + €bo)||> = (F(by) + EF (by), F(by) + EF (by)) =

[

= [[F @I + [P 1 F @) + (§(F (ba), F (b)) + <F(b1) F(by)) <
=2+ (&(F b1)) + E(F(b1), F (b)) -
Es folgt also, dass &(F(by), F'(by)) = —&(F(bs), F(by)) fur alle £ aus K mit |{] = 1. Im Fall

K = R folgt (mit & = 1), dass (F'(by), F(b1)) = 0 und somit sind F'(b;) und F(bs) orthogonal
zueinander, wie gewiinscht. Falls K = C, setze £ = i (die komplexe Zahl i, kein Index!), also

~

i<F(b2)aF<b1)> = —i<F(b2)aF(b1)> = Z'<F(b2)a F(bl)>-

Insbesondere ist (F'(bs), F'(by)) = (F(b2), F'(b1)) und somit ist das Skalarprodukt (F'(by), F'(by))
eine reelle Zahl. Wir kénnen nun mit & = 1 wie oben schliefen, dass F'(b;) und F'(by) orthogonal
zueinander sind. O

Weil die Norm eines nicht-trivialen Vektors verschieden von O ist, schliefen wir aus dem
obigen, dass orthogonale Abbildungen F': V' — V immer Isomorphismen sind.

Korollar 4.5. Orthogonale Endomorphismen sind injektiv und somit bijektiv.

Proposition 4.6. Sei F': V — V' ein Automorphismus des euklidischen oder unitdren Raumes
(V,(—,—=)). Die Abbildung F ist genau dann orthogonal, wenn der zu F adjungierte Endomor-
phismus F*' genau die inverse Abbildung F~* ist

Insbesondere sind orthogonale Abbildungen normal.
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Beweis. Die letzte Behauptung folgt klarerweise aus der Aquivalenz in der Proposition, weil
F und F~! miteinander kommutieren. Angenommen, dass F orthogonal ist, miissen wir nur
zeigen, dass F~1 : V — V die definitorische Eigenschaft des adjungierten Endomorphismus
erfiillt:

(v, F(w)) = (F(F~'(v)), F(w)) " =™ (F~(v), w).

Angenommen nun, dass F~! und F? gleich sind, folgt fiir v und w aus V beliebig, dass
(F(0), F(w)) "2 (F o F(v),w) = (F™' o F(v), w) = (v,w).
Somit ist F' orthogonal, wie gewiinscht. O

Definition 4.7. Eine regulire Matrix A aus GL,, (K) ist orthogonal, falls ihre adjungierte Matrix
A* die inverse Matrix A~! ist.

Aus dem Korollar folgt leicht die néchste Behauptung.

Korollar 4.8. Der Automorphismus F : V — V st genau dann orthogonal, wenn seine
Darstellungsmatrixz beziiglich einer Orthonormalbasis von V' orthogonal ist.

Insbesondere ist eine requldre Matrixz genau dann orthogonal, wenn thre Inverse auch ortho-
gonal ist.

Lemma 4.9. FEine quadratische n x n-Matrixz A iiber K ist genau dann orthogonal, wenn ihre
Spaltenvektoren, beziehungsweise thre Zeilenvektoren, ein orthonormales System, und somit eine
Orthonormalbasis, von K™ bilden.

Beweis. Beachte, dass

AA=Id, <= Y awdp=0dy;,

wobei ¢;; das Kronecker-Delta ist. Insbesondere ist A reguldr und A* = A~ genau dann, wenn

die Zeilenvektoren ay,. .., a, mit a; = (a;, ..., a;) ein orthonormales System bilden.
Analog ist
A A=1d, = ) Guay =0y
1<k<n
Somit ist A genau dann orthogonal, wenn die Spaltenvektoren a', ..., a", wobei a? = (ay;, ..., an;),
ein orthonormales System bilden. O]

Definition 4.10. Eine Matrix A aus M, «,(K) ist orthogonal diagonalisierbar, falls es eine
Orthogonalmatrix S so gibt, dass S~*AS in Diagonalform ist.

Es folgt aus dem Beweis des Satzes|3.36] sowie aus der Hauptachsentransformation dass
die Darstellungsmatrizen normaler Endomorphismen und hermitescher Bilinearformen ortho-
gonal diagonalisierbar sind, sobald das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfallt.

Korollar 4.11. Jede normale Matriz, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren
zerfillt, ist orthogonal diagonalisierbar.

Proposition 4.12. Sei F' : V. — V ein orthogonaler Automorphismus des euklidischen oder
unitdren Raumes (V,(—,—)). Alle Eigenwerte von F haben Absolutbetrag 1. Des Weiteren ist
| det(F)| = 1.
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Beweis. Sei A ein Eigenwert von F' und v # 0y ein Eigenvektor von F' beziiglich A\. Aus dem

Lemma [£.4] folgt
2 2 2 2
[0l = [IF )" =[xl = AP o]l”

Insbesondere ist [A|*> = 1 und somit muss der Absolutbetrag |[A\| =1 sein.

Fiir die letzte Behauptung geniigt es nach dem Korollar zu zeigen, dass orthogonale
reguldre Matrizen Determinante (im Absolutbetrag) genau 1 haben. Sei A = (a;;) eine ortho-
gonale quadratische Matrix, also A* = ‘A = A~!. Aus der Produktformel folgt

1x = det(Id,) = det(A) - det(A*) = det(A) - det(A) = | det(A)|?,

denn .
det(A) = Y " sign(o) [[ @ = det(A),
0ESH 1<k<n
wegen der Leibniz-Formel fiir Determinanten. O

Wir werden nun eine partielle Riickrichtung des obigen Lemmas zeigen, unter der Annahme,
dass das charakteristische Polynom des normalen Endomorphismus in Linearfaktoren zerfallt,
was fiir Endomorphismen unitdrer Raume immer der Fall ist.

Korollar 4.13. Sei F' : V. — V' ein normaler Endomorphimus des endlichdimensionalen eu-
klidischen oder unitiren Raumes (V,(—,—)) derart, dass das charakteristische Polynom in Li-
nearfaktoren zerfallt. Wenn alle Eigenwerte von F Absolutbetrag 1 besitzen, ist F' orthogonal.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die Dimension
dimg V = n > 1. Nach dem Satz gibt es eine Orthonormalbasis B = {by,...,b,} von V,
welche aus Eigenvektoren von F' beziiglich der Eigenwerte Aq, ..., \, (moglicherweise mit Wie-
derholungen) besteht. Die Darstellungsmatrix von F' ist beziiglich der Basis B = {by,...,b,}
in Diagonalform

A oo oo 0
a=| b
T

Nach Annahme ist ihre Determinante nicht Null ist, also ist A invertierbar. Beachte, dass

A\ S 0 )\1—1 B 0]
T R
0 o N\, 0 - o ATE

weil 27! = |2|722 fiir komplexe Zahlen z verschieden von Null (wenn der Grundkérper K = R

ist, gilt 27! = 2722 = |2|72z auch). Die letzte Matrix ist genau die Inverse A~! und somit ist
A orthogonal. Aus dem Korollar folgt nun, dass F' orthogonal ist, wie gewiinscht. O]

Wir werden nun eine Sondergruppe von Automorphismen in GL(V') untersuchen, die Gruppe
der Drehungen, und geben eine geometrische Interpretation der Hauptachsen dieser Transfor-
mationen fiir den euklidischen Raum und die euklidische Ebene. Im Folgenden ist (V, (—, —))
ein endlichdimensionaler euklidischer Raum.
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Definition 4.14. Eine orthogonale Abbildung F': V' — V eines euklidischen Raumes ist eine
Drehung, falls die Determinante det(F') = 1.

Aus der Produktformel folgt, dass die Komposition von Drehungen wiederum eine Drehung
ist. Des Weiteren ist das Inverse einer Drehung auch eine Drehung. Somit bilden die Drehungen
eine Untergruppe von GL(V).

Satz 4.15. Betrachte einen zweidimensionalen euklidischen Raum (V,(—,—)) mit einer festen
Orthonormalbasis {by,by}. Die Abbildung F : V — V ist genau dann eine Drehung, wenn die
Darstellungsmatriz von F beziiglich der Orthonormalbasis {by, by} von der Form

cosa —sina
sina  cos
ist, fiir einen Wert o aus [0,27), genannt den Drehwinkel der Drehung (beziglich der Orien-

tierung im Gegenuhrzeigersinn).

Beweis. Aus dem Korollar 1.8 und dem Lemma folgt, dass solche Matrizen orthogonal
sind und Drehungen definieren. Wir nehmen also an, dass F' eine Drehung definiert und A
die Darstellungsmatrix von F' beziiglich der Orthonormalbasis {b1,b2} von V ist. Wegen der
Bemerkung ist A = (a;;) mit a;; = (F(b;),b;). Weil F' orthogonal ist, muss A auch
orthogonal sein. Aus dem Lemma folgt, dass die erste Spalte normiert ist
(F(b1),b1)? + (F(b1), b2)?* = 1
und es einen eindeutigen Wert a aus [0, 27) mit
cosaw = (F(by),b1) und sina = (F(by), bs)
gibt. Weil beide Spalten orthogonal zueinander sind, folgt
cos a(F'(bg), b1) + sin a(F(bs), by) = 0.
Des Weiteren ist
det(A) =1 = cosa(F(by),by) — sina(F(by), by).

Schreiben wir beide Gleichung in Matrizenform, erhalten wir

cosa sina) ((F(by),b1)) _ (0
—sina cosa (F(bg),bo)) \1)°
Insbesondere ist

(F(b2),b1)\ [ cosa  sina - (0 _ feosa —sina) (0) _ (—sina
(F(by),be)) \—sina cosa 1) \sina cosa 1) \ cosa )’
wie gewiinscht. ]
Satz 4.16. Betrachte den euklidischen Raum R3 mit dem Standardskalarprodukt (siehe Beispiel

M). Die Abbildung F : R3 — R3 ist genau dann eine Drehung, wenn es eine Orthonormalbasis
B = {by, b, b3} von R3 so gibt, dass die Darstellungsmatriz von F beziiglich B von der Form

1 0 0
0 cosa —sina
0 sina cosw

ist, fir einen Wert a aus [0,27). Der Unterraum Lin({b;}) heifft die Drehachse und der Wert
a heifit der Drehwinkel der Drehung.
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Beweis. Analog zum vorigen Beweis miissen wir nur zeigen, dass sich jede Drehung so darstellen
lasst. Sei A die Darstellungsmatrix der Drehung F' beziiglich der kanonischen Basis {eq, ..., e3}
von R3. Schreibe

XF = det(T . Id3 — A) = T3 + co + 01T+ Co,

mit ¢y = (—1)3det(F) = —1.

Jedes nicht-triviale Polynom iiber R von Grad 3 besitzt mindestens eine reelle Nullstelle.
Seien also A;, Ay und A3 die Nullstellen (im algebraischen abgeschlossenen Kérper C) von X 5
mit A; in R. Weil F' orthogonal ist, miissen alle Eigenwerte Absolutbetrag 1 haben, also A; = +1.

Wir zeigen zuerst, dass einer der Eigenwerte genau 1 sein muss (ein normierter Eigenvektor
in dieser Richtung bestimmt dann die Drehachse). Weil

M-d-dg=det(F)=1=1=X\ X\,

folgt, dass Ay = Ay und A3 = A3 beide in R liegen, oder Ay = A3 = /\gl. Im ersten Fall sind alle
A; = =1 und somit muss einer der Werte 1 sein, weil das Produkt aller drei Elemente det(F) =1
ist. Im zweiten Fall ist

det(F):1:>\1~)\2')\3:>\1

und somit ein Eigenwert 1, wie gewiinscht.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir also annehmen, dass der reelle Eigenwert
A1 = 1 ist. Wahle nun einen normierten Eigenvektor b; von F' beziiglich A;. Das orthogonale
Komplement U von Lin({;}) hat Dimension 2, nach der Proposition [3.18] Beachte, dass b;
auch ein Eigenvektor von F~! = I ist aus der Proposition , so U ist dann invariant unter
dem Automorphismus F', aus der Aufgabe nach der Definition [3.26]

Wihle also mit Hilfe des Gramm-Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahren eine
Orthonormalbasis {by, b3} von U. die Darstellungsmatrix von F' beziiglich {by, ..., b3} ist von
der Form

1 00
0
0 Ay

wobei A; die Darstellungsmatrix der Einschrénkungsabbildung F';; ist. Weil F';;; auch ortho-
gonal ist, folgt aus der Késtchenregel, dass F'j;y eine Drehung ist. Der zweidimensionaler Raum
U mit der Orthonormalbasis {by, b3} ist klarerweise euklidisch. Nach dem vorigen Satz hat
A; die gewiinschte Form. m

o7



Appendix

o8



A Polynomringe

Sei K ein Korper.

Definition A.1. Der Polynomring tber K in der Variablen T ist die Kollektion K[T'| von
Ausdriicken der Form
P=ay+a T+ - +a,T",

wobei n eine (beliebige) natiirliche Zahlen ist und jeder Koeffizient a; in K liegt. Das Nullpoly-
nom (oder das triviale Polynom) 0 ist das Polynom, dessen Koeffizienten alle Null sind. Jedes
nicht-triviale Polynom ldsst sich eindeutig als

P=ay+a T+ - +a,I"

schreiben, mit a,, # 0 fiir eine natiirliche Zahl n = deg(P), genannt den Grad von P. Als
Konvention setzen wir deg(0) = —o0.

Wenn P Grad n hat, ist der Koeffizient a,, in der Darstellung von P der Fiihrungskoeffizient
von P. Das Polynom P ist normiert, falls der Fiihrungskoeffizient 1 ist.

Bemerkung A.2. Jedes Element A von K ldsst sich als konstantes Polynom vom Grad 0
auffassen.
Auf dem Polynomring kénnen wir folgenderweise eine Summe definieren: Gegeben Polynome

P = zn:aiTi und @ = zm:bjTj,
i=1 j=1

kénnen wir annehmen, dass n = m ist (fiir d = max(n,m) setze fir n <i < dund m < j <d
die neuen Koeflizienten a;, = b; = 0). Dann ist

i=1

Analog definieren wir folgendermaflen eine Multiplikation auf K[T7]:

n+m
P-Q = chTk mit ¢, = Z a;b;.
k=1 itj=k

Es ldsst sich leicht zeigen, dass K[T'] mit diesen beiden Verkniipfungen ein kommutativer Ring
mit Eins ist und eine kompatible Struktur als K-Vektorraum derart besitzt, dass fiir alle A aus
K sowie Polynome P und @ aus K[7] gilt:

A(P-Q) = (\P)-Q = POQ).

Solche Ringe heiflen kommutative K-Algebren.
Beachte, dass der Polynomring K[T] ein Integritétsbereich ist: Wenn P und @ beide nicht
trivial sind, dann ist PQ # 0, da

Cdeg(P)+deg(Q) — adeg(P)bdeg(Q) 7é OKa

weil der Korper K ein Integritétsbereich ist.
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Bemerkung A.3. Der Polynomring iiber K in einer Variablen kann leicht in folgender Weise
konstruiert werden. Betrachte die Menge Z aller abzéhlbaren Folgen (a,),en aus K derart, dass
alle bis auf endlich viele a,, Null sind.

Die Folge (ay,)nen aus Z ist eindeutig in Korrespondenz mit dem Polynom

PT)=ay+aT+---

Beachte, dass wegen der Definition von Z der obige Ausdruck in der Tat ein Polynom ist. Die
Summe von Polynomen ist in Korrespondenz mit der koordinatenweisen Summe von Folgen.
Allerdings entspricht das Produkt von Polynomen nicht dem koordinatenweisen Produkt von
Folgen. Die Nullfolge (0),en stellt das triviale Polynom dar.

Der Polynomring ist bis auf K-Algebra-Isomorphismus eindeutig bestimmt. Daher reden wir
vom Polynomring anstatt von einem Polynomring.

Satz A.4. (Division mit Rest) Gegeben Polynome P und Q) mit deg(Q) > 0, existieren ein-
deutig bestimmte Polynome H und R mit

P =HQ + R und deg(R) < deg(Q).

Das Polynom H ist der Quotient und das Polynom R der Rest der Division mit Rest von
P durch Q. Wenn R = 0 ist, teilt Q) das Polynom P. Das Polynom @ ist ein echter Teiler (oder
Faktor) von P, falls Q das Polynom P teilt und 0 < deg(Q) < deg(P).

Beweis. Existenz: Wenn deg(P) in der Menge {—00,0,1,...,deg(Q) — 2} liegt, setze H = 0
und R = P. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass deg(P) =
deg(Q) — 1 + k fur eine natiirliche Zahl k. Wir beweisen die Existenz des Quotienten und des
Restes induktiv iiber k. Fiir £ = 0 setze H = 0 und R = P. Fiir k > 0 schreibe

deg(

P) ' deg(Q)
P = Z a; T" und ) =
i=1

bjTj,
j=1

Mit aqeg(p) 7 Ox Und byeg() # Ox. Setze nun
P =P— adeg(P)b;elg(Q)Tk_lQ =+ ClT + o+ Cdeg(P)—leeg(P)_l

fiir gewisse Elemente ¢; aus K (es wird nicht behauptet, dass Cdeg(P)—1 7 Ok). Beachte, dass
deg(P’) < deg(P) —1 =deg(Q) — 1+ k — 1. Wegen der Induktionsannahme gibt es H' und R’
mit deg(R') < deg(Q) und

P = Qaeg(P) by I"Q = H'Q + R,
also
P = (taeg(pbyoyq)T" + H')Q + R,

wie gewiinscht.
Eindeutigkeit: Wir nehmen an, dass P = QH; + Ry = QHs + Ry mit deg(R;), deg(Ry) <
deg(Q). Dann gilt
Ry — Ry = Q(Hy — Hy).

Weil der Grad von Ry — Ry echt kleiner als deg(Q)) ist, muss das Polynom Hs — H; trivial sein.
Das heifit, dass H; = Hy und somit R; = Ry, wie gewiinscht. ]
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Bemerkung A.5. Jedes Polynom P ="  a,T" definiert in folgender Weise eine Abbildung

auf K:
P: K — K

D

Das Element ¢ aus K ist eine Nullstelle von P, falls P(c) = 0. Zum Beispiel besitzt das Polynom
T? — 3 zwei Nullstellen in R, aber das Polynom 72 + 1 hat keine Nullstellen in R.

Fiir das triviale Polynom ist jedes Element aus K eine Nullstelle, aber ein konstantes nicht-
triviales Polynom besitzt keine Nullstelle.

Korollar A.6. Gegeben ein Element ¢ aus K, lisst sich jedes micht-konstante Polynom P
emndeutiq als
P = (T —¢)*H + P(c)

schreiben, fir ein Polynom H mit H(c) # Ox und eine natirliche Zahl k. Insbesondere ist k > 1
und
P = (T —¢)*H,

wenn ¢ eine Nullstelle von P ist.

Die Zahl k = ord.(P) heiit die Vielfachheit der Nullstelle c.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass eine solche Darstellung eindeutig ist: Angenommen, dass
P=(T—c)"H+ P(c)= (T —c)'H' + P(c),
mit k& # ¢, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass k < ¢, also
(T —c)FH = (T — )P H = (T — )" (T — )" FH'.
Weil der Polynomring ein Integritatsbereich ist, folgt aus dem Lemma 77, dass
H=(T-c¢""*H

Weil H(c) # Ok, jedoch £ — k > 1, liefert dies den gewiinschten Widerspruch.

Die Existenz wird induktiv iiber deg(P) bewiesen. Weil P nicht konstant ist, ist deg(P)
eine positive natiirliche Zahl. Wir wenden nun Division mit Rest fir @ = T — ¢ (welches
nicht-trivial ist) an. Also

P:(T—C)P1+R,

wobei deg(R) < deg(T — ¢) = 1. Dies bedeutet, dass R = b ein konstantes Polynom ist
(moglicherweise ist der Rest R das triviale Polynom). Wenn wir in die obige Gleichung ¢ ein-
setzen, erhalten wir P(c) = R(c) = b.

Wir machen nun eine Fallunterscheidung: Falls P;(c) # Ok, setze H = P, und k = 1. Wenn
Pi(c) = Ok, beachte, dass P; nicht konstant sein kann, denn sonst wére P; = Ox[r) und somit
wire P = P(c) konstant. Weil

deg(P) = deg ((T — ¢)P1 + R) = max(deg((T — ¢)P,),0) = deg ((T'— ¢)P1) = 1 + deg(P),
schreibe nun induktiv P; als
P =(T—¢)'H+ P(c) = (T —¢)'H,
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mit H(c) # Ok. Insbesondere ist
P=(T—c)P,+Plc)=(T—c)((T —¢)'H) + P(c) = (T — ¢)"'H + P(c),
also setze k = ¢ + 1. N

Korollar A.7. Jedes nicht-triviale Polynom P tiber K ldsst sich (bis auf Permutation) eindeutig
schreiben als
P: (T—Cl)"'(T—Ck)PQ,

fir eine natirliche Zahl 0 < k < deg(P) sowie Elemente cq,...,c, aus K (mdglicherweise mit
Wiederholungen) und ein Polynom Py, das keine Nullstelle in K besitzt.
Insbesondere besitzt ein nicht-triviales Polynom héchstens deg(P) viele Nullstellen im Kérper

K.

Beweis. Da jede Nullstelle von P eines der Elemente ¢; sein muss, folgt die zweite Behauptung
sofort aus der obigen Darstellung. Wir beweisen die Existenz einer solchen Darstellung wie
oben induktiv iiber deg(P). Wenn deg(P) = 0, ist das Polynom P konstant und besitzt keine
Nullstelle in K. Setze also &k = 0 und Py = P. Wir nehmen nun an, dass deg(P) > 1. Wenn P
keine Nullstelle in K besitzt, sind wir fertig: setze k = 0 und Fy = P. Sei also c¢; eine Nullstelle
von P. Mit Hilfe des Korollars schreiben wir P = (T — ¢;)°"%(") [ fiir ein Polynom H mit
H(cy) # Og. Weil ord.(P) > 1, ist

deg ((T — cl)ordC(P)’lH) < deg(P)
und so konnen wir induktiv schreiben
(T — Cl>0rdC(P)71H = (T — CQ) s (T — Ck)P(],

fiir eine natiirliche Zahl & mit k£ — 1 < deg ((T — ¢)orde(P)=1 pp >, wobei das Polynom Py keine
Nullstelle in K besitzt. Insbesondere ist k£ < deg(P) und

P=(T-c)" P H =(T—e;)((T — )™ P H) = (T —¢1) - (T — ) P,

wie gewiinscht. Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt leicht aus der Kommutativitéit des Po-
lynomringes zusammen mit dem [Skript LAT, Lemma 1.22]. ]

Aufgabe. Kann die Menge {P(c)}.cx endlich sein, wenn P ein nicht-konstantes Polynom ist?

Definition A.8. Der Korper K ist algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Po-
lynom iiber K eine Nullstelle in K besitzt.

Bemerkung A.9. Weder R noch Q sind algebraisch abgeschlossen, weil das Polynom 72+1 mit
ganzzahligen Koeffizienten keine Nullstelle besitzt. Jedoch lésst sich jeder Korper als Teilkorper
in einen algebraisch abgeschlossenen Korper einbetten.

Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen, wegen des Fundamen-
talsatzes der Algebra, dessen Beweis nicht nur algebraische Methoden verwendet (wir werden
den Beweis in dieser Vorlesung nicht sehen).
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Korollar A.10. Wenn der Korper algebraisch abgeschlossen ist, zerfdllt jedes nicht-konstante
Polynom P in Linearfaktoren. Das heifst, dass

P= )\(T — Cl) ce (T — Cdeg(P)),

fiir Elemente ci, . .., Caegp) und A # Og aus K.
Wenn P normiert ist, ist A = 1k.

Beweis. Mit Hilfe des Korollars [A.7] schreibe
P: (T—Cl)"'<T—Ck>PD7

fiir eine natiirliche Zahl k£ < deg(P) und ein Polynom P, ohne Nullstellen in K. Insbesondere
muss Py konstant sein, weil K algebraisch abgeschlossen ist. Da P nicht-konstant ist, haben wir
Py = X\ # 0k und somit k = deg(P), wie gewiinscht.

Die zweite Behauptung folgt sofort, weil der Fiihrungskoeffizient des Produktes

MT =) (T —cx)

gerade das Element \ ist. O]

B Signatur einer symmetrischen Bilinearform

Im diesem Abschnitt sei K ein Korper der Charakteristik verschieden von 2. Wir wollen
eine kanonische Darstellung fiir symmetrische Bilinearformen eines endlichdimensionalen K-
Vektorraumes mit Hilfe einer geeigneten Basisauswahl. Wenn wir die Vektoren v und w beziiglich
dieser Basis B als Tupel mit Koordinaten (z1,...,z,) und (yi,...,y,) reprasentieren, ist der
Wert der symmetrischen Bilinearform

p(v, w) = Z HiZiYi,

1<i<n
fiir Skalare pq, ..., p, aus K, welche die Gewichte der symmetrischen Bilinearform darstellen.

Proposition B.1. (Lagranges Diagonalisierungsmethode) Jede symmetrische Bilinearform
p: V xV — K eines n-dimensionalen K-Vektorraumes V' ldsst sich nach einer Basiswechsel-
transformation durch eine Diagonalmatriz darstellen.

Insbesondere ist p genau dann ausgeartet, wenn O ein Eigenwert der Darstellungsmatriz ist.

Beachte, dass die Bedingung, dass 0 ein Eigenwert der Darstellungsmatrix A der symmetri-
schen Bilinearform ¢ beziiglich einer Basis B von V ist, nicht von der Wahl der Basis abhéangt:
Gegeben eine andere Basis B, sei S die Ubergangsmatrix von B nach B’. Die Darstellungs-
matrix von ¢ beziiglich der Basis B’ ist dann 'S - A - S. Eine Matrix hat genau dann 0 als
Eigenwert, wenn sie singulér ist, oder dquivalent dazu, wenn die Determinante Null ist. Da
det(S) = det(:S) # Ok ist, bleibt diese Eigenschaft bei Basiswechsel erhalten.

Beweis. Fiir die erste Behauptung geniigt es zu zeigen, dass der Vektorraum V' eine Basis B =
{b1,...,b,} besitzt, welche aus paarweise orthogonalen Vektoren beziiglich der Bilinearform ¢
besteht: Es ist (b;,b;) = 0 falls ¢ # j und die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich B ist in
Diagonalform mit den Eintrdgen ¢(by,b1), ..., ¢(bs, b,) auf der Diagonalen.
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Wir beweisen die Existenz einer solchen Basis induktiv iiber n > 1. Fir n = 1 ist die
Behauptung trivial, weil jeder nicht-triviale Vektor eine orthogonale Basis bildet. Wir nehmen
also an, dass die Behauptung fiir alle Werte & < n bewiesen wurde. Sei ¢ : V x V — K eine
symmetrische Bilinearform auf dem n-dimensionalen Vektorraum V' mit zugehoriger quadrati-
schen Form @) (siehe Definition . Wenn () die Nullabbildung auf V' ist, dann ist ¢ trivial,
nach dem Polarisationssatz[3.2] und jede Basis von V' besteht aus orthogonalen Vektoren. Sonst
gibt es einen Vektor b; mit Q(by) = ¢(by,b1) # Okx. Die Abbildung

F:V —- K
v @(Uabl)

ist linear mit eindimensionalen Bild Im(F'), weil Q(b;) = F(b;) im Bildbereich liegt. Nach dem
[Skript LAT, Rangssatz 2.34] ist der Kern Ker(F') ein Unterraum von V und hat Dimension
n — 1. Beachte, dass alle Elemente aus Ker(F') orthogonal zu b; sind. Wir finden induktiv eine
Basis {bs, ..., b, } von Ker(F), welche orthogonal beziiglich der Einschréankung der Bilinearform
ist. Wir miissen nur noch zeigen, dass die Menge {by, ..., b,} linear unabhéngig ist. Sonst wire
by eine Linearkombination von {bs,...,b,} und somit lige b; in Ker(F), was Q(b1) # Ok
widerspricht.

Fiir die letzte Behauptung ist offensichtlich, dass ¢ ausgeartet ist, wenn 0 ein Eigenwert der
Darstellungsmatrix ist, weil die Eintrage auf der Diagonalen genau ¢(by,b1), ..., ¢(by,b,) sind.
Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass 0 kein Eigenwert der Matrix ist. Gegeben einen
Vektor v aus V, schreibe

1<i<n

Falls mit ¢(v,—) : V — K trivial ist, folgt aus der Linearitét, dass
also \; = Ok fiir alle 1 < j < n. Der Vektor v ist also Oy, und somit ¢ nicht-ausgeartet. O

Korollar B.2. Wenn jedes Element des Korpers K ein Quadrat ist (z.B. wenn der Korper
algebraisch abgeschlossen ist, wie C), dann lisst sich jede symmetrische Bilinearform ¢ : V X
V' — K eines n-dimensionalen K- Vektorraumes V' nach einer Basiswechseltransformation durch
eine Diagonalmatriz der Form

darstellen. Die Werte d und r hdngen nur von ¢ ab.

Beweis. Nach der Proposition gibt es eine Basis {b1,...,b,} von V, welche orthogonal

beziiglich ¢ ist. Setze
C; = {\/Q(bi)’ i ( z) Ox

b;, sonst
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wobei v\ eine beliebige Wahl der quadratischen Wurzel des Elementes \ aus K ist. Es ist klar,
dass {¢i,...,¢,} eine orthogonale Basis von V' derart bildet, dass ¢(c;, ¢;) nur O oder 1k sein
kann. Wir kénnen die Basis ohne Beschrankung der Allgemeinheit so umordnen, dass zuerst
alle Elemente ¢; mit ¢(¢;, ¢;) = 1x vorkommen, was die obige Darstellungsmatrix liefert.
Beachte, dass die Zahl d = Rg(¢) dem Rang der Bilinearform entspricht, welcher nach dem
Lemma nicht von der Wahl der Basis abhéingt. Somit ist » = dimg V' — d auch eindeutig
bestimmt. O

Satz B.3. (Der Tragheitssatz von Sylvester) Jede symmetrische Bilinearform ¢ : V. XV —
K eines n-dimensionalen R-Vektorraumes V' ldsst sich nach einer Basiswechseltransformation
durch eine Diagonalmatriz der Form

—1
‘SN
Zog e — 1
0
//‘v\ . .
20
darstellen. Die Werte p, q und r hingen nur von ¢ ab.
Beweis. Wihle eine Basis {by,...,b,} von V, welche orthogonal beziiglich ¢ ist. So eine Basis
existiert nach Proposition [B.1} setze nun
b.
i falls Q(b;) >0
\/ Q(bi) Q( )
b.
ci = — falls Q(b;) <0
v/ —Q(bi) Q( )
b;, sonst.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir die Basis {¢i,...,¢,} so anordnen, dass
zuerst alle ¢;’s mit ¢(c¢;, ¢;) = 1 vorkommen, danach die ¢;’s mit ¢(c;, ¢;) = —1 und am Ende die
mit ¢(c;,¢;) = 0. Die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der orthogonalen Basis {c1,...,¢,}

hat die gewiinschte Form.

Wir zeigen nun, dass die Werte p, ¢ und r intrinsisch fiir ¢ sind: Da Rg(y) = p + ¢, hingt
r = dimg V —Rg(¢) nicht von der Wahl der Basis ab. Es geniigt also zu zeigen, dass p nur von ¢
abhéngt. Beachte, dass die symmetrische Bilinearform ¢ auf dem p-dimensionalen Unterraum
Lin({c1,...,cp}) positiv definit ist, weil

1<i<p 1<i<p 1<i<p

und jede endliche Summe nicht-trivialer Quadrate in R echt positiv ist. Sei h das Maximum
der Dimensionen aller Unterrdume U von V' derart, dass ¢ positiv definit auf U ist. Dann ist

65



klarerweise p < h, denn Lin({ci,...,¢,}) ist ein solcher Unterraum. Wir miissen nur zeigen,
dass p = h. Sei nun U ein Unterraum von V' der Dimension h derart, dass ¢ positiv definit auf
U ist. Es geniigt zu zeigen, dass U und Lin({cpi1,...,¢,}) transversal liegen, denn somit gilt

n = p+n—p < dimg U+dimg Lin({cp41, ..., ¢, }) = dimg USLin({cpt1, ..., cn}) < dimg V = n.

Insbesondere gilt Gleichheit oben {iberall und es folgt, dass p = h, wie gewiinscht.
Angenommen, dass der Durchschnitt

Un Lin({cp+1, B 7cn})

nicht trivial ist, finden wir einen Vektor u mit

OV#UZ Z )\iCz’iIlU,
p+1<i<n
ist
p(u,u) = Z No(ci,¢) = Z —\ <0.

p+1<i<n p+1<i<p+q

Der Vektor w ist nicht trivial und kommt aus U. Da ¢ auf U positiv definit ist, muss ¢(u,u) > 0
sein, was den gewiinschten Widerspruch liefert. O]

Definition B.4. Die ganze Zahl p—q heifit die Signatur der reellen symmetrischen Bilinearform
p:VxV =R
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