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Aufgabe 1 (16 Punkte).

Sei L die Sprache mit einem zweistelligen Relationszeichen < sowie zwei einstelligen Funktions-
zeichen V und N. Betrachte die Klasse I aller £-Strukturen A mit den folgenden Eigenschaften:
die Grundmenge A ist unendlich und <* ist eine lineare Ordnung. Ferner sind fiir jedes a aus A
der Vorginger V4(a) und der Nachfolger N (a) die Elemente aus A derart, dass a das einzige
Element echt zwischen ihnen ist. Insbesondere ist V4(a) kleiner als N“4(a).

(a) Gib eine Axiomatisierung 7" der Klasse K an.

(b) Ist T widerspruchsfrei?

(c) Ist K endlich axiomatisierbar? Gibt es eine rekursive Axiomatisierung?
)

(d) In einem Modell A von T sei B eine nicht-leere Teilmenge von A. Wie sieht die von B erzeugte
Unterstruktur (B) 4 aus?

(e) Zeige, dass jedes Modell A von T eine elementare Erweiterung A; derart besitzt, dass es zwei
Elemente n und € in A; mit <A1 a <A1 ¢ fiir alle a aus A gibt.

In einem Modell A von T, setze a < b, falls jedes Element von ({a}) 4 echt kleiner als jedes Element
von ({b}) 4 ist. Mit Hilfe von Kompaktheit ist es leicht zu zeigen, dass jedes Modell von T eine reiche
elementare Erweiterung A, besitzt: das heifit, die Struktur A ist nicht endlich erzeugt und fiir je
zwei Punkte a und b aus Ay, mit a < b gibt es Elemente 7, £ und € in Ay, mit n K a K e K b K &.
(Es wird hier nicht verlangt, die Existenz reicher Erweiterungen zu zeigen.)

(f) Zeige, dass es ein nicht-leeres Back-&-Forth System zwischen reichen Modellen gibt.
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) Schliele daraus, dass T vollstiandig ist.

h) Sei T die Menge aller £-Aussagen, welche in der L-Struktur (Z,z — = — 1,2 — =z + 1,<)
gelten. Ist T entscheidbar?

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Eine natiirliche Zahl n ist eine Mersenne Zahl, falls es eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl
k so gibt, dass
pF -1
p—1
(a) Ist die Teilmenge A der Mersenne Zahlen in der Struktur Ny = (N, 0,1, +, -, <) definierbar?

(b) Ist A rekursiv?
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