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Aufgabe 1 (Gardingsche Ungleichung)
Betrachten Sie auf C∞(Rn,RN) den linearen Operator

(Lu)i = aαβij ∂
2
αβu

j für i = 1, . . . , N,

mit aαβij ∈ R konstant.

(1) Berechnen Sie das Symbol σL(x, ξ) ∈ RN×N für (x, ξ) ∈ T ∗Rn = Rn × Rn.
(4 Punkte)

(2) Es gelte die Bedingung

〈σL(x, ξ)η, η〉 > 0 für alle ξ ∈ Rn\{0}, η ∈ RN\{0}.

Zeigen Sie dass L elliptisch ist, und dass die Bedingung im Fall N = 1 sogar
äquivalent zur Elliptizität ist (4 Punkte).

(3) Es gelte für ein λ > 0 die Bedingung von Legendre-Hadamard

〈σL(x, ξ)η, η〉 ≥ λ|ξ|2|η|2 für alle ξ ∈ Rn, η ∈ RN .

Zeigen Sie für u ∈ C∞c (Rn) die Gardingsche Ungleichung (4 Punkte)∫
Rn

aαβij ∂αu
i∂βu

j ≥ λ

∫
Rn

|Du|2.

Hinweis. Verwenden Sie die Fouriertransformation

û(p) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

u(x)e−i〈p,x〉 dx.

Aufgabe 2 (Hodge-Laplace für Riemannsche Flächen)(4 Punkte)
Betrachten Sie auf U ⊂ R2 die konforme Riemannsche Metrik gij = e2uδij mit
u ∈ C1(U). Berechnen Sie die Operatoren d∗g und ∆g auf p-Formen mit p = 0, 1, 2
(möglichst unter Verwendung der Operatoren d∗ und ∆ bzgl. der Standardmetrik.)
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