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1 Sobolevriaume

Definition 1.1 SeiQ C R” offen undu € L (). Eine Funktion g € Li. .(Q) heifit schwache

loc loc
Ableitung von u nach z;, wobei 1 < i < n, falls gilt

(1.1) / udin = —/ gn  fir alle n € C°(9).
Q Q

Notation: 9;u = g schwach.

Bemerkungen:

(1) Die schwache Ableitung ist eindeutig bestimmt, falls existent. Denn gilt (1.1) fiir zwei
L (Q), so folgt mit g = g1 — go

loc

/gn=/gl77_/9277:0 fiir alle n € C°(Q),
Q Q Q

und hieraus g = 0 nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung. Insbesondere
stimmen also schwache und klassische Ableitung iiberein, falls u € C1(€).

Funktionen g1,92 € L

(2) Falls Qju = g und 9;v = h schwach auf Q, so folgt fiir a, € R
Ji(au + Bv) = ag + Bh auf Q.

(3) Analog sind schwache Ableitungen hoherer Ordnung definiert: sei o = (o, ..., ap) € Nj
ein Multiindex der Ordnung |a| = a1 + ... + ;. Dann setzen wir:

D% = g schwach & / uD) = (—1) / gn fiir alle n € C2°(Q).
Q Q

(4) Aus D% = v, DPy = w schwach mit o, 8 € Ny folgt DBy = w schwach, denn es gilt
[uetin = [ D) = (1)l [ oD = (1) [
Q Q Q Q

Beispiel 1.1 Fiir welche a € R besitzt die Funktion u(z) = |x|* schwache Ableitungen in
Ll (R™)? Einzig méglicher Kandidat fir dju ist g;(z) = o |z|*™! %, und es gilt

GeLL®) & a>1-n

Sei nun o > 1 —n. Dann folgt fiir n € CX(R™) mit dem Satz von Lebesgue

/u(x)@m(w)dm = lim u(z)oin(x) dz
2l0 Jrm\B, (0)

= lim / 8i(u77)(x)d:c—/ gi(x)n(x) dx
ol0 \ Jrm\B, (0) R™\B,(0)

= lim (— / ) ) / RCLE d:c>
— - [ st da.

Also gilt O;u = g schwach im Fall o > 1 —n.



Definition 1.2 Sei 2 C R" offen und 1 < p < 0.

WiP(Q) = {ue LP(Q): du € LP(Q) firl <i<n}
n
lulwiogy = lele@ + D 10wl o)
i=1
Allgemeiner werden Sobolevriume mit hoherer Ableitungsordnung wie folgt eingefiihrt:

u € W’”’(Q) & DY e LP(Q)  fir ol <k
we WrP(Q) < DwelIlf (Q) firlo| <k

loc loc

Satz 1.1 W'P(Q) ist ein Banachraum.

BEWEIS: Sei u; Cauchyfolge in W'P(Q) = wuy, Ojuy sind Cauchyfolgen in LP(Q) =
up — u, djug, — g; in LP(Q) (Fischer-Riesz).
Fir n € C2*(Q2) folgt

/u@m = klingo/uk on = —leH;o/(ﬁi ug)n = —/gm.

Also gilt d;u = g; schwach, und u € W7 (Q) sowie uy — u in W1P(Q). a

Viele Aussagen iiber Sobolevfunktionen lassen sich durch Glattung beweisen.

Satz 1.2 (Glattung auf LP(R")) Sei n € CX(R"), n > 0, mit sptnn C Bi(0) und
Jgn () d = 1. Setze ny(z) = 0" n <%> fiir 0 >0 und

ug(w) =g ) = [ e = y) uly)dy fir u € L (")

Dann gelten folgende Aussagen:
(1) (up) € C®(R™) und D, = o~ 1*(D), * u.
(@) Tl oy < Nl oy fir 1< p < o0
(3) ue LP(R"), p<oo = |ju,— uHLp(Rn) — 0 mit o\, 0
(4)

4) n € L®(R") = wu, = u schwach in L™, und u,, — u punktweise fast iberall fir
eine Teilfolge.

BEWEIS:
(1) Folgt aus den Sitzen iiber Parametermtegrale

/\ug )P de = /‘/ngx— dy‘ dx
(Holder) < / )P n(@ — 1) dy da

— [ )l [ e y)dway
= ullzy
(3) Fiir z € R” sei 7,(z) = = + z. Wir zeigen erst

(1.2) p<oo= [[uot, —ulpgs — 0 mit z—0.
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Wihle dazu v € CO(R™) mit [|u — v||,, < 5. Es folgt

lwor: —ullpy < [[(u=v) ome||pp + [[voT: = vl +[Jv —ull s,

<e/3 —0 mit z—0 <e/3

wegen v o 7, — v gleichméfig und spt v kompakt.
Jetzt schétze wie folgt ab:

/\ug (@) P de = / /779 (& — ) (uly) — u()) dy da
(Holder) < [ matew) ) — ute)? dy o
y=1— oz — [ ) julz = 02) — u(x)P d= do
= [0 [t = o) — uta)p o iz
= [ Juorp—ulf,

—0 punktweise fiir ¢\0

Majorante ist C||ul|, (= Konstante).

(4) Die zweite Aussage ist klar, da u, — u lokal in LP(R") fiir alle p < oo.
Weiter folgt fiir v € L (R™) mit n(z) = n(—=):

/ug(y)v(y) dy = /U(ﬂc) /ng(y—w)v(y) dy dzx
= [u@)@, <)@ do
nach (3) / (@) v(z) dz.

Lemma 1.1 Seiw € L} () fir 1 <p < oo und n wie in Satz 1.2.
Auf Qp = {z € Q: dist (x,00) > o} ist up, = 1, * u wohldefiniert. Firp < oo gilt

o0 ,
lup — uHLP(Q,) — 0 fiir alle Q' CC Q.
BEWEIS: Sei oBdA Q' = Q, fiir ein o > 0. Setze

i) = u(z) fiir z € Qy)p
0 fiir ¥ € R™"\Q, /5.

Es folgt
moxule) [ n(eule - g2)dz =, <o)
B1(0) N——
eQU/Q
Also gilt

o oN\O
[lu — uQHLP(QJ) <u— (u)gHLp(Rn) — 0.



Folgerung 1.1 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Seiu e L mit [up>0Vp e CX(Q), p>0. Dann ist u(z) > 0 fir fast alle z € Q.

loc

BEWEIS: Sei 0 < ¢ < 0, also u, auf 2, definiert, und ¢ € C>(€,), ¢ > 0. Dann folgt

/ugap = //ngx— o(z)dy dx
— [ u )/ng(:v— ) () do dy

= /U(y)n_g*so(y) dy >0,

dam, * ¢ € C(Q,RY). Da u, stetig, folgt leicht u,u > 0 auf Q,. Wegen u,, — u punktweise
fast iiberall, folgt u > 0. O

Lemma 1.2 (Glittung in WHP(Q)) Fir u € WP(Q) gilt:
(1) 0i(n *xu) =, * Oju auf Q,
(2) p<oo, WCCQ = ny*u—uin WHP(Q).

BEWEIS: (2) folgt aus (1) mit Lemma 1.1.

ot )@) = [ (Gnte =) by

. (a%”@“‘”) u(y) dy

(Def. schwache Ableitung) = /ng(x — ) Ou(y) dy

= (np* Opu)(a).
(]
Lemma 1.3 Seien u,v € WP N L®(Q). Dann ist ur € WHP N L>®(Q) und es gilt
0i(uv) = (0;)v + u(d;v).
BEWEIS: Wir berechnen fiir n € C°(Q)
/qu on = Ll)i{‘% u(n, *v) Oin
= lim ful0;((n % v)n) = i+ v)n)
= tim (= [ [@w)n ¢ v+ ulny x 00)])
_ / (Br)v + u(@0)) .
Daraus folgt die Behauptung. O



Satz 1.3 (Meyers-Serrin) Fir 1 < p < oo gilt:
(1)  C.oo(R") ist dicht in WP(R™)

(2) WP N C®(Q) ist dicht in WHP(Q).

BEWEIS:

(1) Wéhle Abschneidefunktion ¢ € C°(R™) mit
{1 fiir |z <1

fir || > 2.
Setze pr(z) = ¢ (%) und Ur(z) = ¢r(z)u(z). Aus Lemma ?? folgt
Oyun(x) = pr(e) Oyulx) + %( P (8) ulo)
o Bl < (1~ )l & il —» 0 mit R - o0
Jetzt verwende Glattung.

(2) Setze Uy = Q% N By (0) fiir k € N, und Uy = ). Betrachte dann Vj, = Uy 41 \ Up_1, fiir

k € N, und wéahle eine untergeordnete Teilung der Eins:

Hi € CX(Vk), ¢ >0, Z(pk =1 auf Q.
k=1

Zu 6§ > 0 gibt es g > 0, so dass fiir uy = 1, * (i) gilt:
[k — erullprieq) < 2755, spt ug C Vi

Fiir v =3 72, u € C°(Q) folgt

lo = ullyio@) < Z [k =l ) < 0.
k=1

Bemerkungen:

(1) Sei HP(Q) die Vervollstindigung des Raums X = {u € C®°(Q) : |jully, < oo}
bzgl. der W1P-Norm. Jedes Element u € H'?(Q) H%P(Q)? ist durch eine Cauchyfolge
ur € X reprasentiert. Wir erhalten eine isometrische Einbettung

HY(Q) —» WP(Q), uw lim w.

k—o0

Der Satz besagt, dass diese Einbettung surjektiv ist. Also sind H'?(Q) und W'P?(Q)
isometrisch isomorph.

(2) Fiir Q beschriinkt ist C2°(2) nicht dicht in W1P(Q). Denn fiir u € C°(Q) gilt:

0= /Q O(ua;) = /Q (Bw): + ).

Durch Approximation wiirde diese Gleichung fiir alle u € W1P(Q) gelten. Sie ist aber
falsch z. B. fiir u = 1.



(3) Im allgemeinen ist C°°(Q) nicht dicht in WP ().

(4) WLP N C®(Q) ist nicht dicht in ©, denn sonst wire dju € C°(Q) fiir u € WH>(Q) ,
aber das ist falsch. Zum Beispiel ist |z| in W1, vgl. Beispiel ??.

Definition 1.3 Wir bezeichnen mit Wol’p(Q) den Abschluss von C°(Q) in WLP(Q).

Wir beweisen jetzt noch zwei Rechenregeln.

Satz 1.4 (Sobolev-Kettenregel) Seiu € Wlicl(Q) und f € CY(R) mit f beschrinkt. Dann
gilt
D(fou) = (f ou)Du € L. .(Q).

BEWEIS: Sei p € C°(Q,) fir 0 >0, und 0 < p < 0.
= 0i(fouy) = (f oup) diu, auf Q, = —/(foug)(?m = /(f’oug)(aiug)n.

Es gilt v, — u,u, — Gju in L'(9,). Durch Wahl einer Teilfolge folgt u, — u punktweise
fii?. Mit L = sup |f’| folgt

IN

1/(foug —Jowdig| < CL|iglloo Jo, g —ul =0,
| / (' 0 ) (@ ug)n — (f' o u)(Bru) | < / £ 0 gl Bitsg — Byl I

/]f’oug—f'ouH(?ian]%Omit o\, 0.

_|_

Also folgt
Jrewom ~ [ (o w@wn,

O

Satz 1.5 (Transformation) Seiu € T/Vlicl(Q) und ¢ € CL(€, Q) diffeomorph. Dann folgt

D(uog) = ((Du)o@) D¢ € Lioe(QR")
i(uog) = ) (9w)odd;oi
=1

BEWEIS: Sei n € C2°(Q2). Wegen ¢(spt 1) CC Q gilt fiir o > 0 hinreichend klein
- [wodamn= [ (Du)os-00)n

Seitp = ¢! Q — Q. Dann gilt

Jwoo-ueapm = | (- w@mov|det Ds| 0
5 $(spt 1) 2C
0
/ ((Dug) o¢— (Du)o gb) -0j0n = / (Duy — Du) ((ajgb) o ¢) | det D] Q 0.
Q $(spt 1) <c
Beachte auch, dass Nullmengen in Nullmengen abgebildet werden. O



Wir kommen nun zu Einbettungssitzen fiir den Raum W5YP(R"). Wir behandeln zwei Fille:
p>n: Einbettung in L4(R")
p>n: Einbettung in C%*(R").

Als erstes betrachten wir den Integralfall. Ziel ist der Beweis einer Abschitzung

(%) lull e < ClIDull,  Yue WHP(R™) mit C = C(n,p).
Durch Skalierung sieht man, dass in (*) nur ein ¢ € [1, 00) méglich ist:

up(z) = u(Az), 1 Duy(z) = )\Du()\x)
= ([ l@prde) = a7 /\u 7 dy)
([1Dw@Prds)” = N7F( [ 1DutwP dy)

Also kann (*) hochsten gelten, wenn —% =1 — 2.
Bezeichnung. Die Zahl k—n/p wird als Regularititszahl von W*P(Q), Q C R", betrachtet.
Die Gleichung —n/q = 1 — n/p besagt also, dass die Regularitéitszahlen gleich sind.

'ﬁ\'—‘

Satz 1.6 (Einbettungssatz von Sobolev, p<n) Seil < p <n und ¢ = n"Tpp & -0 =
1-— %. Dann gilt

lullzy < [1Dul| p-

(n—1)q
n
BeEweIs: (Gagliardo-Nirenberg) oBdA u € C2°(R™).

Schritt 1 Es reicht p = 1 (und ¢ = ;"5). Denn dann:

[/W}nnl B [/(Iulw)m}"nl
/!D<|u|<"n”q)|

-1 _1_1
(Satz 1.4) = (“T)q/yu\(l w0 Dy

e () (J

— % Durch Kiirzen folgt

(n

) .

(Fall p=1)

IN

(Holder)

IN

11
nn = = -
de i =7

lullpa <

Schritt 2 Firp=1,n=1 (“¢= -2+ = c0”) gilt

n—1

wl = | [ wow < [ el

= ullge < [l

Schritt 3 Beweis fiir p =1, n > 1, durch Indikation iiber n.
Schreibe R® = R"™1 x R, 2 = (£, ) und definiere
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& = /Oo lu(€, 2)| dz
9(§) = /OO |Du(é, 2)| dz.

—00
Dann folgt nach Schritt 2

ou =
8—(5, s) ds) dz dx
z

—
=
B

1
Q.
8
IN

[ [ ([

IN
=
—~~
I
N~—
<
—~
mn
N~—
3
L
U
I

IA
]
3
L
=
i

T / o(€) de (n=2)

R
(Induktion bzw. Schritt 2) < < / |Df(£)|> . < / 9(6) d£>nl1
R

n—1 Sg(g) Rn—1

</|Du(:c)|d:c>"n1,

R

IN

und die Behauptung folgt. Beachte fiir n € C°(R"™1)

[ rom = [ [ ute2omie deas
s

R Rn-1

_ u(, z) E s .
- / /|U(§,z)|al (& 2)n(§) dz d

Rn—l R

u(, 2
= 0if(§) =

) ;U zZ)az

Das gilt auch fiir jeden Einheitsvektor, also

Df(E)] < / Du(€, 2)| d= = g(©).

Bemerkung. Sei 2 C R" glatt berandet. Betrachte
= 1 di Q
u(z) = (1 - - ist (z, ))Jr
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Dann gilt
1
|Du(z)| = gX{O<dist (z,Q)<e}

Wir erhalten

n—

1
oy P noN\Ta
@ < ()
< IDul
< %E"{x:0<dist(x,(2)<€}

= NTTH09).
Dies ist die isoperimetrische Ungleichung, mit Konstante Eins (dies ist nicht die optimale
Konstante). Man kann umgekehrt zeigen, dass aus der isoperimetrischen Ungleichung die
Sobolev-Ungleichung folgt, mit der entsprechenden Konstante.
Als néchstes betrachten wir den Fall p > n. Wir streben folgende Abschétzung an:

(++) Wl gn < ClIDull, Yue WYP(RY) mit C = C(n,p).

Betrachte wieder uy|z| = u(Az) fiir A € (0,00):

[urlare = A%[ularn
1_n
[Dulle = A7 |[Dullp.

Also kann (**) hochstens gelten, wenn o = 1 — 2. Wir werden zum Beweis einen kleinen
Umweg machen, indem wir allgemein Hilderstetigkeit durch eine Integralbedingung charak-
terisieren. Betrachte fiir u € LT (R™) folgende GroBen:

e Mittelwert auf B, (z):

Ug,r :][ u(y) dy
Br(x)

e Oszillation (oder Schwankung) in LP auf B, (x):

1 1
(wor = — / u(y) s dy = up,
: an (5)" JBo0) A
1
ap0.5) = (e [ fuly) —wo, Py )
AP 7)\ Oén()\)n B.(0) Yy 0,r A Y
= wp(u,(),r)



Beispiel 1.2 Sei u eine a-Hélderstetige Funktion fiir ein o € (0,1]. Dann folgt

wp(u,x,r) S WOO(U,CC,’I")

sup{|u(y) — uz,| 1 y € Br(x)}
lu(y) — u(2)|dz : y € By(x)}

A\

w

=
ko)
—_

Also gilt

Satz 1.7 (Campanato) Sei u € LP(R"™) mit 1 < p < oo und fiir ein o € (0,1]
{u}p.a =sup{r “wy(u,z,r) : z € R",r > 0} < 0.
Dann ist u nach Abinderung in einer Nullmenge stetig und es gilt
C
Ul < C{u}lpa mitC = ﬂ
«

BEwEIs: Wir miissen zunéchst den stetigen Reprisentanten von u finden. Sei 0 < o < r.
Es gilt

f o wl = f l) -wn
B,(x) Br(x) By(x)
< ]l luly) — g P dy
BQ(:B)
r\" »
< (—) ][ u(y) — up,)P dy
Y By (z)

n
< (5) wpar

Wihle r, = 27 % fiir k=0,1,2,....

k—1
|u:v,rk - u:v,r| < Z |um,ri+1 - um,ri|
1=0
k-1
< 2 {ulpa Y270
=0
< 2"{u} raé
= pal T o a

Zu o € (0,7] wihle k € Ng mit 27%"1r < o < 27Fp,

(o = Uz < Ul = Uy | + [ty — U]

1
—k
< 2n{u}p7ara<\2 -CV/_|_ 1— 27a>

<1
2n+1
(1.3) Ugp — Ugpr| < 1_9-«a {ulp,ar?.
~——

=:c1
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Fiir r > 0 ist die Funktion u,(z fB y) dy stetig, denn es gilt

lur () — up(z0)] ‘][ u(z +ry) — u(xo +ry)| dy
B (0
— 0 mit x — xp nach (77).

Nach 1.3 konvergiert u, gleichméBig gegen einen stetigen Repriisentanten von u (beachte
u, — u punktweise fast iiberall). Weiter folgt mit o N\, 0:

u(®) = ugr| < Cr{ufpar®.
Seien nun x,y € R™ mit |z — y| = r. Dann folgt

lu(z) —u(y)| < |u(x) - u:r,r| + |u:v,r - uy,2r| + |uy,2r —u(y)|

< 3c{ulpar®+ | ][ (u(z) — uy,gr) dz|
Br(x)
< 3c{ulpar®+ 2”][ [u(2) — uy2r| dz
Bar(y)
< 3e{ulpar® + 2nt {u}pa(2r)®
< (Ber+ 2"+1) {u}p ar®.

Also gilt die Behauptung mit
Cn) _ e(n) _ eln)
1—-2=¢ 72 —-17 «

C= (2% = e*1%82 > 1 4 o log 2).

O

Lemma 1.4 (Poincaréungleichung von Morrey) Firu € WHP(R"), 1 < p < oo, gilt
1
P

1
p
<][ lu — umﬂ]p) <C(r)r <][ \Du]p>
BT(:L‘) Br(l')

BEWEIS: Beide Seiten sind skalierungsinvariant, daher sei o BdA = = 0, » = 1, sowie u €
C2°(R™). Wir berechnen

][|u—u071|p = ][ ][ ) dz|P dy
B

< | f o)~ w2 dzdy
BJB
1
< 2p][][ / |Du(sy + (1 — s)z)|Pds dz dy
BJB Jo
Substitution:
von y: sy + (1 —s)z=n € Bs((1 — 5)2), dy = s "dy fiir s > %
von z: sy + (1 —s)z=C( € By_4(sy), dz = (1 — s)7"d( fiir s < %

2ntp
=>][\u—u0,1]p < ][// |Du(n)|P dndsdz
B s((1—5)2)
2ntp
+ ][// |Du )P d¢ ds dy
(1— s)

< ontp ][ | DulP.
B
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Satz 1.8 (Einbettungssatz von Sobolev, p >n) Fir p € (n,o00] besitzt jedes u €
WLP(R™) einen stetigen Reprdsentanten, und mit o = 1 — > € (0,1] gilt

[u]a = sup |u(3:) — u(y)|

», |$_y|a SCHDU’HLP’
TFY

c(n
1—

—

mit ¢ =

313

BeEweis: Es gilt nach Lemma 1.4

1

i) < Ot (f D)’
B, (z)

< C)||Dul| -

Aus Satz 1.7 folgt

c(n c(n
e < 0 < WDy,
O
Bemerkung. Der Fall p = n ist schwieriger, es gilt nicht WbH*(R") c L*(R"). Ein
Gegenbeispiel ist u(z) = log(log ‘71‘) fir |z| < 1.

Frage. Sei [lug|y1pgny < C. Existiert eine Teilfolge, die bzgl. einer L?-Norm (im Fall p < n)
bzw. einer C%“-Norm (im Fall p > n) konvergiert? Fiir p > n folgt das im wesentlichen direkt
aus dem Einbettungssatz von Sobolev und dem Satz ?? aus §2, der Kompaktheit von C%%-
beschrinkten Mengen in C%% fiir § < .

Lemma 1.5 (L*-Abschitzung in WHP(R"), p > n) Firu € WHP(R") und a =1 — 5 €
(0,1] gult
C(n)

BEWEIS: Es reicht, die Schranke im Nullpunkt zu zeigen. Es gilt

luo,r| = | u(z) dz|
Br(0)

(75

< C(n) R_EHUHLP(]R")'

IN

Andererseits gilt mit Satz 1.8 (Sobolev)

u(0) — uom] = | ]{5 (10— (@) da
C(n)

< = R|Dul,.
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Es folgt
a— R”
[0(0)] < COn)ullypan (RO + =),

Waéihle nun R = 1. O

Satz 1.9 Seien ux, € WLP(R™) fiir ein p € (n,00] mit |Jug|ly, < M < oo fiir alle k. Dann
existiert ein u € CO*(R"), a =1 — o mit up, — uin C&?(R") fir alle B> «

BEWwEIs: Nach Satz 1.8 und nach Lemma 1.5 gilt mit v =1 — 2 € (0, 1]
[ukllgomny + [urla < C(M).
Die Behauptung folgt nun aus §2, Satz ?? (kompakte Inklusion C%® ¢ C%F fiir o > f3).
]

Bemerkung. Der Zusatz ,loc“ist notwendig, wie eine translatierende Folge
ug(x) = u(x — ke;) sofort zeigt.

Bemerkung. Es gilt u € W1P(R"), nach Folgerung ?? (p < oo) bzw. Folgerung ?? (p = 00).
Wir kommen jetzt zuriick zum Fall p < n. Fiir welche ¢ € [1, n”—f;)] haben beschrinkte Folgen
in W1P(R") konvergente Teilfolgen in Ljo.(R™)?

Beispiel 1.3 Sei u € C°(R"). Betrachte
uMz) = AP u(Ax) (z eR™).
Es folgt fiir alle A > 0

n_q_n
e = A7 lull g,
IDuM e = Dullzs.

Es gilt [[u*,, = Fllull, — 0 fir X — oo, also ist die Folge fiir A\ — oo in W'P(R")
beschrinkt. Weiter gilt
spt u C Br(0) = spt u* € Bz (0).
A

Falls also uy, — w in L _(R™), fiir eine Teilfolge, so muss u =0 und ||ug||,, — O gelten. Das

. .. . . _ﬂ _ ﬂ ﬂ
ist nur maoglich fiir 7 < 1 > bzw. q < p
Satz 1.10 (Einbettungssatz von Rellich) Seien up € WIP(R") fir 1 < p < oo und
|ugllyie < M < oo fiir alle k. Dann gibt es ein u € LP"(R") , p* = wls, so dass nach
Ubergang zu einer Teilfolge gilt:

ur — u in LL (R™) fir1 < q<p*.

loc

Bemerkung. Im Fall 1 < p < n gilt u € WHP(R") und ||Dul|;, < liminfx_ oo ||Dullf,.
Denn wegen Folgerung 77 gilt (nach Wahl einer weiteren Teilfolge)

Ojux, — g; schwach inLP(R").
Es folgt leicht g; = Oju und djur — O;u schwach in LP(R™) fiir die ganze Folge. Die

Abschitzung folgt aus der Unterhalbstetigkeit der LP-Norm bei schwacher Konvergenz (Satz
?7).
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Lemma 1.6 Sei u € WHP(R™) mit 1 < p < oo.
() Nuorn—wullpy < [hll[Dully, firheR?,
(ii) lu =l < ollDull,,  firo>0.

BEWEIS: Sei oBdA u € C°(R").
1y
/\u(m—i—h) @) de = /y/ Lula -+ sh) dsp d
0

1
// \Du(z + sh)[? |h]? ds da
0
WPl Dull,

IN

IN

Hieraus folgt (ii):
[ 1@ —w@pds =[] [nate = )(uo) - uto) dy d
w=v-02) = [I [0~ o 02)) dep ds
[0 [ lute) = ute — e2)P dodz < P |Dul

IN

Beweis von Satz 1.10. Wir zeigen die Aussage erst im Fall ¢ = p. Es gilt
D*(u)y(z) = o / (D*n)ye — y) ue(v) dy
= D% (u)o)] < " il )

< c<n,a>gf‘a*z ekl o ey

Nach Arzela-Ascoli gibt es zu festem ¢ > 0 eine Teilfolge (k;)jen, so dass (ug;), lokal in
C'(R™) konvergiert. Wihle eine Folge o’ \, 0 und dazu sukzessive Teilfolgen

(k )jeN D (k’ )jeN D .

so dass gilt ,
(ukj)gi — u®  lokal in C*(R™) mit j — oo.
Bilde die Diagonalfolge und renummeriere:
Ugi = Uy fir j € N.
Es folgt fiir alle o € {01, 02,...}
(uj), — u® lokal in C*(R™).
Fiir 0,0 € {0',0?,...} mit 0 < 0 < p schiitzen wir wie folgt ab:

u€ —u| . < lijrgglf\l(w)g—(“j)oum

IN

lim inf (I(us)o — wjll 1o + 1wy — (w))oll0)

(Lemma 1.6) lim inf 20({| Du;l| ;)
j—o0

IN

IN

20M — 0 mit o 0.
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Nach Fischer-Riesz gibt es ein u € LP(R"™) mit u? — w in LP(R™), und mit o \, 0 folgt
|u —ul|, <20M.

Fiir K C R” folgt nun, wieder mit Lemma 1.6, fiir o € {o*, 0%,...}

IN

= |l o rey + 1w = (i)l o ey + 1(w5)® = wll 1o e
20 M + [[u® — (uj)QHLP(K) +oM <4oM

Ju — ujHLP(K)

IN

—0 mit j—oo

fir j € N hinreichend groB. Mit g; \, 0 folgt also u; — u in Lj, (R"). Aus nachfolgendem
Interplationslemma ergibt sich dann u; — w in L{ (R") fiir alle ¢ € [1,p*). O

Lemma 1.7 Sei p Maf auf X, und 1 <p <r < q<oo. Dann gilt fir f € LP N LY(u)

D=
S =

1F 1l < AN UG fiir o = € (0,1).

ST
|
Q=

BeEwEIs: Es gilt nach Wahl von «

1—a)r ar -r r-
Qo or_4q=r r=p_,
p q q—pP 4qg—Dp

Jisr = [ineeriper

(Jier) 7 (frm)®

1—a)r ar
= ATl

Also folgt mit Holder

IN

In der Situation des Satzes von Rellich haben wir fiir p < ¢ < p* = n"—f;) und a =n <% — %) €
(0,1)
17
fu — uj”Lq(K) <lu— ujHLpF{K) flu — uj”%p* (K) 0.

—0 <C

Wir wollen die Einbettungsséitze auf beschrinkten, offenen Mengen 2 C R™ zur Verfiigung
haben. Dazu zeigen wir folgenden Fortsetzungssatz.

Satz 1.11 (W!P-Fortsetzungssatz) Sei Q C R™ beschrinktes Gebiet mit Lipschitzrand
und U C R™ offen mit Q C U. Dann gibt es einen stetigen, linearen Operator

E:WW(Q) — WP (U) (1<p< o)

mit Fulg = u fir alle u.
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BEWEIS: Wir vereinbaren folgende Notation:

Q = {reR": |z, <1}
Q- = {zeC:z2,<0}, I={2€C:x,=0}
r = (2,2, ER"IXxR=R"

Der Kern des Arguments ist folgende lokale Konstruktion:

Schritt 1 Fiir u € C'(QUI) mit spt u CC Q definiere @ : Q — R durch gerade Spiegelung,
i. e.

e zy) = (' zy)  fiir z, <0
o (2, —xy,) fiir x, > 0.

Dann ist 4 € W1P(Q) und es gilt

el o) < Cllullywirg-y-

BEWEIS:

Wir berechnen mit dem Satz von Gaufl

[aoe = [ o - [ o

0i(uyp) — oiu
AR MDY

= - /Q O:a)p.

Schritt 2 Die Aussage von Schritt 1 gilt auch fiir u € WHP(Q™) mit spt u CC Q.

BeEwEIs: Nach Satz 1.3 (Meyers-Serrin) konnen wir zusétzlich v € C*°(Q~) annehmen.
Definiere u® : Q~ — R, u®(2/, z,,) = u(2’, 2, — ).
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Fiir s € (0,1) gilt u® € C®°(Q™).
Auflerdem gilt nach (??) u® — u in WP(Q~). Hieraus folgt ebenfalls u° — @ in WHP(Q™T).
Aus u* € WP(Q) folgt leicht u € WP(Q), sowie die gewiinschte Abschitzung.

Schritt 3 Konstruktion der globalen Fortsetzung
Uberdecke 9 durch offene Mengen Uy, ..., Uy, so dass bi-Lipschitzabbildungen ¢; : U; — Q

existieren mit

o (QNU;) =Q .
Mit wg = Q ist {U; : ¢ = 0,1,..., N} offene Uberdeckung von €, und wir kénnen eine
untergeordnete Teilung der Eins n; € C°(U;) wihlen mit

N

Zm =1 auf Q.

1=0

Auflerdem konnen wir annehmen, dass n; € C2°(U), andernfalls multiplizieren wir 7; noch
mit einer Abschneidefunktion. Fiir u € WP(Q) konnen wir jetzt definieren:

n
E(u) = nou + Zﬂi o¢; mitv; = (nu)o ¢;1|Q7.
i=1

Dabei sei v; o ¢; durch Null auf R™ fortgesetzt. Es folgt auf €2

- {mu auf QNU;
Ui 0 ¢ =
0 sonst
und somit
N
E(u) = nou + Zmu =u auf Q.
i=1
Die Abschiitzung folgt nun aus Schritt 2 und Satz 1.5. O

Bemerkung. In Satz 1.5 wurde die Aussage nur fiir Transformationen der Klasse C! gezeigt.

Folgerung 1.2 Fliir ein beschrinktes Gebiet Q C R™ mit Lipschitzrand ist C1(Q) dicht in
WLP(Q) fir 1 <p < .
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Satz 1.12 (Einbettungssatz auf ) Sei Q) C R" beschrinktes Gebiet mit Lipschitzrand.

a) Es gibt stetige Finbettungen

LP*(Q) fiir p* = £ fallsp <n

n—p’

CY(Q) fira=1-— %, falls p > n.

wlr(Q) c {

b) Ist luklly1pq) < const, so gilt fir eine Teilfolge

) LY(Q) fiir alle g < p*, falls p <n
Up — U N
COP(Q) fir alle <1 =2, falls p>n.

2 Hilbertraumtheorie

Definition 2.1 Ein Skalarproduktraum (X, (-, -)) dber R™ heifst Hilbertraum, wenn er mit
der Norm ||z|| = {/(x,z) vollstindig ist.

Beispiele:
o L?(p) mit (f, )12 = [ fgdu
o WH(Q) mit (f,g)w12 = [(fg+ (Df, Dyg))

Satz 2.1 (Darstellungssatz von Riesz) Sei X Hilbertraum tiber R. Dann ist die Abbil-

dung
ArX 5 X, Aa(y) = (@,9)

eine surjektive, lineare Isometrie.

Zusatz. Fiir p € X' ist 79 = A~1(y) die eindeutig bestimmte Minimalstelle des Funktionals

1
Qo: X 2R, Qul) = 5llz]* — p(a).

Beweis: Fiir ||y|| <1 gilt nach Cauchy-Schwarz

\M@»ﬂmwsmummm(ﬁ@:mw

Also ist Az € X' und ||Az|| = ||z||. Fiir die Surjektivitit konstruieren wir die Minimalstelle
von @, zu gegebenem ¢ € X'. Fiir alle z € X gilt

1 1 1
Qo(x) > Slal” = llelllall = 5 l=l = lll)* = 5 el

1
A = inf e 2 S 0.
= ;ngw(x)_ 2H<PH > —00

Sei xj Minimalfolge fiir ¢),. Dann folgt

sllze =@l = llael® + llal® = gllox +
T+ X1\ ki—
= 2Qtp(xk) +2Q¢($l) —4Q¢ ( 5 ) _)oo 0.
— S~ ,
—2X —2X ~~
>4\
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Also ist (zg)ken Cauchyfolge in X, und xg := limy_, oz € X existiert. Es folgt
Qp(z0) = lim Qy(ar) = A

Daraus folgt fiir alle y € X

d
0= —=Qp(0 +£y)l-=0 = (¥, z0) — #(y)-

Damit gilt A(xzg) = . O

Folgerung 2.1 Hilbertrdume sind reflexiv.

BEWEIS: Nach Satz 2.1 ist die Norm auf X’ euklidische Norm bzgl. des Skalarprodukts

<SD, ZZ)>X’ = <A;(190’ A;(IT;Z)>X5

das heifit X’ ist ebenfalls Hilbertraum. Die Behauptung folgt aus der Kommutativitéit des

dolgenden Diagramms:
x s oxv

AxN\ e
Xl

(Ax,Axz)(p) = (Axz,9)x

(A Axz, A o) x
<x’A)_(1SD>X
Ax Ay ()

= p(x)

= Jz(p).

Definition 2.2 Das orthogonale Komplement einer Menge M C X st
Mt ={zeX:(x,y)=0 VYyec M}
M ist abgeschlossener Unterraum von X .

Folgerung 2.2 (Projektionssatz) Ist Y abgeschlossener Unterraum von X, so gilt X =
YooYt

BEwEIs: Nach Voraussetzung ist Y mit dem induzierten Skalarprodukt Hilbertraum. Fiir
x € X betrachte ¢ € Y’, p(y) = (x,y), Nach Satz 2.1 gibt es yp € Y mit

ely) = (yo,y) firalley ey
< (x—yo,y) = 0 firalley € Y
Alsoistz =yo+ (r —yo) EY @Y1 a
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Das zugehorige Funktional nach Satz 2.1 ist

1

1
Q) = 5lyl* = (@.9) = Slly — =[* = [l=]

Folgerung 2.3 (Hilbertraum-Adjungierte) Seien X,Y Hilbertrdume tiber R. Zu T €
L(X,Y) gibt es genau ein T* € L(X,Y) mit
(Tx,y) = (x,T"y) Vre X,yeY.

BeEweEls: Eindeutigkeit ist klar. Betrachte die transponierte Abbildung (Banachraum-
Adjungierte)
T e LY, X"), T =4 oT.

Setze nun T* = AT’ Ay. Es folgt

x Ly

Ax | LAy

x Ly

(x,T*y) = (x, AT Ayy)
= T Ayy(z)
= Ayy(Tz)
= (Tz,y)

O

Lemma 2.1 (Darstellung von Bilinearformen) Sei B : X x X — R stetige Bilinearform
auf X, d. h.

|B|| = sup [B(z,y)| < oo.
2], Iyl <1

Dann gibt es genau ein T = Tp € L(X, X) mit

B(z,y) = (Tx,y) fir alle z,y € X.
Es gilt | T|| = [|B|.
BEWEIS: Betrachte fiir x € X fest

0z €X', 0i(y) = B(z,y).
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Erhalte nach Satz 2.1 eine wohldefinierte Abbildung 7" : X — X mit
B(z,y) = (T(x),y) fir alle z,y € K.
Es folgt leicht, dass T': X — X linear ist. Auerdem folgt mit y = Tz fiir ||z|| < 1
|IT2||* = B(x,Tx) < || B|| |Tz]l,

also ||T']| < ||B||. Die Ungleichung ||B|| < ||T]| ist offensichtlich. O

Lemma 2.2 (Lax-Milgram) Sei B : X x X — R stetige Bilinearform mit 27
(2.1) B ist stetig, d. h. es gibt ein M < oo mit |B(x,y)| < M ||z|| ||ly|| fir alle z,y € X.

(2.2) B ist koerziv, d. h. es gibt ein u > 0 mit B(x,x) > pl||lz||? fir alle x € X. Dann gibt es
zu jedem ¢ € X' genau ein X, € X mit

B(zy,y) = ¢(y) fir alley €Y,
und es gilt

(23) llwgll < ;liell-

Zusatz. Ist B symmetrisch, so ist z, die eindeutig bestimmte Minimusstelle des Funktionals

Qu(y) = %B(y,y) —(y).

BEWEIS:
Eindeutigkeit. Sei B(x,,y) = ¢(y) fir alle y € Y. Durch Wahl von y =z, folgt

ullall? < Bag,a,) = o(x,) < llgl 2,
Also folgt die Abschiitzung (2.2). Insbesondere:
B(z1,) = B(xe,:) = B(x1—m2,)=0 = z1=ux2.
Ezistenz. Ist B zusitzlich symmetrisch, so ist B(-,-) Skalarprodukt mit dquivalenter Norm:
Villz) < llzllp < VM|jz]),

also (X, ||-||z) Hilbertraum. Die Behauptung ist dazu genau die Aussage von Satz 2.1(Riesz).
Ist B nicht symmetrisch, so wéhle nach Lemma 2.1 T' € L(X, X) mit B(z,y) = (z,Ty). Es
gilt

pllz|* < B(z,2) = (z,Tx) € | Tx| |2,

also | TX| > u|lx|. Definiere nun
Az,y) = (T2, Ty)

= 14l < |ITI? = IBJ? < oo (Lemma 2.1)
Alw,a) = ||Tal® > 12
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Da A symmetrisch, gibt es ein z, € X mit

Alzp,y) = ¢ly) firalleyeY
= B(Tz,,y) o(y) furallepeY

Also ist X, = T'z, dei gesuchte Losung.

Sei nun 2 C R™ offen und beschriankt. Betrachte das elliptische Randwertproblem

n

(%) Lu=— Y 05(a*"dsu)=finQ
a,B=1

u = 0 auf 00

mit folgenden Voraussetzungen an die Koeffizienten:

(2.4) Beschrinktheit: a®® € L°°(Q) und

n
Z ”aaﬁ”LOO(Q) <M
a,B=1

(2.5) Elliptizitit: es gibt ein g > 0 mit

n

> e (@)€ats 2 p(€)” Yz e EER™
a,f=1

Unter dieser Annahme kann Lu weder klassisch noch als schwache Ableitung definiert wer-
den. Stattdessen miissen wir Lu als Distribution (=stetiges lineares Funktional auf C°(Q2))
auffassen.

Lemma 2.3 Unter Voraussetzung (2.4) gilt:
(1) Die Bilinearform
n
B(u,r) :/ Z a®P 9o ud v

2 a,p=1

ist stetig auf WH2(2), genauer ||B|| < M.
(2) Der schwach definierte Operator
L: W01’2(Q) — W01’2(Q)',Lu(v) = B(u,v),
ist stetig, genauer |L|| < M.
(3) of: Wh2(Q) — R, or(u) = fQ fu, ist stetig, und zwar gilt ||of|| < || f]lz2-

Bemerkung. Formel ergibt sich die schwache Definition von L, indem an Lu eine Testfunktion
n € C°(§2) heranmultipliziert wird, und dann partiell integriert wird.
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Definition 2.3 Fine schwache Losung des RWV (x) ist eine Funktion u € Wol’Q(Q) mit
Lu = pf, d. h.
B(u,v) = ¢f(v) fiir alle v € Wol’Q(Q).

Fiir die Koerzivitiat von B brauchen wir folgendes
Satz 2.2 (Poincaré-Ungleichung) Sei Q C R™ beschrinktes Gebiet. Fir 1 < p < oo gilt
17
ull o) < dIIDull oy Yu € Wy (Q),
mit d = diam (£2).

BEWEIS: oBdA u € C°()
oBdA Q C{z eR": 0 <z, < d}
Setze u(x) =0 fir z € R"\Q. Sei x = (§,z,,) € R" mit 0 <z, < d.

Tn d
u(§,zn)|P = \/0 Ou(€, xn) ds|” Sdp_l/o |Onu(§, s)" ds

= [u@pds - /RO /Od|u<£,wn>|pdxnd5
< gt /Rn_l/Od/od\anu(f,s)\pdsdxndf

= dp/ |OpulP dz.
Q

O

Satz 2.3 (schwache Losung des Dirichletproblems) Sei @ C R™ offen, diam Q =
d < oo und a € L>®(Q,R™™) elliptisch mit Konstante p > 0. Dann ist der Operator
L: W(}’Q(Q) — Wol’Z(Q)’, Lu=—3"05_4 05(a*POpu), invertierbar und es gilt:

(d+1)2

2.6 LY <
(2.6) L7 < .

BEWEIS: Nach Lemma 2.3 gilt fiir u € WOI’Q(Q)

3 = / 2+ / Duf? < (d+1)? / Du?,
Q 0 Q

n
(d+1)2

also folgt

Blu.w) > o [ |Duf = el
Q

Die Behauptung folgt damit aus Lemma 2.2.
O

Zusatz. Sei (a®®) symmetrisch, und ¢ € Wy(Q)'. Dann ist die Losung u € M,(92) von
Lu = ¢ die eindeutig bestimmte Minimumstelle des Funktionals

Qp(u) = %/Q Z a®Pdgudgu — p(u).

O67/3:]‘
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Bemerkung. Es gilt also die Abschéitzung

(d+1)?

(2.7) [ullwreg) < L]y 12

wobei Wy "(Q) := W12(Q).

Als néichste wollen wir die Losungstheorie auf Operatoren L = Lg + K ausdehnen, wobei K
eine Operator hochstens erster Ordnung ist.

Definition 2.4 Seien X,Y Banachriume. K € L(X,Y) heifst kompakt, falls gilt: fiir jede
beschrinkte Folge (x;)ieny C X hat die Folge (Kx;)ien C Y eine konvergente Teilfolge.

Aquivalent:

e fiir B C X beschrénkt ist K (B) kompakt.

e 1, — x schwach in X = Kx; — Kx starkin Y.

Beispiel 2.1 Sei Q C R™ beschrdinkt mit Lipschitzrand. Dann ist die Einbettung
E:WP(Q) — LP(Q) kompakt (Satz 1.10, Rellich,).

Lemma 2.4

(1) Fir Verkettungen gilt:
stetig o kompakt = kompakt
kompakt o stetig = kompakt

(2) K:X =Y kompakt = K':Y' — X' kompakt
BEWEIS: (von (2))

M = K(B(0)) ist kompakt. Seien 1, € Y’ mit ||¢,|| < C fiir alle n € N.

U | ist glm. beschrinkt, glm. Lipschitz

Arzela-Ascoli = ), |as ist Cauchyfolge in C°(M) nach Ubergang zu Teilfolge.

|tn (Kx) — ¢ (K2x)|| < e fur 2 € B1(0), n,m > N(¢)

= ||ty 0 K — ¢y, 0 K| < € fiir n,m > N(e)

= K'1,, = ¢, o K ist Cauchyfolge in X" O

Definition 2.5 L € L(X,Y) heifit Fredholmoperator, falls gilt:
(1) Bild L C Y ist abgeschlossen
(2) ker L und coker L =Y/Bild L sind? endlich dim.

Der Fredholmindez von L ist ind (L) = dim ker L — dim coker L € Z.

dim ker L = Anzahl der linear unabhingigen Ldésungen der homogenen
Gleichung Lu =0
dim coker L = Anzahl der linear unabhdingigen Bedingungen, damit die

inhomogene Gleichung Lu = f ldsbar ist.
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Satz 2.4 (Riesz - Schander) Seien X,Y Hilbertriume, Ly € (X,y) habe eine beschrinkte
Inverse und K € L(X,Y) sei kompakt. Dann ist L = Lo + K Fredholmoperator vom Index
Null.

Bemerkung. Insbesondere
L surjektiv < L injektiv.

BewEIs: oBdA X =Y und L = Id +K (betrachte L' L).
Schritt 1 dim ker L, dim ker L' < co
Sei x; € {x €ker L: ||z| <1}
= xj = —Kuz; hat konvergente Teilfolge
= {ze€kerL:|z| <1} ist kompakt
= dim ker L < o0
L'=(1d +K) =1d +K’'

Lemma 2.4 = dim ker L' < oco.

Schritt 2 3Im > 0 : ||[Lz| > mlz|| Vz € (kerL)*. Anderfalls finde? z; L kerL,

lz —j]| = 1 mit ||Lz;|| < % oBdA Kz; — 2 € X (Ubergang zu Teilfolge)
= 2; = Lz; — Kz; — o € (ker L), ||lz]| = 1. Aber Lz = lim; o Lz; = 0, Wider-
spruch.

Schritt 3 Bild (L) ist abgeschlossen. Sei y; = Lz; — y € X, oBdA z; € (ker L)+

| | < . [1L( )l . | \\]%7k_>08
T —x — || L(x; —xp)|| = — lly; —
j Ell > m j k m Yj Yk

= x; = 2, y =limj_, Lz; = Lz € Bild (L).

Schritt 4 (coker L) 2 ker L’ (= dim coker L < o0). Die Norm auf coker L = Y/Bild L
ist

ly]ll = inf |ly + La|| = [p*yl,
wobei P+ : vy 255 (Bild L)* Orthogonalprojektion (siche Satz ?7?).
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Betrachte folgende Abbildungen.

F:kerL' — (coker LY, (Fp)ly] = ¢
G : (coker L)) — kerL/, GY)(y) = ¥(y)

F, G sind wohldefiniert:

peker L' = ¢(y + Lx) = ¢(y) + (L'v)(x) = @(y).

F, G sind stetig:
(Fo)ly) = ¢(y) = e(™y) < llel - Iyl
= [IFell < [lell-

Schritt 5 Bestimmung des Fredholmindex
Wir zeigen, dass L eine Umgebung in L(X, X) hat, die aus Fredholmoperatoren mit demsel-
ben Index besteht. Dann ist ¢t — ind (Id +¢K) konstant, also Null. Setze wieder

P: X — Bild K Orthogonalprojektion.
Fiir S € L(X, X) setze S; = PS : ker L* — Bild L. Es gilt
151 = Lall = 1P(S = L) [ker )+ | < 1S = L.

Da L beschrénkt invertierbar nach Schritt 2, ist auch S; beschréinkt invertierbar fiir ||S —
L| < e. Insbesondere folgt fiir € (ker L)+

[Szl| > [PSX[| = [[Sizl = Allz]] - (A > 0).
Wie in Schritt 2 folgt, dass S(ker L*) abgeschlossener Unterraum ist.

a) (Bild L)+ L X/S(ker L*) ist isomorph:

injektiv: x € (Bild L)+ N S(ker L)
= =4Sy mitycker L+
= 0= Px=PSy=5Swy
= y=0, alsox =0.

surjektiv:  Zu x € X suchen wir zg € Bild L und y € ker L+ mit = = z9 + Sy.
Dann muss gelten: Px = PSy = S1y
= y=58'Prund zy =z — SS;' Pz
Mit diesen Definitionen gilt y € ker L per Definition und
Pxy = Pz — PS S{'Px =0, wie verlangt.
Insbesondere: die Inklusionen

S(ker L*) Cc Bild S ¢ X

haben endliche Kodimension, und Bild S ist abgeschlossener Unterraum.
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b) ker S L X/ ker Lt st injektiv:
Sz =0,z cker Lt == PSz =Sz =x=0.

¢) Betrachte nun die durch S induzierte Abbildung

X/ker I =55 X/S(ker V), 8([]) = [Sal.

Es gilt Bild S = S(z)/S(ker LY), und weiter:

S([z]) =0 < 3Ty eker Lt mit Sz = Sy
= x9;=x—y € ker S

= [z] = [zo] in X/ker L*, fiir ein xo € ker S.

Also gilt N
[] € ker S < [z] liegt im Bild von b).

Jetzt wenden wir auf die Abbildung S die Dimensionsformel an:

dim ker L — dim ker § = dim X/ker L+ — dim ker §

dim Bild §

dim X/S(ker L) — dim X/S(X)
= dim coker L — dim coker S.

O

Bemerkung. Der Satz gilt auch fiir Banachrdume, man muss dann abgeschlossenen Komple-
mente wihlen.

Lemma 2.5 Sei 2 C R™ beschrinkt und es gelte
n
D167 ey + Pl ooy < M < o0
B=1

Dann ist der Operator K : W(}’Q(Q) — W(}’Q(Q) mit

Ku=-> 080b"u)+>  PoBu+ qu
B=1 B=1

kompakt.
BEWEIS:
wh2(Q) £ L*(Q) kompakt (Rellich)
A:L2Q) — LYQ), Au(v) :/qu stetig
E'oA:L*() — W, *(Q), kompakt, wobei
)

E'oAf(v) = Af(Ev):/va:gof(v).
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Damit folgt die Kompaktheit folgender Abbildungen:

1,2 2

Wy () — L) —
E *agbﬁ

u — u —
cPogu E'oA

n i cﬁagu —

E q
s u —

W ()
—0p(b7u)
cﬁagu
qu
o

Definition 2.6 Sei L = Lo+ K : Wol’Q(Q) — Wol’Q(Q)/. Der formaladjungierte Operator von

L ist durch folgendes Diagramm definiert:

Vorsicht: Dieses L* ist nicht die Hilbertraumadjungierte der Abbildung L : VVO1 2(Q) —

VVO1 2(€)". Sondern es gilt Folgendes:

L*u(v) = (L'Ju)(v) = Ju(Lv) = Lv(u)
Lv(u) = / (a“ﬁﬁavﬁgu + bPvdzu + ? (9pv)u + quu)
Q
- / (aﬁaﬁauaﬁv + b2 (9pu)v + Pu(dpv) + quo)
Q
=Lu = — Y 90" 0au) =Y 0s(c’u) + > 67 05u+ qu.
a,B8=1 B B

L* heifit formaladjungierter Operator zu L, weil mit formaler partieller Integration bzgl. des

L?-Skalarprodukts gilt:

(Lu,v)r2 = (u, L*v) 12

Satz 2.5 (Fredholmsche Alternative fiir DP) Sei Q) C R" offen und beschrinkt und

L=1Lo+K:Wy?*Q) — Wy(Q)

wie oben mit L°°-Koeffizienten und folgenden Figenschaften:
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(E) Y a*®(2)tass > plé)® Vo e Q{eR”
o,

B) D (167l + €% oe) + llgll oo < M.
Dann gelten folgende Aussagen:
(1) L Fredholmoperator von Index Null, und surjektiv < injektiv
(2) peBild L < ¢(u)=0 VYuc€kerL*
3) Nullwra@ < CUILully-12@) + lully-r2) Vu € WE(Q) mit € = C(Q, . M).

BEWEIS: (1) ergibt sich mit Satz 2.4 (Riesz-Schander) aus Satz 2.3 (Invertierbarkeit von Lg)
und Lemma 2.5 (Kompaktheit von K). Nach Beweis von Satz 2.4, Schritt 4, ist folgende
Abbildung surjektiv:

F:ker(L') — (W 2(Q)'/Bild LY, Fy([g]) = ().

Damit folgt wegen ker(L’) = J(ker L*):

p€eBIdL < 9Y(p)=0 Vi eckerL
< (u) =0 Vi € ker L*.

Fiir (3) schitzen wir wie folgt ab:

pl|Dull32 < Lou(u)  (Elliptizitit)

= Lu(u) — Ku(u)

< NLalye lull e + [Ku(w)
Kuw)] = | [ 0°u(@pm) + < @pu)u+ i)

Q
< czw(/ \uHDuH—/ uP)
Q Q
<

5/ ]Du\z—i—C(M,a)/ ul?.
Q Q

Wiéhle € = p/2 und absolviere:

C||Dul3, (Poincaré, Satz 2.2)
2
[Lallyr2llullyre + C(M, p) [Jullz2.

2
[z

IN A

Aber es gilt

1,2
lul2, < supf /Q wv v € WERQ), [vllyre < llullyne}
g1l

Durch Kiirzen von ||ul|y 1.2 folgt die Behauptung. O
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3 Ein Spektralsatz fiir symmetrische Operatoren

Sei 2 C R™ offen und beschriankt, und

n
Lu=— Z 95(a*P Opu) + qu,
a,B=1

wobei folgende Voraussetzungen gelten:
(B) a*(2)€abs > plé]> Vo € Q€€ R (u>0)
(B)  lgll oo < M
(S) a*¥ =dP* (Symmetrie)
Wir definieren
B(u,v) = /Q(ao‘ﬁﬁau 03V + quv)
Q(u) = B(u,u)= /Q(aaﬁ(?auﬁgu—l—qu2).
Wir interessieren uns fiir Eigenfunktionen, das heifit Losungen der Gleichung
Lu=Xu, ||lul|;.=1.

Um die Randbedingungen zu formulieren, wihle abgeschlossenen Unterraum V C W12(()
und betrachte L als Operator

L:V V' Lu(v)= B(u,v).
Die schwache Formulierung des Eigenwertproblems lautet dann
(3.8) Lu=Xu inV'& B(u,v) = XNu,v)2 YveV.

Beispiel 3.1 Dirichletproblem : u € Wy (Q)

/Q(ao‘ﬁaau 0pv + quu) = )\/uv Yo € Wol’Z(Q).

Bei formaler partieller Integration bedeutet das

—0p(a®POpu) +qu = Iu in Q
u = 0 auf o

Beispiel 3.2 Neumannproblem : u € Wh2(€)
/(ao‘ﬁ&lu O3 + quv) = )\/ w Vv e Wh(Q).
Q Q

Bei formaler partieller Integration bedeutet das

—05(a®POqu) +qu = Au in Q
a®P(Ou)v® = 0  auf OQ

(Wihle erst v € Wol’Z(Q), dann v € WH*(Q))
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Definition 3.1 Der Hilbertraum X heifit Hilbertsumme der abgeschlossenen Unterrdiume Ej
(j € J), falls gilt:

(1) B LE; firi#j

(2) DjesE; st dicht in X.

Lemma 3.1 Seien E;, j € Ng, abgeschlossene, paarweise orthogonale Unterrdume des Hil-
bertraums X, mit zugehorigen Orthogonalprojektionen Pj. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(1) X LE; firalej = x=0 (Mazimalitit)

(2) X ist Hilbertsumme der E;

(3) x =372 Pjz  fir alle v € X (Vollstindigkeit)

4) |lz|* = >0 |Pjz||>  fiir alle x (Parsival-Gleichung).
(1) = (2): Setze E = m

Nach (1) ist E+ = {0}, also nach dem Projektionssatz X = F.
BEWEIS:

(2) = (3): Seiye€ @j\;l E;. Dann folgt

N N
lz—yl> = | 2= Pa +Y Pax—yl?
Jj=1 Jj=1
LE; fiir 1<j<N EEBjV:l E,
N N
= Jlz =Y _Pal|*+ > Pz —y|?
j=1 j=1
>0
N N
= = |l =) Pzl =dist (x, E;) — 0 mit N — oo.
j=1 =1

(3) = (4): Wegen Stetigkeit des Skalarprodukts gilt
k l
= P,y P
(. ) k,llinoo<iz_; ’x’; i)

k
= lim > ||Pa|.
k—oo =1

)= (1) zLlEfiralle; = Pz=0 vj & z=o. O
Bemerkung. Im Spezialfall dim F; = 1, E; = Span?{e;}, mit (ej,ex) = d;; lauten die
Aussagen:
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(1) {e;} ist maximales ON-System.
(2) Endliche Linearkombinationen der e; sind dicht

(3) @ =3"72y(z,¢;)e; (Fourierentwicklung)

) |z|* = >0 (=, ej)|? (Parsevalsche Gleichung).

Satz 3.1 (Spektralsatz) Sei() C R™ beschrinkt mit C*-Rand, und Lu = —05(a®?0qu)+qu

symmetrischer, elliptischer Operator mit beschrinkten Koeffizienten. Sei VVO1 2(9) cV cC
WL2(Q) abgeschlossener Unterraum. Dann gibt es eine Folge \y < A1 < ... von Eigenwerten
mit zugehorigem L?(Q)-Orthonormalsystem vy, € V von Figenfunktionen, so dass gilt:

(1) Der Eigenraum E)(L) ={u € V : Lu = \u} wird durch die v, mit A\, = X aufgespannt.
(2) dim E)\(L) < oo und A\, /* 0o mit k — 00
(3) L%(Q) ist Hilbertsumme des {vy}ren-

BEWEIS:

Schritt 1 Konstruktion der Eigenwerte-und-Funktionen
Sei Vy = {0} sowie induktiv fiir & > 1

A= Inf{Q) tueV, lullpzq) =1 uLp Vi1}
v = zugehorige Minimalstelle von Q
Vi = Vi1 ©{u}

Wir erhalten vg wie folgt: zunéchst gilt fiir u € V

A

1
3.9 Dul?. < = [ a®Po,udzu
L B
I

1
< ;(B(u,U) + M]|ul|72)-

Also folgt A\ > —M und trivialerweise A\; < Ay < ... Wéhle Folge u; € V mit u; L Vi_q,
luj|l - = 1, und

Q(uj) = g
S| Duj|% < %(Q(uj) L M) > %(Ak + M) < oo

Nach Rellich erhalten wir eine Teilfolge mit folgenden Eigenschaften:
e u; — u in L*(2), insbesondere |u;,;» =1, uj Ly2 Vi_q

e u; — u schwach in W1%(Q), insbesondere u € V

Satz 8.577
=

(V' abgeschlossen V' schwach abgeschlossen)
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e Duj — Du schwach in L?(Q,R"). Es folgt

/a(Du, Du)—liminf/a(Duj,Duj)
Q Q

Jj—00
= lijrgg;f < — Q/Qa(Du,D(uj —u)) —/Qa(D(vj —v), D(uj — u)) ) <0
=0 >0
S < Qu) < liminf Q(uy) = A,

Jj—00

da |lull;2 =1, u L Viy_1, u € V. Also ist v, := u die gesuchte Minimalstelle, und wegen
dim V = oo bricht die Induktion nicht ab.

Schritt 2 Nachweis der Figenfunktionsgleichung
Sei v Lr2 Vi, ||| 12(q) = 1. Dann gilt

0= %Q((cos t)u + (sint)v) =0 = 2B(vg, v).

Aus der Symmetrie folgt weiter fiir 1 < j <k —1

B(vg,vj) = B(vj,vx) =0 (Induktion)
= B(up,v) = Ap{vg,v)2 Yo eV D Wi(Q)
= Ly, = Apug.

Schritt 3 Verhalten der Eigenwerte, Vollstindigkeit
Wir zeigen zunéchst A\, — oo fiir k — oco. Wire A\, < A < oo, so folgt aus (*)

1
IDog72 < ;/Q(vk) +M) <
=\

(A + M).

=~

Nach Rellich gibt es eine Teilfolge, die in L?(Q2) konvergiert. Aber
lop —v||* =2 fiir k # 1, Widerspruch.

Somit gilt A\ 7 co. Wir zeigen nun

N
(3.10) Uy = Z(u,vkﬁ)k —u in L*(Q), fiir alle v € V.
k=1

DaV D VVO1 () dicht in L2(€2), folgt hieraus die Vollstindigkeit der Eigenfunktionen. Nach
der Besselschen Ungleichung gilt
o
lunllZe <Y [u i) < Julfe < oo
k=1

und damit uy — ug in L2(). Zu zeigen ist up = u.
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Nun gilt

N N
B(u—uy,uy) = Z(u,vk> B(u,vg) — Z(u,vk><u,vl>B(vk,vl)
k=1 k=1
A (w08 2 ’ =0kt
und somit
1
1Dunll7: < ;(B(UN,UN)+M\|U||%2) (nach (3.9))
1 2
= ;(B(U7UN)+MHUHL2)
1 2
< ;(HLUHVHHUNHWLQ+MHUHL2)
1
< SIDunllze + el M) (1 Lulyr + [full7z).

Also ist u,, beschriinkt in W2(Q), und konvergiert schwach gegen ug € V. Aber

im (u—un,vk>L2(Q):0 Vk € N.

(u — w0, v) L2(0) = A}ﬂoo

=0 fiir N>k

Nach Definition der Ag folgt nun, da u —ug € V

1
—Q(u —up) — 0 mit k¥ — oc.

2
— <
o= w72 < -

Damit ist (3.10), und damit die L?(Q)-Vollstindigkeit der Eigenfunktionen, bewiesen. Wir
zeigen schliefflich, dass alle Eigenfunktionen bestimmt sind. Zun#chst stehen Eigenfunktionen
u,v € V zu verschiedenen Eigenwerten A,y aufeinander senkrecht:

A= w)w, )2 = (Lu,v)p2 = (u, Lv) 2
= B(u,v) — B(v,u)
= 0.

Sei u irgendeine Eigenfunktion zum Eigenwert A und V) = {vg : Ay = A}. Wére u € Vj, so
hétten wir oBdA w 172 V) und damit v 1V} fiir alle k, also

1
ul[ 32 < )\—kQ(u) — 0 mit k — oco.

O

Wir wollen nach der Verbindung zum Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operato-
ren erlautern. Sei L wie in Satz 3.1,

Lu = —35(a*?dpu) + qu mit g > p.
Dann ist L invertierbar, denn

2
[Lally l[ullpre = Lu(u) = plullge.
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Betrachte die Einbettungen

E:V CL*Q), Ev=v
E':L*(Q)Cc V', Eul)=[ofv YweV

und um den Greenschen Operator:

L2Q) % Q)

E’l TE

vy
G = Gf € V ist die eindeutige Losung der Gleichung
Lv=f<& Lu(u) = (f,u) YuelV.
G ist symmetrisch auf L?(Q): sei v; = Gf; (i =1,2)
(Gf1, fa) 2 = Lva(vi) = B(vi,v2) = (f1,Gf2) 12

G ist kompakter Operator, auf diesen kann der allgemeine Spektralsatz fiir kompakte, sym-
metrische Operatoren angewandt werden.

(1) Seien v € V\{u?}, A € R, Losung von Lv = X

Lv = XM inV’
Sl = Lo@) = Blo.w) > plols

Also folgt A > 0, und
1 1
L<XU> :U:>GU=XU

Gv=pw = L(u)=v
= u#0, vGVundLv:%v

(=1>) w>0.

L, G haben dieselben Eigenrdume, Figenwerte sind Kehrwerte.
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