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KAPITEL 1

Zahlen und Vektoren

1.1. Mengen und Abbildungen

1.1.1. Mengen.

Sprechweise. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlun-
terscheidbaren Objekten unserer Anschauung zu einem Ganzen.

Bezeichnungen. e Objekte von Mengen heissen Elemente.

ae M ,»a ist Element der Menge M*“
a¢ M ,»a ist nicht Element der Menge M

e Schreibweisen:

A=1{1,2,3} Aufziahlung der Elemente von A
B={zeZ|1<x<3} Aussonderung aus der Menge Z
C={2*|rcZ} Konstruktion aus der Menge Z

e Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten. Es
kommt weder auf die Reihenfolge der Elemente an, noch darauf, wie oft
sie angegeben werden.

{1,2,3} = {2,3,2,1}.

e Die leere Menge () = { } enthélt kein Element.

e Eine Menge B heisst Teilmenge von A, geschrieben B C A, wenn fiir alle
b€ B auch b € A gilt. Bsp.: ) ¢ A, A C A. Eine Menge B heisst echte
Teilmenge von A, geschrieben B G A, wenn B C A und nicht B = A
gilt. Dann existiert immer ein a € A mit a # B.

Bemerkung. Die obige Definition von Mengen ist zu ungenau. Beispielsweise
kann

M = {A Menge | A# A}
keine Menge sein, denn M € M gilt genau dann, wenn M # M gilt. Bei den

»,Mengen® im Verlauf dieser Vorlesung wird dieses Problem aber keine Rolle spie-
len.
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1.1.2. Aussagen.

Definition. Eine Aussage ist ein sinnvoller Satz unserer Sprache, der entweder
wahr oder falsch ist.

Seien S, T" Aussagen. Man erhilt neue Aussagen:

ynicht S“ (Negation), ,,S und T“ (Konjunktion), ,,S oder T* (Al}fematz've),
,wenn S, dann T (Implikation, S = T) ,genau dann S, wenn T (Aquivalenz,
S T).

Bemerkung. ,wenn S, dann T ist gleichbedeutend zu ,, 7" oder nicht S“.

Wenn A eine Menge ist, x eine Variable, und S eine Aussage, bilde

VeeA:S Hfur alle x € A gilt S (Allquantor)
deeA:S »es gibt ein x € A, fir das S gilt* (Ezistenzquantor)

HINWEIS: Exzessive Verwendung logischer Symbole macht einen Text unleserlich.

1.1.3. Verkniipfungen von Mengen. Es seien A, B Mengen. Man defi-
niert

AUB ={z|x € Aoder x € B}

ANB={z|xz€ Aund z € B}
A\B={rxc A|x ¢ B}

Das kartesische Produkt zweier Mengen wird konstruiert als Menge von Paaren
bzw. h-Tupeln.

Ax B={(a,b)|a€ Aund b € B}
Arxox Ay ={(ar,...,a,) | a1 € Ay,...,a, € A}
A"=Ax---x A
—_—

n Faktoren

Es gilt (a,b) = (¢, d) genau dann, wenn @ = cund b = d. Es gilt (aq,...,a,) =
(by,...,b,) genau dann, wenn m = n und a; = by, ...,a, = by,.

Die Potenzmenge einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen.

Pot (A) = {B Menge | B C A}.
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1.1.4. Abbildungen. Es seien A und B Mengen.

Definition. Eine Abbildung (oder Funktion) f: A — B ordnet jedem a € A
genau ein b € B zu, schreibe f(a) = b. Zwei Funktionen f: A - B, g: C' — D
sind gleich, wenn A = C, B = D und f(a) = g(a) fiir alle a € G gilt, schreibe
f=y

Bezeichnungen. Es sei f: A — B eine Abbildung, dann heisst A der Definiti-
onsbereich von A, B der Wertebereich von f (ACHTUNG: anders als bei Meyberg-
Vachenauer). Sei f(a) = b, dann ist b der Wert (das Bild) von f an der Stelle
(am Punkt, am Argument) a.

Sei C' C A, dann heisst
f(C) ={f(a)[aeC}
das Bild von C unter f, und f(A) C B das Bild von f.
Sei D C B, dann heisst
f7(D)={a€ Al f(a) € D}
das Urbild von D unter f. Es gilt f~1(B) = A.

Definition. Eine Abbildung f: A — B heisst

o injektiv < Fiir alle a,b € A folgt aus f(a) = f(b), dass a = b.
e surjektiv < Fiir alle b € B existiert a € A mit f(a) = b.
e bijektiv < f ist injektiv und surjektiv.

Bezeichnungen. e Sei A eine Menge. Die Abbildung idy: A — A mit
ida(a) = a fiir alle a € A heisst die Identitit auf A.
e Sei f: A — B bijektiv. Definiere die Umkehrabbildung f~': B — A
so, dass f~1(b) fiir alle b € B das eindeutig bestimmte a € A ist mit
f(a) =0.
e Scien f: A — B, g: B — C Abbildungen, dann definiere die Verkettung
go f: A— C durch

go f(a)=g(f(a)) e C fir alle a € A.

Sei f: A — B bijektiv, dann gilt f~'o f =id4 und fo f~! =idp.

e Sei C' C A, dann heisst f|c: C'— B mit f|c(c) = f(c) fiir alle ¢ € C die
FEinschrdinkung von f auf C.

e Sei D C B Teilmenge mit f(A) C D. Dann kénnen wir den Wertebereich
von f: A — B einschrinken, und die Funktion f: A — D betrachten.



6 1. ZAHLEN UND VEKTOREN

1.2. Zahlen

1.2.1. Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion.

Bezeichnungen.

N=N.={1,2,3,...} natiirliche Zahlen
No=Nu{0} ={0,1,2,...}
Z={n|neNyoder —neN}

={-,-1,0,1,...} ganze Zahlen

Es sei A(n) eine Aussage, die von einer Zahl n € Z abhéngt.

Prinzip der vollstindigen Induktion: Die Aussage A(n) gilt genau dann
fiir alle n € Ny, wenn

1) A(0) wahr ist, und
2) A(n+ 1) aus A(n) folgt fiir alle n € Ny.

Allgemeiner: A(n) gilt fiir alle n € Z mit n > ny € Z, wenn

1) A(ng) wahr ist, und
2) A(n+1) aus A(n) folgt fiir alle n € Z, n > ny.

Rekursive Definitionen: Sei M eine Menge. Um eine Funktion f: Ng — M
anzugeben, reicht es

1) f(0) € M anzugeben, und
2) fiir alle n € Ny den Wert f(n + 1) € M mit Hilfe von n + 1 und f(n)
anzugeben.

Beispiel. e Potenzen a™ sind definiert durch
a®=1und a"™ =a" - a.
e Die Fakultit n! ist definiert durch
O!=1und (n+1)!=(n+1) n!

1.2.1. Satz. Es sei M eine Menge mit verschiedenen Elementen. Dann gibt es
genau n! Mdéglichkeiten, die Elemente von M aufzuzihlen.
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Beispiel. Es seien a; € R fiir alle ¢ € N. Definiere endliche Summen und Produkte
durch

0 n+1 n
g a; =0 und E a; = Qpi1 + g s
i=1 i=1 i=1
n+1 n

e
£
I
—

-
I
_

und H a; = Gyt H Q-

i=1 i=1
n

ay+ -+ ap, ||ai=a1--~an.

=1

l

@
I
_.

Unendliche Summen und Produkte lassen sich so nicht definieren.

1.2.2. Rationale und reelle Zahlen.
Bezeichnungen.
Q={2|mecZneN} rationale Zahlen
R=7?7DQ reelle Zahlen
Wir fiihren die reellen Zahlen axiomatisch ein als Menge R mit Elementen

0,1, Verkniipfungen +,- : R x R — R (d.h. +(a,b) = a+b, -(a,b) = ab) und der
Relation <. Es miissen Korper-, Ordnungs- und Vollstandigkeitsaxiome gelten.

Korperaxiome. fiir alle a,b € R muss gelten:

(a+b)+c=a+ (b+c¢) Assoziativitiat der Addition
a+0=a Neutrales Element der Addition
a+(—a)=0 Negatives Element
a+b=b+a Kommutativitéit der Addition
(a-b)-c=a-(b-c) Assoziativitat der Multiplikation
a-l=a Neutrales Element der Multiplikation
a - % =1fallsa#0 Inverses Element
a-b=>b-a Kommutativitat der Multiplikation
a-(b+c)=a-b+a-c Distributivgesetz
0#1
Bezeichnungen. Seien z,y € R. Schreibe
x>0 fiir y < z,
x <y falls x < y oder z =y,

x>y falls y < .
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Ordnungsaxiome.

e Fiir z,y € R gilt genau eine der drei Aussagen
x <, =1y oder x>y

e Aus x <y und y < z folgt = < z

e Ausx<yund z <wfolgt z+y < z+w
e Ausz<yund 0< zfolgtz-2<y-z

e Fiir jede Zahl x € R existiert n € N, so dass

r<n=1+---+1€R (Archimedisches Aziom)

Folgerung. o Aus x <y folgt —y < —x.
° Au50<x§yfolgt0<i§%.

Definition. Eine Teilmenge S C R heisst nach oben beschrinkt, wenn es s € R
gibt mit x < s fiir alle x € S, und s heisst dann obere Schranke von S.
Sei s obere Schranke und t > s, dann ist auch ¢ obere Schranke.

Vollstiandigkeitsaxiom. Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Teilmenge
S C R besitzt eine kleinste obere Schranke.

Mit diesen Axiomen sind die reellen Zahlen eindeutig beschrieben.

Definition. Die kleinste obere Schranke heisst Supremum, die grofite untere
Schranke heisst Infimum.

Beispiel. e sup{z € Q|22 <2} = V2.
e inf{X|neN}=0.
1.2.3. Intervalle, Betrag.
Bezeichnungen. Fiir a,b € R mit a < b schreibe
la,b] = {xreR|a<z<0b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) = {zeR|a<z<b} offenes Intervall
analog [a,b), (a, b] halboffene Intervalle.
Mit dem Symbol ,,00¢ definiert man
(—o0,a] = {zeR|z<a}
(—o0,a) = {zeR|z<a}
und analog [a, 00), (a,00) und (—o0, ) = R.
Definition. Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist definiert durch
z falls z > 0
== { —x falls < 0
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Rechenregeln.
—|zl <z < x|
| — ] = |z|
|yl = |=[ [yl
2= fallsy #0,
| <y = —y<z<y
|z +y| < |x| + |y Dreiecksungleichung.

1.2.4. Die binomische Formel.

Definition. Es seien k,n € Ny mit 0 < k < n. Dann definiere den Binomzialko-
effizienten (%) € N (lies ,,n tiber k*) durch

(k:) " Kl(n— k)
Es gilt ("{1) = (x"1) + (&) wnd (%) = (a")-

1.2.2. Satz. Fine n-elementige Menge besitzt genau () verschiedene Teilmengen
mit genau k Elementen.

1.2.3. Satz. FEs gilt

1.3. Geometrie der Ebene, komplexe Zahlen

1.3.1. Kartesische Koordinaten. In der Ebene E (Zeichenebene, Tafele-
bene) wihle

e Ursprung O = (0,0) € E,

e Zwei Geraden durch O im rechten Winkel, die z-Achse und die y-Achse,

e Zwei Punkte (1,0) auf der z-Achse, (0,1) auf der y-Achse, im gleichen
Abstand von O.

Dann ldsst sich jeder Punkt P in E als Paar (z,y) schreiben. Dazu fille das Lot
von P auf die z- und die y-Achse.

Wir kénnen Punktmengen in E als Teilmengen von R? darstellen.

Beispiel. I C R Intervall, f: I — R Funktion. Der Graph von f ist die Menge
Gp={(z,y) eR? |z el,y=f(x)}.
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Beispiel. Sei C' C E eine Kurve. Wiihle kartesische Koordinaten. Falls I : R? —
R eine Funktion ist mit

C={(z,y) €ER*| Fz,y) =0} = F({0})
heisst F'(x,y) = 0 eine Gleichung der Kurve C.

a) Seien P = (a,b), Q = (¢,d) € R* mit P # Q. Die Gerade durch P und Q
hat Gleichung

(d=b)(x—a)=(c—a)(y—b) =0

b) Kreis um (a,b) mit Radius R > 0

(z—a)*+ (y—0)*—R*=0.

c¢) Nicht jedes F liefert eine Kurve, Bsp.: -y =0

1.3.2. Vektoren und Verschiebungen. Zu zwei Punkten P, ) € E gibt
es genau eine Parallelverschiebung, die P in () iiberfithrt. Wir schreiben PZQ fiir
den ,, Pfeil“ von P nach ). Wenn die obige Parallelverschiebung den Punkt R nach
S verschiebt, haben P@ und RS die gleiche Lénge und die gleiche Richtung.

Definition. Ein Pfeil PZ) heisst Vektor. Zwei Vektoren heissen gleich, wenn sie
die gleiche Lange und Richtung haben.

Bemerkung. Vektoren stellen Parallelverschiebungen dar. Zwei Vektoren sind

gleich, wenn sie die gleiche Verschiebung beschreiben.

Rechnen mit Vektoren. Addition: Seien ¥/, w zwei Vektoren. Dann bezeich-
net v+ w die Hintereinanderausfithrung der zugehorigen Verschiebungen. Es gilt
U4 W =W+ .

Skalare Vielfache: Sei v € R, dann bezeichnet rv" eine Verschiebung in Rich-
tung v um die r-fache Lénge.

Es sei v = P_Q, dann ist —v = Q_P der entgegengesetzte Vektor.

Der Vektor 0 = PP = QZ) heisst Nullvektor.
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Rechenregeln. Es seien u, v, W Vektoren und r, s € R.
(U + )+ =u+ (7+ W) Assoziativitit
7+0=7 Nullvektor
7+ (—7%) =0 entgegengesetzter Vektor
TH+wW=w+7 Kommutativitdt
r(st) = (rs)v Vertraglichkeit der Multiplikation
r(U+ W) = rv+ rw 1. Distributivititsgesetz
(r+s)v =10+ sv 2. Distributivititsgesetz
w=v Wirkung der Fins

Folgerung. Es gilt
0-7=0 und (—=1)-7 = —7.
1.3.3. Vektoren in Koordinaten. Essei P = (z,y), Q = (z,w), R = (a,b)

und S = (¢, d) in kartesischen Koordinaten. Dann gilt PQ) = RS genau dann,
wenn z —x =c—aund w —y=d —b.

Definition. Der Vektor 7 = PQ hat die Koordinaten (j}’_’; ) Der Vektor OP mit
den Koordinaten (§) heisst Ortsvektor von P.

Folgerung. Seien v = (z;), W= (Z;) Vektoren und v € R. Dann gilt:

on = () ()= )
w1y + wo —UV9 0

T‘ .

<y
|
Y
=< 03
S
NN =
~__

Definition. Ein Vektor ¢ = ( ) hat die Linge (den Betrag)

v1
v2

U] = \/v? + v3.

Rechenregeln. Seien v, @ Vektoren und r» € R. Dann gilt
5] >0und || =0<= =0 Positivitit
lr- o] = |r| - |7 Homogenitdit

|0+ | < |J] + | Dreiecksungleichung

1.3.4. Winkel und Winkelfunktionen. Ein Winkel entsteht durch Dre-
hung eines Vektors PQ) um den Punkt P. Wir messen Winkel als Lénge des
zugehorigen Bogens auf dem Kreis um P mit Radius 1 (Bogenmaf). Drehun-
gen entgegen dem Uhrzeigersinn entsprechen positiven Winkeln, Drehungen im
Uhrzeigersinn entsprechen negativen Winkeln. Ein Halbkreisbogen hat die Lénge
m=3,14159...
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Folgerung.

T T o ‘
= 120" 5= 90°  (rechter Winkel).

Definition. Die Winkelfunktionen cos, sin : R — [—1,1] C R sind so definiert,
dass eine Drehung des Punktes (1,0) um den Punkt O = (0,0) mit dem Winkel
a den Punkt (cos«, sin «) ergibt.

r=180°, 1°

Drehung von (1,0) um den rechten Winkel 7 liefert (0,1), also
™ ™
cos— =10 sin — = 1.

2~ Y
1.3.1. Satz. Fine Drehung der Ebene um 0 mit dem Winkel o tberfithrt den
Punkt (x,y) in (2',y'), mit

¥ =xcosa— ysina
und Y = wsina+ycosa .
1.3.2. Satz. Sei P ein Punkt der Ebene mit den Koordinaten (x,y). Dreht man
das Koordinatensystem um den Winkel o, so hat P im neuen Koordinatensystem
die Koordinaten (x',y"), mit
= 2'cosa —y'sina,

x
y= a'sina+1y cosa,

~

bzw. = xcosa—+ysina,

T
y = —xsina+y cosa .

1.3.5. Komplexe Zahlen.

Definition. Die Menge C = R? heisst Menge der komplexen Zahlen. Wir defi-
nieren 0 = (0,0), 1 = (1,0) und ¢ = (0, 1). Schreibe (a,b) = a + bi fiir a,b € R.
Komplexe Addition und Multiplikation sind definiert durch
(a+bi)+ (c+di)= (a+c)+ (b+d)i,
(a+ bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i .
Real- und Imagindranteil sind definiert als
Re(a + bi) = a, Im(a + bi) = b.

Bemerkung. Addition von komplexen Zahlen ist gerade die Addition von Vek-
toren. Multiplikation mir » + 0 -7 = r € R entspricht der Multiplikation eines
Vektors mit einem Skalar, Multiplikation mit ¢ liefert Drehung um einen rechten
Winkel:

i (z+1y) = —y+ ix.
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Multiplikation mit cosa + isina entspricht Drehung um den Winkel «, vgl.
Satz 1.3.1

(cosa+isina)(z + yi) = (xcosa — ysina) + (ycosa + zsin a)i
Definition. Sei z = x+yi mit 2,y € R eine komplexe Zahl, dann heifit 7 = z—yi
die konjugierte komplexe Zahl, und |z| = v/z - Z heifit ihr Betrag.
Bemerkung. Es gilt
z-z2=(z+iy)(r—iy) =2"+y* €R
und z -z > 0. Fiir 2z =z + y1 # 0 folgt
Z 2z 1 z

L T2 S

. — — = .
2|2 z-Z z  |z]?
1.3.3. Satz. C ist ein Korper, das heisst, es gelten die Korperaziome aus Ab-
schnitt 1.2.2. Insbesondere gilt fiir z,v,w € C:

(z4+v)+w=z+(v+w) (z-v) - w=2z-(v-w)

z+ 0=z z-1=z

24+ (—2)=0 z-1=1 fiir z #0
Ztw=w+z ZrwW=wW"2

z-(V4+w) =20+ zw 0#1

BEWEIS. z.B. Assoziativitat der Multiplikation. Es seien a, b, ¢, d, e, f € R.
Dann gilt

((a+bi)(c+di))(e+ fi) = ((ac — bd) + (ad + bc)i)(e + fi)
= (ace — bde — adf — bef) + (acf — bdf + ade + bee)i
Auf der anderen Seite
(a4 bi)((c+di)(e + fi)) = (a+ bi)((ce — df ) + (cf + de)i)
= (ace — adf — bef — bde) + (acf + ade + bce — bdf )i
= ((a+ bi)(c+ di))(e + fi)

Alle anderen Rechenregeln fithrt man genauso auf Rechnungen in R zuriick. [

Jede Zahl z € C\ {0} lésst sich schreiben als
z =r(cosp + isinp) mit ¢ € [0,27) und r = |z|.
Definition. Es heisst ¢ das Argument oder die Phase von z, p = arg z.

Bemerkung. Da Multiplikation mit cos ¢+ sin ¢ einer Drehung um den Winkel
@ entspricht, folgt

arg (z - w) = arg z + argw + 2mn mit n € Z.
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Folgerung. Jede Zahl z = r(cosp —isiny) ¢ 0 hat zwei Quadratwurzeln
+Vz=+r (cosg +@'sing) .

Insbesondere hat die quadratische Gleichung z* + pz +q = 0 mit p,q € C stets
Lésungen

2
z:—gi %—qE(C,

. . . . 2
diese stimmen fdiberein, falls ¢ = 2.

1.4. Dreidimensionale Geometrie

1.4.1. Kartesische Koordinaten im Raum. Im Raum wéhle ein kartesi-
sches Koordinatensystem, bestehend aus

e cinem Punkt 0, dem Ursprung,

e drei paarweise aufeinander senkrecht stehenden Geraden durch 0, die x-,
y- und z-Achse. Diese bilden ein Rechtssystem, wenn sie wie Daumen,
Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand angeordnet sind,

e drei Punkten (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1) auf der z-, y- bzw. z-Achse
im gleichen Abstand von 0.

Die drei Ebenen durch je zwei der Achsen heissen Koordinatenebenen. Sei
P ein Punkt im Raum. Man erhilt die kartesischen Koordinaten beziiglich des
eben gewihlten Koordinatensystems, indem man die zu den Koordinatenebenen
parallelen Ebenen durch P mit den Koordinatenachsen schneidet. Zu jedem Tripel
(7,9, 2) € R? existiert genau ein Punkt mit diesen Koordinaten, und umgekehrt.

1.4.2. Vektoren im Raum. Zu je zwei Punkten P, im Raum gibt es
genau eine Parallelverschiebung P(), die P in () abbildet, den Vektor P() Hierfiir
gelten die gleichen Rechenregeln wie in Abschnitt 3.2.

Sei jetzt ein kartesisches Koordinatensystem gegeben. Dann heissen die Vek-
toren von 0 zu den Punkten (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) die Standardbasisvek-

toren. Sie werden mit €}, €3, €3 (oder 7,7, k oder €, €, €,) bezeichnet. Man nennt
(€1, €, €3) eine kartesische Basis. Das kartesische Koordinatensystem lésst sich
jetzt angeben als

(07 gla €2a 53)
Jeder Vektor ¢ lasst sich eindeutig zerlegen als

T = 0161 + V265 + U363,
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schreibe
U1
U= vy
U3
Man nennt v;é; die Komponente von v in Richtung €;, und v; € R die i-te Ko-
ordinate von ¥ (beziiglich (0, ¢, €5, ¢e3)) fiir ¢ = 1,2,3. Selen P = (p1,p2,p3),
Q = (q1, ¢, qs3), dann gilt

. 91— P 3
PQ = q2 — P2 = (Qi - pi)é}-
q3 — P3 i=1
U1 w1
Fiir zwei Vektoren v = | vy | und W = | wy | und einen Skalar v € R gilt:
V3 W3
v+ wy vy
v+w=| vut+wy |, r-v=1 ruy
Vg + W3 rv3
0
Der Nullvektor ist 0 = | 0 |, wie in Abschnitt 3.3.
0

1.4.3. Winkel und Skalarprodukt. Seien & # 0, @ # 0 zwei Vektoren.
Trégt man beide am Ursprung an, so spannen sie eine Ebene E auf. In dieser
Ebene bestimmen wir den Winkel £(¥,w) wie in Abschnitt 3.4 als Lénge des zu-
gehorigen Bogens auf dem Einheitskreis. Dabei vereinbaren wir 0 < £(v, @) < 7.
Beachte: Die Ebene E ist nicht orientiert, daher hat der Winkel kein Vorzeichen.

Definition. Zwei Vektoren v, w heissen orthogonal, wenn v = 0, @ = 0 oder
L(U,%W) = 7, schreibe ¢' L 0.

Beispiel. In einem kartesischen Koordinatensystem sind 0, €7, €, €3 paarweise
orthogonal.

Rechenregeln. Seien ¥ # 0, w # 0 Vektoren, r € R\ {0}. Dann gilt
L(U,W) = £L(w, V),
. . |0 falls r > 0,
£(v,r0) = { T falls r < 0,
L | L(v,w) falls » > 0, und
(W) = { r— £(5,@) falls r < 0.
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Definition. Das Skalarprodukt v,w € R zweier Vektoren ist definiert als:

L { |0 || cos £ (U, ) falls v # 0 und @ # 0,
v, =
’ 0 sonst.
Andere Schreibweisen: v - @ = v = (¥, W) = s(¥, W).

Beispiel. In einem kartesischen Koordinatensystem (0, €1, €5, €3) gilt

é’yé'l:é'g-é’g:é’g‘é’g:lund€1~€2:€1-€3:€2-€3:0
U1
Fiir einen Vektor v = | vy | gilt v; =0 - €.
U3
Rechenregeln. Fiir Vektoren «, v, w und r € R gilt
v-w=w- U Kommutativgesetz
(rv) - =9+ (raw) =r- (U ) Homogenitit
(U+0) - Wd=1u-w0+7- w0 Distributivgesetz
v-w=0 < vlud Orthogonalitdtstest
|v] = vv -0

BEACHTE: Es gilt im allgemeinen @(¥ - @) # (@ - ¥)w, denn der erste Vektor
hat die Richtung von =+, der zweite die von +.

In kartesischen Koordinaten seien

(%1 wq
U= V2 w = Wa
U3 w3

gegeben. Dann gilt

<y

S = V1W1 + VoW + V3W3 ,
VW1 + Vaws + V3wWs3

cos £ (v, W) = .
(3, %) VUi 403 + v3/wi + w3 + w?

Definition. Seien v, Vektoren, @ # 0. Dann heisst vz := % - die Kompo-
nente von U in Richtung W, und v,, = U — Uz die zu w senkrechte Komponente

von v.

Es gilt |0z] = |V] cos L(¥, W), |U,] = |¥] sin £(¥, ).
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1.4.4. Kreuzprodukt und Spatprodukt.

Definition. Das Kreuzprodukt ( Vektorprodukt) zweier Vektoren ¢, im dreidi-
mensionalen Raum ist der Vektor ¢ x @ mit den Eigenschaften

e VX W LU, U xw L,
U, W, U x W) bilden ein Rechtssystem,

— —

o |U x w| = |U||W|sin £(v, W) (Flache des von v, w aufgespannten Paralle-

[ J
—~

Ixv=0 WxT=-0xu Antikommutativgesetz
(rv) x W = v x (rwf) = r(v x ) Homogenitdt
UX (U+ W) =ux U+ d x W Distributivgesetz
(U+7) X W=uxw+Uxd
TxwW=0 <= ¥ ist Vielfaches von  oder 7 ist Vielfaches von ¥
Parallelititstest
|0 x @) = |0 @] — (T - @)
In kartesischen Koordinaten gilt
U1 wy VW3 — V3Ws vy wy -
Vo X Wy = | V3w, — V1W3 = Vo W2 gg
U3 w3 V1Wy — V2 s |vs w3 €3

Es gilt @ x (U x @) = (4 - W)¥ — (U - ¥)w.
Definition. Das Spatprodukt von drei Vektoren u, v, ist definiert als

[, 5,] =i (F x @) €R.

1.4.1. Satz. Das Volumen des von drei Vektoren u,v,w aufgespannten Spats
(Parallelotops, Parallelepipeds) ist

V = |[d, 7, ]| .

[t, ¥, W] = —[v, u,w] = [V,w,d] = ... Antisymmetrie
[rit, U, W] = [u, rv, W] = [u, V, rd] = rld,v,d] Homogenitdit
(U + U, W, 7] = [u, W, T] + [U,0, 7]
(@, T+ w0, 7] = [u,v,7] + [u,w, 7] Distributivgesetz
i, ¥, W + &) = [u, U, W] + [u, U, 7]
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Darstellung in kartesischen Koordinaten:

U U1 wh U V1 wr
Ug | , | V2|, | W2 = U2 V2 W2
us U3 ws us V3 w3

= UIVW3 + UgV3W1 + U3V W2 — UIV3W2 — UV W3 — U3V2W].



KAPITEL 2

Funktionen, Grenzwerte, Stetigkeit

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe wie Funktionen und Grenz-
werte eingefiithrt. Unter anderem werden Standardbeispiele fiir Funktionen, wie
Polynome, Kreisfunktionen und die Exponentialfunktion, diskutiert. Der Grenz-
wertbegriff wird an Hand von Zahlenfolgen und Funktionen genauer betrachtet.

2.1. Grundbegriffe

2.1.1. Funktionen. In Abschnitt 1.1.4 wurden Funktionen fiir allgemeine
Mengen definiert. Nun betrachten wir den Spezialfall einer reellen Funktion einer
Verénderlichen.

[DCR—=R : z— f(z).

Beispiele. 1. Eine lineare Funktion ist gegeben durch
flz)=ax+0b

mit dem Definitionsbereich D(f) = R.
2. Eine quadratische Funktion ist definiert als

f(z) =ax* +bx+c,

wobei a # 0 und der Definitionsbereich D(f) = R ist.
3. Die Wurzelfunktion ist gegeben durch

f@) = Vr

mit dem Definitionsbereich D(f) =R} = {z € R, z > 0}.
Fiir > 0 ist als y/ immer die positive Quadratwurzel zu nehmen.

Definition. Sei D C R symmetrisch zum Nullpunkt, d.h. x € D = —x € D.
Eine Funktion f : D — R heisst gerade (bzw. ungerade) wenn f(—z) = f(x)
(bzw. f(—z) = —f(x)) fur alle x € D gilt.

2.1.2. Monotonie.

Definition. Man nennt eine Funktion f: D — R

a) monoton fallend (bzw. monoton wachsend), wenn fiir alle z1, xs € D mit
r1 < xy die Ungleichung f(x1) > f(za) (bzw. f(z1) < f(z2)) gilt.

19
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b) strikt monoton fallend (bzw. strikt monoton wachsend), wenn fiir alle
r1 < 9 € D die strikte Ungleichung f(x1) > f(z2) (bzw. f(z1) < f(z2))
gilt.

2.1.3. Rechnen mit Funktionen.

Definition. Seien f,g : D — R zwei Funktionen. Dann definiert man die Sum-
me, die Differenz, das Produkt und den Quotienten dieser Funktionen durch:

(f £9)(z) = f(z) £ g(z)
(f-9)(@) = f(z)-g(z)
f x) = M alls g(x
(9)( )= g 9(x) 70
d.h. die Operationen werden punktweise ausgefiihrt.

Definition. Zu Funktionen f: I - R, g : D — R mit g(D) C I kann man die
Komposition fog : D — R bilden. Sie ist definiert durch:

(fog)(x) := flg(x)) .
2.2. Polynome und rationale Funktionen

2.2.1. Polynome. Eine Funktion f : R — R heisst Polynom vom Grad n,

wenn es Zahlen ay, ..., a, € R gibt mit a, # 0, so dass
flx)=ap+a1x+ -+ aa" = Zaimi )

=0

e Die a; heissen Koeffizienten des Polynoms, a, wird als Leitkoeffizient

bezeichnet.
e Das Nullpolynom f(z) = 0 (d.h. a; = 0 Vi) erhélt keinen Grad, wird aber
z.B. bei der Sprechweise ,,ein Polynom von Grad < n“ mit eingeschlossen.

2.2.1. Satz. Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn ihre Koeffizienten
paarweise tbereinstimmen, d.h.

n n
E aixl:E b;x" <— a;=b;, 1=1,...,n.
i=1 i=1

2.2.2. Das Horner-Schema. Sei xy konkreter Wert. Um den Funktions-
wert f(xq) in obiger Darstellung naiv zu berechnen, braucht man 2n — 1 Multi-
plikationen und n Additionen. Es gibt andere Darstellungen, z. B. die Horner—
Darstellung:

fle)=0G-((an-x+ap1) T+ ap29) - x+---+a1) -xz+ag.

Hier betriagt der Aufwand n Multiplikationen und n Additionen (William George
Horner, 1786-1837).
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2.2.2. Satz. Sei f(z) = Y a;x', a, # 0 und b € R. Fiir die Zahlen ¢, = a,,
i=0
Cno1 = Cpb+ a,_1 bis ¢ :== c1b+ ag gilt

f(b) = co
flz)=(x—10) Zcia:i_l +co
i=1
d.h. das Horner Schema enthdlt die Division von f(x) — f(b) durch x —b.

2.2.3. Nullstellen und Faktorisierung; komplexe Polynome.

Definition. Als Nullstelle einer Funktion f : D — R bezeichnet man jedes x € D
mit f(z) =0.

e Fiir Polynome erhélt man aus Satz 2.2.2:

f)=0 & f(z) = (r—0b)h(z),

d.h. f(z) enthélt den Linearfaktor (z —b).
e Nun kann h(b) wiederum 0 sein. In diesem Fall gibt es ein Polynom h4
mit A(b) = (x — b)hy(z). Damit gilt: f(z) = (z — b)?hi(z).

Definition. Man nennt b € R eine k-fache Nullstelle von f und k die Vielfachheit
von b, wenn gilt:

J(2) = (@ = 0)'g(e) und g(b) £0.
2.2.3. Satz.

a) Sei f(x) = Yi,ax’ ein Polynom vom Grad grifier gleich eins. Sind
bi,...,b, alle (verschiedenen) reellen Nullstellen von f mit der jeweiligen
Vielfachheit 11, ... 1., dann gilt

r

f(x) =[x = b)"a(x)

i=1

mit einem Polynom q(x) vom Grad n—)_l;, das in R keine Nullstellen

=1
hat.
b) Jedes Polynom vom Grad n mit n > 1 hat hochstens n Nullstellen.

Betrachten wir komplexe Polynome:

n

f(z):Zajzj, a; € C.

J=0
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e Alle Operationen, wie Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division,
die fiir reelle Polynome definiert sind, werden analog fiir komplexe Poly-
nome definiert.

e Der Grund fiir die Einfiihrung der komplexen Zahlen war das Polynom
2? + 1, welches in R keine Nullstelle hat. Die Gleichung z? + 1 = 0 hat
aber in C die Losungen =+i.

2.2.4. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom vom Gradn >
1 besitzt eine Nullstelle.

2.2.5. Satz. Jedes komplexe Polynom f vom Grad n > 1 besitzt eine Faktorisie-
rung iiber C der Form

k
mit paarweise verschiedenen Nullstellen w; € C der Vielfachkeit [; mit > l; = n.
j=1

Jedes reelle Polynom kann als komplexes Polynom aufgefasst werden, da R C

C.

2.2.6. Lemma. Sei w € C eine Nullstelle eines Polynoms f mit reellen Koeffi-
zienten. Dann ist auch w eine Nullstelle von f.

2.2.7. Satz. Jedes reelle Poynom f(z) = > apx®,n > 1,a, € R, a, # 0, besitzt
i=0
die Faktorisierung iiber R
fl@) = an(z = b)) oo (2 =0,)" (2 + crw + )™ - (2% + egx + dy)*,

mit reellen Nullstellen b; € R der Vielfachkeit l; und quadratischen Polynomen
z? + c;x + d;, die keine reelle Nullstelle haben.

2.2.8. Satz. Die rationalen Nullstellen eines Polynoms
flz) = Zajxj , a; € Z
j=0

findet man unter den Briichen § (a,b € Z) in denen a ein Teiler von ag und b ein
Teiler von a,, 1st.

2.2.4. Das Newton Interpolationsverfahren.

2.2.9. Satz. Zu (n+1) beliebigen Stitzpunkten (x;,v;), 1 = 0,...,n, mit z; # x;
fir i # j, gibt es genau ein Polynom p, vom Grad kleiner gleich n, so dass
pn(ﬂ?z’) =y;,1=0,...,n.
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Man suche das Polynom p,, aus Satz 2.2.9 in der Form
pn(x) = oo+ 041(33 - xo) + 042(:6 — xo)(x — 1’1) 4ot

+ap(r—x0)(x—210) - (T — 1)

Die Bedingung p,(z;) = y;, i =0, ..., n, liefert das Gleichungssystem:

Yo = O

Y1 = ag + ay(z1 — x0)

Yn = o + 1(zp — x0) + -+ ap(zy —x0) -+ - - (T — Tp_1)

Dieses kann schrittweise von oben nach unten mit der Methode der dividierten
Differenzen gelost werden:

Zo | Yo \
/ yO,l \
T1 | W N / Yo,1,2
/ Y1,2 \
. / Yo,1,..n
T2 | Y2 :
/ Yn—2n—1,n
/ ynfl,n
Tn | Yn
Hierbei ist
_ ¥Y1—Y% _ Y2~y
You = 3 "o Y2 = =
_ Y1,2—Y0,1 _ Y2,3—Y1,2
Yo12 = Ty o Y23 = "4 o

Man kann nachrechnen, dass

a; = Yo1,...i;

d.h. die gesuchten Koeffizienten stehen in oberen Schrigzeile.

2.2.5. Rationale Funktionen, Polynomdivision.

Definition. Der Quotient zweier Polynome

_p(@) _ Yipw’
f('x)_q(x)_zgnzzbjxjv an#oabm#ov

heifit rationale Funktion.
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2.2.10. Satz. Jede rationale Funktion % mat Zihlergrad > Nennergrad ldsst
sich darstellen als

p(z) = h(x) + r@)

q(x) q(z)
mit einem Polynom h und einem Restpolynom r wobei entweder r = 0 oder
Gradr < Gradg.

Definition. Seien p,d Polynome. Man nennt d eine Teiler von p, wenn es ein
Polynom pq gibt, so dass p(z) = d(x)po(z).
2.2.11. Lemma. Sei }50 eine rationale Funktion und sei Gradp > Gradq. Se:
ferner
r
]_9 =h+ -,
q q

wober Gradr < Gradq. Dann ist d genau dann ein gemeinsamer Teiler von p
und q, wenn d gemeinsamer Teiler von q und r ist.

Sei f(x) = % eine rationale Funktion, wobei p und ¢ teilerfrei sind. Dann

haben p(x) und ¢(z) keine gemeinsamen Nullstellen und der mazimale Definiti-
onsbereich der rationalen Funktion f ist gegeben durch

D(f) = {z €R : q(x) £0} .
Sei b € R eine [-fache Nullstelle von ¢(x), d.h.

g(z) = (x = b)'qu(x),  mit qu(b) #0.
Dann nennt man b einen [-fachen Pol von f. Die Funktion f verhélt sich wie
b 1
flz) ~ p(b) fiir « nahe b,

T ) (@b
und fiir |z| — +oo wie
apx™(1+ - 4 22

anT™ an p_m
xTr) = ~ —X .
f( bz (1 + - - + bn?gtm) b

2.3. Trigonometrische Funktionen

2.3.1. Definition und einfache Eigenschaften. In Abschnitt 1.3.4 haben
wir die Sinus- und die Cosinusfunktion definiert. Aus der Definition erhélt man
sofort folgende Eigenschaften:

—1 <cosxz <1,
cos(—x) = coszx (gerade Funktion),

cos(x + 2km) = coszw (2m-periodisch),
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—1 <sinx <1,
sin(—z) = —sinx (ungerade Funktion),
sin(z + 2km) = sinzx (2m-periodisch),
cosx =0 & x=+gm, £3m, £37w, ..,
=

sinz =0 r=0,+m, 27, ... .

2.3.2. Das Additionstheorem.
2.3.1. Satz (Additionstheorem). Fiir alle x,y € R gilt:
cos(x +y) = cosx cosy — sinx sin y,

sin(z 4+ y) = sinx cosy + cos z siny.

Bemerkung. Der Spezialfall y = 7, 0zw. y = —7 impliziert:
sin (a: + g) = cos T,
coS (SL’ — %) =sinz,
d.h. wenn man die Sinuskurve nach links um 7 verschiebt, erhélt man die Cosi-

nuskurve.

Bemerkung. In Formelsammlungen gibt es zahlreiche Identitédten, die sich aus
Satz 2.3.1 herleiten lassen. Hier einige Beispiele:

cos(r — y) = cosx cosy + sinz siny,
sin(z — y) = sinxz cosy — cos rsiny,
sinz + siny = 2sin 23 cos ¥,
COST + cosy = 2008%” cos 54,
cos(2z) = cos® x — sin’ x = 2cos® x — 1,
sin 2x = 2sinx cosz,

1+ cosz = 2 cos?

Y

NI o8

1 — cosy = 2sin®

)

Achtung: sin? z := (sin(z))’.

2.3.3. Die Tangens- und Cotangensfunktion.

Definition. Die Tangens- und Cotangensfunktionen sind definiert durch
i
tan g = —— mit v # (2k +1)3,k € Z,
Cos
COs

cot T 1= — mit z # km, k € Z.
sin
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Wir erhalten sofort folgende Eigenschaften:

tan(—x) = —tanzx (ungerade Funktion),
cot(—x) = —cotx (ungerade Funktion),
tan(x +7) = tanx (m-periodisch),
cot(x + ) = cotx (m-periodisch),

tanx + tany

tan(x 4+ y) = fiir ,erlaubte® x,y.

1 —tanztany

2.3.4. Polardarstellung komplexer Zahlen. Die Menge der komplexen
Zahlen ist C = {z = x +iy; x,y € R}. Man kann jede komplexe Zahl z # 0 auch
als ,,Zeiger“ auffassen und deshalb ist z eindeutig bestimmt durch den Winkel ¢
und den Betrag |z|.

e Man nennt ¢ das Argument von z, p =: arg z. Falls —m < ¢ < 7, heisst
@ Haupwert von arg z
e Wir haben zwei Moglichkeiten, eine komplexe Zahl anzugeben:

Z=1x+1y mit x = Rez, y = Im 2,

oder durch Angabe des Betrages r = |z| und des Arguments ¢ = arg z,
siehe Abschnitt 1.3.5. Aber wir wissen, dass x = rcos, y = rsin ¢ und
somit erhalten wir

z =r(cosp +isinp).

Diese Form der Darstellung von z heisst Polardarstellung.
e Die folgende abkiirzende Schreibwiese ist sinnvoll

e :=cosp+ising, ¢€R.
Sie heisst Euler-Formel (Leonhard Euler, 1707-1783).

Definition. Die Arcus-Cosinus-Funktion arccos: [—1,1] — [0,7] ist dadurch

definiert, dass
arc cos(cos ) = ¢ fiir alle ¢ € [0, 7], und
cos(arccost) =t fir alle t € [-1,1] .

Bemerkung. Umrechnungen.

1) Sei z € C, mit z # 0, gegeben in der Form: z = x + iy, z,y € R. Dann

setzen wir
r=vr2 42,

arc cos ¥ falls y > 0,
(p =
— arc cos = falls y < 0.
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Wir erhalten die Polardarstellung z = re.
2) Sei z € C in der Polardarstellung z = re™ gegeben. Dann setzen wir
T =7Tcosp, Yy=rsiny

und erhalten die Darstellung z = = + 1y.

2.3.5. Die de Moivre-Formeln und Anwendungen.

2.3.2. Satz. (Abraham de Moivre, 1667-1754). Fiir alle p,v € R gilt
te) — pip iy ’

e = (ei“")n fir allen € N |

e = eiv = i :
e
Die Multiplikation und Division komplexer Zahlen lésst sich besonders einfach
in der Polardarstellung berechnen. Sei z = |z|e*” und w = |w|e?, dann gilt:

2w = |zljw] )

z = 2l e!P=v) falls w # 0.

w o |wl

2.3.6. Harmonische Schwingungen.

Definition. Eine Funktion f : R — R heifit periodisch mit einer Periode 2I,
wenn

flx+20) = f(x) Vr e R.

Definition. Als Schwingung bezeichnet man einen Vorgang, der durch eine pe-
riodische Funktion eines ,,Zeitparameters® ¢ € R beschrieben wird. Eine durch

s(t) = Acos(wt +a), telR

mit festem A, w, o € R dargestellte Schwingung heisst harmonisch. A heisst Am-
plitude, wt + a d1e Phase, o die Nullphase und w die Kreisfrequenz. Die Periode
betrigt T'= <= und die Frequenz v = 11, = o

Die Uberlagerung s(t) zweier Schwingungen s (t), so(t) ist punktweise defi-
niert, d.h. die Auslenkungen addieren sich

s(t) : = s1(t) + s2(t).

Die Uberlagerung s(t) ist im Allgemeinen nicht mehr periodisch. Ist der Quotient

der Kreisfrequenzen
Wi n V1 15

we my vy Ty
jedoch eine rationale Zahl, so ist die Uberlagerung periodisch, und zwar mit der

Periode T := 2™ = 22 ynd mit der Kreisfrequenz & = 2.
w1 w2 ni n2
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Die Behandlung von harmonischen Schwingungen s(t) vereinfacht sich, wenn
man kompleze Schwingungen z(t) einfiihrt. Sei

s(t) = Acos(wt + «),
dann definiert man

2(t) : = Acos(wt + a) + iAsin(wt + )
— Aei(wt+a)
= ae™".

Hierbei ist a gegeben durch a := Ae und heifit kompleze Amplitude.

2.3.3. Satz. Besitzen zwei harmonische Schwingungen die gleiche Kreisfrequenz,

d.h.
s1(t) = Ajcos(wt + aq),  $a(t) = Ay cos(wt + ),

so ist ihre Uberlagerung (Superposition) s(t) wieder eine harmonische Schwin-
gung, die gegeben ist durch

s(t) := s1(t) + s2(t) = A cos(wt + )
mit A = vVu?+ 12, cosa = 4, sina = 4, wobei
u = Aj cosaq + As cos s, v:= A;sinog + Assin .
Bemerkung. e Es gilt folgende Formel:
sin 214 sin 26

2
g
2

sind +sin26 4+ -+ - +sinnd = -
sin
e Auf Grund der Darstellungen w; = % 4+ 91w2 g y = Witwz  wa—wi

.. 2 2 2
18t sich die Uberlagerung zweier komplexer Schwingungen immer als

Produkt

iwit iwat e §L22l j1tws
ae™t 4+ agse™?" = [ a1e’ 2 + aqse’ 2 e

darstellen. Man sagt dazu modulierte Schwingung mit modulierter Am-
plitude.

e Im Allgemeinen ist eine modulierte Schwingung nicht periodisch. Wenn
das Verhiltnis der Perioden (oder der Frequenzen/Kreisfrequenzen) ra-
tional ist, ist die modulierte Schwingung zwar periodisch, aber im allge-
meinen nicht harmonisch.
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2.4. Zahlenfolgen und Grenzwerte

2.4.1. Folgen. Das Herz der Analysis sind Grenzwerte. Wir fangen unsere
Untersuchungen mit Folgen an und iibertragen die Ergebnisse dann auf Funktio-
nen.

Definition. Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine auf Ny oder N
erklarte Funktion, das heisst jedem n € Nj ist ein a, € R zugeordnet. Man
schreibt

(an)neNo ; (an>n20 ; Qo, G1,0A2, "+

Die Zahlen a,, heissen Glieder der Folge.

Beispiele.

(1) a,=c konstante Folge, ¢, c,c,. ..

(2) ap,=n Folge der natiirlichen Zahlen 1,2,3, ...
(3) a,=ag+nd arithmetische Folge ag,ag + d, ag + 2d, . . .
4) a,=aoq" geometrische Folge ag, agq, aoq>, . . .

(5) a =1, a1 =(n+1a, rekursiv definierte Folge.

Definition. Eine Folge heisst beschrinkt, wenn es Konstanten K, Ky gibt, so
dass

K1 S Qn S KQ fur alle n S No.

Im obigen Beispiel sind die Folgen in (1) und (4) fiir |g| < 1 beschrénkt. Die
Folgen in (2), (3) fiir d # 0, (4) fiir |¢| > 1 und (5) sind unbeschrankt.

2.4.2. Konvergenz und Grenzwert.

Definition. Man sagt, die Folge (a,)n>0 konvergiert gegen den Grenzwert a € R
und schreibt

lim a,=a oder a, — a,
n—oo

wenn es zu jeder beliebig kleinen Schranke € > 0 einen Index ny € Ny gibt, so
dass gilt:

la, —a| <e Yn > nyg,

d.h. alle Glieder ab einem bestimmten Index (dieser hiangt im allgemeinen von &
ab!) liegen in einer e-Umgebung von a. Falls der Grenzwert existiert, heisst die
Folge konvergent, ansonsten divergent. Falls a = 0, heisst die Folge Nullfolge.

2.4.1. Satz. Fir jede konvergente Folge (ay)n>o gilt:

1) Ist lim a, = a und lim a, = b, so gilt a = b.
n—od n—0o0
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2) Die Folge (ay,)n>o ist beschrankt.
Definition. Man sagt, eine Folge (ay,,),>0 divergiert gegen oo ( “konvergiert” gegen
00, in Zeichen

lim a, = oo,
n—o0

wenn fiir alle K € Ny ein ng € N existiert, so dass a,, > K fiir alle n > ny.
Analog definiert man: divergiert gegen -oc.

2.4.2. Lemma. Fiir alle x € R gilt

1) lim 2" =0, falls |z| < 1,
n—oo

2) lim z" = oo, falls x > 1,
n—oo

3) Die Folge (x™),>0 divergiert, falls x < —1.
Beispiel. (geometrische Reihe.) Die Folge (a,)n>0 sei gegeben durch:
a, = 2", r € R.

Fiir die endliche geometrische Reihe gilt:

Sn:zak:1+$+l’2+---+1’n:

k=0

1_zn+1
T, falls = #£ 1,
n+1, falls x = 1.

Es konnen folgende Félle auftreten:

1 $n+1 1
lz] < 1 = lim sn:lim( + ): :
n—00 n—soo \ 1 — & 1—=x 1—=z
z>1 = lim s, = o0,
n— oo
< -1 = s, divergiert.
n [e.e]
Statt lim Y a* schreibt man > z*, d.h.
00 k=0 k=0
. N =, falls ] < 1,
Zxk = lim zF = { oo, falls x > 1,
N—o0
k=0 k=0

unbestimmt, falls z < —1.

Beispiel. Harmonische Reithe. Wir betrachten die Folge (%)n>1' Die zugehorigen
Partialsummen s,, sind

1 1 1
Es gilt:

. 1
7115210 s, =00 oder ZE—OO
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Die Reihe divergiert, aber sehr langsam. Man kann zeigen, dass

22n 2n—1

Z 1 >n+1 aber ! <n
k— ’ E—
k=1 k=1
Definition. Ist (a,),>0 eine Folge und ng < ny < --- eine aufsteigende Indezfol-

ge, dann heisst die Folge ay,, an,, ... Teilfolge der Folge (ay,)n>o0-

Bemerkung. Wenn eine Folge konvergiert, dann konvergiert jede Teilfolge gegen
den gleichen Grenzwert. Umgekehrt gibt es Folgen, die nicht konvergieren, aber
konvergente Teilfolgen besitzen. Z.B. konvergiert (a,)nen mit a,, = (—1)" nicht,
aber die Teilfolgen (ag,)neny und (agn11)nen konvergieren gegen 1 bzw. —1.

2.5. Rechenregeln fiir Grenzwerte und Konvergenzkriterien

2.5.1. Rechenregeln. Seien (ay,)n>0, (bn)n>0 Folgen.

2.5.1. Satz. Sind (an)n>0, (bn)n>0 konvergente Zahlenfolgen mit a,, — a und
b, — b, dann gilt:

a) lim (a, £b,) =a=+b,
n—oo
b) lim (a,b,) =a-b,

n—oo
c) ist a # 0, dann gibt es ein ny € N mit a, # 0 fir alle n > ny und fir
die Folgen (an)nsnys (bn)nsn, gilt: lim = =21 lim & =2

n—yoo n n—yoo n a’
d) lim |an| = |a,
n—oo
e) lim /a, =+/a, falls alle a, > 0.
n—oo

2.5.2. Grenzwertbestimmung durch Abschitzungen.

2.5.2. Satz. Lassen sich fiir alle n > ny die Glieder der Folge (ay,)n>o abschdtzen
durch b, < a, < ¢, mit lim b, = lim ¢, = ¢, dann gilt lim a, = c.

n—00 n—00 n—r00
2.5.3. Satz. Seien (an)n>0, (bn)n>o konvergente Folgen mit a, < b, fir alle

n > ny. Dann gilt: lim a, < lim b,.
n—0o0 n—0o0

2.5.3. Monotone Folgen. Wir definieren Monotonitét fiir Folgen wie in
Abschnitt 2.1.2 fiir Funktionen.

Definition. Eine Folge heifit monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn
fiir alle n > 0 gilt a,1 > a, (bzw. ayp1 < ay).

2.5.4. Satz. Jede monoton wachsende oder fallende, beschrinkte Folge ist kon-
vergent.
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Beispiel. Wir betrachten die Folge (a,,)n>0, wobei a,, := > % Diese Folge ist
k=0
monoton wachsend und beschrankt. Also konvergiert sie und man definiert die

Fulersche Zahl e durch

B:Z;H:r}g&(;ﬂ) =2,718...

Die Folge (a,)n>0 konvergiert sehr schnell. Man kann zeigen, dass die Eulersche
Zahl e auch der Grenzwert der Folge (b,),>1 mit b, := (1 + %)n ist, d.h.

1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n

Die Folge (b,)n>1 konvergiert sehr langsam.

Zum Beweis der Monotonitdt bendtigen wir die Bernoullische Ungleichung:
Fiir alle s > —1 und alle n € Ny gilt

(I+s)">14ns.

Sie lasst sich durch Induktion iiber n beweisen.

2.5.4. Die Exponentialfunktion. Die Fxponentialfunktion e : © + e® ist
fiir alle z € R definiert durch

exp(z) = e” := lim (1 - f) :

n— o0 n
2.6. Funktionengrenzwerte, Stetigkeit

Seien I C R ein Intervall, a € JU{—00,00} und f : I'\{a} — R eine Funktion.
Uns interessiert das Verhalten von f, wenn z sich a néhert, wobei x # a.

2.6.1. Grenzwerte.
Definition. Die Funktion f hat fiir z gegen a den rechtsseitigen Grenzwert (bzw.
linksseitigen Grenzwert) ¢, in Zeichen lim f(z) =c (bzw. lim f(x)=c), wenn
Tr—a Tr—a—

fur jede Folge (z,)n>0 aus I mit x, — a und a < z, fiir alle n (bzw. z,, — a und

z, < a fiir alle n) die Folge (f(z,)), 5, den Grenzwert c hat. f hat fiir z gegen a

den Grenzwert ¢, in Zeichen lim f(z) = ¢, wenn gilt lim, f(z) = lim f(x)=rc.
T—a T—a T—a~

2.6.1. Satz. Aus lim f(x) = ¢, lim g(z) =d, mit c,d € R folgt:
T—a

a) lim[f(z) £ g(x)] = c % d,
b) lim f(x) - g(x) = c-d,

Tr—a
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¢) lim L& — ¢ falls d # 0.

z—a 9(T) d’

Dies gilt auch fiir a = +00 und einseitige Grenzwerte, v — a™,x — a~, aber nur
fiir endliche Grenzwerte c,d.

2.6.2. Satz. Wenn g(z) < f(x) < h(x) fir alle x in der Nihe von a gilt (bzw.
fir alle hinreichend groflen x) und wenn g(x) — ¢, h(x) — ¢ fir x — a (bzw.
x — 00), dann gilt auch im f(z) = ¢ (bzw. lim f(x) =c).

T—a T—00

Beispiel. Es gelten:

i SR 7
x—0 €x
—1
lim T2 .
x—0 €T
2.6.2. Asymptoten.
(1) Man nennt die Gerade = = a eine vertikale Asymptote der Kurve

y = f(z), wenn beim Grenziibergang x — a™ oder x — a~ die Funkti-
onswerte f(z) gegen oo oder —oo streben.

(2) Die Gerade y = ¢ heifit horizontale Asymptote der Kurve y = f(x), wenn
zlggo f(z) = c oder xgmoo f(z) = c gilt.

(3) Als schrige Asymptote der Kurve y = f(z) bezeichnet man die Gerade
y = pr+q, falls p # 0 und f(z) — (pxr +q) — 0 fir x+ — oo oder
r — —00.

2.6.3. Stetigkeit.

Definition. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Die Funktion
f heiBt im Punkt xy € I stetig, wenn lim f(z) = f(zo). Falls 2 ein Randpunkt
T—T0
des Intervalls ist, so ist der Grenzwert nur einseitig zu verstehen. Die Funktion f

heifit auf I stetig, wenn sie in jedem Punkt zy € I stetig ist.
2.6.3. Satz.

a) Sind f und g auf einem Intervall I C R stetig, so gilt das auch fir f+g
und f - g. Ferner ist g stetig in allen x € I mit g(x) # 0.

b) Sind f : I — R, g: D — R stetig mit g(D) C I, dann ist auch die
Komposition h : D — R, h= fogqg auf D stetig.

2.6.4. Folgerung. a) Jedes Polynom p(x) = > a;x" ist auf ganz R stetig.
i=0
b) Seien p,q Polynome, die teilerfremd sind. Dann ist die rationale Funk-

tion f(x) = % stetig in allen Punkten x € R mit q(z) # 0.
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2.6.5. Satz. Fiir jede auf einem abgeschlossenen beschrdnkten Intervall
la, b] stetige Funktion gilt:

a) Schrankensatz: Es gibt eine Schranke K mit |f(z)| < K fir alle x €
[a, b].
(Man sagt: f ist auf [a,b] beschrinkt.)

b) Satz vom Maximum und Minimum: FEs gibt Werte xg, 21 € [a, b),
so dass f(xo) < f(x) < f(xy) fiir alle x € [a,b].
(Man sagt: f nimmt auf |a,b] sein Minimum und sein Mazimum an.)

¢) Zwischenwertsatz: Zu jeder Zahl ¢ zwischen dem Minimum f(xq) und
dem Mazimum f(x1) gibt es wenigstens ein T € [a,b] mit f(Z) = c.
(Man sagt: f nimmt jeden Wert zwischen seinem Minimum und Mazi-
mum an.)

d) Die gleichmifBlige Stetigkeit: Zu jeder beliebig kleinen Zahl ¢ > 0
gibt es ein 0 > 0, so dass zwei Funktionswerte sich um hdéchstens e
unterscheiden, sobald die Argumente weniger als § voneinander entfernt

sind, d.h.
Ve>0 30>0:( [z—2[<d= |f(x)— fa)|<e).

2.6.6. Folgerung. Ist f : [a,b] — R stetig und haben f(a) und f(b) verschiedene
Vorzeichen, dann gibt es wenigstens eine Nullstelle z € (a,b) von f, d.h. f(z) = 0.

Bemerkung. Bisektion Sei f : [a,b] — R eine Funktion so, dass f(b) - f(a) < 0.
Dann existiert nach Korollar 2.6.6 eine Nullstelle in [a, b]. Diese kann man durch
sukzessives Halbieren des Intervalls genauer bestimmen. Im Falle f (%’) -f(b) <
0 liegt die Nullstelle im Intervall [“TH’, b], sonst in [a, “T*b] Dieses Verfahren kann
beliebig oft wiederholt werden und somit kann die Nullstelle beliebig genau be-
stimmt werden.



KAPITEL 3

Differentation

Die Differentialrechnung ist eines der wichtigsten Hilfsmittel in der Mathe-
matik selbst und in der mathematischen Behandlung von Problemen aus Wissen-
schaft und Technik. Insbesondere wird sie in diesem Kapitel zur Kurvendiskussion
und zur Extremwertbestimmung benutzt.

3.1. Die Ableitung

3.1.1. Definition der Ableitung. Die Funktion f sei auf dem Intervall
I C R definiert und es sei xg € I. Man sagt, f ist in xq differenzierbar, wenn der
Grenzwert

(3.1.1) lim f(zo+h) — f(xo) — lim fz) — f(xo)

h—0 h T—To T — To

existiert und endlich ist. Dieser Grenzwert wird mit f’(zg) bezeichnet. Man nennt

Af(z)  flzo+h)— f(zo)

Ax h
den Differenzenquotienten. Andere Bezeichnungen:
df(z) d
/ - x> 7 —
fllo)=——==—1Ff.

Falls f in jedem Punkt xo € I differenzierbar ist, sagt man dass f auf I differen-
zierbar ist. Die so definierte Funktion f': I — R : z +— f(z) heisst Ableitung
von f.

Beispiele.
fz) | f'(=)
c 0
(3.1.2) ar+b| a
2" | na" ! firneN
T - fir x >0
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Geometrische Interpretation. Sei y = f(x) eine gegebene Funktion. Wir be-
trachten den Graphen

Gpi={(oy) €R? |z e Ly = fla)}
wie in Abschnitt 1.3.1. Dann ist
A _
= By fla) = fao)
Ax T — To

der Anstieg der Sekante durch die Punkte (xq, f(z0)), (z, f(z)). Der Grenzwert
fir x — x ist der Anstieg der Tangente an y = f(z) im Punkt (zo, f(x¢)), d.h.
die Tangente des Graphen y = f(x) hat im Punkt (z¢, f(z¢)) die Formel

(*) y = f'(x0) (x — 20) + f(20).

Analytische Interpretation. Sei y = f(x) eine gegebene Funktion. Wir suchen
die , beste* lineare Approximation von f in der Ndhe von zy, d.h. eine lineare
Funktion g(x), so dass

(1) lim M =0,

T—T0 T — X

d.h. der Fehler f(z) — g(x) strebt schneller gegen Null als x — zy. Die Funktion g
ist linear und somit gegeben durch g(x) = m(z — xo) + f(x). Aus (T) erhalten
wir m = f'(zo), d.h. die Tangente (x) ist die "beste” lineare Approximation von

f(z) nahe (zo, f(xq)).

3.1.3. Satz. Jede in xy € I differenzierbare Funktion f : I — R ist in x¢ auch
stetug.

WARNUNG: Stetigkeit von f ist nicht hinreichend fiir Differenzierbarkeit!

3.1.2. Differentiationsregeln.

3.1.4. Satz. Sind Funktionen f,g : I — R im Punkt x € I differenzierbar, so

qgilt:

@ (F+9) @) =@+,

(b) (f-9)(2) = f'(2) - gx) + f(z) - g'() ,

@ (1) @ P I ) 20,
(@ () @=-%2, falls g() £ 0.
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n
Fiir Polynome p(x) = > a; z; gilt:
i=0

n

p(z) = Z ia; vt

i=1
Wir haben folgenden Spezialfall von Satz 3.1.4 (d):

a
dx

1 _
< )— n:—na:_”_l fiir alle n € Nund alle z # 0 .

on ) gntl

3.1.5. Satz. Die Sinus- und die Cosinusfunktionen sind auf R differenzierbar
und es gilt:

a sifx = cosx,
(a)
(b) cos'x = —sinz
1
(c) tan’ x = i falls v # (k+ %) 7, k € Z, und
x

(d) cot' v = ————, falls x # kr, k € Z.

sin? z

Mit Hilfe der Eulerschen Formel aus Abschnitt 2.3.4 und Satz 3.1.5 kann man
zeigen, dass

i et = jw et teR.
dt

3.1.7. Satz (Kettenregel). Die Komposition x +— (f o g)(z) = f(g(x)) zweier
differenzierbarer Funktionen ist differenzierbar und es gilt

(fog)'(x) = f(9(x)) - d(x).

(3.1.6)

3.1.3. Hohere Ableitungen. Die Ableitung der Ableitung von f bezeich-

. . .. . d2
nen wir, falls sie existiert, mit f” oder %

fO() = f(x)
fO(x) = f'(x)

(n) n+1
() df dw(:c) _d da;)l(x) ‘

. Allgemein definieren wir

Hierbei heisst f™(z) die n-te Ableitung von f und f heisst n-mal differenzierbar
wenn die n-te Ableitung existiert.
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3.2. Anwendungen der Differentiation

3.2.1. Maxima und Minima.

Definition. Man sagt, eine auf D C R erkldrte Funktion f hat in @ € D ein
globales Mazimum, wenn f(z) < f(a) fir alle z € D gilt. Die Zahl b € D heif}t
lokales Maximum von f, wenn es eine e-Umgebung (b—e, b+¢) von b gibt, so dass
f(z) < f(b) fir alle x € DN (b—e, b+¢). Analog definiert man globales Minimum,
lokales Minimum. Jedes Minimum und jedes Maximum heiflt Extremum.

3.2.1. Satz. Ist f in einem offenen Intervall I differenzierbar, so gilt:

xg € I ist lokales Extremum =  f'(xq) = 0.

Aus Satz 2.2 folgt, dass

(1) Randpunkte von D,
(2) Punkte, an denen f nicht differenzierbar ist, und
(3) stationdre Punkte, d.h. Punkte, an denen f’ = 0 gilt,

Kandidaten fiir Extrema sind. WARNUNG: nicht jeder solche Punkt ist wirklich
ein Extremum.

3.2.2. Der Mittelwertsatz.

3.2.2. Satz (Mittelwertsatz). Ist die Funktion [ auf [a,b] stetig und auf (a,b)
differenzierbar, dann gibt es einen Punkt £ € (a,b) mit

RIUES (C)

3.2.3. Satz. Fiir eine auf dem Intervall I C R differenzierbare Funktion f gilt:

0 aufI = f ist auf I streng monoton wachsend,
0 aufI = f ist auf I streng monoton fallend,
<= [ ist auf I monoton wachsend,

0 auf I <= f st auf I monoton fallend,

0 auf I <= f ist konstant auf I.

I IANIV AV
o
Q
&
~

8
— — N S

3.2.4. Satz. Fine auf (a,b) differenzierbare Funktion f hat im stationdren Punkt
xo € (a,b) ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum), wenn es ein € > 0
gibt, so dass die Ableitung f'(x) im Intervall (xg — €, xo) positiv und im Intervall
(20, o + €) negativ ist (bzw. in (xg — €, x0) negativ und in (xo, xo + €) positiv).

Definition. Eine Funktion f: I — R heifit stetig differenzierbar, wenn die Ab-
leitung existiert und stetig ist. Sie heifit n-mal stetig differenzierbar, wenn die
n-te Ableitung f existiert und stetig ist.
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3.2.5. Satz. Ist f auf (a,b) zweimal stetig differenzierbar und xo € (a,b) ein
stationdrer Punkt, dann gilt:

a) f"(xg) <0 = f hat in xy ein lokales Maximum,
b) f"(z¢) >0 = f hat in xo ein lokales Minimum.

3.2.3. Wendepunkte.

Definition. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heisst konwvez,
wenn fiir alle 21,2 € [ und alle A € (0,1) gilt:

FAza+ (L= XN z1) < A f(z2) + (1= A) f(z1).
Die Funktion heisst konkav, wenn — f konvex ist.

3.2.6. Satz. Sei f auf etnem Intervall I zweimal differenzierbar, dann gilt:

a) f">0aufl = [ ist konvez,
b) f"<0aufl = [ ist konkav.

Definition. Sei f : D — R eine Funktion. Der Punkt xy € D heisst Wende-

punkt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass f auf dem Intervall (zy — €, x0) konvex
(bzw. konkav) ist und auf dem Intervall (z¢, zo 4 €) konkav (bzw. konvex) ist.

3.2.7. Satz. Sei f: I — R zweimal differenzierbar. Sei ferner xq € I ein Punkt,
so dass f"(xo) = 0 ist und die zweite Ableitung im Punkt xy ihr Vorzeichen
wechselt. Dann ist zy ein Wendepunkt.

Folgerung. Sei f : I — R dreimal stetig differenzierbar. Sei ferner xy € I ein
Punkt, so dass f"(x¢) =0 und f"(x¢) # 0 gilt. Dann ist xo ein Wendepunkt.

3.2.4. Die Regeln von L’Hospital.

3.2.8. Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Sind f, g in [a,b] stetig und in
(a,b) differenzierbar und ist ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b), dann gibt es einen Punkt
xg € (a,b), mit

F) = fla) _ f'(z0)
g(b) —g(a)  g'(xo0)
3.2.9. Satz (Regeln von de 'Hospital). Sind f, g auf (a,b) differenzierbare Funk-

tionen, ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b), mit den Eigenschaften

b
b

a) f(z) = 0,g9(x) — 0 oder f(x) — +o0, g(x) — Loo firxz — b".
b) lim £ = 1 ¢ RU{+oo}, dann gilt:

z—b— g'(@)
TR CO R A C)

= lim ——=.
esb— g(x)  2=b- g'(x)
Entsprechendes gilt fiir v — a* und v — Foo.

Bemerkung. Oftmals muss man die Regeln von L’Hospital mehrmals anwenden,
solange bis man einen berechenbaren Grenzwert erhélt.
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3.2.5. Kurvendiskussion. Um eine Vorstellung von der Gestalt des Gra-
phen y = f(x) zu bekommen fithrt man eine Kurvendiskussion durch. Dazu muss
man

) Maximalen Definitions- und Wertebereich bestimmen,

) Symmetrie, Periodizitét testen,

) Stetigkeit und Differenzierbarkeit priifen,

) Nullstellen und Vorzeichen bestimmen,

) Extremwerte ermitteln,

) Monotoniebereiche ermitteln,

) Wendepunkte suchen,

) Konvexitit, Konkavitédt untersuchen,

) Asymptoten, Grenzwerte bestimmen, |z| — oo, x — , kritische Stellen”,
) Skizze des Graphen anfertigen.

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8
(9
10

(

Dabei ist es manchmal geschickter, die Punkte (5) und (6) in umgekehrter Rei-
henfolge zu behandeln, genau wie (7) und (8).

3.2.6. Nullstellen und Fixpunkte. Oftmals benétigt man die Nullstellen
einer Funktion, vgl. Abschnitt 2.2.3. Jedoch kann man nur selten eine explizi-
te Losung angeben. Deshalb bestimmt man Folgen von Nédherungslosungen der
Gleichung f(z) = 0, d.h. man konstruiert eine Folge (x,,)n>0, so dass f(x,) — 0.
Das Finden von Nullstellen von f ist dquivalent zum Finden von Fixpunkten von
g(x) = x + c f(z) fur ein geeignetes ¢ € R\ {0}. Sei die Funktion f auf [a,b]
definiert, dann heisst * € [a, b] Fizpunkt von f, wenn f(z*) = x*.

3.2.10. Satz. Hat eine auf [a,b] stetig differenzierbare Funktion f folgende Ei-
genschaften

a) a < f(x) <b  fir alle x € [a,b],
b) es gibt eine Konstante K mit |f'(x)| < K <1 fiir alle x € [a, b,

dann gilt:

(1) Es gibt genau ein x* € [a,b] mit f(z*) = z*.
(2) Die Iterationsfolge

(3.2.11) o1 = flxy), n € Ny

mit beliebigen Startwert xo € [a,b] konvergiert gegen den Fixpunkt x*.
(3) Es gilt die Abschditzung:

|z, — ¥ < 2|20 — Tnoi| fiir alle n € N.
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Das Newton-Verfahren. Man sucht die Nullstellen f(x) = 0 einer gegebenen
Funktion mit Hilfe einer Fixpunktiteration fiir die Hilfsfunktion

f(x)
Flx)=2 — ,
W= )
unter der Voraussetzung f'(x) # 0 auf [a, b]. Wir erhalten die Iterationsfolge
anrl = xn - f/<,’]jn), x[) € [0’7 b]

3.2.12. Satz. Sei z* € [a,b] eine Nullstelle der zweimal stetig differenzierba-
ren Funktion f. Falls f'(z*) # 0 ist, gibt es ein kleines Intervall I, welches x*
enthdlt, so dass die oben definierte Iterationsfolge x,, fiir Startwerte xy aus diesem
Intervall I gegen z* konvergiert. Weiterhin gilt

:max{ | (@) |z €1}
min{ | f'(z)| |z €T}’

|Tpy1-2*| < M |z, — 2% fiir

3.3. Umkehrfunktionen

3.3.1. Grundlagen. Umkehrabbildungen zwischen Mengen haben wir schon
in Abschnitt 1.1.4 kennengelernt.

Definition. Sei f : I — R eine Funktion und D C I. Man sagt, f st tiber D
umkehrbar, wenn zu jedem y € f(D) die Gleichung y = f(x) genau eine Losung
x € D hat. Die Umkehrfunktion g : f(D) — D ordnet jedem y die eindeutige
Losung z von y = f(z) zu, d.h.

r=gy) & y=f(v)

Die Umkehrfunktion wird manchmal mit f~! bezeichnet, was es schwierig

macht, sie von f~! = % zu unterscheiden. Es gilt

f umkehrbar iiber D <= f: D — f(D) ist bijektiv
< f: D — Rist injektiv.
Sei g die Umkehrfunktion, dann folgt

fl@)=fl9(y) =y,
g(y) =g(f(x)) == .

3.3.1. Satz. (1) Jede strikt monotone Funktion f : D — R ist umkehrbar.
Jede iiber einem Intervall I stetig differenzierbare Funktion mit f'(x) # 0
fir alle x € I ist iber I umkehrbar.

(2) Ist f dber D umkehrbar mit der Umkehrfunktion g: f(D) — R, dann

liegen die Graphen von f und g symmetrisch zur Geraden y = x.



42 3. DIFFERENTATION

(3) Die Umkehrfunktion g: f(D) — R einer dber einem Intervall I C R
umkehrbaren und differenzierbaren Funktion f ist in allen Punkten x €

f(I) mit f'(g(x)) # 0 differenzierbar und es gilt
1

9 = F@y

3.3.2. Wurzeln und rationale Exponenten. Fiir n € N betrachten wir
die Funktion

f(x) = 2", r e R.

(1) Falls n gerade ist, d.h. n = 2k, ist f nicht auf R umkehrbar, da
2" = (—x)". Aber fiir z € R gilt f/(z) > 0 und somit ist z?* auf R} um-
kehrbar. Die Umkehrfunktion heisst n-te Wurzel, in Zeichen {/- : RS —
Ry, d.h. 2 = {/y genau dann wenn z" = y.

(2) Falls n ungerade ist, d.h. n = 2k + 1, ist f auf ganz R strikt monoton
wachsend, denn f'(z) = (2k + 1) 2?* > 0, fiir x # 0. Damit ist die n-te
Wurzel auf ganz R definiert. Zusammenfassend haben wir:

. . fir alle x > 0 falls n € N gerade, bzw.
y=Vr = y'=ax{_
fiir alle x € R falls n € N ungerade.

Falls z € Rf und a = 2 € Q,m € Z,n € N setzen wir

m 1\m
()"
Aus der Definition ergeben sich sofort die Rechenregeln

ozl = goth,

(wa)ﬁ _ l‘aﬁ’
zy” = (zy)”
und die Formel fiir die Ableitung
d
e (%) = az®™ !, x> 0.

3.3.3. Arcusfunktionen. Wir betrachten jetzt die Umkehrfunktionen der
Winkelfunktionen sin, cos, tan und cot. Dazu miissen wir geeignete Intervalle
finden, auf denen diese Funktionen streng monoton sind.

Die Sinusfunktion ist auf [—7, 7] strikt monoton wachsend, denn sin’(z) =
cosx > 0 falls z € (-7, 7). Die Umkehrfunktion heisst Arcussinus, in Zeichen
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arcsin, und ist definiert durch

arcsin: [-1,1] — [-7, 5],

y=arcsinx <= siny=xundyée [_g,g] )

Fiir die Ableitung gilt:

. 1 .
arcsin' ¥ = ——— fir —1l<z<l1.

VA

Die Cosinusfunktion ist auf [0, 7] strikt monoton fallend. Die Umkehrfunktion
heisst Arcuscosinus, in Zeichen arc cos, und ist definiert durch:

arccos: [—1,1] — [0, 7]

y=arccosx <= cosy=cxundye[0,7].
Aus cos ¢ = sin(§ — ) folgt

™ .
arccosxr = 5 —arcsinzx ,

, 1 ;
arccos £ = ——— fir —1<z<l1

V1— 2?2

Die Tangens- und die Cotangensfunktion sind auf dem Intervall (—%, %) bzw.

(0, 7) streng monoton. Die Umkehrfunktionen heissen Arcustangens und Arcus-
cotangens und sind definiert als

arctan: R — (=7, %),

arctanz =y <= tany=zsundyec (-5, 3);
arccot: R — (0,7) ,
arccotx =y <= coty=azundy € (0,)
Aus cot ¢ = tan(§ — ) folgt

™
arccotxr = 5 —arctanx .

Fiir die Ableitungen ergibt sich fiir x € R :

1

14227
1

1+ 22

arctan’ x =

arccot’' r = —
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3.4. Exponential- und Logarithmusfunktion

3.4.1. Die e-Funktion. Zur Erinnerung: die Exponentialfunktion expz =
e’ wurde in Abschnitt 2.5.4 als Grenzwert definiert.

3.4.1. Satz. Die Exponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:

(1) e=1,¢e">0 fir alle x € R.
(2) Fir alle x € R gilt:

de” . ,
— =€, kurz exp =exp .
dx
Somit ist die Exponentialfunktion insbesondere beliebig oft stetig diffe-

renzierbar.

(3) Jede auf einem Intervall I C R differenzierbare Funktion f, welche
f'(x) = af(x) fir alle v € I erfillt, ist von der Gestalt f(z) = ce®®,
wobei ¢ € R eine Konstante ist.

(4) Es gelten:

"t = e%eY, fiir alle x,y € R,
1

et =—, fir alle x € R .
el’

Wir haben fiir e-Funktion die Potenzschreibweise benutzt. Dies ist noch zu
rechtfertigen. Es ist also zu zeigen dass

exp(x) := nh_)IIOlo (1+%)
die z-te Potenz von

e=exp(l) = lim (1+2)"

n—o0

ist. Dazu benétigen wir
exp(rz) = (exp(x))” Ve e R,reQ.

Da die e-Funktion stetig ist, kénnen wir Potenzen von e nun fiir alle reellen Zahlen
x € R definieren als:

e’ :=exp(x) = nh_)n;o exp(ry) = nh_}rxgo e,

wobei r, = x ,7, € Q.

3.4.2. Exponentielle Prozesse. In vielen Wachstums- und Zerfallsprozes-
sen ist die Wachstums- oder Zerfallsgeschwindigkeit proportional zur Vorhan-
denen Menge der im Prozess beschriebenen Grofle u(t), d.h. w(t) erfiillt eine
Differentialgleichung der Form

W(t) = au(t) mit a€R.
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Also gilt nach Satz 3.4.1 (3), dass
u(t) = ce™, mit c=u(0).

3.4.2. Satz. Die e-Funktion ist strikt monoton wachsend und konvex. Ferner
qgilt:

(1) lim e = o0, lim e"=0,
T—00 T——00

(2) lime—:oo7 lim 2"e* =0, fir allen € N .
r—oo N T——00

3.4.3. Der natiirliche Logarithmus. Die e-Funktion wéchst strikt mono-
ton, also existiert nach Satz 3.3.1 (1) auf (0, 00) eine Umkehrfunktion. Diese heifit
der natiirliche Logarithmus und ist definiert durch:

In: (0,00) — R

y=Inzx —= e’ =x.
Insbesondere gilt:
In(e”) =z, x € R,
en? = g, x> 0.
In e=1,
In 1 =0,

re(0,1) = Inz <0,
r€(loo) = Inzx>0,

lim In z=—o0,
z—07t

lim In 2z = 0.
T—r 00

3.4.3. Satz. Der natiirliche Logarithmus ist strikt konkav und differenzierbar.
Fiirx, y >0 gilt

1
In'z =~
x
In(zy) =Inz+1Iny,

lngzlnx—lny.

Der natiirliche Logarithmus wichst langsamer als jede Wurzelfunktion.

3.4.4. Satz. Fiir alle n € N gilt

. Inz o B
mh_)rgo C/E_O und g}:ngo Yrlnx=0.
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3.4.4. Allgemeine Exponentialfunktionen und Logarithmen. Sei a >
0. In Abschnitt 3.4.1 wurde gezeigt, dass fiir alle r € Q und alle z € R gilt

(€7)" = e'™.
Die Wahl x = Ina liefert also
o — " Ina
Auf Grund der Stetigkeit der e-Funktion definiert man in Analogie zu (4.5)
a® = " e fiir alle x € R,a > 0
Man nennt z — a® die Fxponentialfunktion zur Basis a.

3.4.5. Satz. Fir die Fxponentialfunktion zur Basis a, mit a > 0, gilt fir alle
x,y €ER und b>0

a®a¥ = a*tY,
(ab)® = a" b",
(a%)" = a",

Wir kénnen wir auch Potenzfunktionen von z fiir beliebige av € R definieren.
Fiir alle x > 0 und o € R setzen wir wieder

xa — ea In :)3.
Man berechnet sofort
(0%
dl’ o a—1
—=qax
dx

Fir alle a > 0,a # 1, ist die Funktion ¢ umkehrbar, denn die Gleichung
y = €*m@ hat fiir y > 0 die eindeutige Losung = = E—z Die Umkehrfunktion
heisst Logarithmus zur Basis a und ist definiert durch:

log,: (0,00) — R
y=log,r <= d'=ux.

Es gelten:
log, (zy) = log, () + log,(y),

1
log,(z) = rlna
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3.4.5. Hyperbel- und Flichenfunktionen. Die Hyperbelfunktionen si-
nus hyperbolicus, cosinus hyperbolicus, tangens hyperbolicus und cotangens hy-
perbolicus sind auf R definiert durch

. et —e
sinhz := —
et +e”
coshzx := —5
sinh e¥ —e*
tanh z := =

coshx e*+4e®

coshx e*+e™™®
cothz := — = firx #£0 .
sinh z et —e 2

Aus der Definition 3.4.5 und den Eigenschaften der e-Funktion erhélt man
folgende Rechenregeln, vgl. Abschnitt 2.3:

sinh(—x) = —sinh

cosh(—x) = coshx

x)
sinh(z + y) = sinhx coshy + coshz sinhy ,
+)

cosh(x = cosh z coshy + sinh z sinhy ,

1 = cosh?z — sinh? z .

Fiir die Ableitungen gilt:

sinh’ x = coshz , cosh’ x = sinh x|
1 1
tanh’' x = s—, coth'z = ————.
cosh” x sinh” x

Die Funktion sinh ist auf R strikt monoton wachsend, also existiert eine Um-
kehrfunktion. Diese heisst area sinus hyperbolicus und wird mit ar sinh x bezeich-
net. Die Funktion cosh ist auf R{ strikt monoton wachsend mit Bild [1, 00). Die

Umkehrfunktion heisst area cosinus hyperbolicus und wird mit ar cosh bezeichnet.
Es gilt:

arsinhlen(a:—l— IE2+1), x € R,
arcoshz =In(z + Va2 —1), z>1.

Die Kettenregel liefert

arsinh'z = ——, z€R
I‘Q—f-]_, 5

1
Va2 —1’

arcosh’ z = x> 1.
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Integration

Die Integration ist die Umkehroperation zur Differentation. Es wird also das
Problem behandelt, wie man aus der Kenntnis der Ableitung einer Funktion die
Funktion selbst wiederherstellt. Eine entscheidende Rolle bei der Losung dieser
Aufgabe spielt der Mittelwertsatz. Es wird sich zeigen, dass das Integral das
geeignete Mittel zur Berechnung von Fldchen- und Rauminhalten ist.

4.1. Das bestimmte Integral

Motivation: Seia =z < 71 < -+ < x,_1 < x, = b eine Zerlegung von
[a, b], dann existieren nach dem Mittelwertsatz 3.2.2 Zahlen &; € (z;_1, x;) mit
f(@i) = f(@ima) = f1(&) (w0 — 31).
Demzufolge gilt:

(*) f(b) = fla) = Z f1(&) (@i = wia).

Wenn die Zerlegung fein genug und f stetig ist, kann man §; durch einen be-
liebigen Punkt in Intervall [z;_1, x;] ersetzen und erhélt eine gute Approximation
von f(b) — f(a), d.h. die rechte Seite von (*) ist eine gute Approximation des
Integrals von f(x).

4.1.1. Die Definition des bestimmten Integrals. Sei f eine auf dem
Intervall [a,b] definierte, beschrankte Funktion, die an hochstens endlich vielen
Stellen nicht stetig ist. Solche Funktionen nennt man stiickweise stetig. Sei durch

Aa=2g< T < < Ty <Tp=02>

eine Zerleqgung von [a,b] in n Teilintervalle [z;_1,x;] gegeben und seien & €
[z;_1, x;] beliebige Zwischenpunkte. Dann heisst

VANES Z (&) (v —wi)

die zugehorige Riemannsche Summe von f. Der Grenzwert der Folge (Z,)n>1
existiert (mit neuer Auswahl der Punkte xy, ..., z, fiir jedes n), sofern die maxi-
male Linge der Teilintervalle [x; 1, 2;] mit n — oo gegen Null strebt. Weiterhin

49
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ist der Grenzwert unabhingig von der gewéhlten Zerlegung des Intervalls [a, b]
und der Zwischenpunkte ;. Der Grenzwert der Folge (Z,,),,>1 heisst das bestimmte

Integral von f iiber [a,b] und wird mit f; f(z) dx bezeichnet, d.h.

[ f@ydei= lim 3" F (€ (@i - i)

Um Fallunterscheidungen zu vermeiden setzen wir

/a f@)dz =0,
/af(x)da: ::—/bf(x)d:c, b>a.

4.1.2. Geometrische Interpretation. Die Riemannsche Summe einer po-
sitiven Funktion f ist eine Summe von Rechteckflichen, die die Flidche I unter
dem Graph von f immer genauer approximiert. Also gilt

b
I = / f(z)du.
Genau genommen wird erst durch das Integral der Flacheninhalt definiert.

4.1.3. Elementare Integrationsregeln und der Mittelwertsatz.

4.1.1. Satz. Seien f, g stiickweise stetige Funktion auf einem Intervall I, seien a,
b,cel und a, f € R. Es gelten:

(a) /ab (af (@) + By(x)) dz = /bf(a?) dx + 8 /bg(iv) dr
(b) /bf(fv)dl’z /Cf(x)d$+ /bf(l’)dl‘,

(©) f(z) < glx) = / f() dz < / g(x) dz

4.1.2. Satz. Sei [ auf [a,b] stickweise stetig.
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a) Aus m < f(x) < M fir alle x € [a,b] folgt
b

m(b—a) < /f(x)dx < M((b—a).

a

b) Es gilt die Ungleichung

\/?fxa»<tx]zs j;|f(w)!dx-

4.1.3. Satz. (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f auf |a,b] stetig und g
auf a, b] nichtnegativ und stiickweise stetig. Dann gibt es ein & € |a,b] mit

b

jf@mwwx:f@p/mwm.

a

Der Spezialfall g(z) = 1 zeigt, dass es ein £ € [a, b] gibt, so dass

b
/f@ﬂxzﬂ@w—@.

4.1.4. Differentiation und Integration.

Definition. Man nennt eine auf dem Intervall I differenzierbare Funktion F' eine
Stammfunktion von f, wenn F'(x) = f(x) fiir alle z € I gilt.

4.1.4. Satz (Haupsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist f eine auf
dem Intervall I stetige Funktion, dann gilt:

a) Die durch
F,(x):= /f(t)dt a,v €l
definierte Funktion ist eine Stammfunktion von f, d.h.
* ]ﬂﬂﬁ = f(x)
dx B '

b) Jede andere Stammfunktion F von f hat die Form F(x) = F,(z)+ ¢ fir
ein c € R.
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c) Mit einer beliebigen Stammfunktion F von f gilt:

/f(x)dx: F(z) |Z = F(b) — F(a).

Berechung des bestimmten Integrals:

(1) Finde eine Stammfunktion F' von f, d.h. F' = f.
(2) [} f(x)dv = F(b) - F(a)

Definition. Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit [ f dz bezeichnet
und heisst unbestimmtes Integral von f.

e Nach Satz 4.1.4 a) gilt

haben wir

/f(x)d:z::F+c,

wobei ¢ € R eine Konstante ist und F' eine feste Stammfunktion von f. Somit

/f(x)da::F—l—c & F=f

Aus den Differentationsformeln folgen somit folgende Integrationsformeln:

F(z) f(z) = F'(x) | Bemerkungen
— ! " neZ\{-1}, x#0fallsn<0
—5 ot z° aceR\{-1}, x>0
In |z| ! r#0
—Cos x sinx
sin x CcoS T
tan — v#(k+3)m kel
cot Sigglx x# km k€l
arcsin 11_962 lz] <1
arctan x ﬁ
ieaz PLEs a 7& 0
cosh z sinh x
sinh x cosh z
artanhz = £ In 12 —, lz| <1
arsinhz = In(z + /1 + 22) 11962
arcoshz = In(z + V22 — 1) zéq x>1
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4.2. Integrationsregeln

4.2.1. Linearitat. Aus F' = f,G’' = g folgt af + bg = aF’" 4+ bG'. Somit gilt
fiir das unbestimmte Integral

/(af(x) + bg(x)) dz = a/f(x) dz +b /g(:L’) dz.

4.2.2. Partielle Integration. Die Produktregel (Satz 3.1.4 (b)) liefert, dass
uv eine Stammfunktion von u'v 4+ uv’ ist.

4.2.1. Satz (Partielle Integration). Seien u, v: I — R differenzierbar, dann gilt

/ o (2)o(z) dz = uv — / u(z)v'(z) dz .

Fiir das bestimmte Integral erhalten wir

g /b (@) o' (z) da

Beispiel. Aus Satz 4.2.1 folgt mit v’ =1

/v(m) de =z v — /xv’(m) dz,

1
/lnxdx:xlnx—/x—dx:x(lnx—l)—l—c.

T

insbesondere also:

Beispiel. Fiir Integrale der Form

b b

Sy, 1= /(sin x)" dx Cy, = / (cos z)" dx
b b

A, = /x"sinmdx B, ::/xncos rdx
b b

E, = /1:” e’ dx L, := /(ln )" dx

kann man durch wiederholtes Anwenden von partieller Integration eine Rekursi-
onsformel herleiten.
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4.2.3. Substitutionsmethode. Aus der Kettenregel (Satz 3.1.7) folgt

4.2.2. Satz. FEs sei f: I — R stetig mit Stammfunktion F und g: I — R diffe-
renzierbar, dann gilt

/&@@»yqu:F@u»+a

und fiir das bestimmte Integral

g(b)

b
/ﬂmmmmmsz@@myz/fMﬁ
a g(a)

Es gibt zwei Moglichkeiten, Satz 4.2.2 anzuwenden.

(1) Berechnung von [ f(g(z)) ¢'(x) dz.
e Substitution g(z) =t, ¢'(z) dx = dt,
e Berechnung von [ f(¢)dt = F(t) +c,
e Resubstitution ¢ = g(x) liefert [ f(g(x)) ¢'(z) dx = F(g(x)) + c.
(2) Berechnung von [ f(z)dx
e Substitution x = ¢(t), dv = ¢'(t) dt fir eine geeignete umkehrbare
Funktion g mit Umkehrfunktion h,
e Berechnung von [ f(g(t)) ¢'(t)dt = H(t) + ¢,
e Resubstitution ¢ = h(x) liefert [ f(z)dx = H(h(x)) + c.

Beispiel. Man nennt - In(f(z)) = f%(:c) die logarithmische Ableitung der Funk-

tion f. Es gilt
P&
5 e =i

Speziell

/
/tanxd:z::—/cos xda::—ln(cosx).

COS ™

Beispiel. Sei f: I — J C R eine umkehrbare Funktion mit Umkehrfunkti-
ong: J — I, und sei F eine Stammfunktion von f. Mit der Substitution x = f(¢)
und dx = f'(t) dt erhdlt man

[otwran= [er@ya=eso) - [ sy =g~ Figla)

Beispiel. Fiir k£ € Z\ {0} und ¢ € R gilt

2 1 -
/ sin(kx + ¢) dr = 7 cos(kx + 90)}3
0
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Somit erhélt man fiir ¢ = 0 bzw. ¢ = —7 die Formeln
27

/sin(k‘x) dx =0,

0
21

/ cos(kz) dz = 0.

0
falls k € Z — {0}. Mit Hilfe des Additions-Theorems 2.3.1 erhalten wir
1

sinmx sin nx = 5 (cos(m —n)x — cos(m +n)zx),
1
sin maz cos nx = 3 (sin(m +n)x + sin(m —n)z),
1
COS T COS NT = o (cos(m +n)x + cos(m —n)x).

Und somit folgende Orthogonalititsbeziehungen

;

2m m, fallsm=n#0,
/sinmx sinnrdr = ¢ —m, fallsm=-n=#0,
0 \ 0, sonst,

2n (27, fallsm=n=0,
/cosmx cosnrdr =4 w, fallsm=4n#0,
0 \ 0, sonst, und

2

/COS’ITLCC sinnrdr =0.

0

4.2.4. Substitution fiir bestimmte Integrale. Bei der Berechnung von
bestimmten Integralen muss fiir die Giiltigkeit der Formel

b g(b)
/ flotaNg e = [ sy

g(a

iiberpriift werden ob:

a) f: 1 — R stetig und beschrinkt ist, wobei I ein abgeschlossenes Intervall
ist und
b) g : [a,b] — I stetig differenzierbar ist.
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4.2.5. Symmetrien. Integrale lassen sich oft leichter berechnen, wenn man

Symmetrien des Integranden und des Integrationsbereiches ausnutzt. Fiir eine
gerade Funktion, d.h. f(—x) = f(x) gilt

/af(x) dr =2 /af(x) dz

und fiir eine ungerade Funktion, d.h. f(—xz) = —f(x), gilt

]f@mx:o

4.3. Integration rationaler Funktionen

4.3.1. Partialbruchzerlegung. Eine Partialbruchzerlegung einer rationa-
len Funktion besteht aus folgenden Schritten:

(1) Polynomdivision
f(z) = h(x)+ s mit Gradr < Gradgq,

vergleiche Satz 2.2.10. In den folgenden Schritten betrachten wir daher
nur rationale Funktionen f = ; mit Gradp < Grad q.

(2) Faktorisieren von ¢(z) wie in Satz 2.2.7, also

g(x) = c(z =) - (x = 0,)" qu(a)" - gy ()"
mit paarweise verschiedenen reellen Nullstellen b; der Veilfachheit £; und
verschiedenen quadratischen Polynomen g¢;, die keine reellen Nullstellen
besitzen.
(3) Es gelte Gradp < Grad ¢ wie in (1), und ¢ sei wie in (2) faktorisiert. Wir
machen den Ansatz

P(»’U) . A1,1 Al,kl Ar,kr
o) T—h ez T LT
Bl,ll’ -+ 01,1 o BLhZC + C17l1 n o Bs,lsx + CS,ls
q() q1(x)h gs ()b

mit A; ;, B;;, C;; € R. Die einzelnen Summanden heissen Partialbriiche.
(4) Um die Koeffizienten A, ;, B; ;, C; ; zu bestimmen, multipliziert man die
Gleichung in (3) auf beiden Seiten mit dem Nenner ¢(z) und erhilt eine
Gleichung von Polynomen in z vom Grad Grad ¢ — 1. Anschlielend kann
man entweder
e Grad g verschiedene spezielle Werte fiir x einsetzen, z.B. x = by, ...
b, oder x =0, 1, ..., oder
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e Beide Seiten ausmultiplizieren und die Koeffizienten vor 20, ...,

G241 auf beiden Seiten vergleichen, siche Satz 2.2.1.
In beiden Féllen erhélt man lineare Gleichungssysteme in den Unbe-
kannten A, ;, B;;, C; ;. Ein Losungsverfahren dafiir lernen wir in Ab-
schnitt 6.1.

4.3.2. Integration der Partialbriiche. Die dabei auftretenden Integrale
berechnen sich wie folgt:

dx
(1) /mia—ln|x:|:a|+c,

2) /(xixa)k:kil(mia)l_k—i-c, kez\ {1},

und falls 4¢ — p? > 0, gilt

(3) / dx 2 ; 2z +p n
= arctan ——— + ¢,
2+pr+q L\ Jdq— p? \/4q — p?
ar +b a ap dx
4 ———dz = — In(2? (b——)/—,
(4) /1;2—|—p$—|—q ‘ 2n(m Frrta)t 2 2+ pr+q

und fir k£ > 1 benutzen wir
(5) / dx B 20 +p
(22 +pr+qF  (k—1)(4g — p*)(2? + px + q)F*

2(2k —3) / dx

(k=1)(4g—p*) J (®+pr+qF '’

(6) / ar +b dr — — a
(22 +pr+q)F "~ 2k —1)(22 +px + g)k?

+<b_%>/(x2+iz+q>’f'

Gleichung (5) ist gegebenenfalls mehrfach rekursiv anzuwenden.

4.3.3. Integration von R(e®"). Sei R eine rationale Funktion, dann kann

man das Integral
/ R(e*)dx

durch die Substitution ¢ = e**, dx = édt auf das Integral

/ R(t)édt
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zuriickfithren und somit berechnen, denn % ist wiederum eine rationale Funk-
tion. Rationale Ausdriicke in Hyperbelfunktionen lassen sich als rationale Aus-
driicke in e” umschreiben und genauso behandeln.

L/ ax+b
cx+g

4.3.4. Integration von R (x, ) Sei R(z,y) ein rationaler Ausdruck

in x und y, d.h. R(x,y) entsteht aus z,y und Konstanten allein durch die vier
Grundrechenarten. Seien a, b, ¢, d € R mit ag — bc # 0. Ein Integral vom Typ

/R (3:, {/ ax—i—b) dx
cx+g
wird mit der Substitution
b th —b th=t
b= T, 2= e = k(ag — beO)—— dt
cx + g a— ctk (a — ctF)?

in ein Integral einer rationalen Funktion {iberfiihrt.

4.3.5. Integration von R(sinx,cosx). Sei R(z,y) ein rationaler Ausdruck.
Durch die Substitution

2
xr = 2arctant, de = ——=dt
1+ ¢
und somit
11—t , 2t
CcoOsST = —— sinex = ——
1+ 12’ 1+¢2

iiberfithrt man das Integral [ R(sinz,cosx)dz in ein Integral iiber eine rationale
Funktion in .

4.3.6. Integration von R(z,vax?+ bz +c¢). Seien a, b, c € R mit a # 0
und 4ac — b? # 0; falls a < 0 gelte 4ac — b? < 0. Durch die Substitution

dac — b? dac — b2
oo Va0 b gy = Vldac—t?|

2a 2a 2a
geht das Integral

/R(:z:, Vax? + bx + ¢) dz

in ein Integral von einem der folgenden Typen {iber.

o [ R(u,vu?+ 1)dz. Substituiere v = sinh ¢ und fahre fort wie in 4.3.3.
e [ R(u,vu?— 1)dz. Substituiere u = cosht und fahre fort wie in 4.3.3.
e [ R(u,v/1—u?)dx. Substituiere u = sint und fahre fort wie in 4.3.5.
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4.4. Uneigentliche Integrale

Wir wollen den Integralbegriff erweitern auf unbeschrénkte Integrationsinter-
valle [a,b) und unbeschriankte Funktionen.

4.4.1. Definition der uneigentlichen Integrale. Sei b € R U {c0}. Die
Funktion f sei auf dem Intervall [a,b) definiert und auf jedem abgeschlossenen
Teilintervall [a, c] fiir ¢ € (a,b) stiickweise stetig. Falls der Grenzwert

lim / f(x)dx
c—b~ J,
existiert, wird das uneigentliche Integral f; f(z) dx definiert durch

/ab f(z)dx := Clig{ /acf(:c) dx.

In diesem Fall sagt man, dass das uneigentliche Integral konvergiert. Anderenfalls
sagt man, dass es divergiert.

Analog definiert man in der entsprechenden Situation fiir ein rechts halboffe-
nes Intervall (a, b]

/abf(x) dz == lim /abf(x) da.

c—at

Beispiel. Fiir a € R gilt

/C N {logc falls o = —1, und
r%dr = oty
1

e sonst.

Also gilt
o] 1
/ 20 — {_a_+1 falls o < —1, und
1

divergiert sonst.

Genauso sieht man

1 1
/ Oy — {a_ﬂ falls « > —1, und
0

divergiert sonst.

4.4.2. Ein Konvergenz-Test.

4.4.1. Satz. Sind a, b € (0,00), ist f auf [a,00) und g auf (0,b] stickweise stetig
und sind o und K € R, dann gilt:

(1) Falls « < =1 und |f(z)| < Kz% fir alle x € |a,00), konvergiert das

Integral
| rayas,
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(2) Falls o > —1 und |f(z)] < Kx* fir alle x € (0,b], konvergiert das

Integral
b
/ f(z)dx .
0

4.4.3. Integrale mit mehreren Ausnahmestellen. Sei k > 1, seien a =
ap < a; < -+ < a, = b gegeben, und sei f: (a,b) \ {a1,...,a,_1} — R auf je-
dem abgeschlossenen Teilintervall [c, d] des Definitionsbereiches stiickweise stetig
und beschrankt. Seien a9 < ¢; < a1 < -++ < ¢, < a, Zwischenstellen. Dann
konvergiert das uneigentliche Integral

/a ' fla)da = Z " ) de + Z / F(a) de

ai—1

falls jedes einzelne Integral auf der rechten Seite konvergiert, ansonsten divergiert
es.

4.4.4. Der Cauchy-Hauptwert. Sei f: [a,b] \ {c} = R gegeben. Es kann
passieren, dass die beiden uneigentlichen Integrale

/acf(:v) gz und /be(:c) iz

divergieren, aber dass der Grenzwert

CHW / ' ) de = Tim ( / " fa) e+ j f(x) da:)

e—0t

existiert. Er heif3t der Cauchysche Hauptwert des uneigentlichen Integrals.

4.5. Langen, Flichen und Volumina

In diesem Abschnitt interessieren wir uns fiir die Geometrie von Kurven in
der Ebene, und von (Rotations-) Kérpern im Raum R3.

4.5.1. Parameterdarstellungen von Kurven. Unter einer Parameterdar-
stellung einer Kurve versteht man eine differenzierbare Abbildung

7 [a,b) — R*  mit  t (;g;)

eines Intervalls I = [a,b] in die Ebene, dargestellt in kartesischen Koordinaten.
Man nennt ¢ den Parameter und [a, b] das Parameterintervall.

Die obigeDarstellung ist dquivalent zu den Gleichungen

r=ux(t),y=y(t), telal].
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Jede Kurve besitzt unendlich viele Paramterdarstellungen: Sei 7: I — R? eine
Kurve und sei f: J — [ eine differenzierbare und differenzierbar umkehrbare
Funktion, dann ist

F=Fof:J R mit ()= <fc(f(t))>

eine andere Parameterdarstellung derselben Kurve. Man nennt v eine Umpara-
metrisierung von ¥ und f eine Parametertransformation. Als Kurve K bezeichnet
man die Menge aller Umparametrisierungen einer gegebenen Parameterdarstel-
lung.

Beispielsweise haben alle Parameterdarstellungen von K das gleiche Bild
in R2. Man sagt: “das Bild einer Kurve hiingt nur von der Kurve, nicht von
der Parameterdarstellung ab.”

4.5.2. Tangente und Normale. Zu jeder Parameterdarstellung 7: I — R?
einer Kurve K definiert man den Tangentialvektor

H(t) = @8) R,

wobei der Punkt die Ableitung nach ¢ bezeichnet. Der Vektor

heifit Normalenvektor zur Zeit t.

e Physikalische Interpretation: Wenn 7(t) die Bewegung eines Massen-
punktes auf einer Kurve beschreibt, dann beschreibt 7(t) die Geschwin-
digkeit des Punktes zum Zeitpunkt ¢.

e Geometrische Interpretation: Sei in einem Kurvenpunkt 7(¢y) der Tan-
gentialvektor ?(to) #* 0. Dann haben zum Zeitpunkt ¢, die Tangente bzw.
Normale an die Kurve K die (Parameter-) Darstellungen

) (Tangente), bzw.

) (Normale),

wobei s € R der Geradenparameter ist.
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4.5.3. Die Bogenlinge. Sei a =1ty < t; < ... < t, = b eine dquidistante
Zerlegung von [a,b], d.h. t; —t,_y = At, Vi =1,...,n. Die Kurve K wird durch
die Sekanten, die (x(¢;),y(t;)) und (z(t;1+1),y(tiy1)) verbinden, angenédhert. Die
Lange dieser Approximation ist

P, = Z |7(t;) — 7 (tiz1)|| -

Falls der Grenzwert n — oo der Folge (P, ),>1 existiert wird er Lange der Kurve K
genannt.

4.5.1. Satz. Seit = (i) . [a,b] — R? eine Parameterdarstellung einer Kurve K,
so dass © und 1y beschrdinkt und stickweise stetig sind. Dann hat die Kurve K die

Ldnge , ,
L:/ H?(t)”dt:/ V() + 92(t) dt.

4.5.2. Folgerung. Der Graph y = f(x) einer stetig differenzierbaren Funktion
f :la,b] = R hat die Linge

L :/ V14 (f(x))?de.

Bemerkung. Die Lange einer Kurve héngt nicht von der Parameterdarstellung
ab. Sei etwa 7 [a, b] — R eine Parameterdarstellung und sei 4 = 7o f: [¢, d] — R?
eine Umparametrisierung zur Parametertransformation f: [c,d] — [a,b]. Dann
folgt aus der Substitutionsregel aus Satz 4.2.2, dass

/a” /P o i = / \/<d<m<§;s>>>>2+(d<y<§£s>>>>2 .

4.5.4. Die Kriimmung einer Kurve.

Definition. Eine Parameterdarstellung x = z(t), y = y(t), t € [a,b] einer
Kurve heifit regulir, wenn die Funktionen ¢t — x(t), ¢t — y(t) stetig differenzierbar
sind und %(¢) + 9*(t) # O fiir alle t € [a,b] gilt (dabei sind die Ableitungen in
den Endpunkten einseitige Ableitungen).

Es sei 7(t) = (z(t),y(t))" eine regulire Parameterdarstellung einer Kurve K.
Mit ¢(t) bezeichnen wir den positiv gemessenen Winkel zwischen der positiven
2-Achse und dem Tangentialvektor 7. Sei s(t) := fat V/22(T) + 9?(7) dr die Lénge
des Kurvenstiicks iiber dem Parameterintervall la, t]. Die Anderung Ay bezogen
auf die Anderung der Lénge As ist ein Maf fiir die durchschnittliche Kriimmung
der Kurve. Demzufolge definiert man die Krimmung der Kurve im Punkt P = (t)
als

Ap(t) _ ¢(t)

(t) = lim, As(t) — $(t)
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4.5.3. Satz. Die Kriimmung einer Kurve mit requldrer, zweimal differenzierbarer
Parameterdarstellung 7: [a,b] — R? betrigt im Kurvenpunkt P(t) = r(t) gerade

K(t) = <F(t)7ﬁ<t>> _ (t)ij(t) — y(t)xgt) |
[|7(#)]3 (22(t) + 92(1))2

4.5.4. Folgerung. Die Krimmung des Graphen y = f(x) einer zweimal diffe-
renzierbaren Funktion f : |a,b] — R im Punkt (x, f(z)) betrdgt

Fa)
(V1+ /2(0)’

r() =

Einen durch den Kurvenpunkt P = 7(t) gehenden Kreis nennt man Krim-
mungskreis der Kurve in P, wenn er dieselbe Kriimmung und denselben Tan-
gentialvektor wie die Kurve besitzt. Der Radius r des Kriimmungskreises heisst
Kriimmungsradius in P und ist gegeben durch:

1
|k(8)]
Bemerkung. Die Kriimmung einer Kurve héngt nicht von der Parameterdarstel-
lung ab. Sei etwa 7: I — R eine Parameterdarstellung und sei ¥ = 7o f: J — R?
eine Umparametrisierung zur Parametertransformation f: J — I mit f/(s) > 0
fir alle s. Sei t = f(s) € [ fiir ein s € J, dann hat nach der Kettenregel aus
Satz 3.1.7 die Kurve 7 zur Zeit s die gleiche Kriimmung wie die Kurve 7 zur

Zeit t. Radius und Mittelpunkt des Kriimmungskreises hdangen auch nicht von
der Parameterdarstellung ab; selbst dann, wenn f’(s) < 0.

4.5.5. Polardarstellung einer Kurve. Analog zu den komplexen Zahlen
kann man fiir eine mit einem kartesischen Koordinatensystem versehene Ebene
Polarkoordinaten einfiihren. Sei P = (x,y) ein Punkt in der Ebene, dann sind der
Abstand r des Punktes vom Ursprung und der Drehwinkel ¢, der den Punkt (7, 0)
in (z,y) tiberfiihrt, die Polarkoordinaten von P. Wir haben folgende Beziehungen:

(1) T =T CoSp, y = rsin @,
arc cos ¥, falls y > 0,
(2) r = \/m, @ = { 2T —arccos 7, falls y < 0,
unbestimmt, falls r = 0.

Wenn ein Zeiger mit FuBpunkt im Ursprung, der seine Lénge &dndert, sich um
den Ursprung bewegt, erhalten wir eine Kurve. Die Parameterdarstellung

r=r(p), a<p<p

der Kurve mit Parameter ¢ heisst Polardarstellung, wobei der Winkel ¢ von der
positiven x-Achse aus gemessen wird. Aus der Polardarstellung r: [o, 5] — R
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erhélt man folgende Parameterdarstellung
. z(p) cos ¢
(@) = =r )
w1 = (547) = o) (5m7)
mit dem Polarwinkel ¢ als Parameter. Manchmal kann es dabei sinnvoll sein,
auch negative Radien zuzulassen.

Folgerung (aus Satz 4.5.1). Eine Kurve mit Polardarstellung r: [«, 5] — R hat
die Linge

B
— [ V) de.

Bemerkung. Manchmal ist es giinstig, einen speziellen Parameter fiir eine Pa-
rameterdarstellung zu wéhlen.

(1) Bei der Polardarstellung ist der Polarwinkel ¢ der Parameter:

o (1)) =rle) ()

sin ¢

(2) Beim Graphen einer Funktion f ist die z-Koordinate der Parameter:

(sl

(3) Eine Parameterdarstellung r°: [a, b] — R? einer Kurve heiflt Bogenlingen-

parametrisierung, wenn ||7(s)|| = 1 fiir alle s € [a, b], denn fiir die Lange
des Teilstiicks 77 4 gilt dann

L(Flos) = | F)dt=s—a.

4.5.6. Fliacheninhalte.

4.5.5. Satz. Sind f,qg : [a,b] — R stetig, a < b, dann betrigt der Inhalt der von
den vier Kurveny = f(z), y = g(z), * = a, x = b (in kartesischen Koordinaten)
berandeten Fldche

F= [ 1) - g

4.5.6. Satz. Ist r : [o, 8] — R stetig, o < B3, dann betrigt der Inhalt der von
den drei Kurven r = r(yp), ¢ =«, @ = 0 (in Polarkoordinaten) berandeten
Sektorfliche

1 b
F:§/ () dp
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4.5.7. Satz. Ist © = z(t), y = y(t), a <t < b eine stickweise stetig diffe-
renzierbare Parameterdarstellung einer Kurve K, die von jedem Ursprungsstrahl
hdochstens einmal getroffen wird, dann betrigt der Inhalt der durch K begrenzten

Sektorfliche
/ (7 )| dt = / |z (t) y(t) — y(t) &(t)] dt .

Definition. Eine Kurve K mit Parameterdarstellung 7: [a,b] — R? heifit ge-
schlossen, wenn 7(a) = 7(b) gilt. Sie heifit einfach geschlossen oder dberschnei-
dungsfrei, wenn auerdem 7(ty) = 7(t1) nur fir ¢y = t; oder to, t; € {a, b} gilt.

4.5.8. Satz. Sei 7 [a,b] — R Parameterdarstellung einer einfach geschlossenen
Kurve K. Dann umschliefit K ein Gebiet der Fldche

S| [ e ] = 5| [atoi - v i a

= -
2

Bemerkung. Die Formeln in den Sétzen 4.5.7 und 4.5.8 gelten unabhéngig von

der Parameterdarstellung der Kurve.

Da die Kurven in Satz 4.5.8 geschlossen sind, vereinfacht sich die Formel

weiter /abx(t)y(t) dt‘ ) /ab y(t) (1) dt‘ .

4.5.7. Volumen und Oberfliche von Rotationskérpern. Sei R ein Ro-
tationskorper, der durch Rotation einer Kurve K um die z-Achse entsteht. Es
ist oft vorteilhaft, die Koordinaten von K als “Radius” r(¢) und “Hohe” h(t) zu

bezeichnen: "
r(t 2
t— (h(t)) c R”.

r(t) cosp
R= r(t) sing ||t € [a,b], ¢ € [0,27]
h(t)

F=

Dann erhilt man

4.5.9. Satz. Ein durch Drehung der Kurve 7 = (};) um die z-Achse erzeugter

Rotationskérper hat das Volumen
b

V=m / r2(t) h(t) dt' :

4.5.10. Satz. FEin durch Drehung der Kurve ¥ = (};) um die z-Achse erzeugter
Rotationskérper hat die Oberfliche

F=2r /br(t) ()2 + h(t)? dt .
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4.6. Numerische Integration

Die ndherungsweise Berechnung eines bestimmten Integrals mit Hilfe endlich
vieler Funktionswerte y; = f((;), i = 1,...,n, durch

/ f@)de = Y 0l ()

mit Gewichtsfaktoren g; nennt man Quadratur. Die Wahl g; = x; — x;_1, d.h. man
approximiert das Integral mit Riemannschen Summen, spielt in der Praxis keine
Rolle, da die Folge zu langsam konvergiert.

Eine bessere Approximation liefert die Trapez - Regel. Seia =z < x1 < ... <
x, = b eine dquidistante Zerlegung des Intervalls [a, b] der Schrittweite h:= b_T“
mit Stiitzstellen z; =a + ih, i = 0,...,n. Die Kurve y = f(z) wird im Intervall

[, ;41] durch die (z;, f(x;)) und (241, f(2:41)) verbindende Sehne ersetzt. Mit
y; = f(x;) und der Flachenformel fiir das Trapez ergibt sich

b
~ 1 (Yo Yn
/af(ﬂf)dﬂf~h<2+y1+ +yn_1+2>.

In der Praxis ist eine Halbierung der Teilintervalle sinnvoll. Fiir h,, := %2

2TL
erhalt man

ety (£ . 502)

2 2
Tn:=h,, (@ + fla+hy) +--+ fla+ (2" = 1)h,) + @) .

Um von T}, nach T},;; zu kommen braucht man nur die neu hinzugekommenen
Teilpunkte zu beriicksichtigen, d.h.

1
Tn+1 - 5 (Tn + Mn) y

M,=h, (fla+2)+ fla+2L) 4+ + fla+ (2" = 1) 22)) .

Verbreitet ist auch die Simpson-Regel (vgl. Keplersche Fassregel). Man ersetzt
tiber dem Teilintervall [x;, z;,2] fir i = 0, 2, ..., 2n — 2, den Integranden f(x)
durch die Parabel durch die Punkte (z;,v;), (ir1,yir1) und (240, yir2). Man
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erhalt
b—a
5o = 2 (Fa) + 47 (52) + )
h,
,1= 52 (1) + F0) 445 @+ )
2n—1l1
+2 ) (fla+ 2ihy,) +2f(a+ (2 + 1)hn))>
i=1
o Tn—l + 2]\471—1 o 4Tn - Tn—l
B 3 o 4-1 7
wobei h := I’Q_—n‘l Eine weitere Verfeinerung dieses Verfahrens erhélt man beim

Romberg-Schema. . .






KAPITEL 5

Potenzreihen

Eine effektive Methode bei der Losung vieler Probleme ist die Darstellung
einer Funktion f(x) als eine unendliche Reihe

f@) =" fulx)
k=0

mit ,einfachen* Funktionen fi,(z). Solche Reihen heiBen im Falle fi.(z) = apx®
Potenzreihen und im Falle fy(z) = ay cos kx + by, sin kx Fourier - Reihen. Bevor
man sich mit Reihen von Funktionen beschéftigt muss man sich genauer mit
Reihen reeller Zahlen befassen.

5.1. Unendliche Reihen

5.1.1. Grundbegriffe. Sei (a1),>, eine Folge reeller Zahlen. Durch die Fest-

setzung
n
Sn = Zak
k=0

wird eine Zahlenfolge (S,),,, definiert, die die zu (ax),~, gehérende unendliche
Reihe heisst und mit Z;OZO_ aj bezeichnet wird. Die Zahlen a;, heissen Glieder
der Reihe, die Summen S,, heissen Partialsummen oder Zwischensummen. Wenn
(Sn),>o konvergiert (bzw. divergiert) sagt man, die Reihe konvergiert (bzw. di-
vergiert). Falls

n—o0 n—o0

lim S, = lim Zak =5
k=0

mit S € RU{£o00} nennt man S die Summe oder den Grenzwert der Reihe und
schreibt .
S = Zak .
k=0

Das Symbol Y72 ay, ist doppeldeutig:

[e. 9]

. Zak bezeichnet die Reihe als solche, d.h. die Folge (5,,),,>,
k=0
69
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o S = Zak bedeutet, dass lim S, = S, d.h. die Folge (S,),>, hat den

n—00
k=0

Grenzwert S.

Diese Doppeldeutigkeit ist niitzlich, da man bei der Untersuchung von Reihen
am Anfang nicht weiss ob sie konvergieren. Dadurch vermeidet man Fallunter-
scheidungen.

5.1.1. Satz (Cauchy-Kriterium fiir Folgen). Die Folge (a)ken, ist genau dann
konvergent, wenn es zu jedem € > 0 einen Index N. gibt, so dass fiir alle n,m >
N, gilt:
la, —am| <e.
5.1.2. Satz (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Die Rethe Y .-, ay ist genau dann
konvergent, wenn es zu jedem € > 0 einen Index N. gibt, so dass fiir alle n,m >
NE
1S — S| = |amsr + -+ an| < ¢

qgilt.

Folgerung. Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge.

Bemerkung. Dieses Kriterium ist nicht hinreichend. Zum Beispiel divergiert die
harmonische Reihe in Abschnitt 2.4.2, obwohl ihre Glieder eine Nullfolge bilden.

Definition. Eine Reihe heisst alternierend, wenn aufeinander folgende Reihen-
glieder unterschiedliche Vorzeichen haben, d.h. a, - a,;1 < 0 fiir alle n € Ny
gilt.

5.1.3. Satz (Leibnitz-Kriterium). Fiir jede monoton fallende Nullfolge (an), >,
konvergiert die alternierende Reihe Y, (=1)" ay.

5.1.4. Satz. Seic € R und seien Y - ar = a, Yz br = b konvergente Reihen.
Dann gilt

Z(ak:tbk) =a+b; Z(cak) =ca .
k=0 k=0

Bemerkung. Elementare Operationen wie Klammern Setzen oder Weglassen
und Umordnen der Glieder, die fiir endliche Reihen erlaubt sind, sind im Allge-
meinen fiir unendliche Reihen nicht zuléssig. Einige Ausnahmen besprechen wir
im Folgenden.

5.1.5. Satz. In einer konvergenten Rethe darf man beliebig Klammern setzen,

d.h.

S=Yap=ar+az+- =(ar++ag)+ (arp1 o+ ag)Foo
k=1
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5.1.2. Absolute Konvergenz. Die Reihe > 7, a; heisst absolut konver-
gent, wenn die Reihe Y 77 |ay| konvergiert. Reihen die konvergieren, aber nicht
absolut konvergieren heissen bedingt konvergent.

5.1.6. Satz. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

5.1.7. Satz. Die Reihe ), ay ist genau dann absolut konvergent, wenn die
Folge der Partialsummen S, = ,_, |ax| beschrinkt ist.

Beispiel. Die Reihe

i oo konvergiert falls o < —1,
— divergiert gegen oo falls a > —1.

5.1.8. Satz. Ist die Reihe Y -, ai absolut konvergent mit der Summe S, dann
konvegiert jede Umordnung dieser Reihe ebenfalls gegen S.

Genauer: Es sei 0 : Ng — Ny eine bijektive Abbildung, dann konvergiert die
Reihe 22‘;0 ao(k) genav dann, wenn Zzozo ay konvergiert, und beide Reithen haben
den gleichen Grenzwert.

5.1.9. Satz (Cauchy-Produktformel). Es seien > - ar und Y ., by absolut
konvergent, dann gilt

5.1.10. Satz (Vergleichskriterium). Besteht fiir die Reihenglieder die Abschiit-
2ung

0<|ap| <bi fir k>ky
dann gilt:

[e.9]

a) Zbk konvergent = Zak absolut konvergent,
k=0

k=0
b) Z\ak\ =0 = Zbk:oo.
k=0 k=0

5.1.11. Satz (Quotientenkriterium). Seiay # 0 fir alle k > ko und sei lim ’%‘ =

k—o0

a. Dann gilt:

(1) a<1 = Zak ist absolut konvergent,
k=0

(2) a>1 = Zak ist divergent.
k=0
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5.1.12. Satz (Wurzelkriterium). Es sei klim /|ak| = a. Dann gilt
—00

(Ha<l = Zak ist absolut konvergent,
k=0
2)a>1 = Zak ist divergent.
k=0
Bemerkung. Die Sétze 5.1.11 und 5.1.12 machen im Fall a = 1 keine Aussage.
Betrachte etwa die Reihe 220:1 k¢, die fiir ¢ < —1 konvergiert und fiir ¢ > —1

divergiert. Fiir alle ¢ erhélt man sowohl im Quotienten- als auch im Wurzelkrite-
rium den Grenzwert a = 1.

5.2. Reihen von Funktionen

Sei (fn),so €ine auf dem Intervall I C R definierte Funktionenfolge. Falls fiir
alle z € I die Zahlenfolge (f.(z)),>, den Grenzwert f(z) besitzt, sagt man, dass
die Funktionenfolge ( fn)nzo punktweise gegen f konvergiert.

Bemerkung. Die Konvergenzgeschwindigkeit kann vom Punkt x € I abhéngen,
und damit konnen manche Figenschaften der Funktionen f,, fiir die Grenzfunktion
verloren gehen.

5.2.1. Gleichmiflige Konvergenz. Eine Funktionenfolge (f,),~, konver-
giert gleichmdfig auf I gegen die Funktion f : I — R, wenn es fiir alle ¢ > 0
einen fiir alle x € I gemeinsamen Index N, gibt, so dass gilt:

n>N. = Veel:|f(x)— fulzx)] <e.
Anders ausgedriickt konvergiert (f,,) genau dann gleichméfig gegen f auf I, wenn
sup || fu(x) — f(2)]|
xel
fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

5.2.1. Satz. Sind alle Funktionen f,, n > 0, auf dem Intervall I stetig und
konvergiert die Folge (fy),~o auf I gleichmdfig gegen f, dann ist auch die Grenz-
funktion f stetig. -

Beispiel. Die Folge f,(z) = z™, x € [0, 1] konvergiert punktweise (aber nicht
gleichméBig) gegen die Funktion

0, fallsz € [0,1),
fw) = {1, falls x = 1.

Die Folgenglieder f,, sind stetig, aber die Grenzfunktion nicht.
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5.2.2. Satz. Konvergiert die Folge stetiger Funktionen f,, n > 0, auf dem In-
tervall I gleichmdfsig gegen f: I — R, dann gilt fir alle a,b € I

b b ,
[ (im fute)) do= [ s)de= tim [ f,(0)do
Beispiel. Sei
n’z, falls z € [0, 1],
hy(z) = < 2n — n’a, falls z € [+, 2],
0, falls z € [2,1].

Dann konvergiert (h,),-, punktweise (aber nicht gleichméflig) gegen 0. Aber es
gilt
1 1

1=1lim [ h,(x)de# / lim A, ( /de =
n—oo n—oo
=0 n=0

5.2.3. Satz. Sind alle Funktionen f,, n > 0, auf I stetig differenzierbar, kon-
vergiert (fn),>o punktweise gegen f und konvergiert (f},),~o auf I gleichmdpig,
dann ist auch die Grenzfunktion f differenzierbar und es gilt

7o) = (i fu(o)) = lim fi(a).
— 00 n—oo
Beispiel. Die Folge g,(z) = 2 arctan(nz),z € [—1,1] besteht aus differenzier-
baren Funktionen die punktwelse gegen die Funktion x +— |x| konvergieren. Die
Grenzfunktion ist in x = 0 nicht differenzierbar.

5.2.2. Gleichmifig konvergente Reihen. Alle obigen Uberlegungen las-
sen sich leicht auf Reihen iibertragen.

Sei eine Funktion f auf I als unendliche Reihe dargestellt, d.h. fiir alle x €
gilt f(z) = > 12, fu(z). Man sagt die Reihe > 7 fi(x) konvergiert punktwei-
se (bzw. gleichmafig) gegen f(x), wenn die Folge der Partialsummen S, (z) :=
> r—o fi(z) punktweise (bzw. gleichméfig) gegen f konvergiert.

5.2.4. Satz. Konvergiert die Reihe Y., fx(x) stetiger Funktionen fy, auf I
gleichmdf$ig gegen f, dann ist

0= i)

stetig und fir alle a,b € I gilt:

/b @fkm) dr = / f(fv)dwzi:: / i) d
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5.2.5. Satz. Sind alle Funktionen fi, k > 0, auf I stetig differenzierbar, kon-
vergiert die Rethe > 7~ fx(x) auf I punktweise gegen f(z) und konvergiert die
Reihe Y02 fu(z) auf I gleichmdfig, dann gilt:

f'(a) = (ZM%)) = filz).

5.2.6. Satz (“M-Test”). Gilt fir jede Funktion fy, der auf dem Intervall I C R
definierten Funktionenfolge (fi);, eine Abschitzung

|[fe(2)] < M
und gilt fiir die Zahlenreihe (My),~q

oo
ZMk < 00,
k=0

dann ist die Funktionenreihe > /-, fe(x) auf I gleichmdfig und absolut konver-
gent.

5.3. Potenzreihen

Eine Funktionenreihe Y77 fi.(x) mit den speziellen Funktionen fj(x) = aja”

heifit Potenzreihe. Also iibertragen sich alle Ergebnisse aus dem Paragraphen
5.2 auf Potenzreihen Y ;- axz”.

5.3.1. Der Konvergenzradius. Sei ) ,_, apz® v € R, eine Potenzreihe

und sei
o0
E apa® konvergiert} .

k=0
Der Konvergenzradius R der Potenzreihe ist definiert durch

R {sup{m ;o € M} falls M beschriankt,

M::{xER

00 falls M unbeschrankt.

Fir R gibt es drei Moglichkeiten:
R =0, 0 <R < o0, R = 0.
5.3.1. Satz. Sei ) .-, apz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt:
(1) R=0 <= Reihe konvergiert nur fir x = 0.
(2) Ist R > 0 und ¢ € (0, R), dann konvergieren die Reihen Y -, axz® und

S oo kagx® 1 absolut und gleichmdfig auf [—o, ol.
(3) Fir alle x mit |z| > R ist die Reihe >, arz® divergent.
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Der Satz sagt nichts iiber x = £R aus; diese Punkte miissen fiir jede Reihe
neu untersucht werden.

5.3.2. Berechnung des Konvergenzradius. Der Konvergenzradius kann
immer durch folgende Formel berechnet werden:

R =sup {r > 0; die Folge (|a,| ") o ist beschrénkt }

wobei R = oo falls die Menge unbeschréankt ist. Oft ist es einfacher, folgende
Formeln zu benutzen:

(1) Sei ay, # 0 fiir k > ko, und sei

Ap41

a = lim
k—oo ak

Dann ist der Konvergenzradius R = 1 € [0, c0].
(2) Sei

a= lim v/|a|,
k—ro0
dann ist R = £ € [0, o0].

Das geht natiirlich nur dann, wenn der jeweilige Grenzwert in [0, co] existiert.

Definition. Sei ) ;- a;2* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und

Summe f(z) fiir 2| < R. Man sagt, f wird auf (=R, R) durch die Potenzreihe
ZZOZO apz® dargestellt.

5.3.3. Differentation und Integration von Potenzreihen.

5.3.2. Satz. Fine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion f ist im offenen

Konvergenzintervall (—R, R), R > 0, beliebig oft differenzierbar. Die Ableitung
erhdlt man durch gliedweise Differentation.:

f(x) = Zkakxk_l,
=1

fl@) =Y k(k—1) a2,

k=2

etc. Die abgeleiteten Rethen haben alle den Konvergenzradius R.
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Beispiel.
1 [e.e] k
1 oo
"(z) = =Y kbt x| <1,
@)= = 2

f(x) = Zk 2zl < 1.

5.3.3. Satz. Fir alle a,b aus dem offenen Konvergenzintervall (—R, R) der Po-
tenzrethe f(x) = > o, araz® gilt:

/f dx—Z/akx dx = k+1(bk+1—ak+l).

Insbesondere ist
o

ag LRt
F(z) =
- 0k+1

eine Stammfunktion von f auf (—R, R) mit Konvergenzradius R.

5.3.4. Potenzreihendarstellungen spezieller Funktionen.

5.3.4. Satz. Wir haben folgende Potenzrethendarstellungen:

=1
a) e’ = E Exk, x € R,
k=0
b) sinx = EOO iw%ﬂ zeR
2k 4 1)! ’ ’
k=0

N (—1)k 2
c) cosx = Z z € R,

d) In(1+2z)= Z( ) : z| < 1,

kE+1

[e.o]

(=" s
e) arctanx = E —— lz] < 1.
:OQkJ—f— 1

5.3.5. Satz (Binomialreihe). Fiir alle x mit |x| < 1 und alle « € R gilt:

(1+2)" = i(Z)xk
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wober
a\  ala—1)-- - (a—k+1)
k) k! ‘
Bemerkung. (1) Fiir « =n € N gilt
a\ (n\ nn-1)---n—k+1)
<k‘) = (k) = I =0 falls n < k

n

= (1+a2)"= Z (Z) " (klassische binomische Formel)

also

LS L e,
v - 2 e

Einsetzen von Fa? und Integration liefert Potenzreihendarstellungen fiir
arcsin und ar sinh, siehe Tabelle am Ende von Abschnitt 4.1.4.

5.3.5. Potenzreihen mit Zentrum z,. Eine unendliche Reihe der Form

o0

ag (r — xo)k

o

=0
heisst Potenzreihe mit Zentrum x (oder kurz Potenzreihe um xy).
Fiir theoretische Uberlegungen reicht es 2y = 0 zu betrachten, denn durch

Substitution z = x — zo geht die Reihe Y ;- ay (v — xo)k in die Reihe >3, az®
mit Zentrum in O tber.

5.3.6. Lemma. Sei > .- axa* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, und
sei xg € R. Dann gilt:

x € (xg— R,x0 + R) = Z ar (x — z0)" konvergiert,
k=0
x ¢ [xg— R,x0 + R] == ar (x —x0)" divergiert.

k=0
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5.3.6. Koeffizientenvergleich. Sei f auf Intervall (z9 — R, zo + R) als Po-
tenzreihe f(z) =Y 1o, ax (x — x0)* um zo dargestellt. Nach Satz 5.3.2 gilt fiir die
n-te Ableitung

FO@) =S k- (k=1)- (k—n+ 1) a (x — 20)*"

Setzt man x = xg, so erhilt man £ (zy) = n!a,.

5.3.7. Satz (Eindeutigkeit von Potenzreihen). Sei R > 0 wund gelte fiir alle
x € (xog— R,xg + R):

flz) = Zak (x — xo)k = Zbk (x — xo)k ,
k=0

k=0
dann folgt

f(k) (z0)
k!

ak:bk: fUT'kZO,l,

5.4. Taylorreihen

5.4.1. Die Taylorformel. Wir benutzen obige Formel, um differenzierbare
Funktionen durch Potenzreihen zu approximieren.

5.4.1. Satz (Taylorentwicklung mit Restglied). Fir jede auf dem offenen Inter-
vall TR (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f und x, xog € I gilt:

k!

g

=: Tn(x,z0)

n ) (g )
Py =3 I (kR ()
k=0

s

wobei T,,(x, ) das Taylor-Polynom heifit, und das Restglied R,,1(x, xo) die Dar-
stellungen

Ry (w, 20) = %/x(ﬂﬁ — )" D () dt (Cauchy), bzw.
f(n+$10) (5) ) ‘
= m (x — 20)"" fiir ein € € (x,20) (Lagrange) hat.

5.4.2. Satz (Extremwert-Test). Ist die Funktion f auf dem Intervall I n-mal
stetig differenzierbar und xo € I mit

Fl(wo) = f(wo) == f"V(w) =0 und f"(xg) #0,
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dann gilt:

(1)  x ist lokale Extremstelle = n gerade,

(2)  xq ist lokales Minimum = n gerade und f™(xo) >0,
(3) xq ist lokales Mazimum = n gerade und f™ () <0 .

Definition. Sei f auf dem offenen Intervall I beliebig oft differenzierbar und sei
zg € I. Die unendliche Reihe

(x, ) Zf :L'—xg)k

heisst Taylor-Rethe mit Zentrum zq. Gilt fiir alle x € (zo— R, 9+ R) die Gleichung
f(x) = Ty(z, z0), so sagt man, dass sich f um xq als Taylor-Reihe entwickeln lasst.

Bemerkung. Man darf nicht erwarten, dass R, (z,z9) — 0 fir n — oo fiir jede
beliebig oft differenzierbare Funktion f gilt. Zum Beispiel ist die Funktion f: R —
R mit

1
"z fiir z > 0 und
fla)y=<°
(@) 0 firz <0

beliebig oft stetig differenzierbar mit

wobei P, ein Polynom vom Grad 2n ist. Somit hat f um 0 die Taylorentwicklung

Z i 2" + Roi1(2,0) = Ryya(,0) .

kOH/—/

Fiir alle n gilt also R,,41(x,0) = f(x).

5.4.3. Lemma. Sei f auf dem Intervall I beliebig oft differenzierbar und sei xy €
I und R > 0. Dann konvergiert die Taylor-Reihe Ty (x,x¢) genau fir diejenigen
x € IN(xg— R,z + R) gegen f(z), fir die das Restglied R, (z,xo) mit n — oo
gegen 0 strebt. Fine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass es eine Konstante A
gibt mit
n! A
|f(”)(x)‘gﬁ Ve € I,¥n € N.

5.4.4. Satz. Sei f auf dem Intervall I beliebig oft differenzierbar und sei xy € 1.
Dann ldsst sich f auf I als die Taylorreihe um xy entwickeln, wenn es Konstanten
A, B gibt mit

|f™(z)| < AB" Vxel,vneN.
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5.4.2. Methoden der Reihenentwicklung. Es gibt verschiedene M&glich-
keiten, die Taylorentwicklung einer Funktion zu bestimmen.

(1) Die Taylor-Formel aus Satz 5.4.1 zusammen mit dem Nachweis, dass
R,(x,a) — 0 (z.B. mit Lemma 5.4.3 oder Satz 5.4.4), liefert, dass die
Taylor-Reihe gegen f(z) konvergiert. Da man dazu alle Ableitungen
von f bestimmen muss, funktioniert das nur selten.

Beispiele: e, sin, cos.

(2) Bekannte Reihen differenzieren oder integrieren. Die Sdtze 5.3.2 und
5.3.3 ermoglichen es, durch gliedweise Differentiation und Integration
bekannter Reihen neue Reihenentwicklung zu erhalten (siehe Satz 5.3.4).

Beispiele: log, arc tan, arcsin, arsinh etc.

(3) Summe und Produkt bekannter Reihen liefern neue Reihenentwicklun-

gen.
Beispiel: coshx = , sinhz = €=,
Die Cauchy-Produktformel aus Satz 5.1.9 liefert fiir Potenzreihen, dass

(Er) () -S(E )

n=0 “i=0

et te=%

Seien ¢, die Koeffizienten der Produktreihe. Auflésen nach a,, liefert auch
eine induktive Formel fiir Quotienten (falls by # 0):

00 e e 1 n—1

n n _ n 3 —

<nz% CnT )/(; b,x ) = ;anx mit a, = b (cn ;a,bn_,) )

(4) Andere Verfahren: Potenzreihenansatz zur Losung von Differentialglei-
chungen; Potenzreihen ineinander einsetzen (mit dem Cauchyprodukt
die Potenzen der Potenzreihe von g bestimmen und in die Potenzreihe
von f einsetzen), etc.

Fiir weitere Details zur Taylorentwicklung wird aus Zeitgriinden auf die Lite-
ratur (z.B. Meyberg-Vachenauer) verwiesen.



KAPITEL 6

Lineare Algebra

Bei der Losung verschiedenster Probleme wird man letztendlich mit der Lo-
sung von Gleichungssystemen konfrontiert. Die damit eng verbundenen Proble-
matiken werden in diesem Kapitel behandelt.

6.1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

6.1.1. Matrizen. Ein Rechteckiges Zahlenschema der Form

aip -0 Qin
A —
m1 - Gmn
mita;; €R,i=1,...,m, j=1,...,n heisst m xn Matriz. Die Zahlen a,; heissen
Fintrdge (Elemente) der Matrix A. Man schreibt abkiirzend
A = (a;;)

Insbesondere heissen m x 1-Matrizen Spaltenvektoren und 1 x n-Matrizen Zeilen-
vektoren. Sie haben die Form:

a

am,
Eine Matrix A = (a;;) vom Typ m x n besteht aus m Zeilenvektoren und n
Spaltenvektoren. Seien
zi::(aﬂ,...,am), Z.Zl,...,m,

alj

amj
dann schreibt man die Matrix A in Zeilen- bzw. Spaltendarstellung
Z
A= , A =(s1,...,8,) .

81
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Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) sind genau dann gleich, in Zei-
chen A = B, wenn A und B vom Typ m X n sind und a;; = 0b;; fiir alle
1=1,....m, j=1,...,ngilt, d.h. wenn alle Eintrége gleich sind.

Die Menge aller m x n Matrizen mit Elementen aus R bezeichnen wir mit
R™ ™ Insbesondere schreiben wir R™ := R™! (Spaltenvektoren) und R,, :=
R*™ (Zeilenvektoren).

6.1.2. Addition, Subtraktion und Multiplikation mit einer Zahl. Fiir
Matrizen A = (a;;),B = (b;;) aus R™™ und A € R ist die Summe A + B und
das skalare Vielfache AA komponentenweise definiert, d.h.

A+B = (a; +byj)
AA = ()\ a'ij) .
Fiir Spalten- und Zeilenvektoren definiert man Summen und skalare Vielfache
analog, z.B.

a, b1 ay + by
N Bl B : ;
(i, by, an + by
aq A aq
A - —
an, A ay,

Konvention: Falls ein Spaltenvektor in einer Zeile geschrieben steht, dann
schreiben wir

ax
(a1, 7an)T =
an
Wir haben
ai a 0 0
: 0 a9
a=|:|= +{ O+ +
i 0 0 a,
1 0 0
1 :
=ay || 4a |0+ Fa | ],
) : 0
0 0 1
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und somit l&sst sich jeder Spaltenvektor a € R eindeutig als Summe
a=mqe; +---+aye,

mit den Standardbasis- (spalten-) vektoren

1 0 0

0 1

€ = : ; € 1= 0 ; y€n =
: 0

0 0 1

darstellen.

Definition. Das System (ey,...,e,) heisst Standardbasis des R".

Analog lisst sich jeder Vektor b € R,, als Summe der Standardzeilenbasisvek-
toren €;,i = 1,...,n, darstellen, wobei

Das System (€], ..., e},) heiit Standardbasis des R,,.

rTn

Auf Grund der Darstellung von Matrizen mit Hilfe ihrer Spalten- bzw. Zeilen-
vektoren und der Definition der Summe und des skalaren Vielfachen von Spalten-
bzw. Zeilenvektoren, kann man Summe und Skalarmultiplikation auch spalten-
weise ausfithren, d.h. sei A = (ay,...,a,), B =(by,...,b,) € R™*" dann gilt:

A+B:(al+b1,...,an+bn)a
AA = (/\al,..~,)\an>‘

Fiir jede Matrix A = (a;;) bezeichnet man die Matrix (—1) A = (—a;;) mit
—A. Die Differenz zweier Matrizen ist durch
A-B=A+(-B)

definiert. Die Matrix deren sdmtlichen Elemente 0 Null sind heisst Nullmatriz, in
Zeichen 0. Die Nullmatrix 0 € R™ bzw. 0 € R,, heisst Nullvektor.

Die Rechenregeln reeller Zahlen {ibertragen sich auf Grund der komponenten-
weisen Definition der Addition und der Skalaren Multiplikation auf Matrizen. Es
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gilt fiir alle A;B,C e R™*", A pelR

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)
A+0=A
A+(-A)=0
(An) A = A(pA)
1A =A

A+ u)A=IA+ A
AA+B) = A\A + \B

6.1.3. Lineare Gleichungssysteme. Matrizen treten in natiirlicher Weise
bei Gleichungssystemen auf.

Definition. Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Unbekannten
T1,...,T, hat die Form

a1 + -+ ATy — b1

Am1T1 + *° + QnTp = bmv

wobei a;; die Koeffizienten und b; die Absolutgliedersind. Falls b; = 0 fiir alle ¢ = 1,
..., m, heisst das System homogen, ansonsten inhomogen. Ein Spaltenvektor ¢ =
(¢;) heifit Losung des linearen Gleichungssystems, wenn fiir x1 = ¢, ..., z, = ¢,
alle Gleichungen erfiillt sind, und die Menge aller solcher Losungen heifit die
Losungsmenge des Systems.

Obiges Gleichungssystem léasst sich auch als

n
E aija:j:bi, Z:L...,m
J=1

schreiben, oder noch kiirzer als A - x = b, siehe Abschnitt 6.2 unten.

Bemerkung. Jedes homogene Gleichungssystem besitzt mindestens die triviale
Lésung c; =--- =c¢, = 0.

Definition. Sei Z?Zl a;jx; = b;, ¢ =1,...,m ein lineares Gleichungssystem. Die
Matrix

A = (a;;) € R™"
heisst Koeffizientenmatriz, der Spaltenvektor
b1
b:=| :
bm
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heisst rechte Seite und die m x (n+1)-Matrix bestehend aus den Spaltenvektoren
a; der Koeffizientenmatrix A und der rechten Seite b

(Alb) == (ay,...,a,|b) € R™D

heisst erweiterte Koeffizientenmatriz.

Der senkrechte Strich in der Notation ist niitzlich, um die Koeffizienten von
der rechten Seite zu trennen.

6.1.1. Satz (Zeilenumformungen). Folgende Umformungen eines Gleichungssy-
stems verdndern die Losungen nicht:

a) Vertauschen zweier Gleichungen,
b) Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl a # 0,
c) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen.

Die Umformungen aus Satz 6.1.1 haben Entsprechungen fiir die erweiterte
Koeffizientenmatrix.

Definition. Sei (A|b) eine erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Glei-
chungssystemes. Die folgenden Umformungen der Matrix (A|b) heissen elemen-
tare Zeilenumformungen:

a) Vertauschen zweier Zeilen,
b) Multiplikation einer Zeile mit o # 0,
c¢) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen.

6.1.2. Folgerung. Entsteht (Blc) aus (A|b) durch endlich viele elementare
Zeilenumformungen, so haben die zugehorigen Gleichungssysteme Z?Zl bijr; = ¢
und Z?Zl a;jx; = b; dieselben Losungen.

6.1.4. Das Gaufy’sche Eliminationsverfahren. Ziel des Gau-Verfahrens
ist es, ein Gleichungssystem durch elementare Zeilenumformungen auf die soge-
nannte “strenge Zeilenstufenform” zu bringen. Dann lésst sich die Losungsmenge
sehr einfach angeben.

Definition. Eine m x n-Matrix A = (a;;) ist in strenger Zeilenstufenform, wenn
es r < min(m,n) und Indizes 1 < j; < --+ < j, < n gibt, so dass gilt:

(1) alle Zeilen unterhalb der r-ten verschwinden, d.h., a;; = 0 fiir alle i > r
und alle j;

(2) sei i < r, dann beginnt die i-te Zeile an der j;-ten Stelle mit einer 1, d.h.,
a;; = 0 fiir j < j; und a;;, = 1;

(3) fur alle ¢ < rist die j;-te Spalte der Einheitsvektor e;, insbesondere ay;, =
0 fiir alle k # 4.
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Die Zahl r heift der Rang von A. Eine erweiterte Koeffizientenmatrix ist in stren-
ger Zeilenstufenform, wenn der Teil links vom Strich in strenger Zeilenstufenform
ist.

Beispiel. (1) Die einfachsten Matrizen in strenger Zeilenstufenform sind die
n X n-Einheitsmatrizen E, mit r =n und j; =1, ..., 5, = n:
1 0 ... 0
IR
R ¢
0 ... 0 1

(2) Es sei m = 4, n = 8. Die folgende erweiterte Koeflizientenmatrix ist in
strenger Zeilenstufenform mit r = 3, j; = 3, jo = 5, j3 = 6 (Sternchen
bedeuten beliebige Eintrige):

O = OO
O % % *x
O % ¥k ¥
* ¥ ¥ *x

Sei A in strenger Zeilenstufenform vom Rang r. Dann hat das Gleichungs-
system A - x = b die folgende Lésungsmenge.

(1) Falls b; # 0 fir ein ¢ > r, so ist die Losungsmenge leer, denn die i-te
Gleichung 0 = b; hat dann keine Losung.

(2) Ansonsten steht in den Zeilen r+ 1 bis n die Gleichung 0 = 0, die immer
erfiillt ist. Wir 16sen die erste Gleichung nach z;,, die zweite nach z;,
usw. und die 7-te nach x;, auf. Auf der rechten Seite bleibt ein linearer
Ausdruck in den verbleibenden Variablen stehen. Wir erhalten zu jeder

Wahl der n — r Eintrige ci, ..., ¢j,—1, Cji41s --+» Cja—1, -« s Cjrtls -+,
¢, genau eine Losung des Gleichungssystems. Die Losungsmenge lautet
also

o Gy = by — A14141Ciy41 — *** — A1p Cn,
L= C ] eR”

Cn Ci, = br — Qri+1Cip41 — * " 7 Qpp Cp.

Das Gaujf’sche Eliminationsverfahren besteht aus folgenden Schritten, die
an der erweiterten Koeffizientenmatrix (A|b) eines linearen Gleichungssystems
ausgefiihrt werden.

(0) Beginne mit i = j = 1.

(1) (Suche nichste interessante Spalte) Falls a;; = - -+ = a,,; = 0, erhohe j
um 1 und mache weiter mit (1), es sei denn j > n, dann fertig (Am Ende
dieses Schrittes ist ay; # 0 fiir ein ¢ < k < m). Setze r =i und j; = j.
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(2) (Vertausche zwei Zeilen wenn notig) Falls a;; = 0, aber ag; # 0 fiir
ein k > 4, vertausche die i-te und die k-te Zeile (Danach ist a;; # 0).

(3) (Normieren) Dividiere die gesamte i-te Zeile durch a;; # 0 (Danach
ist Q5 = 1)

(4) (Ausrdumen der j-ten Spalte). Fiir alle k # i subtrahiere das ay;-fache
der i-ten Zeile von der k-ten Zeile (Danach ist ax; = 0 fiir alle k # 7).

(5) Erhohe i und j jeweils um 1. Falls i > m oder j > n, sind wir fertig.
Sonst geht es weiter bei (1).

Danach bleibt eine erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) in strenger Zeilen-
stufenform. Da wir nur elementare Zeilenumformungen angewandt haben, hat
sich nach Satz 6.1.3 die Losungsmenge nicht gedndert.

Bemerkung. Spater wird der Rang fiir beliebige Matrizen definiert. Wendet man
das Gauf-Verfahren auf eine Matrix A an, so bleibt der Rang unveréndert. Unsere
vorldufige Definition steht also nicht im Widerspruch zur {iblichen Bedeutung des
Begriffs “Rang”.

Wir fassen die obigen Uberlegungen noch einmal zusammen.

6.1.3. Satz (Losbarkeit). Sei (A|b) eine erweiterte Koeffizientenmatriz in stren-
ger Zeilenstufenform. Dann besitzt das zugehorige lineare Gleichungssystem genau
dann Lésungen, wenn alle Absolutglieder b; mit Index © > r Null sind.

6.1.4. Satz (Konstruktion aller Losungen). Sei (A|b) eine erweiterte Koeffizi-
entenmatriz in strenger Zeilenstufenform. Ist n die Anzahl der Unbekannten und
st das System losbar, so werden die Lisungen durch n—r Parameter beschrieben,
wobei r der Rang der Matrixz A ist.

Definition. Die oben in Abhéngigkeit von den Parametern ¢; fiir j ¢ {j1,..., .}
konstruierte Losung heisst allgemeine Liosung. Jede spezielle Wahl der Parameter
liefert eine spezielle Lisung.

6.1.5. Satz (Eindeutigkeit). Das System ist genau dann eindeutig l6sbar wenn
es losbar ist und n =1, d.h. j1 =1, ..., jp =n.

6.1.6. Folgerung. Das homogene System, d.h. b; = 0 fir allet =1, ..., m,
besitzt genau dann nur die triviale Losung, wenn r = n.

6.1.7. Satz (Struktur der Losungsmenge).

(1) Seien c,d € R™ Ldsungen des homogenen linearen Gleichungssystems
mit der Koeffizientenmatric A € R™ ™. Dann sind auch ¢ + d und
Ac, A € R, Lisungen.

(2) Sei das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatrix
(A|b) losbar. Dann lafit sich eine allgemeine Lisung v € R™ darstellen
i der Form

V=Vy+u
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mit einer speziellen Losung vy des inhomogenen und einer allgemeinen
Losung u des zugehérigen homogenen Systems.

Teil (1) besagt, dass die Losungsmenge eines homogenen Systems immer ein
Untervektorraum ist. Teil (2) besagt, dass die Losungsmenge eines inhomogenen
Systems entweder leer oder ein affiner Unterraum ist.

6.2. Matrizenmultiplikation
6.2.1. Produkte von Zeilen mit Spalten. Das Produkt a-b eines Zeilen-
vektors a = (ay,...,a,) € R, und eines Spaltenvektors b = (by,...,m,)T € R"

ist definiert durch
a-b:= Zalbl .
i=1

Eine lineare Gleichung kann man jetzt noch kompakter schreiben als
a-x=Db
mit a = (ag,...,a,),x = (z1,...,2,)".
Es gilt fiir alle « € R,a;,a5,a € R, und by, by, b € R"
(a; +a3)-b=a;-b+ay-b,
a-(by+by)=a-b;+a-bs,
a(a-b)=(aa)-b=a-(ab).

6.2.2. Produkte von Matrizen. Fiir A = (a;;) € R™" und B = (b;;) €
R™ 7" hat das Matrizenprodukt A - B die Eintrage

n
Cij = E aikzbk‘j; izl,...,m, jzl,...,’l“,
k=1

d.h. ¢;; ist das Produkt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B.

Achtung! Wenn die Spaltenanzahl von A ungleich der Zeilenanzahl von B
ist, ist das Produkt nicht definiert!

Ein m x n Gleichungssystem Z@z’j%’ =b;, ¢+ =1,...,m kann man kom-
j=1
pakter als A - x = b schreiben, mit A = (a;;) € R™", & = (ay, ... Jx,)" € R,
b= (by,...,bn)" € R™, siehe oben.
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6.2.3. Rechenregeln. Sei A € R™*" seien a; € R™ fiir¢ =1, ..., n die
Spaltenvektoren von A und sei x € R". Dann gilt:

n
A-x= E ria; = ria; + - +xa,.
i=1
Setzt man nun x = e;,7 = 1,...,n, so erhdlt man
A-e =a,

d.h. Multiplikation einer Matrix A mit dem i-ten Basisspaltenvektor e; liefert
i-ten Spaltenvektor von A. Analog gilt:

/ .
;- A =z, j=1,...,m,

d.h. Multiplikation des j-ten Basiszeilenvektors €} mit A liefert die j-te Zeile von
A.

Definition. Die Matrix

1 0 0
B, |

o

0 0 1

heisst n x n Einheitsmatrix.

Die Einheitsmatrix hat die Spaltendarstellung E,, = (eq, ..., €,) mit den Stan-
dardbasisspaltenvektoren e; € R™.
6.2.1. Satz. Fiir alle Matrizen A, A1, Ay € R™*" B, B{,B; € R"" C € R"™**
und a € R gilt

(1) Assoziativgesetz: a (A -B) = (aA)-B = A - (aB),
(2) 1. Distributivgesetz: (A; +As)-B=A;-B+ Ay B,
(3) 2. Distributivgesetz: A - (By+By) =A-By + A - By,
(4) Homogenitit: (A-B)-C=A-(B-C),
(5) Einheitsmatrizen sind neutrale Elemente: E,, - A = A -E, = A.
Achtung! Im Allgemeinen gilt:
A-B#B-A,

selbst wenn beide Produkte definiert sind.

Beispiel.
1 -1\ (1 2y (=3 =3
2 3 4 5/  \14 19
1 2\ (1 =1\ (5 5
4 5)\2 3 ) \14 11
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Bemerkung. (1) Es gibt Matrizen A, B # 0 so dafl A -B = 0. Dies ist bei
reellen Zahlen nicht moglich, denn fiir a, b € R gilt: a-b =0 = (a =
0) vV (b=0).

(2) Aber es gilt (wenn die Produkte definiert sind):
0-A=A-0=0
(3) Potenzen von quadratischen Matrizen A € R™*" sind rekursiv definiert:
A°=E,, A¥ ::A’“‘l-A:u

k-mal

6.2.4. Transponierte Matrizen. Zu jeder m xn Matrix A = (a;;) € R™*"
gibt es eine transponierte Matriz AT = (aj;) € R™™, deren i-te Zeile aus den
Koeffizienten der i-ten Spalte von A bestehen, d.h. fiir

aiy| ... |Qin
A = : : c Rrxm

Am1| ~ " (Amn)

ist die transponierte Matrix gegeben durch

a11 -+ Gml
AT — : : c Rmxn
Ain **° Qmn
Die Bezeichnung ist konsistent mit unserer Schreibweise (a1, ..., a,)" fir Spal-

tenvektoren.
Es gelten folgende Rechenregeln fiir alle A, B € R™*" o € R:
(A+B)" = AT+ BT,
(aA)" = aAT
(AT)" = A,
(A-B) =BT . AT.

Definition. Eine n x n Matrix A heisst symmetrisch, wenn AT = A gilt; sie
heisst schiefsymmetrisch, falls AT = —A gilt.

Fiir symmetrische Matrizen gilt
A=A" < Qi = G Vi,jzl,...,n,
und fiir schiefsymmetrische Matrizen gilt analog

A=—-AT < Qi = —Qj; VZ7j:1,,n
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Insbesondere gilt fiir die Diagonalelemente einer schiefsymmetrischen Matrix a; =

0.

6.2.5. Inverse Matrizen. Eine Matrix A € R™*"™ heisst invertierbar, wenn
es eine Matrix B € R"*" gibt so, dass A - B = B - A = E,, gilt. Diese Matrix B
ist eindeutig bestimmt, wird mit A~! bezeichnet und heisst inverse Matriz von
A.

6.2.2. Satz. Wenn es zu einer Matrix A € R™" zwei Matrizen B,C € R™*"
gibt mit B- A=A -C =E, dann ist A invertierbar und es gilt:

B=C=A""'.

a b

Beispiel. Fiir A = (c d) mit  ad — bc # 0 gilt:

1 d —b
Al =
ad — be (-C a )
6.2.3. Satz.

a) Die inverse Matriz einer invertierbaren Matrixz A ist invertierbar und es
qgilt:

(A7) =A.
b) Das Produkt zweier invertierbarer Matrizen ist invertierbar und es gilt:
(A-B)'=B7'.- AL,

c) Die Transponierte AT einer Matriz ist genau dann invertierbar, wenn
A invertierbar ist. In diesem Fall gilt:

(A7) = (a7

Fiir das Produkt mehrerer invertierbarer Matrizen A;,© = 1,...,n, gilt:
(Ap-...-A) "=A AT AT

Invertierbare Matrizen sind bedeutend fiir die Losung von Gleichungssyste-
men. Aus der Gleichung
Ax=Db
folgt
x=A"b,
falls die Matrix A invertierbar ist. Dieses so berechnete x ist die eindeutige Losung
des obigen linearen Gleichungssystems.

Umgekehrt erhélt man das Inverse B einer quadratischen n x n-Matrix A
durch das simultane Losen von n linearen Gleichungssystemen. Sei 1 < j < n,
und sei b; die j-te Spalte von B. Aus A - B = E,, folgt

A-b;=e¢e; firallej=1,..., n.
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Wir miissen also das Gleichungssystem A -x = b mit den rechten Seiten ey, ...,
e, losen.

Dazu schreiben wir alle rechten Seiten hinter den Querstrich und erhalten die
erweiterte Matrix (A|E,). Mit dem Gauf-Verfahren aus Abschnitt 6.1.4 bringen
wir die Matrix links vom Strich in strenge Zeilenstufenform. Falls der Rang r = n
ist, erhalten wir (E,|B), und B ist die inverse Matrix. Falls der Rang r < n ist,
erhalten wir fiir (mindestens) eine rechte Seite eine Gleichung der Form 0 = % # 0,
die nicht 16sbar ist. In diesem Fall ist A nicht invertierbar.

Da A nicht invertierbar ist falls » < n, diirfen wir Schritt (1) im Gauf}-
Verfahren wie folgt modifizieren:

(') Falls a;; = - -+ = ay,; = 0 brich ab: die Matrix A ist nicht invertierbar.

6.2.6. Diagonal- und Dreiecksmatrizen. Sei A = (a;;) € R™*" eine qua-
dratische Matrix. Die Elemente a;;,7 = 1,...,n, nennt man Diagonalelemente.
Eine Matrix die nur auf der Diagonalen nichttriviale Eintrage hat heisst Diago-
nalmatriz. Wir schreiben

aq 0 0
Diag (ai,...,a,) =0 "-. 0
0O 0 a,

Eine Matrix A = (a;;) € R™", fiir die a;; = 0 fiir alle 1 < j < i < n gilt, d.h. alle
Eintrdge unterhalb der Diagonalen sind Null, heisst obere Dreiecksmatriz. Analog
heisst eine Matrix untere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 fir alle 1 <7 < j < n
gilt.

6.2.4. Satz. Eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatriz ist genau dann invertierbar,

wenn alle Diagonalelemente von Null verschieden sind.

Obere Dreiecksmatrizen lassen sich mit dem Gauf-Verfahren besonders ein-
fach invertieren. Fiir untere Dreiecksmatrizen A benutzen wir, dass

(Afl)T — (AT)fl S Afl — ((AT)fl)T

nach Satz 6.2.3, und invertieren zunichst die transponierte Matrix AT, und trans-
ponieren danach das Inverse noch einmal.

Im Spezialfall A = Diag (aq,...,a,) mit a; #0, i=1,...,n, gilt:

A~' =Diag (a;',...,a,")

’ '
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6.3. Vektorriume

Vektorrdume sind oft Mengen, deren Elemente man addieren und mit Fakto-
ren multiplizieren kann. z.B.

e Vektoren im Anschauungsraum, Ebene,
e Funktionen f: I — R, stetige / differenzierbare Funktionen . ..
e Matrizen, Zeilen- und Spaltenvektoren.

Diese Objekte verhalten sich unter diesem Gesichtspunkt sehr &hnlich. Um ge-
meinsame Eigenschaften besser zu verstehen und eine einheitliche Theorie zu
schaffen, fithren wir einen neuen Begriff und die zugehorigen Theorie ein.

6.3.1. Abstrakte Vektorrdume. Eine nichtleere Menge V', in der man zu

je zwei Elementen a, b € V eine Summe a+b € V und zu jedem Element a € V
und jedem Skalar A € R das A-fache A\a € V bilden kann, heisst R-Vektorraum,
wenn folgende Axiome erfiillt sind:

(V.1) Die Addition ist assoziativ, d.h. fiir alle a,b,c € V gilt:

(a+b)+c=a+(b+c).
(V.2) Es gibt ein Element 0 € V, Nullvektor genannt, mit
a+0=a

fiir alle a € V.
(V.3) Zu jedem a € V gibt es genau ein mit —a bezeichnetes Element in V/

mit

a+(—a)=0.

(V.4) Die Addition ist kommutativ, d.h. fiir alle a,b € V gilt:
a+b=b+a.

(V.5) A(pa) = (A\u)a fir alle \,p e R,a e V.

(V.6) A(a+b)=Xa+Ab fur alle A € R,a,b e V.

(V.7) (u+ N a=pua+ ra fir alle \,p e R,a e V.

(V8) 1-a=a fir alle a € V.

Die Elemente des Vektorraums V nennt man Vektoren.

Die obigen Rechenregeln haben wir bereits in Abschnitt 1.3.2 fiir Vektoren in
der Ebene kennengelernt.

Beispiel. (1) V.= R™™ ist ein Vektorraum mit den komponentenweise
definierten Operationen Addition und skalarer Multiplikation (siehe Ab-
schnitt 6.1.2).
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(2) Insbesondere sind
R, = {(a1,...,a,) | a; € R}
R" = {(a1,...,a,)" | a; € R}
Vektorraume.
(3) Die Menge
P, ={ay+ax+...+a,2" |a; ERi=0,...,n}
der Polynome vom Grad < n mit punktweise definierter Addition und
skalarer Multiplikation ist ein R-Vektorraum. Genauso bilden die Poly-
nome von beliebigem Grad einen R-Vektorraum.
(4) Die Menge C°(I) :={ f: I — R | f stetig } der stetigen Funktionen mit
den Operationen
(f+9)(2): = fz)+g(x)
(Af) (@) : = Af(x)

bildet den Vektorraum der stetigen Funktionen.

6.3.2. Unterrdume und Linearkombinationen. Im folgenden sei V' ein
R-Vektorraum. Eine nichtleere Menge U C V' heisst Unterraum von V', wenn zu
je zwei Elementen u,v € U auch deren Summe u + v in U liegt und wenn mit
jedem u € U und A € R auch A\u in U liegt, d.h.:

(U.1) U ist abgeschlossen unter Addition: u,v e U = u+veU,

(U.2) U ist abgeschlossen unter skalarer Multiplikation: u € U\ € R —
Au e U,

(U.3) U ist nichtleer: 0 € U.

Aus den Axiomen (V.1)—(V.8) folgt somit sofort, dass dann auch U wieder
ein Vektorraum ist.

Beispiel. (1) V besitzt die trivialen Unterrdume U = {0},U = V.
(2) Sei v € V. Dann ist

U:={\v; )\ eR}

ein Untervektorraum von V. Fiir V' = R3 sind dies alle zu v parallelen
Vektoren.
(3) Sei A € R™*". Dann ist

Ker A :={x e R"; Ax =0}

ein Unterraum von R". Beachte: Ker A ist genau die Losungsmenge des
homogenen linearen Gleichungssystemen A -x = 0.
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Definition. Jede aus endlich vielen Vektoren vq,..., v, € V gebildete Summe
der Form

k
E o;V; = V) + - + Qg Vi
=1

mit Koeflizienten o; € R heifit Linearkombination der v;. Eine solche Linear-
kombination heifit trivial, wenn o; = 0 fir ¢« = 1, ..., k gilt. Die Menge aller
Linearkombinationen der v; heisst lineare Hiille der v; und wird mit

k
Lin (vy,...,vg) = {Z%‘Vi
i=1

OéiER,izl,...,kI}

bezeichnet.

6.3.1. Lemma. Die lineare Hiille der Vektoren v; € Vi = 1,...,k, st ein
Unterraum von V.

Definition. Man sagt, ein Unterraum U von V wird von den Vektoren vy, ..., v
erzeugt oder auch, (vy,...,vy) ist ein Erzeugendensystem von U, wenn

U=Lin(vy,...,Vg) .
Beispiel. (1) R™ wird von (ey,...,e,) erzeugt, denn
a= (al,...,an)T:a1e1+a2e2—i—---+anen.
(2) Der R? wird von (ey, ;) erzeugt, aber auch (e; + ey, e; — e;) erzeugt R?.
Dies entspricht einer Drehung des Koordinatensystems.

Definition. Endlich viele Vektoren vy, ..., v, € V heiflen linear abhdngig, wenn
es Zahlen aq,...,a;, € R gibt, die nicht sdmtlich gleich Null sind, so, dass

CM1V1—|—"'+Oéka:0

gilt. Die Vektoren wvi,..., vy heissen linear unabhdingig, wenn sie nicht linear
abhéngig sind, d.h.

061V1+"'+Oékvk:0 e OélzaQ:"':ak:O-
Um zu iiberpriifen, ob vy, ..., v € V linear unabhéngig sind, muss man das
lineare Gleichungssystem in xq,...,z
(*) v+ +av=V-x=0

betrachten und iiberpriifen, ob es nur triviale Losungen gibt. Hierbei ist V die
Matrix mit den Spalten v;. Es gilt:

(1) vy,..., v, linear abhéngig <= (*) besitzt eine nichttriviale Losung.
(2) vq,...,vg linear unabhéngig <= (*) besitzt nur triviale Losung.
6.3.2. Lemma. Die Vektoren vy, ..., vi € V sind genau dann linear abhdngig,

wenn sich einer von thnen als Linearkombination der anderen darstellen ldsst.
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6.3.3. Lemma.

(1) Jedes endliche System von Vektoren, das linear abhingige Vektoren ent-
hilt, ist linear abhdngig.

(2) Jedes endliche System von Vektoren, das den Nullvektor enthdlt, ist li-
near abhdngig.

(3) Jedes Teilsystem linear unabhingiger Vekotoren ist linear unabhdngig.

6.3.4. Satz. In einer Matriz in strenger Zeilenstufenform sind die nichttrivialen
Zeilenvektoren linear unabhdngig.

6.3.5. Satz. Ser A € R™™" eine quadratische Matrixz. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) A ist invertierbar.
(2) Die Spalten von A sind linear unabhdngig.
(3) Die Zeilen von A sind linear unabhingig.

6.4. Determinanten

6.4.1. Einfiihrung. Gegeben seien n Vektoren vy, ..., v,, € R". Diese Vek-
toren spannen ein Parallelotop

P<V17"'7vn) = {>\1V1+"'+)\nvn ‘ OS)\la-“a)‘n Sn}
auf. Das n-dimensionale Volumen dieses Polytops hat drei charakteristische Ei-
genschaften.
(1) Homogenitit. Fiir alle A € R und 1 <i < n gilt
VOl(P(vi,..., AV, ..., vy)) = |A] - vol(P(vy, ..., vy))
(2) Scherungsinvarianz. Fiir alle A € R und 1 < ¢ # j <n gilt
VOl(P(V1, ...,V + AV, ..., vy,)) = vol(P(vy,...,V,)) .
—_—
j-te Stelle
(3) Normierung. Das Volumen des n-dimensionalen Standardwiirfels ist 1,

d.h., es gilt vol(P(ey,...,e,)) = 1.

Durch diese Eigenschaften ist das Volumen bereits vollstédndig festgelegt.

Beispiel. (1) n = 1: das Parallelotop ist eine Strecke der Lénge |v|.
(2) n = 2: seien vi = (§) und v, = (§), dann hat das aufgespannte Paral-
lelogramm die Fldche |ad — bel.
(3) n = 3: das Volumen eines Spats P(vy, vy, v3) im R? wird durch den
Betrag |[v1, va, v3]| des Spatprodukts gegeben, siehe Satz 1.4.1.
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6.4.2. Definition der Determinante. Die Determinante von n Vekto-
ren vy, ..., v, € R" ist eine Zahl det(vy,...,v,) € R mit folgenden Eigen-
schaften.

(1) Homogenitit. Fiir alle A € R und 1 <i < n gilt
det(vi, ..., AV, ..., vy) = A-det(vy, ..., vy),
(2) Scherungsinvarianz. Fiir alle A € Rund 1 <1i # j < n gilt
det(vy, ..., vj+Avy, ..., v,) =det(vy,...,vy,).
——
j-te Stelle
(3) Normierung. Es gilt det(ey,...,e,) = 1.
Durch diese Eigenschaften ist die Determinante bereits vollstindig festgelegt.

Die Determinante det A einer quadratischen Matrix ist die Determinante der
Spaltenvektoren. Man schreibt manchmal auch

ay] ... Qip ai; ... Qip
det A =det | : : =] : Sl
Ap1 ... Qpp Ap1 ... Qpn

aber Vorsicht — bei 1 x 1-Matrizen sollte man det(a) nicht mit dem Absolutbe-
trag |a| verwechseln.

Beispiel. (1) n = 1: Es gilt det(a) = a.
(2) n=2: Es gilt

a b

d

(3) n = 3: Die Determinante einer 3 x 3-Matrix ist das Spatprodukt der
Spaltenvektoren. Sie lasst sich mit der Sarrusschen Regel berechnen,
siehe dazu die Formel am Ende von Abschnitt 1.4.4.

=ad—bc.

Bemerkung. Es gilt
vol(P(vy,...,vy)) = |det(vy,...,v,)|.

Sei A = (a;;) eine m x n-Matrix, dann bezeichnen wir mit A;; die (m —1) x
(n — 1)-Matrix, bei der die i-te Zeile und die j-te Spalte von A fehlen:

aiy ce aj—1 Qa1,5+1 c. QA1np
A — a;-11 .- @i—15-1 Gi—14541 --- QAi—1n
i =
I @ir11 -+ Aig15-1 Gir1541 --- Qitln

am1 ce Am,j—1 Qm, j+1 c. Amn
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6.4.1. Satz (Laplace-Entwicklung). Sei A eine n x n-Matriz. Dann gilt fir al-
lel1 <1, 5 <n, dass

det A = Z(—l)”k ay, - det Ay, (Entwicklung nach der i-ten Zeile),
k=1

det A = Z(—l)kﬂ apj - det Ay; (Entwicklung nach der j-ten Spalte).
k=1

Damit lédsst sich die Berechnung von n x n-Determinanten rekursiv auf die
Berechnung von (n — 1) x (n — 1)-Determinanten zuriickfithren. Dieses Verfahren
ist sehr rechenaufwendig: man benétigt bei naivem Vorgehen iiber n! Multiplika-
tionen. Speichert man alle Determinanten, die als Zwischenergebnisse auftreten,
so braucht man immer noch bis zu n(2"~! — 1) Multiplikationen (und jede Menge
Speicherverwaltung). Das Verfahren lohnt sich dann, wenn sehr viele der Matri-
xeintrage von A verschwinden.

6.4.3. Rechenregeln fiir Determinanten. Aus den obigen Eigenschaften
(1)—(3) ergeben sich folgende Rechenregeln.

6.4.2. Satz. Seien vy, ..., v, w € R" Vektoren, und sei A\ € R. Dann gilt
(1) Es gilt det(vy,...,v,) =0 genau dann, wenn vy, ..., v, linear abhingig
sind.

(2) Vertauschen zweier Vektoren dndert das Vorzeichen: fir alle i # j gilt

det(vi,..., Vv; ..., Vi ..., v,)=—det(vy,...,V,).
i-te Stelle Jj-te Stelle

(3) Die Determinante ist in jedem Argument linear, d.h.,

det(vy,...,vi+w,...,v,) =det(vy,...,v,) +det(vy,..., W ,...,v,),
i-te Stelle
det(vy, ..., AV, ..., vy) = A-det(vy, ..., v,) .

(4) Es gilt det AT = det A

(5) Sei A obere oder untere Dreiecksmatriz, dann ist det A das Produkt der
Diagonalelemente.

(6) Die Determinante ist multiplikativ, d.h., es gilt det(A-B) = det A-det B.

Die Punkte (1)—(3) sagen etwas iiber Operationen mit Spalten einer Matrix
aus. Wegen (4) gelten (1)—(3) analog fiir Operationen mit den Zeilen. Wir kénnen
daher Determinanten nach dem Gauf3-Verfahren berechnen.
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6.4.4. Berechnung mit dem Gauf3-Verfahren. Wir bringen eine qua-
dratische Matrix A auf Zeilenstufenform durch elementare Zeilenumformungen.
Da sich der Wert der Determinante bei einigen dieser Umformungen &dndert, und
da wir A wegen Satz 6.4.2 (5) nur auf obere Dreiecksgestalt bringen miissen,
modifizieren wir den Gauf-Algorithmus wie folgt.

Zunachst schreibe die Matrix A zwischen senkrechte Striche wie oben.

0) Beginne mit i = 1.

1’) Falls a;; = - -+ = a,; = 0, brich ab: die Determinante von A ist 0.
2’) Falls a;; = 0, aber ay; # 0 fiir ein k > i, vertausche die i-te und die
“—7 yor die Determi-

*

*

* (
k-te Zeile und schreibe einen zusétzlichen Faktor
nante.

e (3’) Dividiere die gesamte i-te Zeile durch a; # 0 und schreibe einen
zusitzlichen Faktor a;; vor die Determinante.

e (4") Fiir alle i < k < n subtrahiere das ay;-fache der i-ten Zeile von der

k-ten Zeile.
e Erhohe ¢ um 1. Falls ¢ > n, sind wir fertig. Sonst geht es weiter bei (1).

Am Ende bleibt eine obere Dreiecksmatrix D mit dy; = -+ = d,,, = 1 stehen.
Die Determinante ist dann einfach der Vorfaktor.

Beispiel. Wir berechnen

0 1 0 1 2 3 1 3
_ — ——— 2
det(z 3)“2 3‘_ '0 1‘_ 2’0 i

Beim GauB-Verfahren braucht man ca. %3 Multiplikationen und Divisionen.
Fiir n x n-Matrizen mit wenig Nullen und n > 4 ist das Gau-Verfahren bereits
schneller als die Laplace-Entwicklung.



