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Bitte Beachten Sie folgende Hinweise:

e Resultate aus der Vorlesung diirfen Sie als bekannt voraussetzen. Begriinden Sie
nach Moglichkeit stichwortartig [hre Schritte.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Entscheiden Sie, ob die nachstehenden Folgen fiir n — oo konvergieren und bestimmen
Sie ggf. den Grenzwert (mit kurzer Begriindung).
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a) an:dem? b) a, = n(2» —1).

L: a) Mit Teleskopsummentrick gilt

n
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b) Sei f(z) = 2% = exp(xlog?2). f is differenzierbar mit f’(x) = 2% log 2. Bei der Definition
von der Ableitung gilt
. 2n—1
nh—{go — = 1'(0) = log 2.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz und absolute Konvergenz
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L: Sei a;, = v/3 — 1. Die Folge {a;} ist eine monoton fallende Nullfolge. Nach Leibniz
konvergiert die alternative Reihe S 7o (—1)"1(3/3 —1).

Wir behaupten, dass die Reihe > oo ar = > oo (V3 — 1) nicht konvergent ist. Um die
Behauptung zu zeigen, vergleichen wir sie mit der harmonischen Reihe "7, %, die nicht
konvergent ist:

Aus limy oo (1 4 1)F = e < 3 gilt

1., 1
(1+E) <3<:)ak>E

fiir k hinreichend groB. Also die Reihe Y (—1)*(¥/3 — 1) ist nicht absolut konvergent.

Bemerkung: Man kann auch die folgende Behauptung benutzen: Die Reihe Y .- mit
limy_,o0 kar = a > 0 ist nicht konvergent.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Die reelle Folge (a,)nen sei rekursiv definiert durch

ar=1 und api1=vV2+a,

a) Zeigen Sie mittles vollstandiger Induktion, dass 0 < a,, < 2.
b) Zeigen Sie, dass die Folge monoton ist.
c) Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert.

L: a) und b) sind leicht zu zeigen. Nach a) und b) ist die Folge monoton und beschrénkt.
Nach der Vorlesung konvergiert die Folge gegen eine Zahl a € [0, 2]. Mit der Rechnungs-
regeln von Grenzwert folgt aus a2, =2+ a,

a>=2+a,

die zwei Losungen, a = 2 und a = —1, hat. Die Losung a = —1 ist keine Losung, da sie
nicht im Intervall [0, 2] liegt. Also folgt a = 2.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung z° = 2 und fertigen Sie eine Skizze an.

L: In den Polarkoordinaten hat die Gleichung z° = 2 die folgende Form

25 =Pl =2,
Also gilt » = v/2 und 6 = 2kn/5 fiir k € Z. Wir haben 5 Losungen, da 6 € [0, 27),
2 = V25 mit k=0,1,2,3,4.

Aufgabe 5 (6 Punkte)
Betrachten Sie die Menge M = {(z,y) € R?* : 22 + y? < 1,y > 0}. Entscheiden Sie, ob
folgende Aussagen wahr sind, jeweils mit Begriindung;:
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(a) M ist beschrénkt.

(b) M ist offen.

(¢) M ist abgeschlossen.

L: (a) M ist beschrinkt, da |(z,y)] = /22 +y? < 1.

(b) M ist nicht offen, da es keine Umgebung U von (0,0) € M mit U C M gibt.

(¢) M ist nicht abgeschlossen, da eine Folge a, = (0,1—+) € M existiert , die konvergiert,
aber der Grenzwert (0,1) = lim,,_,, @, nicht in M liegt.

Aufgabe 6 (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Konvergenzradien folgener Potenzreihen mit kiirzer Begriindung

a) Y oo a"bfz" a,b >0,k €N b) Y Lrzm

n=0 2n2
L: (a) Fiir z # 0 gilt
an+1bklz‘n+1

|an+1| .

a, | anbF|z|" = alz|.

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe fiir 2| < £ und divergiert fiir [z] > 1,
d.h., der Konvergenzradius is R = (17
(b) R = oo. Denn fiir jedes festes z € C gilt

|an+1

1
| < 27]2\ <1/2 <1, fiir n hinreichend grof
Ay, "

Aufgabe 7 (6 Punkte)

Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen der Funktion

2

[ R=R, f(z) =a2%".

L: Die extremstellen erfiillen die notwendige Bedingung
0=f'(z) =223 —22%)e ™.

Die Gleichung hat 3 Losungen

xo=0, x4y==4/=.

Nach der Produktregeln gilt
F'(x) = e {=22°(3 — 227) + 22(3 — 22%) — 42},

Daraus folgt
f//(x-i-) < 07 f”(l'_) > 07 f//(l’(]> =0.

Nach der Vorlesung wissen wir, dass z ein lokales Maximum und z_ ein lokales Minimum
ist.



Aber xq ist keine lokale Extremstelle, denn

flz)> f(xg) =0firz >0, f(r)< f(zo) =0 firz<D0.

Aufgabe 8 (4 Punkte)
Wir definieren die Funktion cosh (Cosinus hyperbolicus) durch
cosh : [0,00) = [1,00), cosh(z) = %

Begriinden Sie, dass cosh : [0,00) — [1,00) eine Umkehrfunktion besitzt; diese wird
mit Arcosh Area Cosinus hyperbolicus) bezeichnet. Leiten Sie die Formel Arcosh( ) =

logy—i—\/y— (y € [1,00)) her.

L: Aus

x —x

e’ —e
2

gilt cosh’z > 0 fiir z € (0,00), da €* > 1 > e * fiir x € (0,00). Also ist cosh monoton

wachsend auf (0,00) mit cosh0 = 1. Da €* — oo mit © — oo, gilt auch coshx — oo

mit x — oo. Da cosh stetig ist, ist cosh : [0,00) — [1,00) nach dem Zwischenwertsatz

surjektiv. Also existiert fiir cosh : [0,00) — [1,00) eine Umkehrfunktion Arcosh(y).

Die Berechnung der Umkehrfunktion:

cosh’ z =

et +e”

y = cosh(z) = 5

Setzen u = e*. Dann bekommen wir die Gleichung
u? —2yu+1 =0,

die zwei Losungen
ur=y+ vy =1 u.=y—y' -1
hat. u_ ist keine Losung. Wir haben
x =logu =log(y + vy% —1).
Aufgabe 9 (6 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a) /jmlogmdm. (b) /: cos (logz)dz (a>1). (c) /11 5 xzdx.

L: (a) Nach der partiellen Integration gilt

2 2 2
1 1
/lxlogwdx = [éxQIng]ij— 1 %;dw
>
= 210g2—/ —dx
1 2
3
= 2log2— -.
g2~



(b) Nach der Substitution x = eV gilt

a loga
/ cos(logx)dr = / e? cos ydy
1 0

loga
= [cosye?]V=® " + / e¥ sin ydy
0

loga
- y1y=loga . yly=loga y
= [cosye’];—y"" + [sinye];Z, / e¥ cos ydy
0

wobei wir noch zweimal die partielle Integration benutzt haben. Es folgt

a loga 1
/ cos(logx)dr = / e’ cosydy = 9 5 ([cosye’];— 05" + [sin ye'ly— 05"
1 0

1
= §(a cos(loga) + asin(loga) — 1). (Es gab ein Fehler hier!!!)
()

/1 ! dx /1 ! ( ! + ! ) dx (Es gab ein Fehler hier!!l)

= i ier!!!

12— 12v2 \V2 - V2+aw g
= / ( og \/_ 2+ :1:> dx (Es gab ein Fehler hier!!!)
2/2

-z
1 \/§+x
log

2\/§ \/§—x .

=—1

1. V2+1
= —log

V2 V21
Aufgabe 10 (4 Punkte)
Priifen Sie auf gleichméige Konvergenz, sowie auf gleichméffige Konvergenz der Ablei-
tungsfunktionen:
S L) R S

n

L: f, ist gleichméfBig konvergent, da gilt
1 :
[fnllr = sup [ fa(z)| = — = 0, mit n — oo.
zel n
Die Ableitung (f!) ist nicht gleichméfig konvergent, da gilt
1/ollr = sup | f;,(2)| = sup [sin(nz)| = 1.
zel zel

Aufgabe 11 (6 Punkte)



Fiir eine gegebene Folge (a,,)nen betrachten wir die Folge A, = %(al +as+...+ay,) der
arithmetischen Mittelwerte der ersten n Folgenglieder. Zeigen Sie

lim a, =a = lim A, =a.
n—ro0 n—oo

Gilt die Umkehrung dieses Schlusses?
L: Aus der Voraussetzung haben wir:

(1) Die Folge ist beschrénkt, d.h, es existiert M > 0 mit |a,| < M.
(2) Fiir bliebige € > 0 existiert Ny mit |a,, — a| < €/2, fiir alle n < N;. Wihle Ny mit

2M N,

2

< €/2.

Setze No = max{ Ny, Ny}. Es folgt fiir n > N

An—al = Sl =)+ (03— @)+ (00— )
< (I = @)+ a2 = a) (o, — )+ (e — @)+ (00— )
2M N,

<

+e/2<€/2+€/2=c¢.
Also die Folge A,, konvergiert gegen a.

Die Umkehrung ist falsch. Sei a,, = (—1)". Die Folge konvergiert nicht, aber A, ist die
Nullfolge

1
|4, < = —=0.
n



