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Aufgabe 1 (Untermannigfaltigkeit und ihr Tangemtialraum) (4 Punkte)

Seien M (n,R) die Menge aller reellen n x n-Matrizen und SL(n,R) = {X €
M(n,R) : det(X) = 1}. Man zeige, dass

a) SL(n,R) ist eine Untermannigfaltigkeit mit Dimension n? — 1.

b) TgSL(n,R) ={V € M(n,R) : spur (V) = 0}.

Aufgabe 2 (Legendretransformation) (4 Punkte)
a) Bestimmen Sie die Legendretransformierte H von L(z) = 2%/2 auf U = {r € R :
x > 0} und die Legendretransformierte von H.

b) Sei L : U — R eine C*-Funktion auf U C R? fiir welche die zugehorige Legen-
dretransformation (Gradientenabbildung)

f =DL: (.I’,y) - (6777) mit 5 = Lx(%y)ﬂ] = Ly(l’,y)

einen Diffoemorphismus von U nach V liefert, und bezeichne H € C?(V) die Legen-
dretransformierte von L. Man zeige:

i) pi= Loz Ly, — Liy = m; Lyy = pHyy, Loy = —pHey,  Lyy = pHee.
ii) Durch die Legendretransformation wird die Minimalfliichengleichung

(14 L) Lye — 2Ly Ly Ly + (14 L3) Ly, =0
in die lineare Gleicheing (1 + &2)Hee + 26nHe, + (1 4+ n?)H,y,y = 0 transformeirt.

Aufgabe 3 (Eindeutigkeit) (4 Punkte)
Sei f : RxR — R eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniige.
Es gelte

f(=a,y) = —f(a,y) fir alle (z,y) € R*.
Man beweise: Ist > 0, so geht jede Losung ¢ : [—r, ] — R der Differentialgleichung
y' = f(z,y) bei Spiegelung an der y-Achse in sich tiber.

Aufgabe 4 (Picard-Lindeldf) (4 Punkte)
Mit Hilfe des Picard-Lindel6fschen Iterationsverfahrens berechne man die Losung
¢ : R — R? des Differentialgleichungssystems

{ yi = Y2,
Ys = 4
mit der Anfangsbedingung ¢(0) = (Z)
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