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1. CpPm

I"Jbungsblatt 1

Der komplex-projektive Raum CP” ist die Menge der Geraden durch den Ur-

sprung im C**1. Wir identifizieren zwei Punkte z, w € C**! auf einer Geraden,
indem wir die Aquivalenzrelation ~ dadurch definieren, dass z ~ w, wenn es
ein A € C — {0} gibt, so dass z = Aw. Dann sei

(a)

(b)

(c)

CP" = (€™ = {0}) / ~ .

(2 Punkte) Zeigen Sie, dass {(Us;,¢:)}1 mit Uy = {z = (21 : ... :
Znp1) € CP™ | 2 # 0} und ¢; = {&;) ...,5 ...,g”“} U, — <cn ein
wohldefinierter Atlas ist, wobei f{i)(z) =2zj/z und f(z.) bedeutet, dass f(i)
weggelassen wird. Bestimmen Sie die Ubergangsfunktionen Vii = ¢;0; L

(2 Punkte) Zeigen Sie, dass eine elliptische Kurve F eine complexe Man-
nigfaltigkeit ist. Benutzen Sie dazu die Verallgemeinerung des Satzes
iiber implizite Funktionen auf Mannigfaltigkeiten, um zu zeigen, dass E
eine Untermannigfaltigkeit von CP? ist.

(1 Punkt) Sei K ein Kérper der Charakteristik p = 0. Sei F(z,y,2) €
K|z,y, z] homogen vom Grad n. Zeigen Sie, dass

(1 Punkt) Sei C' die Kurve {(z,y) € C? | (F(z,y) = 0)} und C ihre
projektive Vervollstandigung. Zeigen Sie, dass C' im Punkt (z,yo, 20)
genau dann nicht glatt ist, wenn

OF O0F OF

or Oy 0z
(1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Bedingung fiir einen glatten Punkt in

Aufgabe (b) unabhéngig von der Wahl der Koordinaten ist, d.h. sie
ist unveréndert nach einem Koordinatenwechsel (z/,vy/,2") = A(x,y, 2),

wobei A € GL(3, K).



(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass eine Tangente an C' durch einen glatten Punkt
(20, Yo, 20) die Gleichung ax + by + cz = 0 erfiillt, wobei

OF OF OF

a = %(xo,yo,zo)a b= a—y(ifo,ymzo), €= %(370&0720)

indem Sie die Tangentenbedingung fiir C' homogenisieren.

3. (a) (1 Punkt) Seien P; = (1,y1,21) und P = (9, Y2, 22) zwei verschiedene
Punkte im KP?. Zeigen Sie, dass die Gerade, die P, und P, verbindet, wie
folgt parametrisiert werden kann: {sP, +tP, | (s,t) € KP'}. Uberpriifen
Sie, dass diese lineare Abbildung KP' (mit Koordinaten (s,t)) bijektiv
auf die Gerade P, P, C KP? abbildet.

(b) (2 Punkte) Sei K = R oder C. Wenn die Kurve F(z,y) = 0 im Punkt
Py = (x1,y1) glatt ist und eine nicht-vertikale Tangente besitzt, dann
kann die implizite Funktion y = f(z) in eine Taylor-Reihe um = =
entwickelt werden. Der lineare Term gibt die Tangente. Wenn wir den
linearen Term subtrahieren, erhalten wir:

f@)—y— fl@)x—x) =ap(z—2)" + ..., a4n#0

m heisst die Ordnung der Tangente. Der Punkt (x1,y;) heisst Wen-
depunkt wenn m > 2, d.h. f”(x1) = 0. Sei P, = (21,41, 21), 21 # 0 und
sei L = P, P, eine Tangente an die Kurve F(z,y) = F(z,y,1) im glatten
Punkt P;. Sei Py = (x3, ¥, 22). Zeigen Sie, dass m die niedrigste Potenz
von t in ﬁ(wl + txo, Y1 + tyo, 21 + t20) € K]t] ist.

(¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass m sich unter linearen Koordinatenwechseln
von KP? nicht andert.

4. (4 Punkte) Zeigen Sie, dass die Gerade im Unendlichen L = {z = 0} C CP?
eine Tangente an die elliptische Kurve C' = {(z,y) € C? | ¥* = f(z)} im
Punkt (0,1,0), und dass (0,1,0) ein Wendepunkt von C' ist.
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