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5. (4 Punkte) Zeigen Sie, dass zwei Gitter L = Zw, + Zws und L' = Zw| + Zw)
b
genau dann iibereinstimmen, wenn es eine ganzzahlige Matrix (a d) der
c

Determinate 1 mit Eigenschaft
wi)  fa b\ (w
wh)  \e d) \wy

6. (a) (1 Punkt) Sei u fest. Zeigen Sie, dass die elliptische Funktion p —u genau
zwei Nullstellen (oder eine doppelte Nullstelle) hat.

gibt.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Nullstellen der Funktion ¢’ genau e; :=
w1/2, €3 := wy/2 und e3 := (w1 +ws) /2 sind. Geben Sie eine Charak-
terisierung der Nullstellen von ¢’ an, die unabhéangig von der Wahl der
Basis von L ist, d.h. unabhéngig von den Perioden wy,ws ist.

(¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass e, ey, e3 genau die Werte von u sind, fiir die
© — u eine doppelte Nullstelle hat.

(d) (1 Punkt) Warum sind e, e; und ez voneinander verschieden?

7. Sei L = {mw; + nwy | m,n € Z} ein festes Gitter und seien gy = go(L), g3 =
g3(L), p(z) = p(z; L). Sei Ry eine unbeschrankte einfach zusammenhéngende
offene Teilmenge der komplexen Ebene, die nicht die Nullstellen der Kubik
f(z) = 42° — gox — g3 enthdlt. Fir u € R, definieren wir eine Funktion
z = g(u) durch

wobei ein fester Zweig der Quadratwurzel gewahlt wird, wenn sich ¢ in R,
andert. Beachten Sie, dass das Integral konvergiert und, da R; einfach zusam-
menhangend ist, ist es unabhangig vom Weg in R; von u nach co. Die Funktion



z = g(u) kann analytisch fortgesetzt werden, in dem wir eine einfach zusam-
menhéngende Teilmenge Ry von C \ {ey, e9, e3} wihlen, die einen nichtleeren
Schnitt mit R hat. Wenn v € Ry, dann wahlen wir u; € R N Ry und setzen

dt
ft)

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von u; € R; N Ry und des Weges

s =gl = g(w)+ [

von u nach u;. Indem wir so fortfahren, bekommen wir eine mehrwertige
analytische Funktion, da die Folge der Mengen R;, R, ... sich um die Punkte
€1, es, €3 winden kann.

(a) (1 Punkt) Driicken Sie (dz/du)? und (du/dz)? durch u aus.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass u = p(z). Hinweis: Wenn wir uns um die
e1, e, e3 winden, kann sich der Wert von 2z nur in einem Element von L
dndern. Also ist z = g(u) in C/L wohldefiniert. Deswegen erstreckt sich
die Funktion z = g(u) aus Stetigkeit nach ey, ey, e3.

(¢) (1 Punkt) Sei C} der Weg in der komplexen u-Ebene von ey nach oo,
der von u = p(z) durchlaufen wird, wenn z von w,/2 nach 0 entlang der
Kante der Grundmasche geht. Zeigen Sie dass, fiir einen passenden Zweig

der Quadratwurzel gilt
/ dt . _u)g
a\V [(t) 2

(d) (1 Punkt) Sei Cy der Weg, der von oo nach ey entlang C) geht, dann sich
einmal um e; windet und entlang C nach oo zuriick geht. Nehmen Sie

den gleichen Zweig wie in (c) und zeigen Sie, dass

/02 ita) o

8. (a) (1 Punkt) Beschreiben Sie, wie die Funktion z = g(u) alle Urbilder von
u unter v = @(z) geben kann.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass alle Wurzeln von ey, €5, €3 genau dann reell
sind, wenn gy, g3 reell sind und A = g3 — 27¢3 > 0.

(¢) (1 Punkt) Nehmen Sie an, dass die Bedingungen in (a) erfiillt sind. Ord-
nen Sie die e;, so dass e; > e > e;. Zeigen Sie, dass Sie die Perioden von
L als

w1 X /el dt (09)) >° dt

— = ———N _ = J—

2 o/ =f() 2 e V()
dargestellt werden konnen. Hinweis: Wahlen Sie den positiven Zweig und
integrieren Sie entlang der reellen Achse.



(d) (1 Punkt) Beschreiben Sie unter diese Annahme, wie man den Weg der
Integration und den Zweig andern kann, um die anderen Werte von z mit
u = p(z) zu finden, ndmlich £z 4+ mw; + nw, fir m,n € Z.
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