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Aufgabe 4-1: (6 Punkte)
Wir bezeichnen das Minimalpolynom einer Matrix A mit PA und das cha-
rakteristische Polynom von A mit χA.
a) Berechnen Sie das Minimalpolynom der Matrix A aus Aufgabe 3-3.
b) Sei P = (λ− 1)4(λ− 2)2 ∈ C[λ].

1. Geben Sie ein Beispiel einer komplexen Matrix A mit χA = PA = P
an. Wie viele Ähnlichkeitsklassen solcher Matrizen gibt es?

2. Geben Sie zwei nicht ähnliche komplexe (7 × 7)-Matrizen A und B,
mit PA = PB = P an. Wie viele Ähnlichkeitsklassen solcher Matrizen
gibt es?

3. Geben Sie sämtliche Jordannormalformen Ji, mit PJi = (λ−1)2(λ−2)
und χJi = P an.

4. Geben Sie sämtliche Jordannormalformen Ji, mit PJi = (λ−1)(λ−2)2

und χJi = P an.

Aufgabe 4-2: (2 Punkte)
Sei b eine symmetrische Bilinearform auf R2 mit

b(( 1
2 ) , ( 2

1 )) = 9 und b(( 1
2 ) , ( 1

2 )) = −b(( 2
1 ) , ( 2

1 )).

Berechnen Sie b(( 1
1 ) , ( 1

1 )).

Aufgabe 4-3: (4 Punkte)
a) Eine Bilinearform b auf einem Vektorraum V heißt schiefsymmetrisch,
wenn b(v, w) = −b(w, v) für alle v, w ∈ V gilt. Zeigen Sie, dass sich jede
Bilinearform auf einem Vektorraum über einem Körper der Charakteristik 6=
2 eindeutig als Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen
Bilinearform schreiben lässt.
b) Sei A eine (n× n)-Matrix über dem Körper K mit der Eigenschaft, dass
TxAx = 0 ⇔ x = 0. Zeigen Sie, dass für x, y ∈ Kn Folgendes gilt:

TxAv = T yAv für alle v ∈ Kn ⇔ x = y.
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Aufgabe 4-4: (4 Punkte)
Eine komplexe Matrix A heißt unitär, wenn TAA = 1 ist. Mit 〈−,−〉 be-
zeichnen wir das Standardskalarprodukt des Cn, d.h. 〈x, y〉 =

∑n
i=1 xiyi.

Beweisen Sie für eine unitäre (n× n)-Matrix A folgende Aussagen:
a) 〈Ax, y〉 =

〈
x,A−1y

〉
für alle x, y ∈ Cn.

b) Ist λ ein Eigenwert von A, so ist |λ| = 1.
c) Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal zueinan-
der.
d) Die Matrix A ist unitär diagonalisierbar, d.h. es existiert eine unitäre
Matrix S, so dass SA(TS) diagonal ist.
Hinweis: Folgende Aussage dürfen Sie ohne Beweis benutzen: Das orthogo-
nale Komplement W⊥ eines m-dimensionalen Untervektorraums W ⊂ Cn

ist definiert durch

W⊥ := {v ∈ Cn | 〈v, w〉 = 0 ∀w ∈W} ⊂ Cn.

Dies ist ein (n−m)-dimensionaler Untervektorraum mit W ⊕W⊥ = Cn.
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