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Hyperbolische Geometrie

45. Geodätische in der hyperbolischen Ebene

(4 Punkte) Es sei H2 = {(x1, x2, x3) ∈ R
2,1 |x1

2 + x2
2 − x3

2 = −1, x3 > 0} die

hyperbolische Ebene. Zeigen Sie, dass der Schnitt jeder Ebene durch den Ursprung

mit H
2 eine Geodätische in H

2 ist. Hinweis: Verwenden Sie analog zu Aufgabe 40

Polarkoordinaten.

46. Das Poincaré–Ballmodell

Analog zu Aufgabe 31 definieren wir eine stereographische Projektion ϕ : H
2 →

B
2
1(0) mit Zentrum −e3, wobei B2

1(0) ⊂ R
2×{0} den Einheitsball bezeichnet. Dann

wird die zugehörige Parametrisierung gegeben durch f : B2
1(0) → H

2 ⊂ R
2,1 mit

f(x) =
1

1− ||x||2




2x1

2x2

1 + ||x||2



 .

(a) (1 Punkt) Bestimmen Sie die erste Fundamentalform g
f und die Gauss–Krümmung

von H
2. Wir nennen g

f die hyperbolische Metrik im Poincaré-Ballmodell.

(b) (1 Punkt) Berechnen Sie die Christoffelsymbole für das Poincaré-Ballmodell.

(c) (1 Punkt) Es sei γ : I → H
2
, t �→

�
x�

1 + ||x||2

�
cosh(t) +

�
v

0

�
sinh(t) mit

x, v ∈ R
2, x ⊥ v, ||v|| = 1, eine hyperbolische Gerade. Berechnen Sie c = ϕ ◦ γ.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass ∇ċċ = 0 für x = (α0) und v = (01).

47. Die Metrik der Poincaréschen Halbebene

Es sei H = {z = x + iy ∈ C | y > 0} die Poincarésche Halbebene (siehe Aufgabe

6). Wir definieren auf H eine abstrakte erste Fundamentalform (oder Metrik) durch

gjk(x+ iy) = 1
y2 δjk, j, k = 1, 2 mit (x1, x2) = (x, y) ∈ R

2.



(a) (1 Punkt) Berechnen Sie die Gauss–Krümmung.

(b) (1 Punkt) Zwei Fundamentalformen (oder Metriken) g, �g heissen isometrisch

zueinander, wenn es eine Parametertransformation Φ : U → �U gibt, so dass

gij =
�

k,l DΦikDΦjl�gkl. Φ heisst dann Isometrie.

Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen H → H Isometrien sind: z → w =
az+b
cz+d , a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Cayley–Abbildung C : H → B
2
1(0) ⊂ C, z →

z−i
z+i

eine bijektive Isometrie ist, d.h. die beiden Fundamentalformen g und g
f aus

Aufgabe 46 werden durch C aufeinander abgebildet.

Bemerkung: Obwohl g nicht von einer Fläche f im R
3 induziert wird, erlaubt es

dieses Resultat dennoch die Christoffelsymbole und die Geodätischen als Grössen

der inneren Geometrie von H zu berechnen.

48. Geodätische in der Poincaréschen Halbebene.

(a) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Christoffelsymbole der Metrik g aus Aufgabe 47.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Abbildung t �→ it die Umparametrisierung einer

Geodätischen ist.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass Bilder von Geodätischen unter Isometrie wieder

Geodätische sind. Schliessen Sie mit Hilfe der Aufgaben 47 und 6, dass alle

Geraden aus Aufgabe 6 Bilder von Geodätischen sind.

Bemerkung: Da die Isometrien von g gerade die Möbiustransformationen aus Auf-

gabe 6 sind und die Gruppe der Möbiustransformationen transitiv auf H operiert,

folgt somit, dass die Menge der Geraden G aus Aufgabe 6 genau die Bilder aller

Geodätischen in H sind.
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