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Kriimmung von Kurven im R?

17. Kettenlinie

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Kriimmung einer reguliiren C2-Kurve v : [ — R?

als Funktion eines beliebigen Parameters.

(b) (2 Punkte) Betrachten Sie nun die Kettenlinie v : I — R2 ~(t) = (. 4 ,)-

cosht
Bestimmen Sie die Kriimmung als Funktion der Bogenlénge.

18. Newtonsche Mechanik

Es sei v : I — R? eine parametrisierte C2-Kurve. Zeigen Sie, dass gilt:

(a) (1 Punkt) Die Beschleunigung ~” ist genau dann parallel zu v fiir alle t € I,
wenn v X 7' = ¢ € R? konstant ist, d.h. wenn der Drehimpuls erhalten ist. Wie
liegt die Kurve im R? in Abhiingigkeit von ¢ ?

(b) (2 Punkte) Fiir 4 von der Form ~(p) = ﬁ (gfr;);) o € [0,27] gilt: g%g +
o ist genau dann konstant, wenn v ein Kegelschnitt in Polarkoordinaten mit
Brennpunkt in 0 € R? ist, d.h. es gilt 3% = p>—2pec T+ (52 — 1) 72 bei geeigneter
Wahl der Koordinaten (z,y) in der x, y—Ebene und fiir geeignete Konstanten p

und €.

(c) (1 Punkt) Wird ein Kegelschnitt mit Brennpunkt 0 € R3 so durchlaufen, dass
4" stets parallel zu 7 ist, dann ist |y”| ein konstantes Vielfaches von |y|~2.

(Newtonsches Gravitationsgesetz).

19. Parallelkurven

Sei v : I — R? eine Bogenlingenparametrisierung einer reguliren C? Kurve. Der
Normalenvektor N ist eindeutig festgelegt durch die Bedingungen N L 4, |[N| =1
und det(y, N) = 1. Eine Normale ist eine Gerade in Richtung des Normalenvektors.
Die Kurven der Kurvenschar 7,(s) = v(s) + uN(s) mit konstantem u € R heissen

Parallelkurven von .



(a) (2 Punkte) Fiir welche w ist die Kurve 4, regulér ? Bestimmen Sie die Tangen-

ten und Normalen von #,,.

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie den Tangentenvektor beziigl. der Bogenldnge von
y und die Krimmung von %,,. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den
Kriimmungsradien p von v und p, von 7, 7 Was lasst sich iiber die Brennpunkte

der Kurven v und 4, sagen ?

20. Evolute

Sei v : I — R? eine Bogenlingenparametrisierung einer reguliren C? Kurve mit
k(s0) # 0, so € I. Wir betrachten die Evolute v*, d.h. die Kurve der Brennpunkte

von 7.
(a) (1 Punkt) Unter welchen Voraussetzungen ist v* definiert und regulér ? Berech-
nen Sie die Tangente, Bogenlange und Kriimmung von ~*, falls v* regulér ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass v* die Hiillkurve der Normalen von + ist. Gibt es

Kurven «, fiir die die Evolute v* ein Geradenstiick enthalt 7

(¢) (1 Punkt) Die Kriimmung der Kurve ~ sei eine monotone Funktion der Bo-
genlange. Bestimmen Sie die Bogenlédnge eines Evolutenbogens von ~* fiir

s1 < s < s durch die Kriimmungsradien p(s1), p(s2) von 7.
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