
Prof. Dr. Katrin Wendland Aspekte der komplexen Geometrie

PD Dr. Emanuel Scheidegger SS 14

Mathematisches Institut

Universität Freiburg
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37. Meromorphe Differentialformen auf dem Pn

(a) (1 Punkt) Es sei ϕ eine meromorphe Differentialform vom Grad k auf Cn,

d.h. ϕ = 1
G(z)

�
J FJ(z)dzJ wobei FJ(z) und G(z) Polynome, z = (z1, . . . , zn)

Koordinaten auf Cn, J = (j1, . . . , jk) mit 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n und dzJ =

dzj1∧· · ·∧dzjn sind. Bestimmen Sie den Pullback α := π∗ϕ unter der Abbildung

π : Cn+1 \ {0} → Cn, (ζ0, . . . , ζn) �→ (z1, . . . , zn) mit zi = ζi

ζ0 , ζ
0 �= 0.

(b) (1 Punkt) Es sei θ das Euler–Vektorfeld θ =
�n

j=0 ζ
j ∂
∂ζj . Es sei α eine

meromorphe Differentialform vom Grad k auf Cn+1 wie in Aufgabe (a). Wir

definieren die Kontraktion iθ(α) von α mit θ als die meromorphe Differential-

form vom Grad k− 1 auf Cn+1, für die gilt: iθ(α) =
1

G(ζ)

�
J FJ(ζ)iθ(dζJ) und

iθ(dζJ) =
�k

�=1(−1)�−1ζj�dζj1 ∧ · · · ∧ �dζj� ∧ · · · ∧ dζjk . Zeigen Sie, daß gilt:

dζi1 ∧ · · · ∧ dζik =
�
ζ0
�k

d

�
ζi1

ζ0

�
∧ · · · ∧ d

�
ζik

ζ0

�
+

dζ0

ζ0
∧ iθ(dζ

i1 ∧ · · · ∧ dζik).

(c) (2 Punkte) Es sei α eine meromorphe Differentialform vom Grad k auf Cn+1

wie in Aufgabe (a). Zeigen Sie, daß α genau dann von einer k–Form auf dem

Pn induziert wird, falls degG = degFJ + k und iθ(α) = 0.

38. Holomorphe n–Formen auf Calabi–Yau–Mannigfaltigkeiten

Es sei Y ⊂ X eine glatte Hyperfläche in einer n–dimensionalen komplexen Man-

nigfaltigkeit. Es sei α ein meromorpher Schnitt von KX mit höchstens einfachen

Polen entlang Y , d.h. daß auf jeder an Y angepassten Karte (U, φ) mit Koordinaten

(z1, . . . , zn), so daß φ(U ∩ Y ) = {(z1, . . . , zn) ∈ φ(U)|z1 = 0}, eine holomorphe

Funktion h : U → C existiert, so daß α|U = h(z) dz1

z1 ∧dz2∧· · ·∧dzn. Wir definieren

das Residuum von α durch ResY (α)|U∩Y = h(z) dz2 ∧ · · · ∧ dzn|Y .

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, daß ResY (α) wohldefiniert ist, und daß es eine Klasse

aus H0(Y,KY ) repräsentiert.



(b) (2 Punkte) Betrachten Sie eine glatte Hyperfläche Y ⊂ Pn definiert durch ein

homogenes Polynom f ∈ H0(Pn, O(n + 1)). Es bezeichne (ζ0 : · · · : ζn) die

homogenen Koordinaten auf Pn. Zeigen Sie, daß α =
�n

i=0(−1)iζif−1dζ0 ∧
· · · ∧ �dζi ∧ · · · ∧ dζn ein meromorpher Schnitt von KPn mit einfachen Polen

entlang Y ist. Zeigen Sie weiter, daß ResY (α) ∈ H0(Y,KY ) eine holomorphe

Volumenform auf Y , d.h. einen trivialisierenden Schnitt von KY definiert.

39. Chern–Klassen

Es seien γi, i = 1, . . . , r die Chernwurzeln eines komplexen Vektorbündels E vom

Rang r gemäss dem “splitting principle”, d.h. c(E) =
�r

i=1(1+ γi). Zeigen Sie, daß

gilt:

(a) (2 Punkte)

c
��p

E
�
=

�

1≤i1<···<ip≤r

(1 + γi1 + · · ·+ γip)

Bestimmen Sie c(detE).

(b) (2 Punkte)

ch




r�

p=0

�p
E



 =
r�

i=1

(1 + eγi)

40. Calabi–Yau–Bedingung

(4 Punkte) Es sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit mit b1(X) = 0 und

c1(X) = 0. Zeigen Sie, daß KX holomorph trivial ist. Folgern Sie dazu c1(KX) = 0

aus Aufgabe 39 und verwenden Sie die Exponentialsequenz.
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