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5. Fast komplexe Strukturen

(a) (2 Punkte) Es sei I eine fast komplexe Struktur auf einem reellen Vektorraum
V. Zeigen Sie, dafl V' in natiirlicher Weise die Struktur eines komplexen Vek-
torraums zulésst.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie fiir V' = C mit der standard fast komplexen Struktur, daf§
I die Multiplikation mit ¢ = v/—1 induziert.

(¢) (1 Punkt) Es sei U C C offen, und f : U — C stetig differenzierbar. Weiter
seien fiir jedes p € U die Vektorrdume T,U und T'y(,,)C mit der standard fast

komplexen Struktur I versehen. Zeigen Sie, daf} gilt: % = 0 genau dann, wenn
Df,ol =—IoDf, firallepcU.

6. Hodge—«—Operator
Es sei (V,(, )) ein orientierter euklidischer Vektorraum der Dimension d, ey, ..., eq
sei eine positiv orientierte Orthonormalbasis fiir V. Das Skalarprodukt induziert ein
Skalarprodukt auf A* V mit Orthonormalbasis {e;, A---Ae;, |1 < iy < --- < ij, < d},
k=1,...,d. Wir bezeichnen e; A --- Aeyg € /\dV mit vol. Schliesslich sei * der
Hodge—*—Operator definiert durch

aNxf = (a,B) - vol Va,ﬁe/\.v.
Zeigen Sie, daf} gilt:

(a) (1 Punkt) *: A*V — AT"V ist wohldefiniert.
(b) (1 Punkt) Falls {41,... %k, j1,--,Ja—k} = {1,...,d}, dann ist

x(ey Ao Nejy ) =¢e-ej N Nej,_,,

wobei € = sgn(i1, ..., k, ji,---,Jd—k)- Insbesondere ist *x1 = vol.

(¢) (1 Punkt) (o, %8) = (=DF@R(xa,8)  Vae A V.

(d) (1 Punkt) (*’/\k V>2 = (—1)k(d=h),



7. Poincaré-Lemma

(a) (2 Punkte) Es sei U C C" offen und a € AP4(U). Zeigen Sie ohne die Ko-
ordinatenausdriicke zu verwenden, daB Oa = Jda. Zeigen Sie, dafi daraus ins-
besondere folgt, daf} eine reelle (p, p)-Form o € APP(U) N A%p (U) genau dann
O-geschlossen (9-exakt) ist, wenn o O-geschlossen (J-exakt) ist.

(b) (2 Punkte) Es sei B C C" ein Polyzylinder und o € AP9(B) eine d—geschlossene
Form mit p,q > 1. Zeigen Sie, da8 es eine Form v € AP~L971(B) gibt, so
daB 00y = a. Wenden Sie dazu zuerst das reelle und dann das holomorphe
Poincaré-Lemma und sein komplex Konjugiertes an.

8. Fundamentalform
(4 Punkte) Zeigen Sie, daf w = %>} d2* A dz* eine Fundamentalform fiir die
Standardmetrik auf C™ mit der standard fast komplexen Struktur ist. Zeigen Sie,
dafl diese Fundamentalform als w = %85¢ fiir eine positive Funktion ¢ geschrieben
werden kann. Bestimmen Sie solch eine Funktion ¢.
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