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29. Fubini-Study-Form
Es sei C* C C""! mit der Standardeinbettung (z°,...,2"71) s (2°,...,2"710).
Betrachten Sie die induzierte Einbettung P"~! C P". Zeigen Sie, daf gilt:

(a) (2 Punkte) Die Einschrankung der Fubini-Study Kéahlerform wpg(P™) auf P”
liefert die Fubini-Study Kihlerform auf P"~1.

(b) (2 Punkte) [p, wpig = 1. Zeigen Sie dazu zunéchst in jeder Standardkoordi-
natenumgebung U; = {(£%,...,£") € P"| &7 # 0} und mit Standardkoordinaten
2 2" auf Uj, daf wrs|u; = fowo + fiw1 mit geeigneten Funktionen fo, f1,
wo = Y p_y d2FAdZF, wy = YT 2P2Fd 2P Ad 2 und zeigen Sie, daB wiAwy = 0.
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Benutzen Sie weiter, dafl beziiglich der Standardmetrik gilt: f g2n—1 vol = (SR

30. Vertauschungsrelationen der Lefschetz—Operatoren
Es sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum der Dimension 2n versehen mit einer
kompatiblen fast komplexen Struktur I. Betrachten Sie fiir die folgenden linearen
Operatoren auf A® V*: den Lefschetz—Operator L, sein Duales A und den Zahloperator
H mit Ho = (k — n)a fiir alle a € A" V* .

(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dafl gilt:
[HvL] =2L, [HvA] = —24, [LvA] =H

Benutzen Sie fiir die dritte Gleichung eine Induktion nach der Dimension von
V. Zeigen Sie dazu, dafl es eine Zerlegung V = Wj @ Ws gibt, die mit dem
Skalarprodukt und der fast komplexen Struktur in geeigneter Weise kompatibel
ist, und beweisen Sie dann eine induzierte Zerlegung von L und A.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, daf die dritte Gleichung wie folgt verallgemeinert werden
kann:

L AJ(@) = i(k —n+i- 1L (a), VYae\ V*

31. Die Lie—Algebra der Lefschetz—Operatoren
Eine Lie-Algebra ist ein Paar (g, [, -|]) bestehend aus einem Vektorraum g und einer
antisymmetrischen bilinearen Abbildung, der Lie-Klammer, [-, ] : g X g — g, welche
die Jacobi-Identitat [[z,y], 2] + [y, 2], 2] + [[2, z], y] = O fiir alle z,y, 2z € g erfiillt.



(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dafi der Raum sly der spurlosen reellen 2 x 2 Matrizen
mit der durch das Matrixprodukt induzierten Lie-Klammer [A, B] = AB— BA,
A, B € sly, eine Lie—Algebra definiert.

(b) (1 Punkt) Esseien V, L, A, H wie in Aufgabe 30. Zeigen Sie, daf der von L, A, H
erzeugte Unterraum von End(A°®V*) mit den Relationen aus Aufgabe 30 (a)
eine Lie—Algebra definiert.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, daf End(/A°® V*) eine Darstellung von sly tragt, d.h. daf
es einen Homomorphismus von Lie-Algebren sly — End(A°® V*) gibt.

32. Harmonische Formen

(a) (2 Punkte) Sei (X, g) eine kompakte hermitesche Mannigfaltigkeit und sei [a] €
HP4(X). Zeigen Sie, da8 der 0-harmonische Reprisentant der Klasse [a] die
eindeutige 0-geschlossene Form mit minimaler L2-Norm ||| ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, daB8 holomorphe Formen, d.h. Elemente aus H°(X, QP)
auf einer Kéhlermannigfaltigkeit X harmonisch beziiglich einer beliebigen Kéhler-
metrik sind.
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