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Hodge—Zerlegung des komplexen Torus
Es sei X der Quotient C"/Z?", wobei Z?" C C" = R?*" die natiirliche Inklusion ist
und durch Translationen auf C™ operiert.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dafl X eine kompakte Kéhlermannigfaltigkeit ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dafl h??(X) = (Z) (Z), fiir 0 < p,q <n.

(c) (1 Punkt) Bestimmen Sie das x,Geschlecht von X und leiten Sie daraus die
Eulerzahl, die Signatur und das arithmetische Geschlecht von X ab.

Signatur
Es sei X eine kompakte Kahlermannigfaltigkeit. Zeigen Sie, daf fiir die Signatur
von X gilt:

(a) (2 Punkte) o(X) =0, falls dim¢ X =2n+1,n € N.

(b) (2 Punkte) o(X) héngt nur von den Hodge—Zahlen h??(X) mit geradem p + ¢
ab.

Invarianten von K3-Fldchen

(4 Punkte) Fiir eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit X ist die Picardzahl p(X)
definiert durch p(X) = rkim (Pic(X) — H*(X,Z)). Es sei nun X eine K3-Fliche.
Zeigen Sie, daB by(X) = 22 und p(X) < 20. Sie diirfen benutzen, da$ H*(X,R) =
HF(X,Z) @z R.

Divisoren

Es sei Y C X eine glatte Hyperfliche in einer n—dimensionalen komplexen zusam-
menhiingenden Mannigfaltigkeit. Es sei i = {U;}ies eine offene Uberdeckung von
X. Es seien Ky die Garbe der meromorphen Funktionen auf X, Ky C Kx die
Garbe der Schnitte, die nicht iiberall verschwinden.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, daB ein Schnitt f € HO(U, K% /O%) durch nicht-triviale
meromorphe Funktionen f; € K% (U;) gegeben ist, so da8 f; fj_1 eine nirgends
verschwindende holomorphe Funktion ist.



(b) (1 Punkt) Es sei f € HO(U, K% /O%). Zeigen Sie, daB die Funktionen {T% :=
fi fj_l} ein holomorphes Geradenbiindel definieren. Wir bezeichnen dieses mit
O(Y), wobei Y = {z € X | f(x) =0}.

(¢) (1 Punkt) Es sei L ein holomorphes Geradenbiindel auf X. Zeigen Sie, daf es
eine kanonische Abbildung HO(X, L) \ {0} — H(U, K% /O%) gibt. Bestimmen
Sie den Kern dieser Abbildung.

(d) (1 Punkt) Es sei s € HY(X, L) \ {0}, O ein reguliirer Wert von s und Y die
Nullstellenmenge von s. Zeigen Sie, daB O(Y') = L und dal O(Y )|y = Ny/x
als holomorphe Geradenbiindel.
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