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[“Jbungsblatt 1
Ringe, Korper, Ideale

Alle Ringe im Folgenden sind Ringe mit Einselement.

1. Quotientenringe
Es seien R ein Ring und I C R ein zweiseitiges Ideal. Fir a,b € R definieren wir
eine Relation a ~ b genau dann, wenn a — b € I.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, daf ~ eine Aquivalenzrelation ist. Wir definieren R/I
als die Menge der Aquivalenzklassen [a] == a+ I := {a +b|b e I}.

(b) (2 Punkte) Auf R/I definieren wir eine Addition [a] + [b] := [a + b] und eine
Multiplikation [a] - [b] := [a - b]. Zeigen Sie, dal (R/I,+, ") ein Ring ist.

(c) (1 Punkt) Es sei R = R[X]. Zeigen Sie, daB R[X]/(X? + 1) = C ein Ringiso-
morphismus ist.

2. Quotientenkorper
Es sei R # 0 ein kommutativer Ring. Wir definieren auf M = R x (R \ {0}) eine

Aquivalenzrelation (a,b) ~ (¢, d) genau dann, wenn ad = be. Es sei Q = M/ ~

die Menge der Aquivalenzklassen 2 := [(a,b)]. Wir definieren auf @ eine Addition

/ _ b/Jr lb . . . . / _ ’
% + % =2 bb,a und eine Multiplikation % . % = %.

a) (3 Punkte) Unter welcher Zusatzvoraussetzung an R ist (@, +, ) ein Korper ?
(b) (1 Punkt) Es sei R so, da3 (Q, +, -) ein Korper ist. Zeigen Sie, dafl die Abbildung

(
(Beweis) @ heisst dann Quotientenkdrper oder Korper der Briiche von R.
(
i: R— @Q,a { ein injektiver Ringhomomorphismus ist.

Bemerkung: Die Konstruktion kann auf multiplikative Untermonoide S von R ver-
allgemeinert werden, indem man mit M = R x S beginnt. Der resultierende Ring
heisst dann Lokalisierung von R an S.

3. Maximale Ideale
Es sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal p C R heisst Primideal, falls R/p ganz
ist, d.h. ein Integritatsbereich ist. Ein Ideal m C R heisst maximal, falls fiir jedes
Ideal I C R mit m C [ gilt: m = I. Zeigen Sie, daf} gilt:



(a) (1 Punkt) Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.
(b) (1 Punkt) R/m ist ein Korper.
(c¢) (2 Punkte) Ist I C R ein Ideal, so da8 R/I ein Korper ist, dann ist I maximal.
4. Radikale
Es seien R ein kommutativer Ring, I C R ein Ideal. Wir definieren das Radikal von

I durch
VI={aeR|IneN:ad" eI}

Zeigen Sie, daB gilt:
(a) (2 Punkte) v/T ist ein Ideal in R.

(b) (1 Punkt) vI" = /I, falls n € N, n > 0.
(c) (1 Punkt) /p = p fiir ein Primideal p C R.
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