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Nullstellensatz

13. Es seien R ein kommutativer Ring, I, J ⇢ R Ideale.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie: Falls
p
I endlich erzeugt ist, gibt es ein N 2 N mit

(
p
I)N ⇢ I.

(b) (2 Punkte) Es sei nun R Noethersch. Folgern Sie aus (a), daß
p
I =

p
J genau

dann, wenn es ein N 2 N gibt, so daß I

N ⇢ J und J

N ⇢ I.

(c) (1 Punkt) Es seien k ein algebraisch abgeschlossener Körper, I, J ⇢ k[x1, . . . , xn]

Ideale. Zeigen Sie, daß V (I) = V (J) genau dann, wenn es ein N 2 N gibt, so

daß I

N ⇢ J und J

N ⇢ I.

14. Projektiv algebraische Mengen

(4 Punkte) Es seien k ein Körper, I ✓ k[x0, x1, . . . , xn] ein homogenes Ideal. Wir

definieren

V+(I) = {(x0 : · · · : xn) 2 Pn

k

|F (x0, . . . , xn) = 08F 2 I, F homogen }.

Es sei nun I so, daß V+(I) 6= ; und wir setzen Y = V (I) ⇢ An+1
k

. Zeigen Sie, daß

Y eine (im allgemeinen unendliche) Vereinigung von Geraden im An+1
k

ist, und daß

diese Geraden genau die Punkte von V+(I) sind.

15. Projektiver Nullstellensatz

Es seien k ein algebraisch abgeschlossener Körper, ⇡ : kn+1\{0} ! Pn

k

die Projektion

aus Aufgabe 7 und W ⇢ Pn

k

eine Teilmenge. Wir definieren I(W ) = I(⇡�1(W )) ⇢
k[x0, x1, . . . , xn]. Weiter sei J ✓ k[x0, x1, . . . , xn] ein homogenes Ideal, und es gelten

die Bezeichnungen aus Aufgabe 14. Zeigen Sie, daß gilt:

(a) (1 Punkt) I(W ) ist ein homogenes Ideal.

(b) (1 Punkt) Falls V+(J) = ;, gibt es ein N 2 N, so daß (x0, . . . , xn)N ✓ J , d.h.p
J = (1) oder

p
J = (x0, . . . , xn).

(c) (2 Punkte) Falls V+(J) 6= ;, dann I(V+(J)) =
p
J .



Das Ideal (x0, . . . , xn) heisst wegen (b) irrelevantes Ideal.

16. Irreduzibilität

Es sei R ein Ring, dann heisst a 2 R irreduzibel, falls aus a = bc, b, c 2 R folgt, daß

entweder b oder c eine Einheit ist.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, daß f = y

2 � (x� 1)x(x+ 1) 2 k[x, y] für jeden Körper

k irreduzibel ist.

Nehmen Sie dazu an, daß f = gh in (k[x])[y] nicht irreduzibel ist. Bestimmen

Sie erst die möglichen Grade von g und h in y, und dann die Teilbarkeitseigen-

schaften der Koe�zienten von g und h, um zu einem Widerspruch zu gelangen.

(Dies ist im Wesentlichen der Beweis des Eisensteinschen Kriteriums für Irre-

duzibilität.)

(b) (2 Punkte) Nach Aufgabe (a) ist also V (f) ⇢ R2 irreduzibel. Zeichnen Sie eine

Skizze von V (f).
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