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21. Gegeben sei der Endomorphismus

F : R3 → R3xy
z

 7→

−2x− 6y + 4z
x+ 4y − 2z
x+ 5y − 2z

 .

a) (1 Punkt) Zeigen Sie: F ist trigonalisierbar.

b) (2 Punkte) Finden Sie eine Basis A von R3, so dass M(A, F,A) ∈ MatR(3×
3) eine obere Dreiecksmatrix ist.
Tipp: Der Beweis von Theorem 4.4.14 ist konstruktiv, er liefert einen
Algorithmus, um die Basis A zu finden.

c) (1 Punkt) Wie lautet die mittlere Spalte der von Ihnen gefundenen Matrix
M(A, F,A)? Gibt es eine Basis A′, sodass M(A′, F,A′) ebenfalls obere
Dreiecksgestalt hat, aber die mittlere Spalte nicht dieselbe ist? Welche Form
muss diese Spalte für das gegebene F stets haben, solange die darstellende
Matrix obere Dreiecksgestalt hat?

22. Sei n ∈ N\{0}. Seien p ∈ Rn und v ∈ Rn\{0} gegeben und L := {p+tv | t ∈ R}
die (affine) Gerade mit Stützvektor p und Richtungsvektor v.

a) (1 Punkt) Zeigen Sie: Für jeden Punkt q ∈ Rn gibt es genau einen Punkt
xq ∈ L, den Lotfußpunkt von q auf L, mit

(q − xq) ⊥ v.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie weiter: Ist q ∈ Rn beliebig und xq sein Lotfußpunkt
auf L, so gilt

∀x ∈ L \ {xq} : d(q, x) > d(q, xq).

Wir definieren also den Abstand von q zu L als

d(q, L) := min{d(q, x) | x ∈ L} = d(q, xq).

c) (2 Punkte) Sei nun n = 2. Zeigen Sie: L lässt sich schreiben als

{x ∈ R2 | (x− p) ⊥ s}

für einen Vektor s ∈ R2 \ {
(
0
0

)
}.

Zeigen Sie für diesen Vektor s:

∀q ∈ R2 : d(q, L) =
|〈s, q − p〉|
‖s‖

.

Tipp: Zeigen Sie: q − xq = λs für ein λ ∈ R.



23. Sei n ∈ N und 〈·, ·〉 das Euklidische Skalarprodukt auf Cn.
Für beliebige a1, . . . , am ∈ Cn definieren wir die Matrix

Ba1,...,am :=

 〈a1, a1〉 · · · 〈a1, am〉...
...

〈am, a1〉 · · · 〈am, am〉

 ∈ MatC(m×m).

Zeigen Sie:

a) (1 Punkt) ∀a1, . . . , am ∈ Cn : det(Ba1,...,am) ∈ R
b) (2 Punkte) Die Vektoren a1, . . . , am bilden genau dann eine linear un-

abhängige Familie, wenn det(Ba1,...,am) 6= 0.
Tipp: Betrachten Sie die Matrix A = col(a1, . . . , am) ∈ MatC(n×m). Was
ist 〈x,Ba1,...,amx〉 für x ∈ Cm?

c) (1 Punkt) Ist m ≥ n, so gilt sogar: Die Vektoren a1, . . . , am bilden genau
dann eine linear unabhängige Familie, wenn det(Ba1,...,am) > 0.
(Die Aussage gilt auch, wenn m < n, ist dann aber schwieriger zu zeigen)

24. Sei n ∈ N \ {0}, O(n) ⊂ MatR(n × n) die Menge der orthogonalen (n × n)-
Matrizen und U(n) ⊂ MatC(n× n) die Menge der unitären (n× n)-Matrizen.
Wir definieren

SO(n) := {A ∈ O(n) | det(A) = 1},

SU(n) := {A ∈ U(n) | det(A) = 1}.

Zeigen Sie:

a) (1 Punkt) O(n) und SO(n) sind Untergruppen von GLn(R)

oder

U(n) und SU(n) sind Untergruppen von GLn(C).

b) (1 Punkt) Ist A ∈ O(n) oder A ∈ U(n) und λ ein Eigenwert von FA, dann
ist |λ| = 1.

c) (1 Punkt) Ist A ∈ O(n) oder A ∈ U(n) und sind v1 und v2 Eigenvektoren
von FA zu verschiedenen Eigenwerten λ1 und λ2, dann ist v1 ⊥ v2.
Tipp: Verwenden Sie Aufgabenteil b).

d) (1 Punkt) Ist σ ∈ Sn und Pσ = (pij)i,j∈{1,...,n} ∈ MatC(n× n) die Permuta-
tionsmatrix wie in Aufgabe 43 des letzten Semesters, die definiert ist über
piσ(i) = 1 für alle i ∈ {1, . . . , n} und pij = 0 für j 6= σ(i), so gilt:

Pσ ∈ U(n).
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