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Bemerkung: Auf diesem Blatt sei stets K = R oder K = C.

33. Sei (V, 〈·, ·〉) ein Euklidischer oder unitärer K-Vektorraum und e ∈ V ein
Einheitsvektor, also ‖e‖ = 1.
Wir betrachten die Abbildung

se⊥ : V → V

x 7→ x− 2〈x, e〉e

a) (1 Punkt) Zeigen Sie: se⊥ ist ein orthogonaler oder unitärer Endomorphis-
mus.

b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von se⊥ und
berechnen Sie im Falle dim(V ) <∞ die Determinante det(se⊥).

c) (1 Punkt) Sei nun n ∈ N \ {0} und V = Rn mit dem Euklidischen Skalar-
produkt. Betrachten Sie für zwei Einheitsvektoren e und e′ die Komposition
se′⊥ ◦ se⊥ und berechnen Sie für diese Abbildung Eigenwerte und Eigenvek-
toren.

d) (1 Punkt) Welche geometrische Bedeutung haben Ihre Befunde? Stellen Sie
auch einen Bezug zu sv aus Aufgabe 17 her.

34. a) (1 Punkt) Sei n ∈ N \ {0}. Zeigen Sie:

Für S :=


1 0 · · · 0

0
. . .

...
... 1 0
0 · · · 0 −1

 ∈ MatR(n× n) gilt:

O(n) \ SO(n) = {AS | A ∈ SO(n)}.

b) (2 Punkte) Sei A ∈ MatR(2× 2). Zeigen Sie:

A ∈ SO(2) ⇔ ∃α ∈ [0, 2π[: A =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
A ∈ O(2) \ SO(2) ⇔ ∃α ∈ [0, 2π[: A =

(
cos(α) sin(α)
sin(α) − cos(α)

)
(Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass cos : [0, 2π[ → [−1, 1] und sin :
[0, 2π[ → [−1, 1] surjektiv sind und für alle x ∈ [0, 2π[ die Relationen
cos(2π − x) = cos(x), sin(2π − x) = − sin(x) und cos(x)2 + sin(x)2 = 1
erfüllen.)



c) (1 Punkt) Sei A ∈ O(2), f = FA und fC ∈ HomC(C2,C2) wie in Aufgabe
19. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von fC.

35. Sei A ∈ SO(2) und seien λ und λ̄ die komplexen Eigenwerte von A.

a) (2 Punkte) Sei I : R2 → C,
(
a
b

)
7→ a + ib der Standard-Vektorraum-

isomorphismus. Zeigen Sie: Es gibt eine komplexe Zahl z mit

∀x ∈ C : (I ◦ FA ◦ I−1)(x) = zx ∈ C

und für dieses z gilt: z ∈ {λ, λ̄}.
b) (1 Punkt) Finden Sie eine R-Basis A von C2, bezüglich derer die Abbildung

F : C2 → C2,

(
x
y

)
7→
(
λx
λ̄y

)
die darstellende Matrix

M(A, F,A) =

(
A 0
0 A

)
∈ MatR(4× 4)

besitzt.

c) (1 Punkt) Finden Sie eine R-Basis B von C2, bezüglich derer die Abbildung

G : C2 → C2,

(
x
y

)
7→ A

(
x
y

)
die darstellende Matrix

M(B, G,B) =

(
A 0
0 A

)
∈ MatR(4× 4)

besitzt.

36. Sei (U, 〈·, ·〉) ein endlich-dimensionaler Euklidischer R-Vektorraum mit Basis
(v1, . . . , vn) für ein n ∈ N \ {0}. Wir definieren UC als den C-Vektorraum mit
C-Basis (v1, . . . , vn). Für jeden Endomorphismus F ∈ EndR(U) definieren wir
die Abbildung FC : UC → UC über FC :

∑n
i=1 xivi 7→

∑n
i=1 xiF (vi).

Zeigen Sie:

a) (1 Punkt) Ist (v′1, . . . , v
′
n) eine weitere Basis von U , so ist (v′1, . . . , v

′
n) auch

eine C-Basis von UC.

b) (1 Punkt) Durch 〈x, y〉C :=
∑n

i=1

∑n
j=1 xiȳj〈vi, vj〉 für alle x =

∑n
i=1 xivi

und y =
∑n

i=1 yivi wird ein Skalarprodukt auf UC definiert.

c) (1 Punkt) F ∈ EndR(U) ist genau dann ein orthogonaler Endomorphismus
auf (U, 〈·, ·〉), wenn FC ein unitärer Endomorphismus auf (UC, 〈·, ·〉C) ist.

d) (1 Punkt) Sei F ∈ EndR(U) und seien u := u1 + iu2, ū := u1 − iu2 mit
u1, u2 ∈ U . Ist W := spanC(u, ū) ein FC-invarianter C-Untervektorraum
(d.h. ∀w ∈ W : FC(w) ∈ W ), so ist spanR(u1, u2) F -invariant.
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