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45. Eulersche Formel für ⇣(2k)

(4 Punkte) Es seien ⇣(s) die Riemannsche Zetafunktion und B
2k

die Bernoulli–

Zahlen. Zeigen Sie, daß gilt:

⇣(2k) =
(�1)k+1(2⇡)2k

2(2k)!
B

2k

, k 2 N

Bestimmen Sie ⇣(2) und ⇣(4) explizit, indem Sie die entsprechenden Werte von B
2k

verwenden.

46. Eulersche Integrale

Zeigen Sie, daß gilt:

(a) (2 Punkte)

Z 1

0

tz�1 exp(�wt)dt = w�z�(z), Rew > 0,Re z > 0.

(b) (2 Punkte)

⇣(z)�(z) =

Z 1

0

tz�1

et � 1
dt, Re z > 0.

47. Gudermannsche Reihe

Wir betrachten die Funktionen H
0

(z) :=
�
z + 1

2

�
(Log(z + 1)� Log(z)) � 1 und

H(z) :=
P1

n=0

H
0

(z + n) für z 2 C�.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß gilt: |H
0

(z)|  1

2

��� 1

2z+1

���
2

für z 2 C�, |z + 1

2

| > 1.

Betrachten Sie dazu H
0

(z) als Funktion von w = 1

2z+1

.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß H(z) für z 2 C� eine holomorphe Funktion darstellt.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, daß für alle 0 < "  ⇡ gilt: limz!1
z2W"

H(z) = 0, wobei

W
"

= {z = |z| exp(i') | �⇡ + "  '  ⇡ � "}.



48. Stirlingsche Formel

Es seien H(z) und W
"

wie in Aufgabe 47. Weiter sei h(z) := zz�
1
2 exp(�z) exp(H(z))

für z 2 C�.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß gilt: h(z + 1) = zh(z) für alle z 2 C�.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß h(z)|
A

beschränkt ist, wobei A den Vertikalstreifen

A = {z 2 C | 2  Re z < 3} bezeichne.

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß gilt: �(z) =
p
2⇡zz�

1
2 exp(�z) exp(H(z)) für alle

z 2 C�.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß gilt: �(z + 1) =
p
2⇡z

�
z

e

�
z

�
1 +O(1

z

)
�
, wobei O(1

z

)

bedeutet, daß der Quotient aus linker und rechter Seite in jedem W
"

mit z ! 1
gleichmässig gegen 1 konvergiert.

Abgabetermin: Mittwoch, 19. Juli 2017 um 14 Uhr


