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25. Logarithmische Reihe

(a) (1 Punkt) Es sei (ap,)nen eine reelle, monoton fallende Nullfolge. Zeigen Sie, daf
die Reihe Y 7 janz™ fiir alle z € C\ {1} mit |z| < 1 konvergiert. Betrachten
Sie dazu die Reihe (1 —2) Y 07 a,2".

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, da8 die logarithmische Reihe A(z) == Y 7, (712:1_12"
fiir alle z € C\ {—1} mit |z| < 1 konvergiert, fiir alle |z| < 1 normal konvergiert,

und da ' (2) = 35

(c¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, daB h(z) := A(z — 1) ein holomorpher Zweig des Loga-
rithmus in By(1) ist.

26. Tangens- und Kotangensreihe

Der komplexe Tangens ist definiert als tanz := S22 fiir 2 € C\ {(k + 3)7 | k € Z},

CoS z

der komplexe Kotangens ist definiert als cotz := <22 fiir z € C\ {kn | k € Z}.

sin z

Weiter seien B,, die Bernoulli-Zahlen. Zeigen Sie, dafl gilt:

(a) (1 Punkt) Es seien f € O(B,(0)) und zp € 9B,(0) so, daf lim,_,,, f(2) nicht
existiert. Dann ist der Konvergenzradius einer Potenzreihenentwicklung von f
um 0 genau r.

(b) (1 Punkt) zcotz = Efzo(—l)”%Bgnzzn fir alle z € B,(0),r < R = .
(¢) (1 Punkt) tan z = cot z — 2 cot(2z).
(d) (1 Punkt) tanz = Zle(—l)"_l%Bgnz%_l fiir alle z € B,(0),r < R =
7.
27. Hypergeometrische Reihe

(4 Punkte) Es seien a,b,c € C, —c ¢ N. Wir betrachten die hypergeometrische
Differentialgleichung

21— 2)f"(2) + (e (a+b+1)2)f (=) — abf(z) = 0,



fir z € C. Zeigen Sie, dafi es eine holomorphe Losung f(z) in einer Kreisscheibe
Bpr(0) gibt, und bestimmen Sie den Konvergenzradius R. Diese Losung heisst hy-
pergeometrische Reihe.

Setzen Sie dazu eine Potenzreihe f(z) = 7 an2", ag # 0, an. Nach Einsetzen in
die Differentialgleichung leiten Sie aus einem Koeflizientenvergleich eine Rekursions-
formel fiir die Koeffizienten a,, her und 16sen diese Rekursion.

28. Identitdten holomorpher Funktionen

(a) (2 Punkte) Es seien D ein Gebiet und f,g € O(D) mit fg = 0. Zeigen Sie, daf
dann f =0 oder g = 0.
Dies bedeutet, daf§ der Ring O(D) nullteilerfrei, d.h. ein Integritétsbereich ist.
(b) (2 Punkte) Es seien (an)nen,an € C, und (bn)nen,bn € C, Folgen komple-
xer Zahlen. Wir definieren zwei Potenzreihen f(z) := 3 >° a,2" und g(z) :=
Yoo o bnz". Beweisen oder widerlegen Sie: Besitzt die Gleichung f(z) = g(z)
unendlich viele Lésungen, so ist f = ¢ und damit a,, = b, fiir alle n € N.
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