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Fliisse von Vektorfeldern

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Kurve v : (—1,1) — M heisst glatt,
wenn v glatt ist und dvy|; Z 0 V& € (—1,1). Eine glatte Kurve 7 heisst
Integralkurve oder Flusslinie eines Vektorfeldes X € X (M), wenn ~/(t) =
X (y(t)) fir alle t € (—1,1) gilt. Fir ein beliebiges p € M kann man zeigen,
dass es in einer Umgebung U(p) C M eine eindeutige Losung (t) = ¢(t, p),
t € (—¢,¢), zu dieser Differentialgleichung gibt, die bei t = 0 durch p geht.
Man nennt die Abbildung ¢, : M — M,p — ¢i(p) := ¢(t,p) den von X
erzeugten Fluss. Zeigen Sie fiir alle ¢, fiir die ¢, definiert ist:

(a) (1 Punkt) ¢g = id, pyopy = ¢y fiir alle ¢, ¢/, fiir die beide Seiten definiert
sind.

(b) (1 Punkt) ¢, : M — M ist iiberall differenzierbar.

(C) (]_ Punkt) (¢t)_l = Qb_t.

(d) (1 Punkt) Sei Y € X (M) ein weiteres Vektorfeld. do_; (Y|, p) € T,M
ist wohldefiniert fiir alle p € M.

(4 Punkte) Lie-Ableitung von Vektorfeldern
Seien M, X,Y und ¢ wie in Aufgabe 13. Die Lie-Ableitung von Y entlang
des Flusses ¢ von X ist definiert durch:

1
LxYly =lim— (do— (Yio) = Y1)  VpeM

Zeichnen Sie die Verschiebung des Vektors Y entlang der Flusslinie von X auf.
Zeigen Sie in lokalen Koordinaten von M, dass LxY = [X,Y], indem Sie ¢,
fiir kleine ¢t um p entwickeln und das Resultat aus Aufgabe 10(a) benutzen:

—_ 9Y; 9X;\ of
[X, Y](f) = Z” <Xiaxi —-Y ay’) B

Tangentialbiindel und Normalenbiindel auf S?

(a) (2 Punkte) Fiir eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M des R™**,
also T,M C T,R"** = R"** V¥p € M, bezeichne TM = {(p,v) € R"** x
R"*|p € M,v € T,M} C R**?* das Tangentialbiindel TM > M von
M mit der kanonischen Projektion 7(p,v) = p. Zeigen Sie, dass T'M eine
2n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?"2* ist.
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(b) (2 Punkte) Sei M = S? C R? die 2-Sphire aufgefasst als Untermannig-
faltigkeit von R* wie in Aufgabe (a). Sei N,S? das orthogonale Komple-
ment zu 7,5? beziiglich der Euklidischen Metrik auf R3. Definieren Sie
das Normalenbiindel N.S* — S* als Vektorbiindel N.S* = | | ¢ N,S?.
Zeigen Sie, dass N.S? ein triviales Vektorbiindel ist, d.h. NS? ist diffeo-
morph zu S? x R.

16. Glatte Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten
Sei P C M eine Untermannigfaltigkeit. Zeigen Sie:

(a) (2 Punkte) Falls f € F(M), dann ist die Einschrankung auf P, f|p €
F(P) glatt.

(b) (2 Punkte) Ist f € F(P), dann existiert fiir jedes p € P eine Koordi-
natenumgebung U C M von M und eine glatte Fortsetzung f € F(M)

durch 0 mit f|pry = flpav und f(q) = 0 fiir alle ¢ € U.

Abgabetermin: Mittwoch, 21. 11. 2007 um 10:00 Uhr.



