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21. (4 Punkte) Rekonstruktion von Vektorbiindeln aus ihren Ubergangsabbildungen
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer offenen Uberdeckung U = {Ui}ier,
F = R" und t;;(p) : F — F glatte, lineare Abbildungen fiir alle p € M,
i,j € I, die folgende Bedingungen erfiillen: t;;(p)t;x(p) = ti(p) fiir p €
Uy NU; NU, und t(p) = id. Wir definieren X = |J,; U; x F und fiihren
eine Aquivalenzrelation zwischen (p, f) € U; x F und (¢, f') € U; x F ein, in-
dem wir sagen, dass (p, f) ~ (g, f') genau dann, wenn p = ¢ und " = t;;(p)f.
Schliesslich definieren wir £ = X/~. Ein Punkt in E wird mit [(p, f)] beze-
ichnet. Dann haben wir eine Projektion 7 : E — M, [(p, f)] — p und Abbil-
dungen ¢; : U; x F — 7= (U;), (p, f) — [(p, f)]. Zeigen Sie, dass E,m,{¢; }ier
ein eindeutig bestimmtes Vektorbiindel definieren.

22. Die Pullback—Abbildung
Seien M, N und f wie in Aufgabe 9. Die Abbildung f : M — N induziert eine
Abbildung f* : 77N — Ty M wie folgt: Sei (+,-),,: TyM x T,M — R die
natiirliche Paarung, analog fir N. Dann ist f* definiert durch (f*6,X),, =
(0,df, (X)) fir alle 0 € T} )N und alle X € T, M.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von f* beziiglich der
Basen {da[,};", fiix Ty M und {dy/|s()}_, fir Tj, N.
(b) (2 Punkte) Sei P eine glatte Mannigfaltigkeit und g : N — P eine glatte

Abbildung. Zeigen Sie, dass fiir den Pullback der zusammengesetzten
Abbildung go f : M — P gilt:

(gof) = [ og"
Beachten Sie den Unterschied zum Resultat in Aufgabe 9(b).

23. p-Formen und ausseres Produkt
Sei AP(M)={0 TP (M)O(...,X,....,Y,...)==0(....Y,....X,...),VX,Y €
X (M)} der Raum der Differentialformen der Ordnung p, kurz p-Formen, sowie
A°(M) = F(M). Wir definieren das dussere Produkt A : AP(M) x A1 (M) —
APTI(M), (w,0) — w A 0 durch

1
(@AB) (X1, Xprg) = =

plg! Y sen(mw(Xeqys s Xan) O(Xagpin)s - X)) »

TESp+q



wobei X; € X(M), und S,, die Gruppe der Permutationen von n Elementen
ist. Zeigen Sie, dass fiir w € AP(M),0 € AY(M),n € A"(M) gilt:

(a) ( ) (

(b) (1 Punkt) (wABO)An=wA (0 AD).

(¢) (1 Punkt) s (wel—0w).
)

(d) (1 Punkt) Sei dz'|,,...,dz"™|, eine Basis fiir T,y M = A'(M)|, fiir p € M.
Bestimmen Sie eine Basis fiir A?(M)|, und geben Sie die Dimension von
AI(M)|, fiir jedes g € Z>p an.

1 Punkt) w A0 = (—1)"0 A w.

wAl=

24. Aussere Ableitung
Die dussere Ableitung ist eine Abbildung AP(M) — APTY(M), die der p—Form

W= z%! Zil iy Wit ipdxil A« Adz® die (p + 1)-Form
1 ) . .
dw = o Z (Owiy,..q,) da* Ada™ A -+ A da'»

zuordnet. Zeigen Sie, dass gilt:

(a) (1 Punkt) d(wAf) = (dw) A0+ (—1)Pw Ad0, we ANP(M),0 e N{(M)

(b) (1 Punkt) dw(X,Y) = X(w(Y)) - Y(w(X)) — w([X,Y]),
we A (M), X,Y € X(M).

(¢) (2 Punkte) dod = 0.
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