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Volumenelement

Es sei (M, g) eine semi—Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Wir
definieren das Volumenelement dvol,; beziiglich lokaler Koordinaten auf U C
M durch dvoly|y = /| detg| dz! Adz® A -+ Ada™ € A"(U), mit den Beze-
ichnungen aus Aufgabe 23.

(a) (2 Punkte) Unter welcher Voraussetzung ist dvoly; global wohldefiniert,
d.h. kompatibel mit Verkleben unter Kartenwechseln ?

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie das Volumenelement von S? in Polarkoordi-
naten (6, ¢).

Isometrien

Es seien (M,g) und (N,h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten und f :
M — N ein (lokaler) Diffeomorphismus. f heisst (lokale) Isometrie, falls
Py (dfp(X),dfp(Y)) = gp(X,, Yp) fiir alle XY € X (M) und alle p € M.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Menge aller Isometrien f: M — M eine
Gruppe bildet.

(b) (2 Punkte) Fiir eine Untermannigfaltigkeit M C R""* der Dimension
n bezeichnet man die Einschrinkung der Standardmetrik (-, -) des R™™*
auf M, g|, = (;, >|Tp mxT,m als erste Fundamentalform. Es sei nun g die
erste Fundamentalform auf S" = {z € R""!|||z|| = 1}. Zeigen Sie, dass
es genau eine Riemannsche Metrik g gibt, fiir welche die Projektionsab-
bildung 7 : (S",9) — (RP",g), p — [p] (cf. Aufgabe 4(b)) eine lokale
Isometrie ist.

Die Veronese-Einbettung als Isometrie
(a) (1 Punkt) Es sei M = Mat,,,(R) = R". Zeigen Sie, dass (A, B) =
1tr (ABT) eine Metrik auf M ist.

(b) (3 Punkte) Es sei V,,-1 C M die in Aufgabe 20 definierte Unterman-
nigfaltigkeit. Sei g die erste Fundamentalform von V,,_; C M. Zeigen
Sie: Der Diffeomorphismus f : (RP""! g) — (V,,_1, g) ist eine Isometrie,
wobei g in Aufgabe 26 definiert wurde.
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28. Hyperbolische Ebene

(a) (2 Punkte) Es sei M = R3 mit g = diag(—1,1,1) und P = {(x¢, z1,72) €
R® — 2¢? + 212 + 22> = —1,29 > 0} C R? die hyperbolische Ebene.
Zeigen Sie, dass P mit der induzierten Metrik eine semi-Riemannsche
Untermannigfaltigkeit ist.

(b) (2 Punkte) Sei H = {(x,y) € R*lz > 0} die obere Halbebene und
h = y% (dxr ® dz + dy ® dy) die Poincaré—Metrik auf H. Zeigen Sie, dass
(P,g) und (H, h) isometrisch sind.

Gehen Sie dazu zu komplexen Koordinaten z = z+iy, z,y € R? {iber und
finden eine Abbildung f : C — C,z %is fiir geeignete a,b,c,d € C
mit ad — be = 1, so dass D = f(H) = {w € C||w| < 1} eine Kreisscheibe
ist, und bestimmen Sie die induzierte Metrik auf D. (Es geniigen jeweils
drei Punkte auf H und D, um a,b,c,d festzulegen.) Finden Sie dann
eine geeignete Parametrisierung von P, die einen Diffeomorphismus zu D

liefert.

Abgabetermin: Mittwoch, 12. 12. 2007 um 10:00 Uhr.



