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33. (4 Punkte) Induzierter Zusammenhang
Es sei (]\/4\ , ) eine semi—Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita—Zusam-
menhang 13, M C M eine Untermannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass der Zusam-
menhang der induzierten Metrik g auf M ebenfalls einen Levi-Civita-Zusam-
menhang D definiert.

34. Zweite Fundamentalform
Es seien (M, g, 5), und (M, g, D) wie in Aufgabe 33. Weiter sei NyM =
df(TM)*+ das Normalenbiindel zu M in M, wobei f:M— M die Einbettung
ist (cf. Aufgabe 15b) ). Zeigen Sie, dass gilt:

(a) (2 Punkte) Es gibt genau einen symmetrischen Tensor 11 : TM x TM —
N¢M (die zweite Fundamentalform), so dass die Gauss-Formel Dxdf(Y) =
df(DxY) + (X, Y) fiir alle X,Y € X (M) gilt.

(b) (2 Punkte) Es gibt genau einen Zusammenhang D+ auf N;M und einen
Tensor A : TM @ NyM* — TM (den Weingartenoperator), so dass
Dxs = —df(A,X) + Dts fiir alle X € X(M) und alle s € T(N;M), und
dass Dt ein metrischer Zusammenhang beziiglich der durch § auf NyM
induzierten Metrik ist.

35. Killingfelder
Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢ : (—€,€) x M — M
eine glatte Abbildung, und ¢;(p) = ¢(t,p) eine Isometrie fiir alle ¢t € (—e¢,€).
Dann heisst das Vektorfeld X € X (M) gegeben durch p +— %(,bt(p)}tzo ein
Killingfeld (infinitesimale Isometrie) auf M. Zeigen Sie, dass gilt:

(a) (1 Punkt) g erfiillt die Killing-Gleichung g(DxY, Z)+g(Y, DxZ) = 0 fiir
alle Y, Z € X(M).

(b) (1 Punkt) Die Menge aller Killingfelder bildet eine Unteralgebra der
Lie-Algebra X(M), d.h. einen Untervektorraum, der beziiglich der Lie—
Klammer abgeschlossen ist.

(¢) (2 Punkte) Wenn + eine Geodétische auf M ist, dann ist (X, ) konstant.



36. (4 Punkte) Killingfelder auf S?
Sei g = df ® df + sin? 0d¢ ® d¢ die Standardmetrik auf S%. Stellen Sie die

Killing—Gleichungen in den Koordinaten 6, ¢ auf und geben Sie eine allgemeine
Losung fiir das Killing-Feld X = X%9 + X?9, an.

Abgabetermin: Mittwoch, 9. 1. 2008 um 10:00 Uhr.



