Aufgabe 1

Aufgabenstellung. Bestimme die Euler-Lagrang-Gleichungen fir den eindimesionalen
harmonischen Oszillator und das eindimensionale Pendel aus Beispiel 0.3 im Skript.

Die Lagrange-Funktion
L:IxR™ >R
ist im Beispiel 0.3:

e fiir den eindimesionalen harmonischen Oszillator (Teilaufgabe a):

L:IxR>—>R
2
. m .o W= 9
t - -
(,q,q)H2q 54

e fiir das eindimensionale Pendel (Teilaufgabe b):
L:IxR*—R

. m .
(t.q.4) — 5(12 + cos(q)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen

ooL oL
otdg g

sind damit hier:
e in (a): mj = —w’q

e in (b): m§ = —sin(q)

Die Legendre-Transformation

L
L:IXR%Z"IXRZIZ; (t7Qaq)H<t7q’g>
q

ist hier:
e in (a): : I x R?" — I x R*™™; (t,q,q) — (t,q,mq)
e in(b): : I x R? — I x R¥™, (t,q,q) — (t,q,mq)
Fiir die Hamiltonfunktion
H:IxR™—R; (tqp) —pG(tqG(taqp)—LtqG(tqp))

erhilt man hier mit G(¢,q,p) = % der Umkehrung der Legendre-Transformation:



ein(a)y H:IxR™—R; (t,q,p)—pL—L(tq,L)=5-p"+ %2(]2
o in(b): H:lx B =R (t,q,p)—p L —L{t.q,2) = 7p? — cos(q)
Die Hamiltonschen Differentialgleichungen
Gg=0,H; p=-0,H

sind damit hier:

Aufgabe 2

Aufgabenstellung. Bestimme Energieflichen bzw. Hamiltonsches Vektorfeld fiir den
etndimesionalen harmonischen Oszillator und das eindimensionale Pendel aus Aufgabe 1
und stelle diese graphisch dar.

Die Energieflichen H = E sind im Beispiel 0.3
e in (a) gegeben durch die Gleichung ﬁpQ + %2q2 = F, also Ellipsen

e in (b) gegeben durch 5=p? — cos(q) = E.

Aufgabe 3
(a)

Aufgabenstellung. Zeige:
{F, G} = w(XF, XG’)

Fiir die Poisson-Klammer von F' und G gilt:

2n
{(F,G} = = 3" (9F)(wy VM (0:G)
k=1
2n
== Y (OF)(wy Y *wo)r(wy )™ (0mG)
7,k l,m=1
2n
= Y (X wou(Xe) = w(Xr, Xq)
7,k l,m=1



Bilder zu Aufgabe 2:




(b)

Aufgabenstellung. C*°(R?") ist eine Lie-Algebra (d.h. ein Vektorraum mit einer an-
tisymmetrischen Klammeroperation {-,-}, die die Jacobi-Identitdt erfillt):

{F.G}LHy = {({F HY, Gy +{F{G, H}}
Beweis:
e Vektorraum klar (punktweise Addition und Skalarenmultiplikation)
e Anti-Symmetrie: {G, F} = w(Xr, X¢) = —w(Xq, Xr) = —{F,G}

e Linearitdt: wegen Antisymmetrie reicht es, Linearitdt im ersten Argument zu
zeigen: {Fl + A\Fy, G} = W(XFH-)\Fga Xg) = w(XF1 + /\XFQ, Xg) = W(XFI,XG) +
)\L«J(XF2, XG) = {Fl, G} + )\{FQ, G}

e Jacobi-Identitét:
{FAG H}} +{G {H; F'}} + {H,{F;G}}

2n om on
=(F. 3 0,6) (@ V@) +{G. Y @)y VHOE)) + {H. Y (05F) ey ) 016))
Ph= k=1 7,k=1
2n
= > (P (@ ) (O0;6) (w7 (1H))
,7,k,l=1

+ (8:G) (wy ) (DO H) (wg Y * 0k F)]
+ (0:H) (wy ) (D0 F) (wg Y *(0kG))]

2n

Z (0:F) (wy ") (0,0,G) (wy ' YF(OR H) + (0:F) (wi ') (0;G) (wy ) * (010, H)
.5,k
+<z >< LYil(@,0;H) (wy Y * (0, F) + (8:G) (wy ) (9, H) (wy 1) 7F (010, F)
+ (0:H) (wy ) (010, F) (wg Y™ (0kG) + (0iH) (wg 1) (0, F) (wy )* (0104 G)

= (8:F)(wg )" (810;G) (wy V(O H) + (0:F ) (wy )™ (9;G) (wy )M (810 H )

k
— (0;G)(wy )V *Ok0H ) (wi ) (0:F) + (8:G) (wg )™ (91 H) (wg ) (0104 F)
(05 H)(wy V(0100 F ) (wg )™ (0iG) — (0 H ) (wg ') (0:F) (w5 1) (0105 G)

Aufgabe 4

Aufgabenstellung. Gegeben (V,w) und W C V koisotrop. Dann ist V := W/W¥
symplektisch mit der induzierten symplektischen Struktur & von w. (siehe Prop. 1.6)
Zeige: Wenn L C V ein Lagranger Unterraum ist, dann ist L = (L NW + W¥)/W¥
Lagrange in V.



bekannt:
o Wisotrop © wlw =0 W C WY = dim(W) <n
e W koisotrop < w|ye =0 W C W = dim(W) >n

e W langrange < W isotrop und koisotrop < @l = Olwe =0 W = WY =
dim(W) =n

Wir zeigen: L = (LNW + W%)/W* ist isotrop und dim(L*) = dim(L).

isotrop: Die Einschriankung von w auf L ist Null, da fiir [v1 =11 +wi],[ve = 1o +ws] €
LNW + WY beliebig mit [; € LNW und w; € W¥ gilt:

(:)(111,1}2) = (D(ll —l—’wl,lg —{—U)g) = (D(ll,lg) +(D(l1,w2) —l—(:)(wl,lg) —|—J)(w1,w2) =04+04+04+0=0

Auflerdem gilt:

dim(L A ) PmVIZIm@EANIVE) g 1Y~ dim((L 0 W))

(WAMDZWENS G (V) — dim(L + W)

=dim(V) — dim(L) — dim(W) + dim(L N W)
(V)22 ) (L) — dim(W) + dim(L 0 W)
L ist das Bild von L NW unter der Abbildung 7 : W — W/W¥; v — [v]. Damit folgt:

dim(L) = dim(im (7| L))
= dim(L N W) — dim(ker (7| zaw))
=dim(LNW) — dim(L N W*%)
2 dim(W) — dim(L)

Andererseits ist

5 V=

dim(V) dim(W) — dim(W*)

dim(W“’):dig(V)—dim(W) 9 dlm(W) _ dlm(V)

dim(V)=2 dim(L)

2 dim(W) — 2 dim(L)
= 2(dim(W) — dim(L)) = 2 dim(L)

und damit dim(L¥) = dim(V) — dim(L) = 2 dim(L) — dim(L) = dim(L).

Da also L und L¥ die gleiche Dimension haben und L > L¥ (I: koisotrop, s.0.) gilt, muss
L = L* gelten. 1



Aufgabe 5

Aufgabenstellung. Gegeben sei (V,w), W C V koisotrop. Bestimme den Rang von
wlw .

Esist wlw : W — W* v — w(v,-)|lw

Da W isotrop ist, gilt

W =WnwWw¢=wn{veViwvw)=0VweW}={veWwh,w)=0Vw e W}
= ker(w|w)

und damit ist

rang(w|y) = dim(bild(w|y)) = dim(W) — dim(ker(w|w)) W Cler(w|w)

dim(W*)=dim(V)—dim(W)

dim(W) — dim(W*)
2 dim(W) — dim(V')

Aufgabe 6
Aufgabenstellung. Gegeben ein reeller Vektorraum V und eine antisymmetrische Bi-
linearform (. Zeige, dass eine Basis
(a1, yn, b1y .. by, c1yen0 )
existiert (fir geeignete n, k), so dass
B(ai,bj) =0;; Vi,j=1,...n
und @ verschwindet sonst.

Betrachte ker(8) = {u e V: f(u,v) =0V e V} = U.

Schreibe V als V.= U & W. [|w ist dann offensichtlich nicht entartet, also eine sym-
plektische Form.

Wiéhle also eine symplektische Basis {a;,b;[i = 1,...,n} von W (wie in Satz 1.7) und
eine beliebige Basis {¢;|i = 1,...,k} von U. Diese Vereinigung der beiden Basen ist dann
eine Basis von V und erfiillt offensichtlich die geforderten Eigenschaften.

Aufgabe 7

Aufgabenstellung. Gegeben (V,w) und W C V isotrop, koisotrop, Lagrange oder sym-
plektisch. Zeige, dass eine Standardbasis auf W (siehe Ubungsaufgabe 6) immer zu einer
Standardbasis auf W erweitert werden kann.

e Sei U symplektisch mit Basis {a;,b;]i = 1,...,k}. Offensichtlich ist U der Unter-
raum W; aus Beweis 1.7. Fahre also fort wie in Beweis 1.7.



e Sei U isotrop mit Basis {a;[i = 1,...,k}. Ergénze nun den ersten Basisvektor a;
von U mit einem Vektor by ¢ U, so dass w(aq,b;) =1 (existiert, da w auf V' nicht
entartet ist) und w(a;, by) = 0 fiir alle ¢ # 1. So ein Vektor b; existiert, da sich die
Bedingung w(a;, b1) = d;1 so schreiben lasst

a{w (b1)1 1
agw (bl)g _ 0
agw (bl)Qn 0

wobei die a;fpw (wegen der Unabhéngigkeit der a; und der nicht-Entartetheit von
w) linear unabhéngig sind und die daraus zusammengesetzte Matrix somit vollen
Rang hat (surjektiv) und somit das System von k Gleichungen mit 2n Unbekannten
l6sbar ist.

Die anderen Basisvektoren a; von U liegen offensichtlich in span({ai, b1 })*. Wéhle
also als ag (s. Beweis 1.7) den zweiten Basisvektor von U. Weiter wie in Beweis
1.7.

e Sei U Lagrange. Da U damit auch isotrop ist, gehe vor wie oben.

e Sei U koisotrop mit Basis {a;,b;li =1,...,k,j=1,...,1,k > 1} so dass w(a;, bj) =
0i5 Vi = 1,...k;j = 1,...,1. Falls | = k, ist U symplektisch = gehe vor wie
oben. Falls | < k Wéhle einen Vektor b;y; sodass w(a;, bj11) = 041 Vi=1,... k.
Iterieren.

Aufgabe 8

Aufgabenstellung. Zeige, dass ein kodim = 1-Unterraum immer koisotrop ist.

Sei also U C V mit dim(U) = 2n — 1 wobei 2n = dim(V'). Dann ist: w|y = 0.
Beweis: Es ist dim(U*) = dim(V) —dim(U) = 2n — (2n—1) = 1. Damit lédsst sich U% so
schreiben: U¥ = {A\v|\ € R} mit v einem Basisvektor von U¥. Damit gilt fiir beliebige
Elemente A\jv, \gv € U%:

w(A1v, Agv) = A dow(v,v) = w(Aev, A1v) = —w(A1v, Apv)

= w(Av, Av) =0

Aufgabe 9

Aufgabenstellung. Finde einen Unterraum W von (R*",wy), der weder isotrop, koisotrop,
Lagrange noch symplektisch ist. In wechen Dimensionen ist dies méglich?

Sei n = 3. Wihle Koordinaten (1,9, 23,p1,p2,p3)7 € RS bzgl. der Basis {a1 :=



e1;az 1= eg;as := e3; by 1= ey; by := e5; b3 := eg}, beziiglich derer

1

betrachte U = span({a, ag, b2}). Damit ist U = span({ajas,b3}). Dann ist U
e nicht isotrop, denn w(az, by) = 1,
e nicht koisotrop, denn w(as, bg) = 1,
e nicht Lagrange, da weder isotrop noch koisotrop,
e nicht symplektisch, da U N U* = span{a; } # {}.
So eine Konstruktion geht nur fiir n > 3.
e Fiir n = 0 ist der Unterraum U auch nulldimensional und somit isotrop

e Fir n =1 ist der Unterraum U entweder

— nulldimensional und somit isotrop,
— eindimensional und damit koisotrop (siehe Aufgabe 8) oder

— zweidiminsesional. Dann ist U der Gesamtraum und damit symplektisch.

e Fiir n = 2 ist der Unterraum U entweder

— nulldimensional und somit isotrop,
— eindimensional und damit isotrop (siehe Aufgabe 8),

— zweidiminsesional. Dann existieren entweder zwei Vektoren v,w € U mit
w(v,w) =1 und somit ist U symplektisch oder nicht, dann ist U Lagrange.

— dreidimensional und damit koisotrop (siehe Aufgabe 8) oder

— vierdimensional und somit der Gesamtraum und symplektisch.

e Fiirn > 3 wihle wie oben U = span({a1, a2, ba}). Damit ist U = span({ajas, bs, a;, b; mit i =
4,...,n}). Dann ist U weder isotrop noch koisotrop noch Lagrange noch symplek-
tisch mit der gleichen Begriindung wie oben.

Aufgabe 10

Aufgabenstellung. Gegeben sei eine antisymmetrische Matriz, w = >
Die Pfaffsche Determinante Pf(w) von w ist definiert als:

Lok *
i<j Wigl; /\fuj.

vol, = —w"" = Pf(w) vf A... A 03,



Zeige, dass
Pf(w)? = det(w)
Hinweis: 30 € G1(2n, R) : w = ¥TwW,

Sei (V,w) ein Symplektischer Vektorraum.

Sei B = {v1,...,v2,} eine Basis von V und B* = {v],...,v3,} die duale Basis von V*.
®:V* =V, v+ v ist dann ein Isomorphismus zwischen V' und V*.

Definiere die Determinante von w in der gegebenen Basis B folgendermafen:

det(w) : = det(P o w)
Zu zeigen: Fiir eine beliebige, fest gewéhlte, Basis B gilt:
det(w) = Pf(w)?

Behauptung: Beide seiten sind gleich dem Quadrat der Determinante der Abbildung
A:V* — V* die die Basis B* auf die (eine) symplektische Basis By abbildet: v} +— w}
Beweis: det(A) erfiillt die definierende Gleichung fiir Pf(w), denn

vol, = det(A) vi A ... Av3,

ist wegen der Darstellung von vol,, in der Symplektischen Basis B = {w}|i = 1,...,2n}
vol, = w] A ... A w3, dquivalent zu

viAL AV, =det(ATHwi AL AW,

wobei (A™! : w! — v} und) beide Seiten dieser Gleichung multilinear in den v* sind und
fiir v] = wj iibereinstimmen, also gleich sind.

Fiir die Determnante von w gilt:

det(w) = det(® o w)
= det((w; — v;) o Pgo Aow)
= det(®go Aowo (v; — w;))
= det(®g ow o AT o (v; — w;))
(

= det(®g o w)det(AT o (w; — v;))

wobei AT : V — V durch folgende Gleichung definiert ist: w o AT : Ao w und die
Determinante von w in der symplektischen Basis 1 ist und det(AT) = ... = det(A).



Aufgabe 11

Aufgabenstellung. Gegeben (V,w) und eine komplexe Struktur J auf V. Zeige:
J ist kompatibel mit w <

o w(Ju,Jv) =w(u,v) Yu,v € V, d.h. J ist ein Symplektomorphismus
o w(u,Ju) >0VueV, J ist (w-)zahm

J ist kompatibel mit w bedeutet, dass g( -, - ) := w( - ;J - ) ein positiv und symmetrisch
ist.

Aufgrund der Definition von ¢ ist die postiv-Definitheit von ¢ hierbei dquivalent zur
w-Zahmheit von J:

glu,u) >0Vu e V & w(u, Ju) >0Vu eV

und die Symmetrie von g ist Aquivalent dazu, dass J ein Symplektomorphismus ist, denn
falls g symmetrisch folgt

w(Ju, Jv) = g(Ju,v) = g(v, Ju) = w(v, J*u) = w(v, —u) = —w(v,u) = w(u,v)
und umgekehrt fiir J Symplektomorphismus
g(u,v) = w(u, Jv) = —w(Jv,u) = w(Jv, —u) = w(Jv, J*u) = w(v, Ju) = g(v,u) .

Damit folgt die Behauptung.

Aufgabe 12

Aufgabenstellung. Gegeben sei ein kompatibles Tripel (w,J,g) auf V. Zeige: Yu,v €
V:

o w(u,v) =g;(Ju,v),
e 95(Ju, Jv) = g;5(u,v),
o w(u0)[? < [uPJo]? wobei [u? = gs(u,u).
Es gilt:
e w(u,v) = —w(v,u) = —w(v, —J*u) = wv, J2u) = g;(v, Ju) = g;(Ju,v)

o g;(Ju, Jv) = w(Ju,J*v) = w(Ju,—v) = —w(Ju,v) = wv,Ju) = gs(v,u) =
g7(u,v)

Cauchy-Schwarz

o |w(u,v)| = |gs(Ju,v)| < |Jul - |v| = |v] - |ul,
da [Ju| = \/gJ(Ju, Ju) = \/gJ(u, u) = |ul




Aufgabe 13

Aufgabenstellung. (w,J,g) sei ein kompatibles Tripel auf V. (v1,...,v2,) Sei eine
Basis von V', so dass

w= E wijv; Avj
1<j

und Pf(w) > 0. Zeige, dass

1
vol, = —|w/\" =:/det(gs) v] A... Av3, .
n!

Sei B = {v1,...,v2,} eine Basis von V und B* = {v],..., v, } die duale Basis von V*.
®:V* =V, v v ist dann ein Isomorphismus zwischen V' und V*.

Definiere det(w) := det(® o w) und det(g) := det(® o g) die Determinanten von w und g
in der gegebenen Basis.

Nach Voraussetzung ist g : V. — V*; v, — g(v,- ) und w : V = V*, v — w(v,-) =
g(Jv,-) und somit w = g o J. Damit gilt:
det(w) :=det(Pow) =det(PogoJ)=det(Pog)-det(J) = det(P og) =: det(g)

Daraus folgt mit Aufgabe 10 direkt die Behauptung.

Aufgabe 14

Aufgabenstellung. e Gegeben sei das kompatibles Tripel (R*™,wo, Jo, g0 = (-,-)).
Zeige, dass das orthogonale Komplement (bzgl. go) eines Lagrangen Unterraumes
A gegeben ist durch A = JA.

o Sei(a;)i=1,. n eine Orthonormalbasis von A. Zeige, dass (ai, Joai)i=1,...n €ine sym-
plektische Standardbasis bilden.

Es gilt A+ = JyA. Beweis:
? 57 Sei u € JoA, also Jy 'u € A beliebig. Dann ist Vv € A : go(u,v) = wo(u, Jov) =
wo(Jy tu,v) = 0 (da A Langrange) und somit u € A*.

" D7 Sei u € At beliebig. Dann ist Yo € A : 0 = g(u,v) = wo(u, Jov) = wo(Jy ‘u,v)
und somit Jo_lu € AY = A und somit u € LgA.

Aufserdem ist JoA Lagrange, denn

o JoA ist isotrop: VLou, Lov € LoA (also Yu,v € A) gilt w(Lou, Lyv) = w(u,v) =0
da A istrop ist, also JoA C (JoA)¥ und

e dim(JpA) = dim((JoA)¥), denn

10



— dim(JoA) = dim(A) = 3dim(V)
— dim((JoA)*) = dim(V) — dim(JoA) = dim(V) — 3dim(V) = 1dim(V)

und somit JoA = (JoA)“.

Fir {a;[i = 1,...,n} eine Orthonormalbasis von A bildet {a;, b;|i = 1,...,n} eine sym-
plektische Basis von V', denn

e w(a;,a;) =0, da A Lagrange ist,

e w(b;,b;) = w(Joai, Loa;) = w(a;,aj) =0, da A Lagrange ist und

e w(a;,bj) = w(ai, Joaj) = gs(ai,a;) = 6 da {a;|i = 1,...,n} nach Voraussetzung
orthonormal.
Aufgabe 15

Aufgabenstellung. Zeige, dass

i 1 227\ i

i.j=0

WFs =

eine symplektische Struktur auf C P™ ist. Bestimme wgg in lokalen Karten Uy = {zq = 0}
fira=20,...,n.

Betrachte den komplexen projektiven Raum
CP" = (C™ —{o0})/C*
und die Projektion

7 (C" —{0}) — OP"
(zo,...,z") — [zo,...,z”}
mit Ableitung
Tulz : TS O™ = C x TEC™ — TH(CP™) = C x T (CP™)
v = o]
der C-linearen Fortsetzung von

ol et - TR (P

der iiblichen Ableitung von 7 in einem beliebigen Punkt z € C"*! = R2(+1)  (Be-
merkung: T[f](C’P”) hat reelle Dimension 2n - wie CP", T, [(ZJ](CP”) hat damit komplexe

Dimension 2n bzw. reelle Dimension 4n.) Wir definieren eine 2-Form auf C'P", indem
wir zuerst eine 2-Form auf C™*! definieren. Statt sie in der Basis {dz?,dy’|i = 1,...,n}

11



(gemeint ist natiirlich die C-lineare Fortsetzung) darzustellen, verwenden wir eine alter-
native Basis: {dz’,dz'|i = 1,...,n}, wobei dz’ := da’ +idy’ und d?i:: dz’ —idy’. (Das
ist die duale Basis zu {0,:,0,:]i = 1,...,n} mit 8, := 5(05, —i0y,), 0z, = 5(0, +i0y,).)
In dieser Basis sei:

n

? 1 zi2d ; ;
wo(z) == = — <5~- — ) dz' A dz?
3 2 B\ TP
Daraus konstruieren wir eine 2-Form auf C'P™ folgendermafen: fiir beliebige [[u]], [[v]] €
T[g](CP") sei
wrs ([2]) ([[ull; [[v]]) == wo(2) (u, v)

wobei 7(z) = [z] und 7|, u = [[u]], 7|0 = [[v]].

Wohldefiniertheit

Da die Wahl der Urbildpunkte z bzw. « und v nicht eindeutig ist, ist noch Wohldefiniertheit
zu zeigen: Falls

e [z1] = [22], also w(z1) = m(22) bzw. z2 = Az; fiir ein A € C* und
e up, vy € TSC™M und ug, ve € TSC™H mit [[ug]] = [[ue]] und [[v1]] = [[v2]]
muss auch wg(z1)(u1,v1) = wo(22)(u2,v2) gelten. Zu zeigen ist also die Implikation
Tl U1 = Tl pou; und Tl ov1 = T 202 (0.1)
= wolz(u1,v1) = wolr:(ug,ve) . (0.2)

Da mit (: A) der Multiplikation mit der komplexen Zahl A~! gilt, dass 7 = 7w o (: \), ist
die erste Aussage ist dquivalent zu:

7T*’Zul = (71'0 (: A))*‘)\ZUQ = W*‘z(: )\)*’,\ZUQ und

W*’zvl = (77 o (: A))*‘)\,2'1)2 = W*‘z(: /\)*’)\202

bzw.
w:=wu1 — (: A)x|rsu2 € ker(my|,) und
v =01 — (: X)x|a202 € ker(mil2)
Da
IR R 1 I G ) G ) I .
(- A)wo =5 “Z.::O |zo (: A)J? (% [z00 (: A)J? (A7 A A (G A7 42)
s 1 ()W) i T
=5 i;() BeE <5w i (Adz") A (AdZ)
| 2z \ L
_ B I SO e N
B Z |Z|2 (57,] |ZZ|2> dz' ANdz
1,7=0
= wo

12



(als (: A) ist ein Symplektomorphismus von (C™1 wy)), ist zweite Aussage ist fiquivalent
zu

wolz(u1,v1) = ((: A)"wo)[xz(u2, v2) = wolz((: A)slrnzuz, (: A)xlrzv2)
bzw.

u € ker(wp|,) und
v € ker(wpl,)

mit u und v definiert wie oben und wyl, : T¢C™ — (TE)*C™*1. Also ist fiir Wohldefiniertheit
Zu zeigen:

’ker(mlz) C ker(wol»)

(0.3)

ker(7,|.) besteht also aus allen v € TEC™*! mit folgender Eigenschaft:

mev =0
S Ve : 0= (mo)p
SVp:0=v(pom)

Also muss V¢ die Kombination ¢ o7 in Richtung v konstant sein, also auch 7. Also muss
der Kern von 7|, der (kompexifizierte) Tangentialraum in z an [z] € C™*! sein. Da [z] &
C* iiber R zweidimensional ist, ist auch T*[2] iiber R zweidimensional und damit 7 [z] =
C x TZE[z] zweidimensional iiber C. Also spannen zwei (iiber C) linear unabhingige
Tangentialvektoren TC[z] auf. Betrachte zum Beispiel die Tangentialvektoren an die in
[z] verlaufenden Kurven mit 1 (0) = v2(0) = z:

7t = (t+1)z
() = (it 4 1)z
damit erhalten wir allgemein:
YO = Z O(' 0 4)Dyi + O(y' o ¥)0yi
i i 1 : i 1 .
= 0@ +iy") 0 7)5 (O — i0yi) + 0e((2" — iy") ©7)5 (O + D)
= >0z 07)0.i + (' 0 7).

= 02" 07)0; + (2" 07)0;

also hier

wi =400 = 30 00((t+ 12900, + AW+ D)loBi = 3 #10s + 710,

13



und

wo = 72|00 = Z@t ((it + 1)2%)[00; + Dy ((it + 1)27)]0d; = Zzzzﬁ —i7'0;

Uber C kann man auch alternativ diese Basis wihlen:
1
w3 1= § — jws) Z 20,

1 . -
Wy 1= §(w1 +iwy) = Zz’@i

%
Allerdings entsprichen diese keinen Tangentialvektoren an eine Kurve in C"+1 = R2n+2,
Damit ist also:

kern(m,|,,) = spang {Z 2'9; + 7' 0;, Z i20; — zz@l}

=0 =0
n n

= spang Z 2'0;, Z?ﬁi .
i=0 i=0

Betrachte nun den Kern von wl,. Ein beliebiger Vektor v € TE[2] 1akt sich schreiben
als v = anll v'0; + v'9;. Der Schnitt mit diesem Unterraum besteht aus allen solchen
Vektoren mit folgender Eigenschaft:

B 1 G| ;v _ i vizizd i

i,j=0
—— i A o 7 vizizd
@V]:Z&ijv :ZW und \V’Z:Z(sijv :ZW
=0 =0 7=0 7=0
Do) — J
SViiv = (Z \z|2> z/ und Vi: Z |z[2
Also ist (vi,...,v,) ein Vielfaches von (z1,...,2,) und (v1,...,7,) ein Vielfaches von
(Z1,-.-,2Zn)- Damlt ist der Kern von w|, glelch dem komplexen Spann von 7! 29,

und Z"H 7'0;. Also gilt sogar

ker(m,|,) = spang {Zz Oi, Z 7'0; } = ker((wo)«|z) (0.4)

Bemerkung: > 2'0; heift Euler-Feld.
Da wpg also wohldefiniert ist, ldsst sich die definierende Figenschaft von wrg,

wrs (m(2)) (., 7] 0) = wo(2) (u, v)

als wy = m*wpg verstehen.

14



Bilinearitdt und Antisymmetrie

Bilinearitdt und Antisymmetrie von wps in jedem Punkt [z] € CP™ sind klar, da wp
bilinear und antisymmetrisch ist und wenn vy, . . ., vy, im Urbild von [[v1]], ..., [[vs]] unter
T«|» sind, liegt sicher Y ;" | a;v; im Urbild von » ! a;[[v;]] (Linearitdt von m,|,) und
somit

wrs([2]) | D adllwall, Y billvil) | =wo(2) | D ami, > by
i=1 7=1 i=1 7j=1
= > aibj wo(2)(ui,vy) = Y aiby wes([2)([[wil], [[v;]]) -
i,j=1 i,j=1

Aukerdem ist wrs([2])([[v]]; [[ul]) = wo(2)(v,u) = —wo(2)(u, v) = —wrs([2])([[u]], [[v]])-

Geschlossenheit

Geschlossenheit: Es ist dwg = 0, denn

e 1 Zi2i . .
dwp(z) =d % Z P (5@‘ — TZ’?) dz' A d7

ig=0 %
i & 1 ZiZi
_ L2y i 7
-5 32 (-2 20 )
i,j=0
T— 1 Zizj ; ;
=5 Z Ok (]2\2 (&j — |;|§>> dzF A d2t A dF
i,j,k=0
i — 1 Zi2j
+ = ak<<5~— ”))dz’mdzmdzﬂ'
2 2, R A T
. n — — g —
7 5ijzk (5ij¢ 22’2'Zj2k> k . s
_2 _ — dz® A dz' A dZ
21.73.,,?:0( EEE NPT
5¢jzk (Siij QEZ‘ZjZk _k ; i
+ <— PEERE L dz" Adz' A dZ
=0

Da die linken Terme symmetrisch unter Vertauschung von ¢ und k& (oben) bzw. j und k
(unten) sind und die rechten Terme antisymmetrisch.

Damit folgt 0 = dwp = dr*wps = 7*dwps. Da 7 und 7|, fiir alle z € C™*1 surjektiv
sind, ist der Pull-Back 7* injektiv und es folgt 0 = dwgs.

15



Beweis fiir 7* injektiv: Sei o € T*(C'P™)

0=7"cx
& (r"a)(v) =0 YveT(CP")
< a(mw) =0 YveT(CP")

s a(w)=0, YweTC"
S a=0

Nicht-Entartetheit
Nicht-Entartetheit ist klar, denn:

0 = wrs([[v]], [[w]]) V[[w]] € Ty, CP"
=0 =wo(v,w) Yw e T,C"
=0 =wo(v) € T*C™™!
=uv € ker((wo)«|z)
= € ker(my/,)
=[[v]] =0

In Karten
Fiir eine Standard-Karte (U;, ¢;) mit
U, = {[Z] S CP”|$1 75 0}

iUy — C"

1

2053 2n| > — (205 -+ Zie15 Zig15 - - 2n

| = —( )
7

gilt: Die Einschrinkung der Projektion 7 auf die Ebene E; := {z € C""!|z; = 1} ist
invertierbar und es gilt:

piom|g, : By — C"

(2055 2i—1, 1, Zig1, - - - 2n) = (20, -+ 5 215 Zit 1, - - - Zn)
bzw.

(¢ionlp) ™ =g og;' : C" — B

(Z(), sy Ri—19 Ri+1y - - Zn) g (Z(], e ,Zi_l,l,zz‘+1, .. Zn)

16



also:

(67w = (n|p, o |5l 0 97 ) *w = (]! 0 97 1) (w| &) wrs = (7|5 0 &7 ") wole,

. n —
—1 =1\« | ? 1 RjZk j —k
1,j=0;5,k#i
i~ 1 Z; 2k
%%uvr?(” 1+rz\2> T

Aufgabe 16

Aufgabenstellung. Zeige, dass [X,Y] tatsichlich eine Ableitung auf F(M) ist, d.h.
[X,Y]: F(M) — F(M) ist linear und erfillt die Leibnitzregel.

z.B. in Koordinaten: Sei X = Y 7, X'9;, Y = > | Y79;. Dann ist fiir eine beliebige
skalare Funktion ¢:

[X,Y](¢) = XY~ YXo= sz (Y70;0) — Y7 9;(X"0;0)

=1

= i X' (0:Y7)(9;9) + X'Y7(0:0;0) = Y7 (0;X")(0ip) — Y7 X' (0;0:9)

ij=1

=) XU0:Y7)(9;4) — YI(9;X7)( Z X7(9;Y%)(8:9) — Y9 (0, X7) (05 )
2,7=1 2,j=1

= Z (Z X7 (9;Y") — Yj(ani))) 0;b
=1 \j=1

also ist [X, Y] offensichtlich ein Vektorfeld mit Koeffizienten

(X Y] = zn:(Xj(ani) —Y7(9;X"))
j=1

Daraus folgen alle behaupteten Eigenschaften.

oder ohne Karten: [X,Y] ist linear, denn fiir beliebige A € R und beliebige skalare
Funktionen f ung g gilt
(X YI(Af) =XY(Af) = YX(Af) = (XAYf) = (YAX))
=AXY - AYX[f=A(XYf)—(YX[))=MN[X,Y]f) und
(X Y](f+9) =XY(f+9) - YX(f+9)=X(Y[+Yg) - Y(Xf+Xg)
=XYf+XYg-YXf-YXg=(XY -YX)f+ (XY -YX)g
=X Y]f+[X,Y]g

17



und erfiillt die Leibnitz-Regel, denn

(X, Y](fg) =XY(fg) —YX(fg)=X((Yf)g+ f(Yg) - Y((X[f)g+ f(Xg))
=(XYflg+ (Y f)(Xg)+(Xf)(Yg) + f(XYg)

- (YX[f)lg—(X[)(Yg) - (Yf)(Xg) — f(YXg)

(XY flg+ f(XYg)— (YX[f)g— f(YXg)

(XY —=YX)f)g+ (f(XY - YX))g

([X,Y]f)g + f([X,Y]g)

Aufgabe 17

Aufgabenstellung. Zeige, dass (§(M),[-,-]) eine Lie-Algebra ist, im Speziellen die
Jacobi-Identitdt erfillt:

[X,[Y, Z]] + zyklisch vertauscht = 0

(x, [+, ]) ist eine Lie-Algebra, denn die Lie-Klammer ist bilinear: fiir Vektorfelder X, X7,
Xo, Y1, Yo und X € R gilt

(X, \Y]=X(\Y) — (\Y)X
=AXY —\YX
=AXY —YX)=\X,Y]

(X1 4+ X9,Y] = (X1 4+ X9)Y —Y (X, + Xo)
=X1Y+ X0V —-YX; —-YX,
=(X1Y - Y X)) + (XY — Y Xy)
=[X1,Y]+ [X2, Y],

offensichtlich antisymmeterisch und erfillt die Jacobi-Identitéit, denn
(XY, Z]] + [V, [2, X]] + [2,[X, Y]])
=XYZ-2Y)-(YZ-ZYV)X+Y(ZX - XZ)
—(ZX-XZ2)Y+Z(XY -YX)- (XY -YX)Z
=XYZ -XZY -YZX+7ZYX+YZX -YXZ
—ZXY+XZY +ZXY - ZYX - XYZ+YXZ =0

Damit ist Dx := [X, -] eine Ableitung auf x (M), denn sie erfiillt bzgl. der Lie-Klammer
die Leibnitz-Regel (—Produkt-Regel):

Dx[Y, Z] =[X,[Y, Z]) ™2™ v, 2, X]] - [2,[X,Y]]
=[[X. Y], Z] + [V, [X, Z]] = [(DxY), Z] + [Y, (Dx Z)]

18



Aufgabe 18

Aufgabenstellung. Zeige, dass otys = 040 05 iSt.

Sei

c:RxM— M
(t,p) — o¢(p)

der zum Vektorfeld X gehorige Fluss, also 0,0y = X. Fiir festes p € M und s € R sind

c1:R— M; tw ops(p)und
ca:R— M; tw oi(os(p))

zwei durch ¢ parametrisierte Kurven. Fiir ¢ = 0 gilt
ci(t) = c1(0) = 0s5(p) = 00(0s(p)) = 01(0s(p)) = c2(t)
Aufkerdem ist die Ableitung beider Kurven bei ¢t = 0 gleich:
(c1)x0tlo = Xy 0) = Xoy(p) = Xea(0) = (€2):0%lo

Damit sind mit der Theorie fiir Gewohnliche Differentialgleichungen (arbeite lokal in
Koordinaten) beide Kurven gleich.

Aufgabe 19
Aufgabenstellung. Zeige:
o Leibnitz: Lx(wAn) =LxwAn+wALxn
o (Lxw)(Yi,...,Ys) = Lx(w(Y1,....,Y) =K w(¥1,...,LxY;, ..., Y3)
e Ji0jw = Lxojw =0} (Lxw)
e Cartan-Formel: Lxw = (dvx + txd)w
e .xLx =Lxutx,dLx = Lxd
Es gilt:
o fiir d: QF(M) — QF1(M)
k41

(dw)(Y1,..., Viq1) =D (1) Ww(¥i, ..., Vi, ..., Yiga)

i=1
+ Z(—1)1+JW([}/@7}/]],Y1, . '7Yt£7 v 7}/]'7 cee 7Yk+1)

1<j
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o fiir vx : QM1 (M) — QF (M)
(LXW)(Yla"ka) = W(vavlw"aYk)

Fiir die Lie-Ableitung gilt

o fiir skalare Funktionen ¢

Lx¢ = 0i(¢oot)li=o
= 0(¢poat) o (7 )li=o
= (U*at)‘t:0¢ = X¢
o fiir Vektorfelder Y

Lx(Y¢) = 0((Y) o 0ot)|i=0
(%)

= O[((0-1)Y) (¢ 0 0¢)][t=0
= (0((0-1)«Y))|t=0(d 0 0¢)|t=0 + ((0—2)+Y)t=0(Ft(¢ © 7¢)) =0
= (LxY)o+Y(Lx¢)
da
((0-1):Y)(pooy) =Y (pooroo_)oor =Y (p) ooy (*)
und damit

(LxY)p=Lx(Y¢) - Y(Lxp) = XY¢-YX¢=[X,Y]p

e fiir Differentialformen w
Lx(w(Yy,...,Yy)) =0:((w(Y1,...,Y%)) o 0¢)|i=0)
on(orw) (-0 Vi, -, (0-1).Ye))=0)
:at(o';ﬁkw)’t:O(((U—t)*Yl)’t:()v sy (U—t)*Yk)|t:0

k
+ Z(wa)It:o(((a—t)*Y1)lt:o, oy 0u((0-1)+Yi) |t=05 - - -, ((0-1)xYk)|1=0)

k
:(LXw)(Yl,...,Yk)—f—Zw(Yl,...,LXYZ- ...,Yy) — Punkt 2 unten
=1

da
[(ff0)Y)lp := w(fsY) p(p)]

(o7w)((0-1)eY1, ..y (0-1)sYr) 0 0p = w((04)s(0—1)x Y1, ..., (01)x(0—1)Yk) 0 O¢
=w((op00_1)Y1,...,(0r00_4):Yg) oo =w(Y1,...,Yi)oop (k%)

20



und damit

k
(Lxw)(Y1,...,Ys) = Lx(w(Y1,...,Ys)) — Zw(Yl,...,LXY;, S

=
= X(w,....Ya) = ) _w,....[X.Yi],....Yk)

i=1
Also gilt:
[}
Lx(wAmn) = 0oy (wAn))l=o
= O((oyw) A (o7n))lt=0
= (O(ofw))lt=0 A (6£0)]i=0 + (ofw)]i=0 A (0t(03n))]i=0
= (Lxw) An+wA (Lxn)
e siche oben
k
(Lxw)(Y1,...,Ys) = ... = Lx(w(Y1,.. )= > w¥,..., LxY,....Yk)
i=1
e —
Lx(ofw) = 0s(0507w)|s=0 = Os((0s 0 01)*w)|s=0
=05(07511w)|s=0 = Ot (0544w)[s=0 = O¢(0}w)
0p (Lxw) = 0;05(05w)|s=0 = Os(07 o5w)|s=0
=0s((01 0 05)"W)|s=0 = 8S(U;+tw)|5=0 = 8t(‘7:+tw)’5=0 = Oy(o}w)
o —

(tx(dw))(Y1,...,Y3) = (dw)(X, VA, ..., V)

k
=Xw(Y1,..., V%) + Y _(-)Vw(X,Y1,..., V..., Yk)
=1
+Z w([X, Y], Y1,.... Y, ..., Y5)

+Z D (Y, Y], X, Ya, ., Yo, Y, V)

1<J
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k
= (LXW)(*]-)i-i_l}/iw(Yla aYi) 7YI€)
=1
+ Z(_l)i+j(bxw)([may}]vylv R 7?;57 .- 'affjv R 7Yk)
1<j

A

k
- Zw(—l)i"'lYiw(X, Yi,.., Y5 )

=1
+ Z(_l)i+jw(X7 [Y:L'ayvj]?Yb s 7}>Z'7 .. '7)A/j7 s 7Yk)
1<j

— und damit ist die Summe der beiden Ausdriicke

(tx(dw))(Y7,..., Yy

~—

+ (d(exw)) (Y, ..., Y)

A

(—D)w(X,Y],Y1,..., %, ..., V)

-

Il
—

—Xw(Yi, ..., Vi) +

7

M-

@
Il
N

=Xw(Yi,...,Yi) =Y wW,...,[X.Y],....Ys)

=(Lxw)(Y1,...,Y;) nach Punkt 2

° _
vxLx = Lx(dLX + Lxd) =ixdex +exexd = exdex
= LdeX + dLXLX = (Lxd + dbx)LX = LxLX
dLx = d(dLX + LXd) =ddex +dexd =dexd
= xdd +dexdey = (LXd+ dbx)d =Lxd
Aufgabe 20

Aufgabenstellung. Zeige, dass die Poisson-Klammer die Jacobi-Identitdt erfillt:
{f,{g; h}} + zyklisch vertauscht =0

= F(M) ist eine Lie-Algebra.

Bekannt ist:

L A{figt = =Xp9 = —w(Xy, X)
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2. X% = —w(XX, X?) = w(X? XX) = —XX¢
3.

(dw)(Xl, X2,X3) = Xlw(XQ,Xg) + XQW(Xg,Xl) + ng(Xl, X2)
—w([X1; Xo], X3) — w([X3; X1], X2) — w([X2, X3, X1)

wobel
4. dw hier Null ist.

Damit gilt

{f Aoty +H{g, {1} +{h,{f;9}}

1

= —Xjw(Xg; Xp) — Xgw(Xp; X5) — Xpw(Xy; Xg)

3.4

= —W([Xf, Xg]’Xh) - w([Xh7Xf]’Xg) - w([ngXh]’Xf)

1

= [Xfa Xg]h + [Xha Xf]g =+ [ngXh]f

= XfXgh — Xngh + Xthg — Xthg + Xthf — Xthf
2 XX+ XIX"f+ XX g+ XTX9h+ X9X"f 4+ XX g
= 2AXTXIn+ XIX"f + XX g)

1

2 2({f.{g.n}} + {g, {{h, £}} + {{{ L. 9}})

= {f {9, h}} +{g, {h, f}} +{h{f,9}} =0

Aufgabe 21
Aufgabenstellung. (zu Lagrangen Untermannigfaltigkeiten)

M — (T*"M,wean)
(Y, ) — Lagrange Untermannigfaltigkeiten, z.B. N*Y wenn o = 0

Betrachte M = S', T*S =2 S, x R und M = T?.
T*(s%)

Wir parametrisieren S' mit der Koordinate ¢ und den Tangentialraum in jedem Punkt
mit der Koordinate s (z.B. der Lange bzgl. irgendeiner Norm). Die tautologische 1-Form
(G sieht dann so aus

B =sdo
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die kanonische symplektische w Form ist
w=dsAd¢

Nullschnitt von 7%(S1)

Die tautologische 1-Form ist auf dem Nullschnitt L; von T*(S!) gleich Null, da die
Koordinate s Null ist. Das Tangentialbiindel an L; ist in jedem Punkt von L; der Spann
von Oy. L1 ist isotrop, da es Dimension eins hat und koisotrop, da es Kodimension eins
hat (siehe Aufgabe 8). (Da der Tangentialraum damit auch eindimensional ist, setzt man
in w immer zwei linear abhéngige Vektoren ein.) Also ist L; Lagrange.

Tx(SY)

Die tautologische 1-Form ist auf Lo, dem Kotangentialraum in einem Punkt von S’ ist
Null, da der Tangentialraum an einen Punkt von T%*p(S') von d, aufgespannt wird und
B ein Vielfaches von d¢ ist. Mit der gleichen Begriindung wie oben (eindimensional) ist
Lo Lagrange.

Geschlossene 1-Form auf S*

Der Graph L3 jeder 1-Form auf S! ist eindimensional, also Lagrange. Dass passt zur
Behauptung, dass der Graph einer 1-Form genau dann Lagrange ist, wenn die Form
geschlossen ist, denn jede 1-Form auf S' ist geschlossen: Fiir jede 1-Form a = fd¢ ist

do = Oy fdep Adp =0

T (1?)

Es ist 72 = S' x S'. Also wihlen wir die Parametrisierung s, s2, ¢1, ¢2 Dann ist die
tautologische 1-Form (

B = s1d¢1 + sadea

die kanonische symplektische w Form ist
w =ds; Adg1 + dsa A dga

Nullschnitt von 7% (T?)

Die tautologische 1-Form ist auf dem Nullschnitt L; von T%(T?) gleich Null, da die Ko-
ordinaten s und se Null sind. Das Tangentialbiindel an L; ist in jedem Punkt von L, der
Spann von Oy, und 0y,, genauso wie das w-orthogonale davon. Da w keine Komponente
d¢1 A deo hat, ist ihre Finschrankung auf diese beiden Biindel gleich Null. Damit ist Ly
Lagrange.

T,(T?)

Die tautologische 1-Form ist auf dem Kotangentialraum Lo in einem Punkt von T*(7?)
gleich Null, da die Koordinaten s und so Null sind. Das Tangentialbiindel an Lo ist in
jedem Punkt von Ly der Spann von dy, und 0s,, genauso wie das w-orthogonale davon.
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Da w keine Komponente ds; A dso hat, ist ihre Einschrankung auf diese beiden Biindel
gleich Null. Damit ist Lo Lagrange.

Geschlossene 1-Form auf T

Der Graph einer geschlossene 1-Form a auf 72 Ls ist eine Lagrange Untermannigfaltigkeit
von T? genau dann wenn « geschlossen ist. Das bedeutet in unseren Koordinaten fiir

a = fidg; + fadga:

da =d(fid¢1 + fadge) = (df1) Ader + (df2) A dge
=(0g, f1)do1 A do1 + (Op, f1)dd2 A dd1 + (0g, fo)dd1 A dda + (9y, fo)dda A dga
:(a¢1f2 - a¢2f1)d¢1 A dgo

Aufgabe 22

Aufgabenstellung. Bestimme die Geoddtengleichung durch Variation (vgl. Kapitel 0.1)
von L(7y): (Euler-Lagrange-Gleichung)

n
0 :’Yﬂi + Z ’}’/j’)//krfj
j. k=1

Voriiberlegung: Definiere eine (kovariante) Ableitung (oder "Zusammenhang") fiir Vek-
torfelder, dhnlich wie die Lie-Ableitung

VX (M) x x(M) — x(M)
(X,Y)— VxY

die
e linear im ersten Argument ist:

Vx+x,Y =Vx,Y +Vx, Y und
VixY = fVxY

e und beziiglich der zweiten Komponente wie eine Ableitung wirkt (also die Leibnitz-
Regel erfiillt):

Vx(Yl + }/2) = VXY’I + VXYQ und
Vx(fY) = f(VxY) + (XY .

Fordert man zusatzlich

e Torsionsfreiheit:

VY - VyX = [X,Y]
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e und Vertréglichkeit mit der Metrik g:
Xg(Y,Z2)=g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

Bemerkung: Diese Eigenschaft kann man bei der Verallgemeinerung auf skalare

Funktionen:
Vxf=Xf
und auf Differentialformen:
k
(Vxw)(Y1,...,Y;) = Vx((¥1,...,Y3) = ) _(Vxw)(¥1,..., VxYi,...,¥})
=1

wie bei der Lie-Ableitung schreiben als:
szg =0.
dann ist dadurch der Zusammenhang V eindeutig bestimmt. Er heifst Levi-Civita-

Zusammenhang. Die skalaren Funktionen I'*.. die den Zusammenhang in einer lokalen
Karte beschreiben:

’L]’

Vidj =Y Tok
k=1

heiffen Christoffel-Symbole. Mit ihrer Hilfe 1aft sich der Zusammenhang so schreiben:
Fir X =371 X'9; und Y = 377, Y79 ist

VxY =V xig ZYJ@ =Y X'V | ) Y9
=1 =1

n

=" XV (Y70, = 3 XHaYT)0; + XY (V:0;)
-y >

3,j=1 i,j=1
n n
- Z X100, + XYIT} 0k
i,j=1 i,5,k=1

Eine Kurve heiftt Geodéte, wenn die kovariante Ableitung ihres Tangentialvektors in
Richtung eben dieses Tangentialvektors verschwindet:

Vioy =0

Die Bedingung "Geodéte" fiir eine Kurve 14t sich in einer lokalen Karte so schreiben:
Op =70y = Y i 1 (Op(x" 074))0; = D11 (0¢y")0; und damit

n

0=V0; =V, Z((?wi)& = Z 9 01y")0 Z o )(
j=1

=1 =1

Z + > (877)(0") (Vi) Z N0 + Z (07") (0" )T 0i
7,k=1

1=1 1,5,k=1
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Also muss fiir jedes i gelten:

0=077"+ > _ (0y)(0y")Ty,
k=1

Das ist offensichtlich eine Differentialgleichung 2. Ordnung. Behauptung: Eine Kurve
kiirzesten Abstands muss eine Geodéte im obigen Sinn sein. Beweis:

Betrachte eine Kurve v : [a,b] — M. Eine Variation von < ist eine differenzierbare
Abbildung « : (—¢,€) X [a,b] — M fir ein € > 0 mit «(0,t) = ~(t) Vt € [a,b]. « ist
eine Variation mit festen Endpunkten, wenn zusétzlich gilt: a(s,0) = v(0) und a(s, 1) =
v(1) Vs € (—¢,€).

Fiir konstantes s erhdlt man eine Kurve a(s,-) : [a,b] — M, t — «(s,t), deren Lénge
von s abhéngt.

Fiir eine Variation gilt folgendes, wobei 0; und 9s hier jeweils der Push-Forward der
partiellen Ableitungen unter a: 9y := @, 0y bzw. 0 := .0s|s=p sind und oBdA ~ nach
Bogenlédnge parametrisiert, also fiir s = 0: |0;| =const.)

[T

b b b 1 b
d.L(a(s, ) :as/ \8t]dt:/ 85\8t]dt:/ 0 (0h, 1) dt:2/ (04 (0h, 00)) (0, D)3t

:w/ <vsataat>dt = |8t|/ <Vtas,at>dt = |8t|/ (at<8s,8t> _ <837vt8t>)dt

1

as’ 8t>|t:a - |8t|

1 I
= 0s, 0 b/a,va dt

|at‘< < S t>‘t |at’ " < S t t>
(Ableitung und Integration diirfen vertauscht werden, wenn der abgeleitete Integrand
stetig ist. Auferdem kommutieren ds und 9, und deswegen vertauschen gilt wegen Tor-
sionsfreiheit von V: V0 = V;0s.)
Fiir jede Variation mit festen Endpunkten ist dg|i—q = 0 = Os|¢=p und damit:

b
0,L(als, ) = — |81t|/ (05, 10yt

Fiir eine Kurve minimaler Lénge muss diese Gréfe bei s = 0 verschwinden. Das gilt
fiir beliebige Variationsvektorfelder 05 nur wenn V¢ € [a,b]: V0 = 0. Fiir s = 0 ist 0
jedoch nach Konstruktion der Tangentailvektor an die Kurve . Also muss eine kiirzeste
Kurve eine Geodite sein und somit obige Gleichung erfiillen.

Wir wollen nun in in einer Karte die Minimalitdtsbedingung in Abhé#ngigkeit von der
Metrik darstellen und durch Vergleich mit obiger Geodéatengleichung eine Darstellung der
Christoffel-Symbole Ffj mithilfe der Komponenten der Metrik g;; := ¢(0;, d;) herleiten.
Wir schreiben 9yy; = +' etc. Betrachte also wie oben eine beliebige Variation mit festen
Randpunkten « eines minimalen Weges an der Stelle s = 0. Eine Variation mit festen
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Randpunkten « : (—¢,€) X [a,b] — R™ kann man so schreiben: «(s,t) = v(t) + s9(t) mit
einer beliebigen Kurve ¢ mit ¥(a) = ¢(b) = 0. Damit ist:

1

2

b n
0=0;L(a(s,")) = / Os Z 9i5 (0 (v + s9)) (O (y + s9)) | dt
a ij=1

NG

) / Z vy Os | 37 gi (77 + 8997 + 5919 + s29"9) | | dt
@ \ij=1 ig—1

2\8t|/ Z

111

:2‘({9‘/ Z (9t(gijfylzﬁj) _ gij’Y”Zﬁ] + 81&(91'3"}/]191) . gij’)/”]ﬂl
thJa 5=

+ Z O (Or9i)7""7 = A" (Orgi)V" ¥ — " (Okgij)y7 0" dt

n
(gijﬂli,ylj +gij19/j’y'i + Zﬁk(akgz‘ﬂ 17 /]> dt
k=1

~2/0)| / Zﬁk —Qng”“rZ (Orgis)V" 77 =7 (05907 — 7" (Digse)y” | Ot

@ k=1 i,j=1

Damit das fiir beliebige 9* gilt, muss also fiir alle k:

-2 Z gy + Z (Okgi) )V =77 (9i9i)7" = 7" (Digin)r"”

i,j=1
1 & o . . 4 .
0= Z Mo + 5 D 9" (— (kg D907 + A (Brigie))
ik=1 i k=1
1 & . . . o
0=y"+5 > 6" (77 @jgw)" + 7" Gigie)y” — Ongis)v"+"7)
ij k=1
1 <& . .
0=1""+5 > 4" (7” (D596 + 9" (Orgi)7” — (Orgin)y™" )
k=1
. n .
=07y + Y A" ( Zgll digit) + (Okgji) — (6lgjk))>
jik=1

Ein Vergleich mit der Geodétengleichung

n
0 :,y//i + Z ,y/j,y/krigj
j k=1
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liefert:
A 1< .
ik =3 > 909k + Okgit — Dugjr)
=1

Beispiel: Bertrachten wir den R™ mit der Identitat als Karte und der Standard-Metrik
90(04, 05) = 0i;. Mit unserer Formel fiir die Christoffel-Symbole erhélt man hier:

I =0Vi,jk=1,....n

Hétten wir die Formel fiir die Christoffel-Symbole nicht allgemein hergeleitet, hatten wir
obige Minimierung auch speziell fiir diesen Fall durchrechnen kénnen:

b n 2 b n A O\ 2
0 =0, L{a(s, ")) = / 0, (Z(at(’erszS‘)J)Q) dt = / . (Z(at(vusﬁﬂ)?) dt

i=1 =1
- /b Os (Zn:(y” + sﬁ’j)2> ’ dt
@ i=1
b n _% n
L E) ()
@ \i=1 i=1

b n
(" + s9)? | dt = / A9 4 s(97)? | dt
s ) (Z & ) o Ja (Z W)
/ /z 19/1 dt = Z 1% j _l/b i //iﬂj dt
e |at &= ol \&T

_ 1,97
. (Z 79)(“

i=1

Damit dies fiir beliebige ¥ gilt, muss Vi : 4% = 0 sein. Ein Vergleich mit der allgemeinen
Geodéatengleichung zeigt, dass hier die Christoffel-Symbole verschwinden.

Also miissen die Komponenten des Tangentialvektors an die Kurve +” konstant sein. Die
Losungen der Geodétengleichung sind also offensichtlich (wie erwartet) Geraden.

Aufgabe 23
Aufgabenstellung. X; = R™ = X? und die erzeugende Funktion sei

1
S(a,y) = —5lw — P

Bestimme den zugehdrigen Symplektomorphismus.
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Bekannt: Eine Funktion ¢ : M; — M, ist genau dann ein Symplektomorphismus,
wenn ihr Graph {(z,v¢(z))|x € M1} eine Lagrange Untermannigfaltigkeit von M; x Ma
beziiglich der symplektischen Struktur w = prjw; — prjws ist.

Also ist insbesondere eine Funktion ¢ : M7 = T*X; — My = T*X5 genau dann ein
Symplektomorphismus, wenn ihr Graph Y = {(z, ¢(z))|z € T*X,} eine Lagrange Un-
termannigfaltigkeit von T*X; x T* Xy = T*(X; x X3) ist. Z.B. ist das Differential
dxS — dyS € Ql(Xl X X3) einer Funktion S : M; x My eine geschlossene 1-Form
auf X x X, geschlossen, und somit ihr Bild Yg eine Lagrange Untermannigfaltigkeit
von T*(X; x Xy). Falls also Ys der Graph einer Funktion ¢ : T*X; — T* X5 ist, ist
¢ : T*M; — T*Ms ein Symplektomorphismus.

Beispiel: Sei X; = R™ = X 2. Betrachte die Funktion

S:X1><X2—>R

R"xR™ - R
1 1« 1 «—
(xlv"’axmayh'"?ym) = _il‘r—ylz = _§Z($1_yl)2 = _izx? _2x1yl+yz2
i=1 i=1

dann ist

(dxS = dyS)|ay = Y _ 0,5 8da? |, — 0,;Sdy’|,
j=1

. 1 .
(26ijxi — 25ijyi)dx3]$ + 5(—25,-jxi|x + 25ijyi)dy]]y

N

1

-
&,
Il

(@i + yi)da'|o + (—ai + yi)dy'|

I
NE

1

-
Il

Gesucht ist also eine Funktion ¢ : T* X7 — T* Xy, die Y1 | (—z;+y;)da?|, auf Y7 (—ai+
y;)dy® abbildet.
Behauptung: Die Abbildung

¢:T*R™ — T*R™

m ) m )
sz‘dl‘% = Zpidwlfmp
i=1 =1

erfiillt diese Bedingung, wobei p := (p1,...,Dn).
Beweis:

¢ (Z(—xi + yz‘)dxih) = (@i y)dr oy oy = Y (—@i +yi)da']y

=1 =1 =1
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Stellen wir die Funktion ¢ in der durch die Standard-Karte
id: R™ — R™; x> x;

des R™ induzierte Karte des T*R™
d:T*R™ — R2m szdxﬂz )

dar, hat obige Aussage die Form:
¢ . R2m N R2m
(z,p) = (z +p,p)

bzw.

¢((z,~r+y) =@+ (-z+y),—z+y) =(y,—z+y)

Wir wollen nun noch einmal (in der Karte ®) tiberpriifen, dass ¢ wirklich ein Symplek-
tomorphismus ist: Mit

¢ da’ = f;w )0, )dad + (¢°da') (0, )dp? = i(dxixmaﬂ)dmj + (da?) (620, ) dp?
p= P
= Em:(dﬁ*ﬁxi)xidxj + (640 Jaridp? = Emj Oy (i 0 $)da’ + 8y (25 0 ¢)dp?
j=1 j=1
= i s (i + pi)da? + 0, (2 + pi)dp’ = i 8ijda’ + 6i5dp’ = dz' + dp'
=1 j=1
¢*dp' = i((¢*dpi)31j)dwj + (¢"dp") (O )dp’ = i(dpi)(qb*@xj)dwj + (dp") (40, )dp’
p =
— i(¢* 0, )pida? + (420, )pidp’ = 2 i (pi © )z’ + Dy (pi 0 ¢)dp’
j=1 j
= Zm: Dyipida? + 8y pidp’ = Z dijdp’ = dp’
=1 =1
folgt J ]
¢ Wean = (Z dz’ A dp' ) Zl(gb*dxi) A (¢*dp') = il(dxi +dp’) A dp’
= i "Adp’ = wean -
=1
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Aufgabe 24

Aufgabenstellung. Das sphdrische Pendel
kinetische Energie: K = %(1‘2 + 9% + £2),
Potential (Erdanziehung): V = mgz

(a) Bestimme die Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten L : L(¢,0, b, 0) =K-V

(b) Bestimme die zugehirige Hamiltonsche Funktion auf (T*S?, wean mittels der Legendre-
Transformation (T'S? — T*S)

_ oL _ oL
“o00 T 9
H(¢,0,p4,p0) = pot) + ppd — L

Die kanonische symplektische Struktur ist

Py

Wean = dO A dpg + do A dpg
(Achtung: In Kugelkoordinaten ist H am Nord- und Sidpol singuldr.)

(c) Zeige, dass T*S, wean, H) ein integrables System ist, mit unabhingiger Erhaltungs-
groe J(¢,0,py, pg) = pg.

(d) Bestimme alle Punkte ¢ € S? (ohne Nord- und Siidpol), auf denen dH und d.J
linear unabhdngig sind:
(i) Fiir jeden Punkt q € S* mit = < 0 (siidliche Hemisphdre) existieren genau
2wei Punkte py, p— € T*S? (m(p+) = q; wobei m : T*S? — S?), so dass
dH|,, und dJ|,, linear unabhingig sind. Bestimme die Punkte.

(ii) Zeige, dass dH, dJ entlang des Hamiltonschen Flusses durch py linear ab-
héingig sind. (Die Flisse zu J und H stimmen dberein.) Wie sieht die zuige-
horige Bewegung auf der Sphdre aus?

Gegeben ist also die Lagrange-Funktion L : TM — R, L = K — V in kartesischen
Koordinaten gegeben durch

3
Ly Twy R — R

(£0s + 50y + 20:) (e = 5 (@ + 57 + 2) —mgz

(a)
Waéhlen wir eine andere Karte, so erhalten wir mit

x = sin(0) cos(¢)
y = Isin(0) sin(¢)
z =lcos(0)
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fiir einen beliebigen Tangentialvektor 69y + ¢38¢ an S2:

L(00 + $0y)

=L(0((9gz)D + (Dgy) Dy + (892)D2) + ((0p2)s + (Dpy) Dy + (042)0)

L(0(1 cos(8) cos(4)dy + 1 cos(8) sin(4)dy, — I sin(0)d.) + ¢(—1sin(h) sin(¢)d, + Isin(f) cos(¢)dy))
=L (10 cos(6) cos(4)d, + 16 cos(8) sin(¢)d, — 10sin(0)d, — Hl sin(0) sin(¢p)dy, + ldsin(f) cos(p)d,

=L(1(6 cos(0) cos(¢) — ¢sin(6) sin()): + 1(0 cos(6) sin(p) + dsin(8) cos($))d, — 10sin(0)d,)
ml? . mi? . ;
= 2l (0 cos(0) cos(¢) — ¢sin(f) sin(¢))? + 7l(0 cos(0) sin(p) + ¢sin(h) cos(¢))? + 120 sin(0)

2
—mgz

ml?

:7(9’2 cos?(0) cos?(¢) — 20 cos(8) cos(¢)dsin(8) sin(¢) + ¢2 sin?() sin’(p)
+ 0% cos?(0) sin?(¢) + 20 cos(0) sin(¢)d sin(0) cos(p) + ¢* sin?(0) cos?(¢) + 62 sin®(0))
— Img cos(0)
l2

:%(92 + ¢?sin?()) — lmg cos(6)

(b)

po = 0;L = mi*0
Py = 04L = mi?¢sin®(6)

m

¢= mi? sinQ(G)p¢
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H:pgé—l-pqﬁ(ﬁ—l}

Zp99+P¢</5— (

ml?

7(6)2 + ¢%sin?(0)) — lmg cos(9)>
1 2 1 2

- Py — 5 —13Po — 3
ml? sin?(6) 2ml 2ml? sin®(6)

= ml2p§ + pé + lmg cos(0)

1 2 L o
=— —_— l 0
2ml? (pg * sin2(9)p¢> - lmg cos(0)

(c)

dH = (99H)d6 + (95 H)de + (Dp, H)dpg + (9, H)dp,

cos(@)pé Do Ps |
— [ = gsing9) ) 40+ PLdpy + —L2_dpy £ w(X
<m12 sin3(6) + lmg sin(6) + miz T * mi? sin(6) Py = w(Xn)

mit

w=df Adpg + dop Adpy = d0 @ dpg + d¢ ® dpy — dpy ® df — dpy ® d¢

w:TS8? — T*5?
09 — dpe
9 = dpy

Op, — —db

apq; — —d¢

wt:T*8% - 1752
dpg — Op
dpg — O

df — —0p,

d¢ — —0p,

folgt

cos(9)p§>
ml? sin3(6)

XH = w*l(dH) = < + lmg Sln(0)> 8179 + mp?Q 89 -+ D¢ 8¢

mi? sin?(6)
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Da n = 2, ist eine zweite Funktion gesucht, die mit H Poisson-kommutiert und deren
Differential auf einer dichten Teilmenge von 75?2 linear unabhéingig ist von dH. Offen-
sichtlich Poisson-kommutiert die Funktion

JT*S* - R
x — py(x)

mit H:
O:XH‘]:dH(XJ) :W(XJ,XH) = {H7J}

und die Differentiale dH und d.J sind auf einer in 7%5? dichten Menge linear unabhéngig.
Welche Menge genau?

(d)
Offensichtlich sind dH und dJ genau dann linear abhéngig, wenn

_ Po

mi?
cos(9)p§)

0= —F—F——+I1 in(6

ml? sin3(6) - img sin(6)

und

bzw.

0=pp und
pi = —m?2gl®sin*(6) / cos()

Die rechte Seite der unteren Gleichung ist fiir 0 < 6 < § negativ und fiir § <6 <7
positiv. Im ersten Fall (also auf der oberen Halbkugel) hat also die zweite Gleichung
keine Losung und dH und dJ sind somit iiberall linear unabhéngig, im zweiten Fall (also
auf der unteren Halbkugel) hat die Gleichung die zwei Losungen

0=ps; po=tmlsin®(6)(—gl/ cos(0))z .

Das ist offensichtlich eine Nullmenge. Damit handelt es sich hierbei um ein Integrables
System. An den Punkten, an denen dH und dJ linear abhingig sind, gilt

Dy

1
——————04 = t(—g/I 0))z0,
ml2 Sin2(9) (o] ( g/ COS( ))2 (o]

Xy =
d.h., es findet nur Bewegung "in Richtung ¢" statt, 6, ps und pyg sind konstant (p, gleich
Null). Damit bleiben die beiden Gleichungen entlang der Kurven erfiillt. Auf den Kurven
andert sich nur der Winkel ¢ (gleichméfig), es handelt sich also um proportional zur
Bogenldange parametrisierte Kleinkreise, "Breitengrade"; die zwei Losungen entsprechen
den zwei moglichen Umlaufrichtungen.
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Aufgabe 25

Aufgabenstellung. Zeige, dass fir G = Gl(n, R) die adjungierte Darstellung durch das
Matrizenprodukt

Ady(X.) =gX.g! X.€gl(n,R), g€ Gl(n,R)
gegeben 1st.

Es ist die Darstellung @ einer Liegruppe G auf sich selbst durch Konjugation

o : G — Diff(G)
g (I)g
wobei fiir ein festes g € G:
¢,:G—GCG
a v gag™'

und die adjungierte Darstellung von G auf der zugehorigen Liealgebra g (linksinvariante

Vektorfelder)

Ad: G — Gl(g)
g— Ad,

wobei fiir ein festes g € G:

Adg:g—g
X = (9y)X

der Push-Forward linksinvarianter Vektorfelder mit der Konjugation.

Fiir linksinvariante Vektorfelder X = 7', } X”/9;; (erhalten unter Push-Forward mit

der Links-Multiplikation) gilt nach der Vorlesung (unter Bsp. 5.10):

(XY)|n = (hXc)”

Damit ist
(®g)e0ij = Y _ ((Rg)u0i) (WO = > (035 (W* 0 @) = > (9i5(ghg™ ")) O
ke, l=1 k=1 ke l=1
_ gki(g—l)jlakl
k=1
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wobei Gleichheit beim letzten "=" gilt wegen

0ii(ghg ™™ =05 > (Gkmbarp(g gt =Y Oij(grmbmp(9™ i
1

m,p=1 m,p=
n n
= Y GmOiihmp) (9 Vo= D Gimipgrm (9t = grilg™ )i
m,p=1 m,p=1

und somit gilt fiir das durch X, im Neutralen Element e von G festgelegte linksinvariante
Vektorfeld X (h) = >_"._,(hX)"9;;

i,j=1
Adg(X) = (@), X = (Bg). | D (hXe)Uyy | = 3 ((hXe)V 0 @y)(®,), 05
ij=1 ij=1
= > d(ghg ) Xe) (g7 V'O = (9(ghg™ ") Xeg™ )M O
i,7,k,0=1 k=1

Das bedeutet fiir die zu X gehorige Koeffizientenmatrix X, (im neutralen Element e € G
auswerten):

Ady(Xe) = glgeg N Xeg ' = 9(99 ) Xeg ' = geXeg™ ' = gXeg !

Aufgabe 25

Betrachte die Lie-Gruppe G = Gl(n, R). Wir werden nun mehrere Darstellungen von G
betrachten:

e die Darstellung durch Konjugation ® auf G selbst
e ie Darstellung durch Konjugation Ad auf der zughorigen Lie-Algebra g = T.G und

e in Aufgabe 27 die Ko-adjungierte Darstellung auf der zughorigen Lie-Koalgebra
g=T1,G .

Fir G = Gl(n, R) sind folgende Réume isomorph (als Vektorrdume): Die Lie-Algebra
g = T.G, die Lie-Koalgebra g* = TG, der Raum der n x n-Matrizen R™ ™ und
dessen Dualraum (R™*™)*. Wir identifizieren die R&dume mit Hilfe von Vektorraum-
Isomorphismen, die die folgenden Basen identifizieren:

e R™™ mit Basis {E;; | i,j = 1,...,n}, wobei E;; die Martrix ist, bei der in der
i-ten Zeile und j-ten Spalte 1 steht und sonst Nullen: (E;;)* = 65’5;.

o (R™™)* mit der dazu dualen Basis {z% | i,7 = 1,...,n}, also 29 : R"™*" — R,
T (A) == AV
Die "Komponenten-Funktionen" x% bilden eine Karte z fiir den R™*", ihre Ein-
schrinkung auf Gl(n, R) eine Karte fiir Gl(n, R).
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e 7T.G mit der von z induzierten Basis aus partiellen Ableitungen {0;jle | i,j =
1,...,n} und

e TG mit der dazu dualen Basis {dz¥|. | 7,5 = 1,...,n}, bestehend aus den Differ-
entialen der Koordinatenfunktionen % .

Dadurch konnen wir Ad und Ad* auch als Darstellung auf jedem der anderen Vektor-
raume auffassen, insbesondere auf (R"*")*.

Wir haben also folgendes kommutierende Diagramm von Vektorrdumen, auf denen G
dargestellt werden kann: G mit Darstellung ®

T.G — G
Basis: {0;jle} Basis: {dx%|.}

! !
RHXTL PN (R’I’LXTL)*
Basis: {F;;} Basis: {z%}
Darstellung durch Konjugation

Als erstes Betrachten wir die Darstellung ® einer Lie-Gruppe G auf sich selbst durch
Konjugation

¢ : G — Diff(G)
g (I)g
wobei fiir ein festes g € G:
¢,:G—GCG
a v gag™'

Adjungierte Darstellung auf der Lie-Algebra

Als néchstes betrachten wir die zu ® adjungierte Darstellung Ad von G auf der zuge-
horigen Lie-Algebra g = T,.G. Sie ist definiert iiber den Push-Forward: Adg bildet einen
Tangentialvektor v € T.G ab auf den Wert desjenigen Vektorfelds in e, das man durch
Push-Forward mit ®, aus dem durch v eindeutig festgelegten linksinvarianten Vektorfeld
X, erhélt:

Ad: G — Gl(g)
g— Ad,
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wobei fiir ein festes g € G:

Adj:g—g
v = ((Pg)+Xv)le
In unserem Fall G = Gl(n, R) ist das durch einen Tangentialvektor v = > 71", _; X éj Oijle €

T.Gl(n, R) (enstspricht X, € R™*") festgelegte linksinvariante Vektorfeld X, auf Gl(n, R)
gegeben durch

n

Xv == Z(Z‘Xe)ijaij .

ij=1

(siehe Vorlesungsskript, unter Bsp. 5.10). Damit erhalten wir wegen

(Bg)0ij = Y ((R9):0i3) @)y = > (9352 0 ®)) Oy = > (9i(g29™ ")) O
k=1 k=1 k=1
Z 9" (g7 Ont
k=1
wobei Gleichheit beim letzten "=" gilt wegen
81’]’(9«1'9 1 kl: z] Z km mp Z al]gkm mp —l)l
m,p=1 m,p=1
n
=3 @) = 3 dae e = g
m,p=1 m,p=1

fiir Ad, als Abbildung auf g:

n n

Adg(v) = ((Rg)«Xu)le = | (g)x Z (xXe)ijaij = Z (xXe)ij|¢>g—1(e)((I)g)*aij|e
i,j=1 e BI=1
= Y Xl Y e = Y (9Xeg™ )0k,
ig k=1 k=1

und somit fiir Ad, als Abbildung auf R™*":
Ady(Xe) = gXeg .

Aufgabe 26

Aufgabenstellung. Zeige, dass fir G = Gl(n, R) der Fluss oi(e) des linksinvarianten
Vektorfeles X € &(G) gegeben ist durch

oi(e) = exp(tXe)
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Weiter ist

d
&Adcxp(tXe)YHt:O = [Xe’}/;] =:radyx,Ye

Betrachte das linksinvariante Vektorfeld
X:G—=TG
n .o
g Y (9X)70il,
ij=1
und die Kurve

vy:R—G
t— exp(tX,) .

Dann gilt:
VOl = Z (’Y*at)(hij)aij’fy(t) = Z (eXp(tXe)*at)(h’ij)aij|exp(tXe)
i,j=1 i,j=1
= Z (8t(h'zj © exp(tXe))aij|exp(tXe)
ij=1

(exp(tXe)Xe)ijaij|exp(tXe) = X|exp(tXe)

I
IM:

1

Z?]

Damit ist v eine Integralkurve von X.

Auferdem ist fiir X, Y. € G = Gl(n, R) der Tangentialvektor bei ¢ = 0 an die Kurve

0:R—G
l— Adexp(tXe)Y; .
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gegeben durch

0.0ili=0 = > (0:0:l=0) (W) Dijloo) = Y (Adexp(ex,) Ye)wOtli=0) (W) Dij| Adury o x. Ve
i,j=1 4,j=1

=Y Oili=o(h7 o (Adexp(rx,) Ye))Dijlad.v,
ij—=1

= > Aili=o(h” o (exp(tXe)Ye exp(tXe) ™)) Diley,e

,j=1

= 3" 1 o ((Brlso exp(tXe))Ye) + 1 o (Ye(Dlemo exp(—tX.))) 051y

ij=1

=Y hUo(XYe)+h7 o (Yo(—Xe))ijlv, = D b7 o (XY, — YoXo)ily,

i,j=1 4,j=1
=Y W o[Xe,YelOijly, = D [Xe, Ye]P0ijly, =1 Y (adx,Ye) 70351y,
ij=1 ij=1 ij=1
Aufgabe 27

Aufgabenstellung. Wie wirkt Ad fir G = Gl(n, R) auf g* = g*(n,R)?

Ko-adjungierte Darstellung auf der Lie-Koalgebra

Wir betrachten nun eine weitere Darstellung der Lie-Gruppe aus Aufgabe 25. Die koad-
jungierte Darstellung von G auf g* ist

Ad*: G — Gl(g")
g Adj
wobei fiir ein festes g € G:
Ady:g" —g"
§ — Ady(¢)
wobei (Ady€) @ X — §(Adg-1(X)).

In unserem Fall G = Gl(n, R) identifizieren wir wie in Aufgabe 25 beschrieben g* zunéchst

mit (R"*")* und betrachten Adj als Abbildung auf (R"*")*. Wir erhalten wir fiir ein
§=>1-1 &z € (R™")*Gl(n, R) (enstspricht o = D i1 &i;dx¥|, € TXGl(n, R) bzw.

der Matrix (&;;) € R"*™). Damit erhélt man wegen

Mg Eiyg) = (97 Eyg)™ = D (g7 (B ™ (9 = D (970609 = (97 kg »

m,p=1 m,p=1
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fiir Ady als Abbildung auf (R"*")*:

n n

Ady(€) = D (AdG(€)Eij)x? = ) (§(Ady-1 Byj)a™
ijfl ij=1
= Z g ' Eyg)at = Y (Gud (g7 Eyg)at = Y (97" eug’ )2
ij=1 ijkl=1 ijkl=1
= D> (g eu(g") )2 = (671" (&j)g") 2"
ijkl=1 ij=1

Das bedeutet fiir Ady als Abbildung auf R™*"

Ad; (&) = (™) (&)g"
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