
Aufgabe 1

Aufgabenstellung. Bestimme die Euler-Lagrang-Glei
hungen für den eindimesionalen

harmonis
hen Oszillator und das eindimensionale Pendel aus Beispiel 0.3 im Skript.

Die Lagrange-Funktion

L : I × R2n → R

ist im Beispiel 0.3:

• für den eindimesionalen harmonis
hen Oszillator (Teilaufgabe a):

L : I × R2 → R

(t, q, q̇) 7→
m

2
q̇2 −

ω2

2
q2

• für das eindimensionale Pendel (Teilaufgabe b):

L : I × R2 → R

(t, q, q̇) 7→
m

2
q̇2 + cos(q)

Die Euler-Lagrange-Glei
hungen

∂

∂t

∂L

∂q̇
=

∂L

∂q

sind damit hier:

• in (a): mq̈ = −ω2q

• in (b): mq̈ = − sin(q)

Die Legendre-Transformation

L : I × R2n → I × R2n; (t, q, q̇) 7→

(

t, q,
∂L

∂q̇

)

ist hier:

• in (a): : I × R2n → I × R2n; (t, q, q̇) → (t, q, mq̇)

• in (b): : I × R2n → I × R2n; (t, q, q̇) → (t, q, mq̇)

Für die Hamiltonfunktion

H : I × R2n → R; (t, q, p) 7→ p G(t, q, G(t, q, p)) − L(t, q, G(t, q, p))

erhält man hier mit G(t, q, p) = p
m der Umkehrung der Legendre-Transformation:
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• in (a): H : I × R2n → R; (t, q, p) 7→ p p
m − L(t, q, p

m) = 1
2mp2 + ω2

2 q2

• in (b): H : I × R2n → R; (t, q, p) 7→ p p
m − L(t, q, p

m) = 1
2mp2 − cos(q)

Die Hamiltons
hen Di�erentialglei
hungen

q̇ = ∂pH; ṗ = −∂qH

sind damit hier:

• in (a): q̇ = p
m ; ṗ = −ω2q

• in (b): q̇ = p
m ; ṗ = − sin(q)

Aufgabe 2

Aufgabenstellung. Bestimme Energie�ä
hen bzw. Hamiltons
hes Vektorfeld für den

eindimesionalen harmonis
hen Oszillator und das eindimensionale Pendel aus Aufgabe 1

und stelle diese graphis
h dar.

Die Energie�ä
hen H = E sind im Beispiel 0.3

• in (a) gegeben dur
h die Glei
hung 1
2mp2 + ω2

2 q2 = E, also Ellipsen

• in (b) gegeben dur
h 1
2mp2 − cos(q) = E.

Aufgabe 3

(a)

Aufgabenstellung. Zeige:

{F, G} = ω(XF , XG)

Für die Poisson-Klammer von F und G gilt:

{F, G}
Def.
= −

2n
∑

j,k=1

(∂jF )(ω−1
0 )jk(∂kG)

= −
2n
∑

j,k,l,m=1

(∂jF )(ω−1
0 )jk(ω0)kl(ω

−1
0 )lm(∂mG)

=
2n
∑

j,k,l,m=1

(XF )k(ω0)kl(XG)l = ω(XF , XG)
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(b)

Aufgabenstellung. C∞(R2n) ist eine Lie-Algebra (d.h. ein Vektorraum mit einer an-

tisymmetris
hen Klammeroperation {·, ·}, die die Ja
obi-Identität erfüllt):

{{F, G}, H} = {{F, H}, G} + {F, {G, H}}

Beweis:

• Vektorraum klar (punktweise Addition und Skalarenmultiplikation)

• Anti-Symmetrie: {G, F} = ω(XF , XG) = −ω(XG, XF ) = −{F, G}

• Linearität: wegen Antisymmetrie rei
ht es, Linearität im ersten Argument zu

zeigen: {F1 + λF2, G} = ω(XF1+λF2 , XG) = ω(XF1 + λXF2 , XG) = ω(XF1 , XG) +
λω(XF2 , XG) = {F1, G} + λ{F2, G}

• Ja
obi-Identität:

{F, {G; H}} + {G, {H; F}} + {H, {F ; G}}

={F,

2n
∑

j,k=1

(∂jG)(ω−1
0 )jk(∂kH)} + {G,

2n
∑

j,k=1

(∂jH)(ω−1
0 )jk(∂kF )} + {H,

2n
∑

j,k=1

(∂jF )(ω−1
0 )jk(∂kG)}

=
2n
∑

i,j,k,l=1

(∂iF )(ω−1
0 )il(∂l[(∂jG)(ω−1

0 )jk(∂kH)]

+ (∂iG)(ω−1
0 )il(∂l[(∂jH)(ω−1

0 )jk(∂kF )]

+ (∂iH)(ω−1
0 )il(∂l[(∂jF )(ω−1

0 )jk(∂kG)]

=
2n
∑

i,j,k,l=1

(∂iF )(ω−1
0 )il(∂l∂jG)(ω−1

0 )jk(∂kH) + (∂iF )(ω−1
0 )il(∂jG)(ω−1

0 )jk(∂l∂kH)

+ (∂iG)(ω−1
0 )il(∂l∂jH)(ω−1

0 )jk(∂kF ) + (∂iG)(ω−1
0 )il(∂jH)(ω−1

0 )jk(∂l∂kF )

+ (∂iH)(ω−1
0 )il(∂l∂jF )(ω−1

0 )jk(∂kG) + (∂iH)(ω−1
0 )il(∂jF )(ω−1

0 )jk(∂l∂kG)

=
2n
∑

i,j,k,l=1

(∂iF )(ω−1
0 )il(∂l∂jG)(ω−1

0 )jk(∂kH) + (∂iF )(ω−1
0 )il(∂jG)(ω−1

0 )jk(∂l∂kH)

− (∂jG)(ω−1
0 )jk(∂k∂lH)(ω−1

0 )il(∂iF ) + (∂iG)(ω−1
0 )il(∂jH)(ω−1

0 )jk(∂l∂kF )

− (∂jH)(ω−1
0 )jk(∂l∂kF )(ω−1

0 )il(∂iG) − (∂kH)(ω−1
0 )jk(∂iF )(ω−1

0 )il(∂l∂jG)

=0

Aufgabe 4

Aufgabenstellung. Gegeben (V, ω) und W ⊂ V koisotrop. Dann ist Ṽ := W/Wω

symplektis
h mit der induzierten symplektis
hen Struktur ω̃ von ω. (siehe Prop. 1.6)

Zeige: Wenn L ⊂ V ein Lagranger Unterraum ist, dann ist L̃ = (L ∩ W + Wω)/Wω

Lagrange in Ṽ .
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bekannt:

• W isotrop ⇔ ω̃|W = 0 ⇔ W ⊂ Wω ⇒ dim(W ) ≤ n

• W koisotrop ⇔ ω̃|W ω = 0 ⇔ Wω ⊂ W ⇒ dim(W ) ≥ n

• W langrange ⇔ W isotrop und koisotrop ⇔ ω̃|W = ω̃|W ω = 0 ⇔ W = Wω ⇒
dim(W ) = n

Wir zeigen: L̃ = (L ∩ W + Wω)/Wω ist isotrop und dim(L̃ω) = dim(L̃).

isotrop: Die Eins
hränkung von ω auf L̃ ist Null, da für [v1 = l1 + w1], [v2 = l2 + w2] ∈
L ∩ W + Wω beliebig mit li ∈ L ∩ W und wi ∈ Wω gilt:

ω̃(v1, v2) = ω̃(l1 + w1, l2 + w2) = ω̃(l1, l2) + ω̃(l1, w2) + ω̃(w1, l2) + ω̃(w1, w2) = 0 + 0 + 0 + 0 = 0

Auÿerdem gilt:

dim(L ∩ Wω)
dim(V )=dim(W )+dim(W ω)

= dim(V ) − dim((L ∩ Wω)ω)

(W1∩W2)ω=W ω
1 +W ω

2= dim(V ) − dim(L + W )

= dim(V ) − dim(L) − dim(W ) + dim(L ∩ W )

dim(V )=2 dim(L)
= dim(L) − dim(W ) + dim(L ∩ W )

L̃ ist das Bild von L∩W unter der Abbildung π : W → W/Wω; v 7→ [v]. Damit folgt:

dim(L̃) = dim(im(π|L∩W ))

= dim(L ∩ W ) − dim(ker(π|L∩W ))

= dim(L ∩ W ) − dim(L ∩ Wω)
s.o.
= dim(W ) − dim(L)

Andererseits ist

dim(Ṽ )
Ṽ =W/W ω

= dim(W ) − dim(Wω)

dim(W ω)=dim(V )−dim(W )
= 2 dim(W ) − dim(V )

dim(V )=2 dim(L)
= 2 dim(W ) − 2 dim(L)

= 2(dim(W ) − dim(L)) = 2 dim(L̃)

und damit dim(L̃ω) = dim(Ṽ ) − dim(L̃) = 2 dim(L̃) − dim(L̃) = dim(L̃).

Da also L̃ und L̃ω die glei
he Dimension haben und L̃ ⊃ L̃ω (L̃ koisotrop, s.o.) gilt, muss

L̃ = L̃ω gelten. ¤
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Aufgabe 5

Aufgabenstellung. Gegeben sei (V, ω), W ⊂ V koisotrop. Bestimme den Rang von

ω|W .

Es ist ω|W : W → W ∗, v 7→ ω(v, ·)|W

Da W isotrop ist, gilt

Wω = W ∩ Wω = W ∩ {v ∈ V |ω(v, w) = 0 ∀w ∈ W} = {v ∈ W |ω(v, w) = 0 ∀w ∈ W}

= ker(ω|W )

und damit ist

rang(ω|W ) = dim(bild(ω|W )) = dim(W ) − dim(ker(ω|W ))
W ω⊂ker(ω|W )

= dim(W ) − dim(Wω)

dim(W ω)=dim(V )−dim(W )
= 2 dim(W ) − dim(V )

Aufgabe 6

Aufgabenstellung. Gegeben ein reeller Vektorraum V und eine antisymmetris
he Bi-

linearform β. Zeige, dass eine Basis

(a1, . . . , an, b1, . . . , bn, c1, . . . , ck)

existiert (für geeignete n, k), so dass

β(ai, bj) = δij ∀i, j = 1, . . . n

und β vers
hwindet sonst.

Betra
hte ker(β) = {u ∈ V : β(u, v) = 0 ∀v ∈ V } =: U .

S
hreibe V als V = U ⊕ W . β|W ist dann o�ensi
htli
h ni
ht entartet, also eine sym-

plektis
he Form.

Wähle also eine symplektis
he Basis {ai, bi|i = 1, . . . , n} von W (wie in Satz 1.7) und

eine beliebige Basis {ci|i = 1, . . . , k} von U . Diese Vereinigung der beiden Basen ist dann

eine Basis von V und erfüllt o�ensi
htli
h die geforderten Eigens
haften.

Aufgabe 7

Aufgabenstellung. Gegeben (V, ω) und W ⊂ V isotrop, koisotrop, Lagrange oder sym-

plektis
h. Zeige, dass eine Standardbasis auf W (siehe Übungsaufgabe 6) immer zu einer

Standardbasis auf W erweitert werden kann.

• Sei U symplektis
h mit Basis {ai, bi|i = 1, . . . , k}. O�ensi
htli
h ist U der Unter-

raum Wk aus Beweis 1.7. Fahre also fort wie in Beweis 1.7.
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• Sei U isotrop mit Basis {ai|i = 1, . . . , k}. Ergänze nun den ersten Basisvektor a1

von U mit einem Vektor b1 /∈ U , so dass ω(a1, b1) = 1 (existiert, da ω auf V ni
ht

entartet ist) und ω(ai, b1) = 0 für alle i 6= 1. So ein Vektor b1 existiert, da si
h die

Bedingung ω(ai, b1) = δi1 so s
hreiben lässt











aT
1 ω

aT
2 ω
...

aT
k ω





















(b1)1
(b1)2
...

(b1)2n











=











1
0
...

0











wobei die aT
i ω (wegen der Unabhängigkeit der ai und der ni
ht-Entartetheit von

ω) linear unabhängig sind und die daraus zusammengesetzte Matrix somit vollen

Rang hat (surjektiv) und somit das System von k Glei
hungen mit 2n Unbekannten

lösbar ist.

Die anderen Basisvektoren ai von U liegen o�ensi
htli
h in span({a1, b1})ω. Wähle

also als a2 (s. Beweis 1.7) den zweiten Basisvektor von U . Weiter wie in Beweis

1.7.

• Sei U Lagrange. Da U damit au
h isotrop ist, gehe vor wie oben.

• Sei U koisotrop mit Basis {ai, bj |i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , l, k ≥ l} so dass ω(ai, bj) =
δij ∀i = 1, . . . k; j = 1, . . . , l. Falls l = k, ist U symplektis
h ⇒ gehe vor wie

oben. Falls l < k Wähle einen Vektor bl+1 sodass ω(ai, bl+1) = δi,l+1 ∀i = 1, . . . , k.
Iterieren.

Aufgabe 8

Aufgabenstellung. Zeige, dass ein kodim = 1-Unterraum immer koisotrop ist.

Sei also U ⊂ V mit dim(U) = 2n − 1 wobei 2n = dim(V ). Dann ist: ω|Uω = 0.
Beweis: Es ist dim(Uω) = dim(V )−dim(U) = 2n− (2n−1) = 1. Damit lässt si
h Uω so

s
hreiben: Uω = {λv|λ ∈ R} mit v einem Basisvektor von Uω. Damit gilt für beliebige

Elemente λ1v, λ2v ∈ Uω:

ω(λ1v, λ2v) = λ1λ2ω(v, v) = ω(λ2v, λ1v) = −ω(λ1v, λ2v)

⇒ ω(λ1v, λ2v) = 0

Aufgabe 9

Aufgabenstellung. Finde einen Unterraum W von (R2n, ω0), der weder isotrop, koisotrop,
Lagrange no
h symplektis
h ist. In we
hen Dimensionen ist dies mögli
h?

Sei n = 3. Wähle Koordinaten (x1, x2, x3, p1, p2, p3)
T ∈ R6 bzgl. der Basis {a1 :=
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e1; a2 := e2; a3 := e3; b1 := e4; b2 := e5; b3 := e6}, bezügli
h derer

ω =

















1
1

1
−1

−1
−1

















betra
hte U = span({a1, a2, b2}). Damit ist Uω = span({a1a3, b3}). Dann ist U

• ni
ht isotrop, denn ω(a2, b2) = 1,

• ni
ht koisotrop, denn ω(a3, b3) = 1,

• ni
ht Lagrange, da weder isotrop no
h koisotrop,

• ni
ht symplektis
h, da U ∩ Uω = span{a1} 6= {}.

So eine Konstruktion geht nur für n ≥ 3.

• Für n = 0 ist der Unterraum U au
h nulldimensional und somit isotrop

• Für n = 1 ist der Unterraum U entweder

� nulldimensional und somit isotrop,

� eindimensional und damit koisotrop (siehe Aufgabe 8) oder

� zweidiminsesional. Dann ist U der Gesamtraum und damit symplektis
h.

• Für n = 2 ist der Unterraum U entweder

� nulldimensional und somit isotrop,

� eindimensional und damit isotrop (siehe Aufgabe 8),

� zweidiminsesional. Dann existieren entweder zwei Vektoren v, w ∈ U mit

ω(v, w) = 1 und somit ist U symplektis
h oder ni
ht, dann ist U Lagrange.

� dreidimensional und damit koisotrop (siehe Aufgabe 8) oder

� vierdimensional und somit der Gesamtraum und symplektis
h.

• Für n ≥ 3 wähle wie oben U = span({a1, a2, b2}). Damit ist Uω = span({a1a3, b3, ai, bi mit i =
4, . . . , n}). Dann ist U weder isotrop no
h koisotrop no
h Lagrange no
h symplek-

tis
h mit der glei
hen Begründung wie oben.

Aufgabe 10

Aufgabenstellung. Gegeben sei eine antisymmetris
he Matrix, ω =
∑

i<j ωijv
∗
i ∧ v∗j .

Die Pfa�s
he Determinante Pf(ω) von ω ist de�niert als:

volω =
1

n!
ω∧n =: Pf(ω) v∗1 ∧ . . . ∧ v∗2n
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Zeige, dass

Pf(ω)2 = det(ω)

Hinweis: ∃Ψ ∈ Gl(2n, R) : ω = ΨT ωΨ.

Sei (V, ω) ein Symplektis
her Vektorraum.

Sei B = {v1, . . . , v2n} eine Basis von V und B∗ = {v∗1, . . . , v
∗
2n} die duale Basis von V ∗.

Φ : V ∗ → V ; v∗i 7→ vi ist dann ein Isomorphismus zwis
hen V und V ∗.

De�niere die Determinante von ω in der gegebenen Basis B folgendermaÿen:

det(ω) : = det(Φ ◦ ω)

Zu zeigen: Für eine beliebige, fest gewählte, Basis B gilt:

det(ω) = Pf(ω)2

Behauptung: Beide seiten sind glei
h dem Quadrat der Determinante der Abbildung

A : V ∗ → V ∗, die die Basis B∗ auf die (eine) symplektis
he Basis B∗
0 abbildet: v∗i 7→ w∗

i

Beweis: det(A) erfüllt die de�nierende Glei
hung für Pf(ω), denn

volω = det(A) v∗1 ∧ . . . ∧ v∗2n

ist wegen der Darstellung von volω in der Symplektis
hen Basis B∗
0 = {w∗

i |i = 1, . . . , 2n}
volω = w∗

1 ∧ . . . ∧ w∗
2n äquivalent zu

v∗1 ∧ . . . ∧ v∗2n = det(A−1)w∗
1 ∧ . . . ∧ w∗

2n

wobei (A−1 : w∗
i → v∗i und) beide Seiten dieser Glei
hung multilinear in den v∗ sind und

für v∗i = w∗
i übereinstimmen, also glei
h sind.

Für die Determnante von ω gilt:

det(ω) = det(Φ ◦ ω)

= det((wi 7→ vi) ◦ Φ0 ◦ A ◦ ω)

= det(Φ0 ◦ A ◦ ω ◦ (vi 7→ wi))

= det(Φ0 ◦ ω ◦ AT ◦ (vi 7→ wi))

= det(Φ0 ◦ ω)det(AT ◦ (wi 7→ vi))

wobei AT : V → V dur
h folgende Glei
hung de�niert ist: ω ◦ AT : A ◦ ω und die

Determinante von ω in der symplektis
hen Basis 1 ist und det(AT ) = ... = det(A).
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Aufgabe 11

Aufgabenstellung. Gegeben (V, ω) und eine komplexe Struktur J auf V . Zeige:

J ist kompatibel mit ω ⇔

• ω(Ju, Jv) = ω(u, v) ∀u, v ∈ V , d.h. J ist ein Symplektomorphismus

• ω(u, Ju) > 0 ∀u ∈ V , J ist (ω-)zahm

J ist kompatibel mit ω bedeutet, dass g( · , · ) := ω( · ; J · ) ein positiv und symmetris
h

ist.

Aufgrund der De�nition von g ist die postiv-De�nitheit von g hierbei äquivalent zur

ω-Zahmheit von J :

g(u, u) ≥ 0 ∀u ∈ V ⇔ ω(u, Ju) ≥ 0 ∀u ∈ V

und die Symmetrie von g ist äquivalent dazu, dass J ein Symplektomorphismus ist, denn

falls g symmetris
h folgt

ω(Ju, Jv) = g(Ju, v) = g(v, Ju) = ω(v, J2u) = ω(v,−u) = −ω(v, u) = ω(u, v)

und umgekehrt für J Symplektomorphismus

g(u, v) = ω(u, Jv) = −ω(Jv, u) = ω(Jv,−u) = ω(Jv, J2u) = ω(v, Ju) = g(v, u) .

Damit folgt die Behauptung.

Aufgabe 12

Aufgabenstellung. Gegeben sei ein kompatibles Tripel (ω, J, g) auf V . Zeige: ∀u, v ∈
V :

• ω(u, v) = gJ(Ju, v),

• gJ(Ju, Jv) = gJ(u, v),

• |ω(u, v)|2 ≤ |u|2|v|2 wobei |u|2 = gJ(u, u).

Es gilt:

• ω(u, v) = −ω(v, u) = −ω(v,−J2u) = ω(v, J2u) = gJ(v, Ju) = gJ(Ju, v)

• gJ(Ju, Jv) = ω(Ju, J2v) = ω(Ju,−v) = −ω(Ju, v) = ω(v, Ju) = gJ(v, u) =
gJ(u, v)

• |ω(u, v)| = |gJ(Ju, v)|
Cau
hy-S
hwarz

≤ |Ju| · |v| = |v| · |u|,
da |Ju| =

√

gJ(Ju, Ju) =
√

gJ(u, u) = |u|
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Aufgabe 13

Aufgabenstellung. (ω, J, g) sei ein kompatibles Tripel auf V . (v1, . . . , v2n) sei eine

Basis von V , so dass

ω =
∑

i<j

ωijv
∗
i ∧ v∗j

und Pf(ω) > 0. Zeige, dass

volω =
1

n!
ω∧n =:

√

det(gJ) v∗1 ∧ . . . ∧ v∗2n .

Sei B = {v1, . . . , v2n} eine Basis von V und B∗ = {v∗1, . . . , v
∗
2n} die duale Basis von V ∗.

Φ : V ∗ → V ; v∗i 7→ vi ist dann ein Isomorphismus zwis
hen V und V ∗.

De�niere det(ω) := det(Φ ◦ ω) und det(g) := det(Φ ◦ g) die Determinanten von ω und g
in der gegebenen Basis.

Na
h Voraussetzung ist g : V → V ∗; vi 7→ g(v, ·) und ω : V → V ∗; vi 7→ ω(v, ·) =
g(Jv, ·) und somit ω = g ◦ J . Damit gilt:

det(ω) := det(Φ ◦ ω) = det(Φ ◦ g ◦ J) = det(Φ ◦ g) · det(J) = det(Φ ◦ g) =: det(g)

Daraus folgt mit Aufgabe 10 direkt die Behauptung.

Aufgabe 14

Aufgabenstellung. • Gegeben sei das kompatibles Tripel (R2n, ω0, J0, g0 = 〈·, ·〉).
Zeige, dass das orthogonale Komplement (bzgl. g0) eines Lagrangen Unterraumes

Λ gegeben ist dur
h Λ⊥ = J0Λ.

• Sei (ai)i=1,...,n eine Orthonormalbasis von Λ. Zeige, dass (ai, J0ai)i=1,...,n eine sym-

plektis
he Standardbasis bilden.

Es gilt Λ⊥ = J0Λ. Beweis:
” ⊃ ”: Sei u ∈ J0Λ, also J−1

0 u ∈ Λ beliebig. Dann ist ∀v ∈ Λ : g0(u, v) = ω0(u, J0v) =
ω0(J

−1
0 u, v) = 0 (da Λ Langrange) und somit u ∈ Λ⊥.

” ⊃ ” : Sei u ∈ Λ⊥ beliebig. Dann ist ∀v ∈ Λ : 0 = g(u, v) = ω0(u, J0v) = ω0(J
−1
0 u, v)

und somit J−1
0 u ∈ Λω = Λ und somit u ∈ L0Λ.

Auÿerdem ist J0Λ Lagrange, denn

• J0Λ ist isotrop: ∀L0u, L0v ∈ L0Λ (also ∀u, v ∈ Λ) gilt ω(L0u, L0v) = ω(u, v) = 0
da Λ istrop ist, also J0Λ ⊂ (J0Λ)ω und

• dim(J0Λ) = dim((J0Λ)ω), denn

10



� dim(J0Λ) = dim(Λ) = 1
2dim(V )

� dim((J0Λ)ω) = dim(V ) − dim(J0Λ) = dim(V ) − 1
2dim(V ) = 1

2dim(V )

und somit J0Λ = (J0Λ)ω.

Für {ai|i = 1, . . . , n} eine Orthonormalbasis von Λ bildet {ai, bi|i = 1, . . . , n} eine sym-

plektis
he Basis von V , denn

• ω(ai, aj) = 0, da Λ Lagrange ist,

• ω(bi, bj) = ω(J0ai, L0aj) = ω(ai, aj) = 0, da Λ Lagrange ist und

• ω(ai, bj) = ω(ai, J0aj) = gJ(ai, aj) = δij da {ai|i = 1, . . . , n} na
h Voraussetzung

orthonormal.

Aufgabe 15

Aufgabenstellung. Zeige, dass

ωFS =
i

2

n
∑

i,j=0

1

|z|2

(

δij −
zizj

|z|2

)

dzi ∧ dzj

eine symplektis
he Struktur auf CPn ist. Bestimme ωFS in lokalen Karten Uα = {zα = 0}
für α = 0, . . . , n.

Betra
hte den komplexen projektiven Raum

CPn = (Cn+1 − {0})/C∗

und die Projektion

π : (Cn+1 − {0}) → CPn

(z0, . . . , zn) 7→ [z0, . . . , zn]

mit Ableitung

π∗|z : TC
z Cn+1 = C × TR

z Cn+1 → TC
[z](CPn) = C × TR

[z](CPn)

v 7→ [[v]]

der C-linearen Fortsetzung von

πR
∗ |z : TR

z Cn+1 → TR
[z](CPn) ,

der übli
hen Ableitung von π in einem beliebigen Punkt z ∈ Cn+1 ∼= R2(n+1). (Be-

merkung: TR
[z](CPn) hat reelle Dimension 2n - wie CPn, TC

[z](CPn) hat damit komplexe

Dimension 2n bzw. reelle Dimension 4n.) Wir de�nieren eine 2-Form auf CPn, indem

wir zuerst eine 2-Form auf Cn+1 de�nieren. Statt sie in der Basis {dxi, dyi|i = 1, . . . , n}

11



(gemeint ist natürli
h die C-lineare Fortsetzung) darzustellen, verwenden wir eine alter-

native Basis: {dzi, dzi|i = 1, . . . , n}, wobei dzi := dxi + idyi und dzi := dxi − idyi. (Das

ist die duale Basis zu {∂xi , ∂yi |i = 1, . . . , n} mit ∂zi
:= 1

2(∂xi
− i∂yi

), ∂zi
:= 1

2(∂xi
+ i∂yi

).)
In dieser Basis sei:

ω0(z) :=
i

2

n
∑

i,j=0

1

|z|2

(

δij −
zizj

|z|2

)

dzi ∧ dzj

Daraus konstruieren wir eine 2-Form auf CPn folgendermaÿen: für beliebige [[u]], [[v]] ∈
TC

[z](CPn) sei

ωFS([z])([[u]], [[v]]) := ω0(z)(u, v)

wobei π(z) = [z] und π∗|zu = [[u]], π∗|zv = [[v]].

Wohlde�niertheit

Da die Wahl der Urbildpunkte z bzw. u und v ni
ht eindeutig ist, ist no
hWohlde�niertheit

zu zeigen: Falls

• [z1] = [z2], also π(z1) = π(z2) bzw. z2 = λz1 für ein λ ∈ C∗ und

• u1, v1 ∈ TC
z1

Cn+1 und u2, v2 ∈ TC
z2

Cn+1 mit [[u1]] = [[u2]] und [[v1]] = [[v2]]

muss au
h ω0(z1)(u1, v1) = ω0(z2)(u2, v2) gelten. Zu zeigen ist also die Implikation

π∗|zu1 = π∗|λzu2; und π∗|zv1 = π∗|λzv2 (0.1)

⇒ ω0|z(u1, v1) = ω0|λz(u2, v2) . (0.2)

Da mit (: λ) der Multiplikation mit der komplexen Zahl λ−1 gilt, dass π = π ◦ (: λ), ist
die erste Aussage ist äquivalent zu:

π∗|zu1 = (π ◦ (: λ))∗|λzu2 = π∗|z(: λ)∗|λzu2 und

π∗|zv1 = (π ◦ (: λ))∗|λzv2 = π∗|z(: λ)∗|λzv2

bzw.

u := u1 − (: λ)∗|λzu2 ∈ ker(π∗|z) und

v := v1 − (: λ)∗|λzv2 ∈ ker(π∗|z)

Da

(: λ)∗ω0 =
i

2

n
∑

i,j=0

1

|z ◦ (: λ)|2

(

δij −
(zi ◦ (: λ))(zj ◦ (: λ))

|zi ◦ (: λ)|2

)

((: λ)∗dzi) ∧ ((: λ)∗dzj)

=
i

2

n
∑

i,j=0

1

|λz|2

(

δij −
(λzi)(λzj)

|λzi|2

)

(λdzi) ∧ (λdzj)

=
i

2

n
∑

i,j=0

1

|z|2

(

δij −
zizj

|zi|2

)

dzi ∧ dzj

= ω0

12



(als (: λ) ist ein Symplektomorphismus von (Cn+1, ω0)), ist zweite Aussage ist äquivalent
zu

ω0|z(u1, v1) = ((: λ)∗ω0)|λz(u2, v2) = ω0|z((: λ)∗|λzu2, (: λ)∗|λzv2)

bzw.

u ∈ ker(ω0|z) und

v ∈ ker(ω0|z)

mit u und v de�niert wie oben und ω0|z : TC
z Cn+1 → (TC

z )∗Cn+1. Also ist für Wohlde�niertheit

zu zeigen:

ker(π∗|z) ⊂ ker(ω0|z) (0.3)

ker(π∗|z) besteht also aus allen v ∈ TC
z Cn+1 mit folgender Eigens
haft:

π∗v = 0

⇔ ∀φ : 0 = (π∗v)φ

⇔ ∀φ : 0 = v(φ ◦ π)

Also muss ∀φ die Kombination φ◦π in Ri
htung v konstant sein, also au
h π. Also muss
der Kern von πR

∗ |z der (kompexi�zierte) Tangentialraum in z an [z] ⊂ Cn+1 sein. Da [z] ∼=
C∗ über R zweidimensional ist, ist au
h TR

z [z] über R zweidimensional und damit TC
z [z] =

C × TR
z [z] zweidimensional über C. Also spannen zwei (über C) linear unabhängige

Tangentialvektoren TC
z [z] auf. Betra
hte zum Beispiel die Tangentialvektoren an die in

[z] verlaufenden Kurven mit γ1(0) = γ2(0) = z:

γ1(t) = (t + 1)z

γ2(t) = (it + i)z

damit erhalten wir allgemein:

γ∗∂t =
∑

i

∂t(x
i ◦ γ)∂xi + ∂t(y

i ◦ γ)∂yi

=
∑

i

∂t((x
i + iyi) ◦ γ)

1

2
(∂xi − i∂yi) + ∂t((x

i − iyi) ◦ γ)
1

2
(∂xi + i∂yi)

=
∑

i

∂t(z
i ◦ γ)∂zi + ∂t(z

i ◦ γ)∂zi

=
∑

i

∂t(z
i ◦ γ)∂i + ∂t(zi ◦ γ)∂i

also hier

w1 := γ1
∗ |0∂t =

∑

i

∂t((t + 1)zi)|0∂i + ∂t((t + 1)zi)|0∂i =
∑

i

zi∂i + zi∂i

13



und

w2 := γ2
∗ |0∂t =

∑

i

∂t((it + 1)zi)|0∂i + ∂t((it + 1)zi)|0∂i =
∑

i

izi∂i − izi∂i

Über C kann man au
h alternativ diese Basis wählen:

w3 :=
1

2
(w1 − iw2) =

∑

i

zi∂i

w4 :=
1

2
(w1 + iw2) =

∑

i

zi∂i

Allerdings entspri
hen diese keinen Tangentialvektoren an eine Kurve in Cn+1 ∼= R2n+2.

Damit ist also:

kern(π∗|z1) = spanC

{

n
∑

i=0

zi∂i + zi∂i,
n

∑

i=0

izi∂i − izi∂i

}

= spanC

{

n
∑

i=0

zi∂i,
n

∑

i=0

zi∂i

}

.

Betra
hte nun den Kern von ω|z. Ein beliebiger Vektor v ∈ TC
z [z] läÿt si
h s
hreiben

als v =
∑n+1

i=1 vi∂i + vi∂i. Der S
hnitt mit diesem Unterraum besteht aus allen sol
hen

Vektoren mit folgender Eigens
haft:

0 = ω(v, ·) =
i

2

n
∑

i,j=0

1

|z|2

(

δijv
i −

vizizj

|z|2

)

dzj −

(

δijv
j −

vjzizj

|z|2

)

dzi

⇔ ∀j :
n

∑

i=0

δijv
i =

n
∑

i=0

vizizj

|z|2
und ∀i :

n
∑

j=0

δijv
j =

n
∑

j=0

vjzizj

|z|2

⇔ ∀j : vj =

(

n
∑

i=0

vizi

|z|2

)

zj
und ∀i : vi =





n
∑

j=0

vizj

|z|2



 zi

Also ist (v1, . . . , vn) ein Vielfa
hes von (z1, . . . , zn) und (v1, . . . , vn) ein Vielfa
hes von

(z1, . . . , zn). Damit ist der Kern von ω|z glei
h dem komplexen Spann von
∑n+1

i=1 zi∂i

und
∑n+1

i=1 zi∂i. Also gilt sogar

ker(π∗|z) = spanC

{

n
∑

i=0

zi∂i,
∑

i

zi∂i

}

= ker((ω0)∗|z) (0.4)

Bemerkung:
∑n

i=0 zi∂i heiÿt Euler-Feld.

Da ωFS also wohlde�niert ist, lässt si
h die de�nierende Eigens
haft von ωFS,

ωFS(π(z))(π∗|zu, π∗|zv) = ω0(z)(u, v)

als ω0 = π∗ωFS verstehen.
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Bilinearität und Antisymmetrie

Bilinearität und Antisymmetrie von ωFS in jedem Punkt [z] ∈ CPn sind klar, da ω0

bilinear und antisymmetris
h ist und wenn v1, . . . , vn im Urbild von [[v1]], . . . , [[vn]] unter
π∗|z sind, liegt si
her

∑n
i=1 aivi im Urbild von

∑n
i=1 ai[[vi]] (Linearität von π∗|z) und

somit

ωFS([z])





n
∑

i=1

ai[[ui]],
n

∑

j=1

bj [[vj ]]



 = ω0(z)





n
∑

i=1

aiui,
n

∑

j=1

bjvj





=
n

∑

i,j=1

aibj ω0(z)(ui, vj) =
n

∑

i,j=1

aibj ωFS([z])([[ui]], [[vj ]]) .

Auÿerdem ist ωFS([z])([[v]], [[u]]) = ω0(z)(v, u) = −ω0(z)(u, v) = −ωFS([z])([[u]], [[v]]).

Ges
hlossenheit

Ges
hlossenheit: Es ist dω0 = 0, denn

dω0(z) =d





i

2

n
∑

i,j=0

1

|z|2

(

δij −
zizj

|z|2

)

dzi ∧ dzj





=
i

2

n
∑

i,j=0

d

(

1

|z|2

(

δij −
zizj

|z|2

)

dzi ∧ dzj

)

=
i

2

n
∑

i,j,k=0

∂k

(

1

|z|2

(

δij −
zizj

|z|2

))

dzk ∧ dzi ∧ dzj

+
i

2

n
∑

i,j,k=0

∂k

(

1

|z|2

(

δij −
zizj

|z|2

))

dzk ∧ dzi ∧ dzj

=
i

2

n
∑

i,j,k=0

(

−
δijzk

|z|4
−

δjkzi

|z|4
+

2zizjzk

|z|6

)

dzk ∧ dzi ∧ dzj

+

(

−
δijzk

|z|4
−

δikzj

|z|4
+

2zizjzk

|z|4

)

dzk ∧ dzi ∧ dzj

=0

Da die linken Terme symmetris
h unter Vertaus
hung von i und k (oben) bzw. j und k
(unten) sind und die re
hten Terme antisymmetris
h.

Damit folgt 0 = dω0 = dπ∗ωFS = π∗dωFS. Da π und π∗|z für alle z ∈ Cn+1 surjektiv

sind, ist der Pull-Ba
k π∗ injektiv und es folgt 0 = dωFS.
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Beweis für π∗ injektiv: Sei α ∈ T ∗(CPn)

0 = π∗α

⇔ (π∗α)(v) = 0 ∀v ∈ T (CPn)

⇔ α(π∗v) = 0 ∀v ∈ T (CPn)

⇔ α(w) = 0, ∀w ∈ TCn+1

⇔ α = 0

Ni
ht-Entartetheit

Ni
ht-Entartetheit ist klar, denn:

0 = ωFS([[v]], [[w]]) ∀[[w]] ∈ T[z]CPn

⇒0 = ω0(v, w) ∀w ∈ TzC
n+1

⇒0 = ω0(v) ∈ T ∗Cn+1

⇒v ∈ ker((ω0)∗|z)

⇒v ∈ ker(π∗|z)

⇒[[v]] = 0

In Karten

Für eine Standard-Karte (Ui, φi) mit

Ui = {[z] ∈ CPn|xi 6= 0}

φi : Ui → Cn

[z0, . . . , zn] 7→
1

zi
(z0, . . . , zi−1, zi+1, . . . zn)}

gilt: Die Eins
hränkung der Projektion π auf die Ebene Ei := {z ∈ Cn+1|zi = 1} ist

invertierbar und es gilt:

φi ◦ π|Ei
: Ei → Cn

(z0, . . . , zi−1, 1, zi+1, . . . zn) 7→ (z0, . . . , zi−1, zi+1, . . . zn)

bzw.

(φi ◦ π|Ei
)−1 = π|−1

Ei
◦ φ−1

i : Cn → Ei

(z0, . . . , zi−1, zi+1, . . . zn) 7→ (z0, . . . , zi−1, 1, zi+1, . . . zn)
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also:

(φ−1
i )∗ω = (π|Ei

◦ π|−1
Ei

◦ φ−1
i )∗ω = (π|−1

Ei
◦ φ−1

i )∗(π|Ei
)∗ωFS = (π|−1

Ei
◦ φ−1

i )∗ω0|Ei

= (π|−1
Ei

◦ φ−1
i )∗





i

2

n
∑

i,j=0;j,k 6=i

1

1 + |z|2

(

δjk −
zjzk

1 + |z|2

)

dzj ∧ dzk





=
i

2

n
∑

i,j=1

1

1 + |z|2

(

δjk −
zjzk

1 + |z|2

)

dzj ∧ dzk

Aufgabe 16

Aufgabenstellung. Zeige, dass [X, Y ] tatsä
hli
h eine Ableitung auf F (M) ist, d.h.

[X, Y ] : F (M) → F (M) ist linear und erfüllt die Leibnitzregel.

z.B. in Koordinaten: Sei X =
∑n

i=1 Xi∂i, Y =
∑n

i=1 Y j∂j . Dann ist für eine beliebige

skalare Funktion φ:

[X, Y ](φ) = XY φ − Y Xφ =
n

∑

i,j=1

Xi∂i(Y
j∂jφ) − Y j∂j(X

i∂iφ)

=
n

∑

i,j=1

Xi(∂iY
j)(∂jφ) + XiY j(∂i∂jφ) − Y j(∂jX

i)(∂iφ) − Y jXi(∂j∂iφ)

=
n

∑

i,j=1

Xi(∂iY
j)(∂jφ) − Y j(∂jX

i)(∂iφ) =
n

∑

i,j=1

Xj(∂jY
i)(∂iφ) − Y j(∂jX

i)(∂iφ)

=
n

∑

i=1





n
∑

j=1

(Xj(∂jY
i) − Y j(∂jX

i))



 ∂iφ

also ist [X, Y ] o�ensi
htli
h ein Vektorfeld mit Koe�zienten

[X, Y ]i =
n

∑

j=1

(Xj(∂jY
i) − Y j(∂jX

i))

Daraus folgen alle behaupteten Eigens
haften.

oder ohne Karten: [X, Y ] ist linear, denn für beliebige λ ∈ R und beliebige skalare

Funktionen f ung g gilt

[X, Y ](λf) =XY (λf) − Y X(λf) = ((XλY f) − (Y λXf))

=λXY f − λY Xf = λ((XY f) − (Y Xf)) = λ([X, Y ]f) und

[X, Y ](f + g) = XY (f + g) − Y X(f + g) = X(Y f + Y g) − Y (Xf + Xg)

=XY f + XY g − Y Xf − Y Xg = (XY − Y X)f + (XY − Y X)g

=[X, Y ]f + [X, Y ]g
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und erfüllt die Leibnitz-Regel, denn

[X, Y ](fg) =XY (fg) − Y X(fg) = X((Y f)g + f(Y g)) − Y ((Xf)g + f(Xg))

=(XY f)g + (Y f)(Xg) + (Xf)(Y g) + f(XY g)

− (Y Xf)g − (Xf)(Y g) − (Y f)(Xg) − f(Y Xg)

=(XY f)g + f(XY g) − (Y Xf)g − f(Y Xg)

=((XY − Y X)f)g + (f(XY − Y X))g

=([X, Y ]f)g + f([X, Y ]g)

Aufgabe 17

Aufgabenstellung. Zeige, dass (ξ(M), [·, ·]) eine Lie-Algebra ist, im Speziellen die

Ja
obi-Identität erfüllt:

[X, [Y, Z]] + zyklis
h vertaus
ht = 0

(χ, [·, ·]) ist eine Lie-Algebra, denn die Lie-Klammer ist bilinear: für Vektorfelder X, X1,

X2, Y1, Y2 und λ ∈ R gilt

[X, λY ] =X(λY ) − (λY )X

=λXY − λY X

=λ(XY − Y X) = λ[X, Y ]

[X1 + X2, Y ] = (X1 + X2)Y − Y (X1 + X2)

=X1Y + X2Y − Y X1 − Y X2

=(X1Y − Y X1) + (X2Y − Y X2)

=[X1, Y ] + [X2, Y ] ,

o�ensi
htli
h antisymmeteris
h und erfüllt die Ja
obi-Identität, denn

([X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]])

=X(Y Z − ZY ) − (Y Z − ZY )X + Y (ZX − XZ)

− (ZX − XZ)Y + Z(XY − Y X) − (XY − Y X)Z

=XY Z − XZY − Y ZX + ZY X + Y ZX − Y XZ

− ZXY + XZY + ZXY − ZY X − XY Z + Y XZ = 0

Damit ist DX := [X, ·] eine Ableitung auf χ(M), denn sie erfüllt bzgl. der Lie-Klammer

die Leibnitz-Regel (=Produkt-Regel):

DX [Y, Z] =[X, [Y, Z]]
Ja
obi-Id

= −[Y, [Z, X]] − [Z, [X, Y ]]

=[[X, Y ], Z] + [Y, [X, Z]] = [(DXY ), Z] + [Y, (DXZ)]
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Aufgabe 18

Aufgabenstellung. Zeige, dass σt+s = σt ◦ σs ist.

Sei

σ : R × M → M

(t, p) 7→ σt(p)

der zum Vektorfeld X gehörige Fluss, also σ∗∂t = X. Für festes p ∈ M und s ∈ R sind

c1 :R → M ; t 7→ σt+s(p)und

c2 :R → M ; t 7→ σt(σs(p))

zwei dur
h t parametrisierte Kurven. Für t = 0 gilt

c1(t) = c1(0) = σs(p) = σ0(σs(p)) = σt(σs(p)) = c2(t)

Auÿerdem ist die Ableitung beider Kurven bei t = 0 glei
h:

(c1)∗∂t|0 = Xc1(0) = Xσs(p) = Xc2(0) = (c2)∗∂t|0

Damit sind mit der Theorie für Gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen (arbeite lokal in

Koordinaten) beide Kurven glei
h.

Aufgabe 19

Aufgabenstellung. Zeige:

• Leibnitz: LX(ω ∧ η) = LXω ∧ η + ω ∧ LXη

• (LXω)(Y1, . . . , Yk) = LX(ω(Y1, . . . , Yk)) −
∑k

i=1 ω(Y1, . . . , LXYi, . . . , Yk)

• ∂tσ
∗
t ω = LXσ∗

t ω = σ∗
t (LXω)

• Cartan-Formel: LXω = (dιX + ιXd)ω

• ιXLX = LXιX , dLX = LXd

Es gilt:

• für d : Ωk(M) → Ωk+1(M)

(dω)(Y1, . . . , Yk+1) :=
k+1
∑

i=1

(−1)i+1Yiω(Y1, . . . , Ŷi, . . . , Yk+1)

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Yi, Yj ], Y1, . . . , Ŷi, . . . , Ŷj , . . . , Yk+1)
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• für ιX : Ωk+1(M) → Ωk(M)

(ιXω)(Y1, . . . , Yk) := ω(X, Y1, . . . , Yk)

Für die Lie-Ableitung gilt

• für skalare Funktionen φ

LXφ = ∂t(φ ◦ σt)|t=0

= ∂t(φ ◦ σt) ◦ (σ−1
t )|t=0

= (σ∗∂t)|t=0φ = Xφ

• für Vektorfelder Y

LX(Y φ) = ∂t((Y φ) ◦ σt)|t=0

(∗)
= ∂t[((σ−t)∗Y )(φ ◦ σt)]|t=0

= (∂t((σ−t)∗Y ))|t=0(φ ◦ σt)|t=0 + ((σ−t)∗Y )|t=0(∂t(φ ◦ σt))|t=0

= (LXY )φ + Y (LXφ)

da

((σ−t)∗Y )(φ ◦ σt) = Y (φ ◦ σt ◦ σ−t) ◦ σt = Y (φ) ◦ σt (∗)

und damit

(LXY )φ = LX(Y φ) − Y (LXφ) = XY φ − Y Xφ = [X, Y ]φ

• für Di�erentialformen ω

LX(ω(Y1, . . . , Yk)) =∂t((ω(Y1, . . . , Yk)) ◦ σt)|t=0)

(∗∗)
= ∂t((σ

∗
t ω)((σ−t)∗Y1, . . . , (σ−t)∗Yk))|t=0)

=∂t(σ
∗
t ω)|t=0(((σ−t)∗Y1)|t=0, . . . , (σ−t)∗Yk)|t=0

+
k

∑

i=1

(σ∗
t ω)|t=0(((σ−t)∗Y1)|t=0, . . . , ∂t((σ−t)∗Yi)|t=0, . . . , ((σ−t)∗Yk)|t=0)

=(LXω)(Y1, . . . , Yk) +

k
∑

i=1

ω(Y1, . . . , LXYi, . . . , Yk) → Punkt 2 unten

da

[(f∗ω)(Y )|p := ω(f∗Y )f(p)]

(σ∗
t ω)((σ−t)∗Y1, . . . , (σ−t)∗Yk) ◦ σt = ω((σt)∗(σ−t)∗Y1, . . . , (σt)∗(σ−t)∗Yk) ◦ σt

=ω((σt ◦ σ−t)∗Y1, . . . , (σt ◦ σ−t)∗Yk) ◦ σt = ω(Y1, . . . , Yk) ◦ σt (∗∗)
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und damit

(LXω)(Y1, . . . , Yk) = LX(ω(Y1, . . . , Yk)) −
k

∑

i=1

ω(Y1, . . . , LXYi, . . . , Yk)

= X(ω(Y1, . . . , Yk)) −
k

∑

i=1

ω(Y1, . . . , [X, Yi], . . . , Yk)

Also gilt:

•

LX(ω ∧ η) = ∂t(σ
∗
t (ω ∧ η))|t=0

= ∂t((σ
∗
t ω) ∧ (σ∗

t η))|t=0

= (∂t(σ
∗
t ω))|t=0 ∧ (σ∗

t η)|t=0 + (σ∗
t ω)|t=0 ∧ (∂t(σ

∗
t η))|t=0

= (LXω) ∧ η + ω ∧ (LXη)

• siehe oben

(LXω)(Y1, . . . , Yk) = . . . = LX(ω(Y1, . . . , Yk)) −
k

∑

i=1

ω(Y1, . . . , LXYi, . . . , Yk)

• �

LX(σ∗
t ω) = ∂s(σ

∗
sσ

∗
t ω)|s=0 = ∂s((σs ◦ σt)

∗ω)|s=0

=∂s(σ
∗
s+tω)|s=0 = ∂t(σ

∗
s+tω)|s=0 = ∂t(σ

∗
t ω)

�

σ∗
t (LXω) = σ∗

t ∂s(σ
∗
sω)|s=0 = ∂s(σ

∗
t σ

∗
sω)|s=0

=∂s((σt ◦ σs)
∗ω)|s=0 = ∂s(σ

∗
s+tω)|s=0 = ∂t(σ

∗
s+tω)|s=0 = ∂t(σ

∗
t ω)

• �

(ιX(dω))(Y1, . . . , Yk) = (dω)(X, Y1, . . . , Yk)

=Xω(Y1, . . . , Yk) +
k

∑

i=1

(−1)iYiω(X, Y1, . . . , Ŷi, . . . , Yk)

+
k

∑

i=1

(−1)iω([X, Yi], Y1, . . . , Ŷi, . . . , Yk)

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Yi, Yj ], X, Y1, . . . , Ŷi, . . . , Ŷj , . . . , Yk)
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�

(d(ιXω))(Y1, . . . , Yk)

=
k

∑

i=1

(ιXω)(−1)i+1Yiω(Y1, . . . , Ŷi, . . . , Yk)

+
∑

i<j

(−1)i+j(ιXω)([Yi, Yj ], Y1, . . . , Ŷi, . . . , Ŷj , . . . , Yk)

=
k

∑

i=1

ω(−1)i+1Yiω(X, Y1, . . . , Ŷi, . . . , Yk)

+
∑

i<j

(−1)i+jω(X, [Yi, Yj ], Y1, . . . , Ŷi, . . . , Ŷj , . . . , Yk)

� und damit ist die Summe der beiden Ausdrü
ke

(ιX(dω))(Y1, . . . , Yk) + (d(ιXω))(Y1, . . . , Yk)

=Xω(Y1, . . . , Yk) +
k

∑

i=1

(−1)iω([X, Yi], Y1, . . . , Ŷi, . . . , Yk)

=Xω(Y1, . . . , Yk) −
k

∑

i=1

ω(Y1, . . . , [X, Yi], . . . , Yk)

=(LXω)(Y1, . . . , Yk) na
h Punkt 2

• �

ιXLX = ιX(dιX + ιXd) = ιXdιX + ιXιXd = ιXdιX

= ιXdιX + dιXιX = (ιXd + dιX)ιX = LXιX

�

dLX = d(dιX + ιXd) = ddιX + dιXd = dιXd

= ιXdd + dιXdιX = (ιXd + dιX)d = LXd

Aufgabe 20

Aufgabenstellung. Zeige, dass die Poisson-Klammer die Ja
obi-Identität erfüllt:

{f, {g; h}} + zyklis
h vertaus
ht = 0

⇒ F (M) ist eine Lie-Algebra.

Bekannt ist:

1. {f ; g} = −Xfg = −ω(Xf , Xg)
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2. Xφχ = −ω(Xχ, Xφ) = ω(Xφ, Xχ) = −Xχφ

3.

(dω)(X1, X2, X3) = X1ω(X2, X3) + X2ω(X3, X1) + X3ω(X1, X2)

− ω([X1; X2], X3) − ω([X3; X1], X2) − ω([X2, X3], X1)

wobei

4. dω hier Null ist.

Damit gilt

{f, {g; h}} + {g, {h; f}} + {h, {f ; g}}

1
= −Xfω(Xg; Xh) − Xgω(Xh; Xf ) − Xhω(Xf ; Xg)

3,4
= −ω([Xf , Xg], Xh) − ω([Xh, Xf ], Xg) − ω([Xg, Xh], Xf )

1
= [Xf , Xg]h + [Xh, Xf ]g + [Xg, Xh]f

= XfXgh − XgXfh + XhXfg − XfXhg + XgXhf − XhXgf

2
= XfXgh + XgXhf + XhXfg + XfXgh + XgXhf + XhXfg

= 2(XfXgh + XgXhf + XhXfg)

1
= −2(Xf{g, h} − Xg{h, f} − Xh{f, g})

2
= 2({f, {g, h}} + {g, {{h, f}} + {h{{f, g}})

⇒ {f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h{f, g}} = 0

Aufgabe 21

Aufgabenstellung. (zu Lagrangen Untermannigfaltigkeiten)

M −→ (T ∗M, ω
an)

(Y, α) −→ Lagrange Untermannigfaltigkeiten, z.B. N∗Y wenn α = 0

Betra
hte M = S1, T ∗S ∼= S1 × R und M = T 2.

T ∗(S1)

Wir parametrisieren S1 mit der Koordinate φ und den Tangentialraum in jedem Punkt

mit der Koordinate s (z.B. der Länge bzgl. irgendeiner Norm). Die tautologis
he 1-Form

β sieht dann so aus

β = sdφ
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die kanonis
he symplektis
he ω Form ist

ω = ds ∧ dφ

Nulls
hnitt von T ∗(S1)

Die tautologis
he 1-Form ist auf dem Nulls
hnitt L1 von T ∗(S1) glei
h Null, da die

Koordinate s Null ist. Das Tangentialbündel an L1 ist in jedem Punkt von L1 der Spann

von ∂φ. L1 ist isotrop, da es Dimension eins hat und koisotrop, da es Kodimension eins

hat (siehe Aufgabe 8). (Da der Tangentialraum damit au
h eindimensional ist, setzt man

in ω immer zwei linear abhängige Vektoren ein.) Also ist L1 Lagrange.

T ∗
p (S1)

Die tautologis
he 1-Form ist auf L2, dem Kotangentialraum in einem Punkt von S1 ist

Null, da der Tangentialraum an einen Punkt von T ∗p(S1) von ∂s aufgespannt wird und

β ein Vielfa
hes von dφ ist. Mit der glei
hen Begründung wie oben (eindimensional) ist

L2 Lagrange.

Ges
hlossene 1-Form auf S1

Der Graph L3 jeder 1-Form auf S1 ist eindimensional, also Lagrange. Dass passt zur

Behauptung, dass der Graph einer 1-Form genau dann Lagrange ist, wenn die Form

ges
hlossen ist, denn jede 1-Form auf S1 ist ges
hlossen: Für jede 1-Form α = fdφ ist

dα = ∂φfdφ ∧ dφ = 0

T ∗(T 2)

Es ist T 2 = S1 × S1. Also wählen wir die Parametrisierung s1, s2, φ1, φ2 Dann ist die

tautologis
he 1-Form β

β = s1dφ1 + s2dφ2

die kanonis
he symplektis
he ω Form ist

ω = ds1 ∧ dφ1 + ds2 ∧ dφ2

Nulls
hnitt von T ∗(T 2)

Die tautologis
he 1-Form ist auf dem Nulls
hnitt L1 von T ∗(T 2) glei
h Null, da die Ko-

ordinaten s und s2 Null sind. Das Tangentialbündel an L1 ist in jedem Punkt von L1 der

Spann von ∂φ1 und ∂φ2 , genauso wie das ω-orthogonale davon. Da ω keine Komponente

dφ1 ∧ dφ2 hat, ist ihre Eins
hränkung auf diese beiden Bündel glei
h Null. Damit ist L1

Lagrange.

Tp(T
2)

Die tautologis
he 1-Form ist auf dem Kotangentialraum L2 in einem Punkt von T ∗(T 2)
glei
h Null, da die Koordinaten s und s2 Null sind. Das Tangentialbündel an L2 ist in

jedem Punkt von L2 der Spann von ∂s1 und ∂s2 , genauso wie das ω-orthogonale davon.
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Da ω keine Komponente ds1 ∧ ds2 hat, ist ihre Eins
hränkung auf diese beiden Bündel

glei
h Null. Damit ist L2 Lagrange.

Ges
hlossene 1-Form auf T 2

Der Graph einer ges
hlossene 1-Form α auf T 2 L3 ist eine Lagrange Untermannigfaltigkeit

von T 2 genau dann wenn α ges
hlossen ist. Das bedeutet in unseren Koordinaten für

α = f1dφ1 + f2dφ2:

dα =d(f1dφ1 + f2dφ2) = (df1) ∧ dφ1 + (df2) ∧ dφ2

=(∂φ1f1)dφ1 ∧ dφ1 + (∂φ2f1)dφ2 ∧ dφ1 + (∂φ1f2)dφ1 ∧ dφ2 + (∂φ2f2)dφ2 ∧ dφ2

=(∂φ1f2 − ∂φ2f1)dφ1 ∧ dφ2

Aufgabe 22

Aufgabenstellung. Bestimme die Geodätenglei
hung dur
h Variation (vgl. Kapitel 0.1)

von L(γ): (Euler-Lagrange-Glei
hung)

0 =γ′′i +
n

∑

j,k=1

γ′jγ′kΓk
ij

Vorüberlegung: De�niere eine (kovariante) Ableitung (oder "Zusammenhang") für Vek-

torfelder, ähnli
h wie die Lie-Ableitung

∇ : χ(M) × χ(M) → χ(M)

(X, Y ) 7→ ∇XY

die

• linear im ersten Argument ist:

∇X1+X2Y = ∇X1Y + ∇X1Y und

∇fXY = f∇XY

• und bezügli
h der zweiten Komponente wie eine Ableitung wirkt (also die Leibnitz-

Regel erfüllt):

∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 + ∇XY2 und

∇X(fY ) = f(∇XY ) + (Xf)Y .

Fordert man zusätzli
h

• Torsionsfreiheit:

∇XY −∇Y X = [X, Y ]
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• und Verträgli
hkeit mit der Metrik g:

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

Bemerkung: Diese Eigens
haft kann man bei der Verallgemeinerung auf skalare

Funktionen:

∇Xf := Xf

und auf Di�erentialformen:

(∇Xω)(Y1, . . . , Yk) := ∇X(ω(Y1, . . . , Yk)) −
k

∑

i=1

(∇Xω)(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yk)

wie bei der Lie-Ableitung s
hreiben als:

∇Xg = 0 .

dann ist dadur
h der Zusammenhang ∇ eindeutig bestimmt. Er heiÿt Levi-Civita-

Zusammenhang. Die skalaren Funktionen Γk
ij , die den Zusammenhang in einer lokalen

Karte bes
hreiben:

∇i∂j =
n

∑

k=1

Γk
ij∂k

heiÿen Christo�el-Symbole. Mit ihrer Hilfe läÿt si
h der Zusammenhang so s
hreiben:

Für X =
∑n

i=1 Xi∂i und Y =
∑n

j=1 Y j∂j ist

∇XY =∇Pn
i=1 Xi∂i





n
∑

j=1

Y j∂j



 =
n

∑

i=1

Xi∇i





n
∑

j=1

Y j∂j





=
n

∑

i,j=1

Xi∇i(Y
j∂j) =

n
∑

i,j=1

Xi(∂iY
j)∂j + XiY j(∇i∂j)

=
n

∑

i,j=1

Xi(∂iY
j)∂j +

n
∑

i,j,k=1

XiY jΓk
ij∂k

Eine Kurve heiÿt Geodäte, wenn die kovariante Ableitung ihres Tangentialvektors in

Ri
htung eben dieses Tangentialvektors vers
hwindet:

∇t∂t = 0

Die Bedingung "Geodäte" für eine Kurve γ läÿt si
h in einer lokalen Karte so s
hreiben:

∂t := γ∗∂t =
∑n

i=1(∂t(x
i ◦ γ))∂i =

∑n
i=1(∂tγ

i)∂i und damit

0 =∇t∂t = ∇t

n
∑

i=1

(∂tγ
i)∂i =

n
∑

i=1

(∂t∂tγ
i)∂i +

n
∑

j=1

(∂tγ
j)(∇t∂j)

=
n

∑

i=1

(∂2
t γi)∂i +

n
∑

j,k=1

(∂tγ
j)(∂tγ

k)(∇k∂j) =
n

∑

i=1

(∂2
t γi)∂i +

n
∑

i,j,k=1

(∂tγ
j)(∂tγ

k)Γi
jk∂i
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Also muss für jedes i gelten:

0 =∂2
t γi +

n
∑

j,k=1

(∂tγ
j)(∂tγ

k)Γi
jk

Das ist o�ensi
htli
h eine Di�erentialglei
hung 2. Ordnung. Behauptung: Eine Kurve

kürzesten Abstands muss eine Geodäte im obigen Sinn sein. Beweis:

Betra
hte eine Kurve γ : [a, b] → M . Eine Variation von γ ist eine di�erenzierbare

Abbildung α : (−ǫ, ǫ) × [a, b] → M für ein ǫ > 0 mit α(0, t) = γ(t) ∀t ∈ [a, b]. α ist

eine Variation mit festen Endpunkten, wenn zusätzli
h gilt: α(s, 0) = γ(0) und α(s, 1) =
γ(1) ∀s ∈ (−ǫ, ǫ).
Für konstantes s erhält man eine Kurve α(s, ·) : [a, b] → M , t 7→ α(s, t), deren Länge

von s abhängt.

Für eine Variation gilt folgendes, wobei ∂t und ∂s hier jeweils der Push-Forward der

partiellen Ableitungen unter α: ∂t := α∗∂t bzw. ∂s := α∗∂s|s=0 sind und oBdA γ na
h

Bogenlänge parametrisiert, also für s = 0: |∂t| =
onst.)

∂sL(α(s, ·)) =∂s

∫ b

a

|∂t|dt =

∫ b

a

∂s|∂t|dt =

∫ b

a

∂s〈∂t, ∂t〉
1
2 dt =

1

2

∫ b

a

(∂s〈∂t, ∂t〉)〈∂t, ∂t〉
− 1

2 dt

=
1

|∂t|

∫ b

a

〈∇s∂t, ∂t〉dt =
1

|∂t|

∫ b

a

〈∇t∂s, ∂t〉dt =
1

|∂t|

∫ b

a

(∂t〈∂s, ∂t〉 − 〈∂s,∇t∂t〉) dt

=
1

|∂t|
〈∂s, ∂t〉|t=a −

1

|∂t|
〈∂s, ∂t〉|t=b −

1

|∂t|

∫ b

a

〈∂s,∇t∂t〉dt

(Ableitung und Integration dürfen vertaus
ht werden, wenn der abgeleitete Integrand

stetig ist. Auÿerdem kommutieren ∂s und ∂t und deswegen vertaus
hen gilt wegen Tor-

sionsfreiheit von ∇: ∇s∂t = ∇t∂s.)

Für jede Variation mit festen Endpunkten ist ∂s|t=a = 0 = ∂s|t=b und damit:

∂sL(α(s, ·)) = −
1

|∂t|

∫ b

a

〈∂s,∇t∂t〉dt

Für eine Kurve minimaler Länge muss diese Gröÿe bei s = 0 vers
hwinden. Das gilt

für beliebige Variationsvektorfelder ∂s nur wenn ∀t ∈ [a, b]: ∇t∂t = 0. Für s = 0 ist ∂t

jedo
h na
h Konstruktion der Tangentailvektor an die Kurve γ. Also muss eine kürzeste
Kurve eine Geodäte sein und somit obige Glei
hung erfüllen.

Wir wollen nun in in einer Karte die Minimalitätsbedingung in Abhängigkeit von der

Metrik darstellen und dur
h Verglei
h mit obiger Geodätenglei
hung eine Darstellung der

Christo�el-Symbole Γk
ij mithilfe der Komponenten der Metrik gij := g(∂i, ∂j) herleiten.

Wir s
hreiben ∂tγi = γ′ et
. Betra
hte also wie oben eine beliebige Variation mit festen

Randpunkten α eines minimalen Weges an der Stelle s = 0. Eine Variation mit festen
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Randpunkten α : (−ǫ, ǫ)× [a, b] → Rn kann man so s
hreiben: α(s, t) = γ(t) + sϑ(t) mit

einer beliebigen Kurve ϑ mit ϑ(a) = ϑ(b) = 0. Damit ist:

0 =∂sL(α(s, ·)) =

∫ b

a

∂s





n
∑

i,j=1

gij(∂t(γ + sϑ)i)(∂t(γ + sϑ)j)





1
2

dt

=
1

2

∫ b

a





n
∑

i,j=1

γ′iγ′j





− 1
2


∂s





n
∑

i,j=1

gij(γ
′iγ′j + sϑ′iγ′j + sγ′iϑ′j + s2ϑ′iϑ′j)







 dt

=
1

2|∂t|

∫ b

a

n
∑

i,j=1

(

gijϑ
′iγ′j + gijϑ

′jγ′i +
n

∑

k=1

ϑk(∂kgij)γ
′iγ′j

)

dt

=
1

2|∂t|

∫ b

a

n
∑

i,j=1

∂t(gijγ
′iϑj) − gijγ

′′iϑj + ∂t(gijγ
′jϑi) − gijγ

′′jϑi

+
n

∑

i,j,k=1

ϑk(∂kgij)γ
′iγ′j − γ′k(∂kgij)γ

′iϑj − γ′k(∂kgij)γ
′jϑi dt

=
1

2|∂t|

∫ b

a

n
∑

k=1

ϑk



−2
n

∑

i=1

gikγ
′′i +

n
∑

i,j=1

(∂kgij)γ
′iγ′j − γ′j(∂jgik)γ

′i − γ′i(∂igjk)γ
′j



ϑt

Damit das für beliebige ϑk gilt, muss also für alle k:

0 = − 2
n

∑

i=1

gikγ
′′i +

n
∑

i,j=1

(∂kgij)γ
′iγ′j − γ′j(∂jgik)γ

′i − γ′i(∂igjk)γ
′j

0 =
n

∑

i,k=1

gklgikγ
′′i +

1

2

n
∑

i,j,k=1

gkl
(

−(∂kgij)γ
′iγ′j + γ′j(∂jgik)γ

′i + γ′i(∂igjk)γ
′j
)

0 =γ′′l +
1

2

n
∑

i,j,k=1

gkl
(

γ′j(∂jgik)γ
′i + γ′i(∂igjk)γ

′j − (∂kgij)γ
′iγ′j

)

0 =γ′′i +
1

2

n
∑

j,k,l=1

gil
(

γ′j(∂jgkl)γ
′k + γ′k(∂kgjl)γ

′j − (∂lgjk)γ
′kγ′j

)

0 =∂2
t γi +

n
∑

j,k=1

γ′jγ′k

(

1

2

n
∑

l=1

gil ((∂jgkl) + (∂kgjl) − (∂lgjk))

)

Ein Verglei
h mit der Geodätenglei
hung

0 =γ′′i +
n

∑

j,k=1

γ′jγ′kΓk
ij
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liefert:

Γi
jk =

1

2

n
∑

l=1

gil(∂jgkl + ∂kgjl − ∂lgjk)

Beispiel: Bertra
hten wir den Rn mit der Identität als Karte und der Standard-Metrik

g0(∂i, ∂j) = δij . Mit unserer Formel für die Christo�el-Symbole erhält man hier:

Γi
jk =0 ∀i, j, k = 1, . . . , n

Hätten wir die Formel für die Christo�el-Symbole ni
ht allgemein hergeleitet, hätten wir

obige Minimierung au
h speziell für diesen Fall dur
hre
hnen können:

0 =∂sL(α(s, ·)) =

∫ b

a

∂s

(

n
∑

i=1

(∂t(γ + sϑ)j)2

) 1
2

dt =

∫ b

a

∂s

(

n
∑

i=1

(∂t(γ
j + sϑj))2

) 1
2

dt

=

∫ b

a

∂s

(

n
∑

i=1

(γ′i + sϑ′j)2

) 1
2

dt

=
1

2

∫ b

a

(

n
∑

i=1

(γ′i)2

)− 1
2
(

∂s

(

n
∑

i=1

(γ′i + sϑ′j)2

))

dt

=
1

2

1

|∂t|

∫ b

a

(

n
∑

i=1

∂s(γ
′i + sϑ′j)2

)

dt =
1

|∂t|

∫ b

a

(

n
∑

i=1

γ′iϑ′j + s(ϑ′j)2

)

dt

=
1

|∂t|

∫ b

a

(

n
∑

i=1

γ′i(ϑ′i)

)

dt =
1

|∂t|

[

n
∑

i=1

γ′iϑj

]b

a

−
1

|∂t|

∫ b

a

(

n
∑

i=1

γ′′iϑj

)

dt

= −
1

|∂t|

∫ b

a

(

n
∑

i=1

γ′′iϑj

)

dt

Damit dies für beliebige ϑi gilt, muss ∀i : γ′′i = 0 sein. Ein Verglei
h mit der allgemeinen

Geodätenglei
hung zeigt, dass hier die Christo�el-Symbole vers
hwinden.

Also müssen die Komponenten des Tangentialvektors an die Kurve γ′i konstant sein. Die

Lösungen der Geodätenglei
hung sind also o�ensi
htli
h (wie erwartet) Geraden.

Aufgabe 23

Aufgabenstellung. X1 = Rm = X2 und die erzeugende Funktion sei

S(x, y) = −
1

2
|x − y|2

Bestimme den zugehörigen Symplektomorphismus.
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Bekannt: Eine Funktion ψ : M1 → M2 ist genau dann ein Symplektomorphismus,

wenn ihr Graph {(x, ψ(x))|x ∈ M1} eine Lagrange Untermannigfaltigkeit von M1 × M2

bezügli
h der symplektis
hen Struktur ω̃ = pr∗1ω1 − pr∗2ω2 ist.

Also ist insbesondere eine Funktion φ : M1 = T ∗X1 → M2 = T ∗X2 genau dann ein

Symplektomorphismus, wenn ihr Graph Ỹ = {(x, φ(x))|x ∈ T ∗X1} eine Lagrange Un-

termannigfaltigkeit von T ∗X1 × T ∗X2 = T ∗(X1 × X2) ist. Z.B. ist das Di�erential

dXS − dY S ∈ Ω1(X1 × X2) einer Funktion S : M1 × M2 eine ges
hlossene 1-Form
auf X1 × X2 ges
hlossen, und somit ihr Bild ỸS eine Lagrange Untermannigfaltigkeit

von T ∗(X1 × X2). Falls also ỸS der Graph einer Funktion φ : T ∗X1 → T ∗X2 ist, ist

φ : T ∗M1 → T ∗M2 ein Symplektomorphismus.

Beispiel: Sei X1 = Rm = X2. Betra
hte die Funktion

S : X1 × X2 → R

Rm × Rm → R

(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) 7→ −
1

2
|x − y|2 = −

1

2

m
∑

i=1

(xi − yi)
2 = −

1

2

m
∑

i=1

x2
i − 2xiyi + y2

i

dann ist

(dXS − dY S)|x,y =

m
∑

j=1

∂xjSdxj |x − ∂yjSdyj |y

=

m
∑

i,j=1

−
1

2
(2δijxi − 2δijyi)dxj |x +

1

2
(−2δijxi|x + 2δijyi)dyj |y

=

m
∑

i=1

(−xi + yi)dxi|x + (−xi + yi)dyi|y

Gesu
ht ist also eine Funktion φ : T ∗X1 → T ∗X2, die
∑m

i=1(−xi+yi)dxi|x auf
∑m

i=1(−xi+
yi)dyi abbildet.

Behauptung: Die Abbildung

φ : T ∗Rm → T ∗Rm

m
∑

i=1

pidxi|x 7→
m

∑

i=1

pidxi|x+p

erfüllt diese Bedingung, wobei p := (p1, . . . , pn).
Beweis:

φ

(

m
∑

i=1

(−xi + yi)dxi|x

)

=
m

∑

i=1

(−xi + yi)dxi|x+(−x+y) =
m

∑

i=1

(−xi + yi)dxi|y
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Stellen wir die Funktion φ in der dur
h die Standard-Karte

id : Rm → Rm; x 7→ x;

des Rm induzierte Karte des T ∗Rm

Φ : T ∗Rm → R2m;

m
∑

i=1

pidxi|x 7→ (x, p);

dar, hat obige Aussage die Form:

φ : R2m → R2m

(x, p) 7→ (x + p, p)

bzw.

φ ((x,−x + y)) = (x + (−x + y),−x + y) = (y,−x + y)

Wir wollen nun no
h einmal (in der Karte Φ) überprüfen, dass φ wirkli
h ein Symplek-

tomorphismus ist: Mit

φ∗dxi =
m

∑

j=1

((φ∗dxi)∂xj )dxj + (φ∗dxi)(∂pj )dpj =
m

∑

j=1

(dxi)(φ∗∂xj )dxj + (dxi)(φ∗∂pj )dpj

=
m

∑

j=1

(φ∗∂xj )xidxj + (φ∗∂pj )xidpj =
m

∑

j=1

∂xj (xi ◦ φ)dxj + ∂pj (xi ◦ φ)dpj

=
m

∑

j=1

∂xj (xi + pi)dxj + ∂pj (xi + pi)dpj =
m

∑

j=1

δijdxj + δijdpj = dxi + dpi

φ∗dpi =
m

∑

j=1

((φ∗dpi)∂xj )dxj + (φ∗dpi)(∂pj )dpj =
m

∑

j=1

(dpi)(φ∗∂xj )dxj + (dpi)(φ∗∂pj )dpj

=
m

∑

j=1

(φ∗∂xj )pidxj + (φ∗∂pj )pidpj =
m

∑

j=1

∂xj (pi ◦ φ)dxj + ∂pj (pi ◦ φ)dpj

=
m

∑

j=1

∂xjpidxj + ∂pjpidpj =
m

∑

j=1

δijdpj = dpi

folgt

φ∗ω
an = φ∗

(

m
∑

i=1

dxi ∧ dpi

)

=
m

∑

i=1

(φ∗dxi) ∧ (φ∗dpi) =
m

∑

i=1

(dxi + dpi) ∧ dpi

=
m

∑

i=1

dxi ∧ dpi = ω
an .
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Aufgabe 24

Aufgabenstellung. Das sphäris
he Pendel

kinetis
he Energie: K = m
2 (ẋ2 + ẏ2 + ż2),

Potential (Erdanziehung): V = mgz

(a) Bestimme die Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten L : L(φ, θ, φ̇, θ̇) = K − V

(b) Bestimme die zugehörige Hamiltons
he Funktion auf (T ∗S2, ω
an mittels der Legendre-

Transformation (TS2 → T ∗S)

pθ =
∂L

∂θ̇
; pφ =

∂L

∂φ̇

H(φ, θ, pφ, pθ) = pθθ̇ + pφφ̇ − L

Die kanonis
he symplektis
he Struktur ist

ω
an = dθ ∧ dpθ + dφ ∧ dpφ

(A
htung: In Kugelkoordinaten ist H am Nord- und Südpol singulär.)

(
) Zeige, dass T ∗S, ω
an, H) ein integrables System ist, mit unabhängiger Erhaltungs-

gröÿe J(φ, θ, pφ, pθ) = pφ.

(d) Bestimme alle Punkte q ∈ S2 (ohne Nord- und Südpol), auf denen dH und dJ
linear unabhängig sind:

(i) Für jeden Punkt q ∈ S2 mit z < 0 (südli
he Hemisphäre) existieren genau

zwei Punkte p+, p− ∈ T ∗S2 (π(p±) = q; wobei π : T ∗S2 → S2), so dass

dH|p± und dJ |p± linear unabhängig sind. Bestimme die Punkte.

(ii) Zeige, dass dH, dJ entlang des Hamiltons
hen Flusses dur
h p± linear ab-

hängig sind. (Die Flüsse zu J und H stimmen überein.) Wie sieht die zuige-

hörige Bewegung auf der Sphäre aus?

Gegeben ist also die Lagrange-Funktion L : TM → R, L = K − V in kartesis
hen

Koordinaten gegeben dur
h

L(x,y,z) : T(x,y,z)R
3 → R

(ẋ∂x + ẏ∂y + ż∂z)|(x,y,z) 7→
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) − mgz

(a)

Wählen wir eine andere Karte, so erhalten wir mit

x = l sin(θ) cos(φ)

y = l sin(θ) sin(φ)

z = l cos(θ)
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für einen beliebigen Tangentialvektor θ̇∂θ + φ̇∂φ an S2:

L(θ̇∂θ + φ̇∂φ)

=L(θ̇((∂θx)∂x + (∂θy)∂y + (∂θz)∂z) + φ̇((∂φx)∂x + (∂φy)∂y + (∂φz)∂z)

=L(θ̇(l cos(θ) cos(φ)∂x + l cos(θ) sin(φ)∂y − l sin(θ)∂z) + φ̇(−l sin(θ) sin(φ)∂x + l sin(θ) cos(φ)∂y))

=L(lθ̇ cos(θ) cos(φ)∂x + lθ̇ cos(θ) sin(φ)∂y − lθ̇ sin(θ)∂z − φ̇l sin(θ) sin(φ)∂x + lφ̇ sin(θ) cos(φ)∂y)

=L(l(θ̇ cos(θ) cos(φ) − φ̇ sin(θ) sin(φ))∂x + l(θ̇ cos(θ) sin(φ) + φ̇ sin(θ) cos(φ))∂y − lθ̇ sin(θ)∂z)

=
ml2

2
(θ̇ cos(θ) cos(φ) − φ̇ sin(θ) sin(φ))2 +

ml2

2
(θ̇ cos(θ) sin(φ) + φ̇ sin(θ) cos(φ))2 + l2θ̇ sin(θ)

− mgz

=
ml2

2
(θ̇2 cos2(θ) cos2(φ) − 2θ̇ cos(θ) cos(φ)φ̇ sin(θ) sin(φ) + φ̇2 sin2(θ) sin2(φ)

+ θ̇2 cos2(θ) sin2(φ) + 2θ̇ cos(θ) sin(φ)φ̇ sin(θ) cos(φ) + φ̇2 sin2(θ) cos2(φ) + θ̇2 sin2(θ))

− lmg cos(θ)

=
ml2

2
(θ̇2 + φ̇2 sin2(θ)) − lmg cos(θ)

(b)

pθ = ∂θ̇L = ml2θ̇

pφ = ∂φ̇L = ml2φ̇ sin2(θ)

θ̇ =
1

ml2
pθ

φ̇ =
1

ml2 sin2(θ)
pφ

33



H = pθθ̇ + pφφ̇ − L

= pθθ̇ + pφφ̇ −

(

ml2

2
(θ̇2 + φ̇2 sin2(θ)) − lmg cos(θ)

)

=
1

ml2
p2

θ +
1

ml2 sin2(θ)
p2

φ −
1

2ml2
p2

θ −
1

2ml2 sin2(θ)
p2

φ + lmg cos(θ)

=
1

2ml2

(

p2
θ +

1

sin2(θ)
p2

φ

)

+ lmg cos(θ)

(
)

dH = (∂θH)dθ + (∂φH)dφ + (∂pθ
H)dpθ + (∂pφ

H)dpφ

= −

(

cos(θ)p2
φ

ml2 sin3(θ)
+ lmg sin(θ)

)

dθ +
pθ

ml2
dpθ +

pφ

ml2 sin2(θ)
dpφ

!
= ω(XH)

mit

ω = dθ ∧ dpθ + dφ ∧ dpφ = dθ ⊗ dpθ + dφ ⊗ dpφ − dpθ ⊗ dθ − dpφ ⊗ dφ

ω : TS2 → T ∗S2

∂θ 7→ dpθ

∂φ 7→ dpφ

∂pθ
7→ −dθ

∂pφ
7→ −dφ

ω−1 : T ∗S2 → TS2

dpθ 7→ ∂θ

dpφ 7→ ∂φ

dθ 7→ −∂pθ

dφ 7→ −∂pφ

folgt

XH = ω−1(dH) =

(

cos(θ)p2
φ

ml2 sin3(θ)
+ lmg sin(θ)

)

∂pθ
+

pθ

ml2
∂θ +

pφ

ml2 sin2(θ)
∂φ
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Da n = 2, ist eine zweite Funktion gesu
ht, die mit H Poisson-kommutiert und deren

Di�erential auf einer di
hten Teilmenge von T ∗S2 linear unabhängig ist von dH. O�en-

si
htli
h Poisson-kommutiert die Funktion

J:T
∗S2 → R

x 7→ pφ(x)

mit H:

0 = XHJ = dH(XJ) = ω(XJ , XH) = {H, J}

und die Di�erentiale dH und dJ sind auf einer in T ∗S2 di
hten Menge linear unabhängig.

Wel
he Menge genau?

(d)

O�ensi
htli
h sind dH und dJ genau dann linear abhängig, wenn

0 =
pθ

ml2
und

0 =
cos(θ)p2

φ

ml2 sin3(θ)
+ lmg sin(θ)

bzw.

0 = pθ und

p2
φ = −m2gl3 sin4(θ)/ cos(θ)

Die re
hte Seite der unteren Glei
hung ist für 0 < θ < π
2 negativ und für π

2 < θ < π
positiv. Im ersten Fall (also auf der oberen Halbkugel) hat also die zweite Glei
hung

keine Lösung und dH und dJ sind somit überall linear unabhängig, im zweiten Fall (also

auf der unteren Halbkugel) hat die Glei
hung die zwei Lösungen

0 = pθ; pφ = ±ml sin2(θ)(−gl/ cos(θ))
1
2 .

Das ist o�ensi
htli
h eine Nullmenge. Damit handelt es si
h hierbei um ein Integrables

System. An den Punkten, an denen dH und dJ linear abhängig sind, gilt

XH =
pφ

ml2 sin2(θ)
∂φ = ±(−g/l cos(θ))

1
2 ∂φ

d.h., es �ndet nur Bewegung "in Ri
htung φ" statt, θ, pφ und pθ sind konstant (pφ glei
h

Null). Damit bleiben die beiden Glei
hungen entlang der Kurven erfüllt. Auf den Kurven

ändert si
h nur der Winkel φ (glei
hmäÿig), es handelt si
h also um proportional zur

Bogenlänge parametrisierte Kleinkreise, "Breitengrade"; die zwei Lösungen entspre
hen

den zwei mögli
hen Umlaufri
htungen.
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Aufgabe 25

Aufgabenstellung. Zeige, dass für G = Gl(n, R) die adjungierte Darstellung dur
h das

Matrizenprodukt

Adg(Xe) = gXeg
−1 Xe ∈ gl(n, R), g ∈ Gl(n, R)

gegeben ist.

Es ist die Darstellung Φ einer Liegruppe G auf si
h selbst dur
h Konjugation

Φ : G → Diff(G)

g 7→ Φg

wobei für ein festes g ∈ G:

Φg : G → G

a 7→ gag−1

und die adjungierte Darstellung von G auf der zugehörigen Liealgebra g (linksinvariante

Vektorfelder)

Ad : G → Gl(g)

g 7→ Adg

wobei für ein festes g ∈ G:

Adg : g → g

X 7→ (Φg)∗X

der Push-Forward linksinvarianter Vektorfelder mit der Konjugation.

Für linksinvariante Vektorfelder X =
∑n

i,j=1 Xij∂ij (erhalten unter Push-Forward mit

der Links-Multiplikation) gilt na
h der Vorlesung (unter Bsp. 5.10):

(Xij)|h = (hXe)
ij

Damit ist

(Φg)∗∂ij =
n

∑

k,l=1

((Φg)∗∂ij)(h
kl)∂kl =

n
∑

k,l=1

(∂ij(h
kl ◦ Φg))∂kl =

n
∑

k,l=1

(∂ij(ghg−1)kl)∂kl

=
n

∑

k,l=1

gki(g−1)jl∂kl
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wobei Glei
hheit beim letzten "=" gilt wegen

∂ij(ghg−1)kl = ∂ij

n
∑

m,p=1

(gkmhmp(g
−1)pl =

n
∑

m,p=1

∂ij(gkmhmp(g
−1)pl

=
n

∑

m,p=1

gkm(∂ijhmp)(g
−1)pl =

n
∑

m,p=1

δimδjpgkm(g−1)pl = gki(g
−1)jl

und somit gilt für das dur
h Xe im Neutralen Element e von G festgelegte linksinvariante

Vektorfeld X(h) =
∑n

i,j=1(hX)ij∂ij

Adg(X) = (Φg)∗X = (Φg)∗





n
∑

i,j=1

(hXe)
ij∂ij



 =
n

∑

i,j=1

((hXe)
ij ◦ Φg)(Φg)∗∂ij

=
n

∑

i,j,k,l=1

gki((ghg−1)Xe)
ij(g−1)jl∂kl =

n
∑

k,l=1

(g(ghg−1)Xeg
−1)kl∂kl

Das bedeutet für die zu X gehörige Koe�zientenmatrix Xe (im neutralen Element e ∈ G
auswerten):

Adg(Xe) = g(geg−1)Xeg
−1 = g(gg−1)Xeg

−1 = geXeg
−1 = gXeg

−1

Aufgabe 25

Betra
hte die Lie-Gruppe G = Gl(n, R). Wir werden nun mehrere Darstellungen von G
betra
hten:

• die Darstellung dur
h Konjugation Φ auf G selbst

• ie Darstellung dur
h Konjugation Ad auf der zughörigen Lie-Algebra g = TeG und

• in Aufgabe 27 die Ko-adjungierte Darstellung auf der zughörigen Lie-Koalgebra

g = T ∗
e G .

Für G = Gl(n, R) sind folgende Räume isomorph (als Vektorräume): Die Lie-Algebra

g = TeG, die Lie-Koalgebra g∗ = T ∗
e G, der Raum der n × n-Matrizen Rn×n und

dessen Dualraum (Rn×n)∗. Wir identi�zieren die Räume mit Hilfe von Vektorraum-

Isomorphismen, die die folgenden Basen identi�zieren:

• Rn×n mit Basis {Eij | i, j = 1, . . . , n}, wobei Eij die Martrix ist, bei der in der

i-ten Zeile und j-ten Spalte 1 steht und sonst Nullen: (Eij)
kl = δk

i δl
j .

• (Rn×n)∗ mit der dazu dualen Basis {xij | i, j = 1, . . . , n}, also xij : Rn×n → R,

xij(A) := Aij

Die "Komponenten-Funktionen" xij bilden eine Karte x für den Rn×n, ihre Ein-

s
hränkung auf Gl(n, R) eine Karte für Gl(n, R).
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• TeG mit der von x induzierten Basis aus partiellen Ableitungen {∂ij |e | i, j =
1, . . . , n} und

• T ∗
e G mit der dazu dualen Basis {dxij |e | i, j = 1, . . . , n}, bestehend aus den Di�er-

entialen der Koordinatenfunktionen xij .

Dadur
h können wir Ad und Ad∗ au
h als Darstellung auf jedem der anderen Vektor-

räume au�assen, insbesondere auf (Rn×n)∗.

Wir haben also folgendes kommutierende Diagramm von Vektorräumen, auf denen G
dargestellt werden kann: G mit Darstellung Φ

TeG ↔ T ∗
e G

Basis: {∂ij |e} Basis: {dxij |e}

l l

Rn×n ↔ (Rn×n)∗

Basis: {Eij} Basis: {xij}

Darstellung dur
h Konjugation

Als erstes Betra
hten wir die Darstellung Φ einer Lie-Gruppe G auf si
h selbst dur
h

Konjugation

Φ : G → Diff(G)

g 7→ Φg

wobei für ein festes g ∈ G:

Φg : G → G

a 7→ gag−1

Adjungierte Darstellung auf der Lie-Algebra

Als nä
hstes betra
hten wir die zu Φ adjungierte Darstellung Ad von G auf der zuge-

hörigen Lie-Algebra g = TeG. Sie ist de�niert über den Push-Forward: Adg bildet einen

Tangentialvektor v ∈ TeG ab auf den Wert desjenigen Vektorfelds in e, das man dur
h

Push-Forward mit Φg aus dem dur
h v eindeutig festgelegten linksinvarianten Vektorfeld

Xv erhält:

Ad : G → Gl(g)

g 7→ Adg
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wobei für ein festes g ∈ G:

Adg : g → g

v 7→ ((Φg)∗Xv)|e

In unserem Fall G = Gl(n, R) ist das dur
h einen Tangentialvektor v =
∑n

i,j=1 Xij
e ∂ij |e ∈

TeGl(n, R) (enstspri
ht Xe ∈ Rn×n) festgelegte linksinvariante Vektorfeld Xv auf Gl(n, R)
gegeben dur
h

Xv =

n
∑

ij=1

(xXe)
ij∂ij .

(siehe Vorlesungsskript, unter Bsp. 5.10). Damit erhalten wir wegen

(Φg)∗∂ij =

n
∑

k,l=1

((Φg)∗∂ij)(x
kl)∂kl =

n
∑

k,l=1

(∂ij(x
kl ◦ Φg))∂kl =

n
∑

k,l=1

(∂ij(gxg−1)kl)∂kl

=
n

∑

k,l=1

gki(g−1)jl∂kl ,

wobei Glei
hheit beim letzten "=" gilt wegen

∂ij(gxg−1)kl = ∂ij

n
∑

m,p=1

(gkmxmp(g−1)pl =
n

∑

m,p=1

∂ijg
kmxmp(g−1)pl

=

n
∑

m,p=1

gkm(∂ijx
mp)(g−1)pl =

n
∑

m,p=1

δi
mδj

pg
km(g−1)pl = gki(g−1)jl ,

für Adg als Abbildung auf g:

Adg(v) = ((Φg)∗Xv)|e =



(Φg)∗





n
∑

i,j=1

(xXe)
ij∂ij









∣

∣

∣

∣

∣

∣

e

=
n

∑

i,j=1

(xXe)
ij |Φ−1

g (e)(Φg)∗∂ij |e

=
n

∑

i,j,k,l=1

gki(xXe)
ij |e(g

−1)jl∂kl|e =
n

∑

k,l=1

(gXeg
−1)kl∂kl|e

und somit für Adg als Abbildung auf Rn×n:

Adg(Xe) = gXeg
−1 .

Aufgabe 26

Aufgabenstellung. Zeige, dass für G = Gl(n, R) der Fluss σt(e) des linksinvarianten

Vektorfeles X ∈ ξl(G) gegeben ist dur
h

σt(e) = exp(tXe)
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Weiter ist

d

dt
Adexp(tXe)Ye|t=0 = [Xe, Ye] =: adXeYe

Betra
hte das linksinvariante Vektorfeld

X : G → TG

g 7→
n

∑

i,j=1

(gXe)
ij∂ij |g

und die Kurve

γ : R → G

t 7→ exp(tXe) .

Dann gilt:

γ∗∂t|t =
n

∑

i,j=1

(γ∗∂t)(h
ij)∂ij |γ(t) =

n
∑

i,j=1

(exp(tXe)∗∂t)(h
ij)∂ij |exp(tXe)

=
n

∑

i,j=1

(∂t(h
ij ◦ exp(tXe))∂ij |exp(tXe)

=
n

∑

i,j=1

(exp(tXe)Xe)
ij∂ij |exp(tXe) = X|exp(tXe)

Damit ist γ eine Integralkurve von X.

Auÿerdem ist für Xe, Ye ∈ G = Gl(n, R) der Tangentialvektor bei t = 0 an die Kurve

θ : R → G

t 7→ Adexp(tXe)Ye .
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gegeben dur
h

θ∗∂t|t=0 =
n

∑

i,j=1

(θ∗∂t|t=0)(h
ij)∂ij |θ(0) =

n
∑

i,j=1

((Adexp(tXe)Ye)∗∂t|t=0)(h
ij)∂ij |Adexp(0·Xe)Ye

=
n

∑

i,j=1

∂t|t=0(h
ij ◦ (Adexp(tXe)Ye))∂ij |AdeYe

=
n

∑

i,j=1

∂t|t=0(h
ij ◦ (exp(tXe)Ye exp(tXe)

−1))∂ij |eYee−1

=
n

∑

i,j=1

hij ◦ ((∂t|t=0 exp(tXe))Ye) + hij ◦ (Ye(∂t|t=0 exp(−tXe)))∂ij |Ye

=
n

∑

i,j=1

hij ◦ (XeYe) + hij ◦ (Ye(−Xe))∂ij |Ye =
n

∑

i,j=1

hij ◦ (XeYe − YeXe)∂ij |Ye

=
n

∑

i,j=1

hij ◦ [Xe, Ye]∂ij |Ye =
n

∑

i,j=1

[Xe, Ye]
ij∂ij |Ye =:

n
∑

i,j=1

(adXeYe)
ij∂ij |Ye

Aufgabe 27

Aufgabenstellung. Wie wirkt Ad für G = Gl(n, R) auf g∗ = g∗(n, R)?

Ko-adjungierte Darstellung auf der Lie-Koalgebra

Wir betra
hten nun eine weitere Darstellung der Lie-Gruppe aus Aufgabe 25. Die koad-

jungierte Darstellung von G auf g∗ ist

Ad∗ : G → Gl(g∗)

g 7→ Ad∗
g

wobei für ein festes g ∈ G:

Ad∗
g : g∗ → g∗

ξ 7→ Ad∗
g(ξ)

wobei (Ad∗
gξ) : X 7→ ξ(Adg−1(X)).

In unserem Fall G = Gl(n, R) identi�zieren wir wie in Aufgabe 25 bes
hrieben g∗ zunä
hst

mit (Rn×n)∗ und betra
hten Ad∗
g als Abbildung auf (Rn×n)∗. Wir erhalten wir für ein

ξ =
∑n

i,j=1 ξijx
ij ∈ (Rn×n)∗Gl(n, R) (enstspri
ht α =

∑n
i,j=1 ξijdxij |e ∈ T ∗

e Gl(n, R) bzw.

der Matrix (ξij) ∈ Rn×n). Damit erhält man wegen

xkl(g−1Eijg) = (g−1Eijg)kl =
n

∑

m,p=1

((g−1)km(Eij)
mp(g)pl =

n
∑

m,p=1

(g−1)kmδi
mδj

pg
pl = (g−1)kigjl ,

41



für Ad∗
g als Abbildung auf (Rn×n)∗:

Ad∗
g(ξ) =

n
∑

i,j=1

((Ad∗
g(ξ))Eij)x

ij =
n

∑

ij=1

(ξ(Adg−1Eij)x
ij

=
n

∑

ij=1

(ξ(g−1Eijg))xij =
n

∑

ijkl=1

(ξklx
kl(g−1Eijg))xij =

n
∑

ijkl=1

((g−1)kiξklg
jl)xij

=
n

∑

ijkl=1

(((g−1)T )ikξkl(g
T )lj)xij =

n
∑

ij=1

((g−1)T (ξij)g
T )ijxij

Das bedeutet für Ad∗
g als Abbildung auf Rn×n

Ad∗
g((ξij)) = (g−1)T (ξij)g

T
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